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PREFACIO

Esse livro de Calculo foi concebido com a intenc¢do de se desenvolver livros de
Matematica apoiados em dois eixos que o autor considera estratégicos.

Um deles é a adequacgao desses materiais a realidade educacional brasi-
leira, uma vez que grande parte das opcoes disponiveis atualmente foi conce-
bida para lidar com a realidade educacional de paises muito diversos do
Brasil. Nesse sentido, esse livro se preocupa em estabelecer uma conexao
préxima entre o Cdlculo e alguns exemplos paradigmaticos da Mecanica, en-
sinados nos cursos de Fisica do ensino médio brasileiro. A partir do exemplo
bésico do lancamento vertical de um objeto na Lua, onde inexiste o atrito com
a atmosfera, apresentamos o conceito cinemaético de velocidade e seu corre-
lato matemadtico, a derivada da funcao quadratica. Posteriormente, trazemos
esse mesmo experimento para a Terra, onde introduzimos os efeitos da re-
sisténcia do ar, o que nos permite motivar o estudo da derivada da funcao
exponencial. Por sua vez, o problema da descricao do movimento de uma
massa presa a uma mola motiva o estudo das derivadas das funcdes trigo-
nométricas. Esses exemplos paradigmaticos, presentes na origem mesma da
formulacao do Célculo, acompanham cada novo tépico que vai sendo intro-
duzido e desenvolvido ao longo do texto. Isso fornece a possibilidade dos lei-
tores experimentarem algumas das mesmas intui¢des vividas pelos primeiros
formuladores do Calculo.
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Alids, esse é o segundo dos eixos considerado estruturantes: oferecer abor-
dagens multiplas de um mesmo tépico, ora geométricas, ora algébricas, ora
dinamicas. Isso d4 oportunidade ao estudante de se apoiar, em alguns mo-
mentos, nas intuicoes em que ele se sente mais confortdvel, mas também o
ajuda a explorar suas habilidades ainda pouco desenvolvidas. A abordagem
dindmica estéd presente na definicdo do conceito de limite, feito através de
sequéncias e cujo emprego ja se fazia presente no método grego da obten-
cdo de dreas por exaustdo, como também no estudo da cinematica realizado
pela mecanica moderna. Por sua vez, a abordagem algébrica é empregada na
famosa féormula do binomio de Newton, que € utilizada na definicao da fun-
cdo exponencial. Ja a abordagem geométrica aparece logo na definicao dos
numeros e das funcoes reais, bem como na definicdo da medida de angulo
através de areas e dos conceitos de derivada e de integral.

ESTRUTURA DO LIVRO

O contetido do livro é dividido em cinco capitulos e complementado por
apéndices. No final de cada capitulo, existe uma lista de exercicios dividida
entre exercicios de demonstracdo, destinados a exercitar a capacidade dedu-
tiva dos estudantes, e exercicios de aplicacdo, destinados a apresentar mais
exemplos significativos da teoria desenvolvida no capitulo. No final da maio-
ria das secoes, existe uma lista de exercicios de fixacao, cujo gabarito se en-
contra no Capitulo 6.

No Capitulo 1, apresentamos as preliminares indispensdveis a qualquer
livro de Célculo. Os ntimeros reais e suas operacoes, bem como a fung¢des
reais e suas inversas, sao apresentados de um ponto de vista geométrico que
enfatiza a importancia do plano Cartesiano nas principais definicoes da ma-
temadtica moderna.

No Capitulo 2, introduzimos o conceito de limite de funcoes através do
conceito de limite de sequéncias. Essa abordagem é a mais adequada aos
modernos métodos numéricos de aproximacgoes sucessivas, implementados
atualmente em qualquer calculadora ou computador. Além disso, essa abor-
dagem de limite ajuda a explorar as intui¢ées dinamicas por trds do conceito
de limite, ja presentes nos gregos desde os tempos de Zeno. Também permite
oferecer demonstracdes mais simples de resultados sofisticados como o Teo-
rema do Valor Intermedidrio, que é provado através do Método da Bisseccao.
Com essa abordagem, definimos a funcdo exponencial de modo bastante ri-
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goroso e demonstramos suas propriedades fundamentais ja no inicio do livro.
As fungoes trigonométricas também sao apresentadas de modo bastante rigo-
roso e se estabelece ao longo do livro um paralelo entre suas propriedades e
as da func¢ao exponencial.

No Capitulo 3, o conceito de derivada é introduzido a partir do problema
geométrico de definir a reta tangente e aplicamos esse conceito no estudo
das antenas parabdlicas. A derivada também é apresentada em conexao com
o conceito de velocidade. Os conceitos de funcao derivada e de funcao de-
rivada segunda sdo introduzidos de modo a se compreender os conceitos de
funcao velocidade e de func¢ao aceleracdo. A derivada da func¢do exponencial é
motivada pelo estudo da velocidade de um trem-bala sendo freado pela resis-
téncia do ar. J4 a derivada das funcoes trigonométricas é introduzida através
da andlise do movimento no sistema massa-mola. O estudo do movimento
do pistdo e do virabrequim de um motor a explosao motiva a obtenc¢do da
denominada regra da cadeia.

No Capitulo 4, é introduzida a anélise do formato do grafico de fun-
¢oOes reais. Iniciamos esse estudo com o problema de se determinar a altura
madxima de uma bola arremessada verticalmente. Através da teoria de otimi-
zacao, demonstramos o Teorema do Valor Médio e o utilizamos para obter a
famosa Regra de L'Hospital. Essa ultima é utilizada para se determinar o que
ocorre no arremesso vertical com atrito a medida que o ar vai ficando cada
vez mais rarefeito. Posteriormente, obtemos a relacdo entre o crescimento e
o sinal da derivada primeira e a relacdo entre a concavidade e o sinal da de-
rivada segunda de uma funcdo. Analisamos as denominadas retas assintotas
de uma funcao através dos conceitos de limite no infinito e de limite infinito,
que sdo introduzidos através do conceito de limite infinito de sequéncias. No
final desse capitulo, apresentamos um método passo a passo para se obter o
esboco do grafico de fungoes derivaveis por partes.

No Capitulo 5, introduzimos o conceito de integral a partir do conceito de
drea liquida. No caso do arremesso vertical sem atrito, fazemos conexdo da
integral com o conceito de variacdao do espaco e variacao da velocidade. Essa
conexdo para movimentos gerais € estabelecida através do famoso Teorema
Fundamental do Célculo. A partir desse teorema e de suas consequéncias, in-
troduzimos o conceito de integral indefinida e as denominadas técnicas de
de integracao. Através do método de substituicao, obtemos a lei da conserva-
¢ao da energia no sistema massa-mola. A partir da conservacao da energia,
utilizamos o método de substituicdo trigonométrica para determinarmos o
movimento do sistema massa-mola. Depois de apresentarmos o método de
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integracao por partes, utilizamos o método das fraces parciais para deter-
minamos o movimento da suspensao de um veiculo, o denominado sistema
massa-mola-amortecimento. Fechamos esse capitulo determinando o movi-
mento do péndulo sem atrito e como utilizar a integral para obter férmulas
para volumes de sélidos de revolucao, comprimentos de graficos e areas de
superficies de revolucao.

Nos apéndices, apresentamos complementos de contetidos utilizados na
parte principal do livto. Demonstramos a férmula da soma dos termos de
uma progressao geométrica infinita, a férmula do binémio de Newton, a exis-
téncia de limite de sequéncia monoétonas limitadas, as propriedades da area
e calculamos a érea do circulo unitério através do Método de Exaustdo.

AGRADECIMENTOS

Quero agradecer as seguintes pessoas, ressaltando que eventuais falhas rema-
nescentes no livro sdo de minha inteira responsabilidade. Agradeco ao amigo
e professor Lucas Seco por ter ajudado na primeira revisao geral do livro e
pelas inlimeras conversas que ja tivemos relativas as melhorias do ensino do
Célculo 1. Agradeco aos meus orientandos André Caldas e Fernando Lucatelli
pela ajuda com relacao a formatacao do livro. Agradeco ao meu estudante do
Célculo 1 Jean Carlos Neri Cardoso por sua disposicao em ajudar na revisao
do livro. Finalmente quero agradecer aos professores Jodo Carlos de Padua,
Lineu Aratjo, Lucas Seco e Raderson Silva por terem ajudado na elaboracao
da lista de exercicios de fixacao.



CAPITULO

PRELIMINARES

1.1 NUMEROS REAIS

Nesta primeira se¢do, indicamos como construir os nimeros e suas opera-
coes a partir de conceitos e propriedades puramente geométricas. Para isso
fazemos uso dos resultados da geometria plana euclideana. Iniciamos com
a reta R determinada pelos dois pontos distintos 0 e 1, garantidos pelos pos-
tulados de existéncia e determinacdo, como mostra a Figura 1.1. O ponto 0 é
denominado zero ou origem e o ponto 1 é denominado um ou unidade. Os
pontos sobre a reta R sio denominados nitimeros reais.

0
® ® ® ®

—_

Figura 1.1: Reta real definida pelos pontosOe 1.

Existe uma ordem entre pares de nimeros reais, denotada por < e deno-
minada a esquerda de ou menor que. Se a,b € R, temos intuitivamente que
a < b se a estd a esquerda de b, como ilustrado pela Figura 1.1. Podemos
definir a partir da ordem < as seguintes ordens:
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(1) a>bseesdse b<a.
(2) a<bseesbésea<boua=h.
(3) a=bseesdse b<a.

Existe também uma relacdo entre pares de segmentos, denotada por = e
denominada congruéncia de segmentos. De maneira intuitiva, temos que dois
segmentos sdo congruentes se cada uma das duas pontas de um compasso
com sua abertura fixada podem ser colocadas sobre cada um dos dois extre-
mos de cada segmento.

0 a+b
@ @

Figura 1.2: Adicao de a mais b.

Podemos entdo, como ilustrado na Figura 1.2 e a partir dos conceitos de
ordem e congruéncia e de suas propriedades, definir a operacao de adigdo de
numeros reais, para todos a, b € R,

at b= c: ¢c=b e bc=0a, se a=0
"l c: ¢c<b e bc=0a, se a<0

0
@ @ L 4
—a a

Figura 1.3: O inverso aditivo de a.

Podemos também definir, como ilustrado na Figura 1.3, o oposto ou in-
verso aditivo, para todo a € R,

_a= c: ¢c<0 e 0c=0a, se a=0
"l c: ¢c=0 e 0c=0a, se a<0
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A partir das definicoes e das propriedades da ordem e da congruéncia,
pode-se mostrar que a adicao satisfaz, para todos a, b, c € R,

(A1) Associatividade: (a+b)+c=a+ (b+c);
(A2) Neutro: a+0=a;

(A3) Inverso: —a+a=0;

(A4) Comutatividade: a+b=b+ a.

As propriedades da adicao fazem com que a estrutura aditiva dos reais seja
denominada de grupo comutativo.

Vamos agora construir um dos objeto mais importantes da matematica
moderna, o plano Cartesiano. Como ilustrado pela Figura 1.4, denote por 0y
a Unica reta perpendicular a reta R, passando pelo ponto 0, chamada de eixo
vertical.

1 hb (CL, b)
b ———————————————— —’
|
|
ha A |
Ya - ) |
| | Ug

I I
P A
| |
| |

| | >
0 TA a

Figura 1.4: Plano Cartesiano.

Neste contexto, a reta R também é denotada por 0x, denominado eixo ho-
rizontal, e um ponto a € 0x é também denotado por (a,0). O ponto 0 = (0,0)
é denominado origem do plano Cartesiano. Escolhemos em 0y um ponto, de-
notado por (0,1), tal que sua distancia a origem 0 seja igual a 1. Para cada
ponto a € 0x = R associamos o ponto (0, a) em 0y, tal que as distancias desses
dois pontos a origem 0 sejam iguais e de modo que ambos sejam maiores que
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0 ou ambos menores que 0. A reta Oy é entdo uma copia da reta R e tam-
bém é denotada por R. Frequentemente, denotaremos (x,0) € 0x e também
(0,y) € 0y serao denotados apenas por x € R e y € R, respectivamente.

Uma reta paralela ao eixo horizontal € denominada reta horizontal e uma
reta paralela ao eixo vertical é denominada reta vertical. Uma reta horizontal
e uma reta vertical possuem um tnico ponto em comum, pois 0s eixos sdo
retas concorrentes. Dado qualquer ponto A no plano, denote por h,4 a Ginica
reta horizontal passando por A e denote por v4 a tnica vertical que passa
por A, como ilustrado pela Figura 1.4. A abscissa ou coordenada horizontal
do ponto A é o tnico ponto x4 que estd simultaneamente sobre v4 e sobre
0x. A ordenada ou coordenada vertical de A é o tinico ponto y4 que esta si-
multaneamente sobre /4 e sobre 0y. Vice-versa, dado um ponto a sobre 0x e
um ponto b sobre 0y, associamos o tinico ponto, denotado pelo par ordenado
(a, b), que esté sobre v, e sobre hj. Nao € dificil notar que A = (x4, ya). Por-
tanto, para cada ponto A do plano, associamos o par ordenado (x4, y4) das
suas coordenadas.

4
r
A/ a
ab |- o
!
7
s’
s |
4 I
| S |
7 I Uy
yd | |
e | |
s
4 | | >
0 1 b

Figura 1.5: Multiplicacdo de a vezes b.

Vamos entao definir a operacdo de multiplicacdo de nimeros reais, como
ilustrado pela Figura 1.5. Para cada a € R, considere areta r, determinada pela
origem (0,0) e pelo ponto (1, a). Como a reta r, e o eixo 0y sdo concorrentes,
cada reta vertical possui um tinico ponto em comum com r,. Dado b € R, seja
A o tnico ponto que estd sobre r, e vy,. A multiplicacdo de a por b é definido
como a coordenada vertical de A e é denotado por ab.
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A
Sa,b
//‘
I
|
A
s |
S '
Ve
! |
o P
7
e ! |
- I I
4 | | >
0 1 b

Figura 1.6: Divisado de a por b.

Consideraremos agora o conceito de divisdo entre nameros reais, como
ilustrado pela Figura 1.6. Sejam a, b € R, onde b # 0. Seja s,,; a reta determi-
nada pela origem (0, 0) e pelo ponto (b, a). Como b # 0, temos que s, j, € 0 eixo
0y sao concorrentes e, portanto, cada reta vertical possui um tinico ponto em
comum com s, 5. Seja A 0 inico ponto que estd sobre s, 5, € a reta vertical v;.
A divisao de a por b é definida como a coordenada vertical de A e é denotada
por %. E imediato que s, = ra €, portanto, que % b=a.

Pode-se mostrar que a multiplicacdo satisfaz, para todos a, b, c € R,
(M1) Associatividade: (ab)c = a(bc);

(M2) Neutro: al = a;
1

(M3) Inverso: — a =1, para todo a # 0;
a

(M4) Comutatividade: ab = ba.

Essas propriedades fazem com que a estrutura multiplicativa dos reais seja
também um grupo comutativo.

Pode-se mostrar que vale a propriedade fundamental que conecta as es-
truturas aditivas e multiplicativas dos reais, denominada Distributividade e
mais conhecida como Regra do Chuveirinho. Para todos a, b, c € R, temos que

(D) Distributividade: a(b+ c¢) = ab + ac.
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A propriedade enunciada acima é denominada Distributividade a esquerda.
Sua andloga, a Distributividade a direita, é consequéncia imediata da comu-
tatividade do produto.

Pode-se mostrar também que valem as seguintes propriedades na relacao
entre a ordem, a adi¢do e a multiplicacao,

(P1) Fechamento aditivo: se a,b >0, entao a+ b > 0.
(P2) Fechamento multiplicativo: se a, b > 0, entdo ab > 0.

Por satisfazer as Propriedades A1-A4, M1-M4, D e P1-P2, a estrutura conjunta
aditiva e multiplicativa dos reais é denominada um corpo ordenado. Num
corpo ordenado, valem também as seguintes propriedades com relacao as de-
sigualdades.
Proposicao 1.1: Sejam a, b, c,d € R. Temos entao que

(1) a<bec+a<c+b.

2) a<b<e -b<-a.

(3) a<bec<d=a+c<b+d.
e que

(4) a<b < ca<cb, paracadac>0.

1 1
5) 0<a<boeld<—<-—.
b a

(6) 0<a<bel0<c<d=0<ac<bd.

SUBCONJUNTOS NUMERICOS

O conjunto dos niimeros naturais N é o menor subconjunto de R satisfazendo
(N1) Unidade: 1eNe

(N2) Recursividade: Se neN, entaon+1eN.
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O conjunto dos nimeros naturais € o menor no sentido que ele esta contido
em qualquer conjunto satisfazendo essas duas propriedades, como por exem-
plo a reta R e a semirreta real positiva. Podemos agora enunciar o denomi-
nado Principio de Indugdo.

Proposicao 1.2: (Inducao) Para mostrarmos que uma determinada férmula
F(n) é vdlida para todo n € N, basta verificarmos que

(I1) vale F(1) e

(I12) se vale F(m) para um determinado m € N, entao vale também F(m+1).

Prova: Primeiro observamos que mostrar que F(n) é valida para todo ne N é
0 mesmo que mostrar que o conjunto

S={neN: vale F(n)}

é igual ao conjunto dos naturais. Por um lado, se verificamos I1, obtemos que
1 € S, o que mostra que S satisfaz a propriedade N1. Por outro lado, suponha
que verificamos I2. Neste caso, se m € S, entdo vale F(m), pela definicao de S.
Por 12 segue que vale F(m + 1). Pela definicao de S, segue que m+1 € S. Logo,
S satisfaz também a propriedade N2. Como S satisfaz ambas as propriedades
N1 e N2, pela discussdo acima, segue que N estd contido em S. Por outro lado,
por definicao, S estd contido em N, o que mostra que S = N e que, portanto,
F(n) é valida para todo n € N. O

Utilizando o Principio de Indugdo, vamos mostrar que a férmula

é valida para todo n € N. Para verificar I1, note que a férmula vale para n =1,

uma vez que 1 < 2!. Para verificar 12, considere m € N tal que vale m < 2™,

Segue entao que
m+l<m+m=2m<22m=2""

mostrando que m+1 < 2"*! e que a férmula também vale para n = m+1. Pelo

Principio de Induc¢do, como verificamos ambas I1 e 12, segue que a férmula

acima é vélida para todo n € N.



18 Capitulo 1. Preliminares

2

O conjunto dos niimeros inteiros Z é obtido a partir dos naturais
adicionando-se os inversos aditivos e o elemento neutro.

Z={keR: keN ou k=0 ou -keN}.

O conjunto dos ntimeros racionais @ é a colecao de todas as fracdes de ntime-
ros inteiros
m
@:{rER: r=—, mnezZ e n;«éO}.
n

Temos claramente que
NcZcQcR.

Pode-se mostrar que o conjunto dos racionais é fechado sob as operagoes da
adicao e da multiplicacdo e também é um corpo ordenado.

Vamos mostrar agora que, entre dois nimeros reais distintos quaisquer,
sempre existe um nimero racional. Essa propriedade de ) é denominada
densidade. Para isso, necessitamos de dois fatos. O primeiro, denominado
Principio da Boa Ordenacgao, é consequéncia do Principio de Inducao e afirma
que qualquer subconjunto nao vazio dos naturais possui o menor elemento.
O segundo fato é a denominada Propriedade Arquimediana de R.

Arquimediana: Para todo L >0, existe ne Ntalque 0 < L < n.
Pela Proposic¢ao 1.1, temos que
) 1 1
O<L<n se e so se 0<—<Z.

n

Escolhendo € = 1/L, temos entdo a seguinte formula¢do equivalente.

1
Arquimediana: Para todo € > 0, exite ne Ntalque 0 < — < &.
n
Proposicao 1.3: Sea < b, entdo exister € Q talquea<r < b.
Prova: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € N tal que

1
0<—<b-a. (1.1)
n
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. m
Se m é o primeiro natural tal que a < —, temos que
n

m-—1

<a.
n

Pelas desigualdades (1.1) e (1.2), segue que

m_m—l

1
= +—<a+((b-a)=h.
n

n n

m 3 -
Escolhendo r = —, concluimos a demonstracgao.
n
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(1.2)

O

Ap6s notarmos a densidade do conjunto dos racionais no conjunto dos
numeros reais, podemos nos perguntar se esses dois conjuntos ndo sao de
fato iguais. A resposta é negativa, o que parece ter custado a vida de um dos
membros da Escola Pitagérica. Pelo Teorema de Pitdgoras, o comprimento
d da diagonal do quadrado unitdrio é tal que d? = 2, ou seja, temos que d =
v'2, como ilustrado pela Figura 1.7. Essa diagonal pode ser escrita como um

quociente de niimeros naturais?

Figura 1.7: Diagonal do quadrado unitério.

Proposicdo 1.4: /2 ndo é racional.

Prova: Vamos utilizar o seguinte fato, que é deixado como exercicio, n € N é
par se e s6 se n® é par. Vamos demonstrar essa proposicdo por contradicio.

m
Suponha que d = —, com m,n € N. Apds cancelamento, podemos supor

n
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que m e n nao possuem nenhum fator comum. Neste caso, temos que

m P P
2 = d?> = — e, portanto, que m? = 2n®. Como m? é par, temos que m é
2

par. Logo, m = 2k, com k € N, e entdo 4k? = m? = 2n?. Portanto, 2k? = n?,
mostrando que n? é par e consequentemente 7 também é par. Mas isso é
uma contradicdo, pois m e n ndo possuem nenhum fator comum. O

Concluimos esta secdao com a ultima propriedade dos ntimeros reais, a
Completude. Essa propriedade diz de maneira intuitiva que a reta nao possui
buracos. Dados A e B subconjuntos de R, dizemos que A é menor ou igual a
B e denotamos A< B,se a< b, paratodosac AebeB.

(C) Completude: Se A < B, entdo existe ce Rtal que A< c < B.

A propriedade da Completude ndo é verificada nos conjunto dos ntimeros
racionais. Definindo os conjuntos

A={reQ:r*’<2} e B={reQ:r*>2}

temos claramente que A < B, mas o Unico c tal que A < ¢ < B é o nimero
V2, que no entanto nio pertence a Q. Devido a essa propriedade, pode-se
demonstrar que existem muito mais nimeros reais que nimeros racionais,
ou seja, que é impossivel estabelecer uma correspondéncia um a um entre os
numeros reais e os numeros racionais. Por outro lado, de maneira surpreen-
dente, existem tantos ntimeros racionais quanto nimeros reais, por mais in-
crivel que isso possa parecer, como indica a seguinte enumeracado dos racio-
nais

yesey Yoo

112123 1 2 m n+m-1
n

1’21’3 2’1" "n+m-1"n+m-2"" 1

- m p . . -
Pode-se mostrar que a fracdo — estd localizada nessa lista na posicao
n

m+rm-1)n+m-2) N
2

Devido a essa lista, o conjunto dos racionais é denominado enumerdvel. Por
sua Completude, o conjunto dos reais ndao é enumeravel.
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1.2 FUNCOES REAIS

Assim como no caso dos numeros e de suas opera¢oes, introduzimos o
conceito de funcao real a partir de uma perspectiva puramente geomeétrica.
Uma fungdo real € um conjunto de pontos do plano Cartesiano satisfazendo
o denominado teste da reta vertical: se f € uma funcgao real, cada reta vertical
possui no maximo um ponto em comum com f, como ilustrado pela Figura
1.8.

f

NN Ty
NI

\/

\/

Figura 1.8: Teste dareta vertical: f satisfaz, o circulo nao.

O dominio da fungdo f é sua projecao vertical sobre o eixo 0x

dom(f)={xa: A€ f}

onde A éum ponto de f e x4 sua coordenada horizontal (Secdo 1.1). A Figura
1.9 ilustra o dominio de f como a sombra que f projetaria no eixo 0x sob o
sol de meio-dia. De forma andloga, a imagem da fungdo f é a sua projecao
horizontal sobre o eixo 0y

im (f) ={ya: A€ f}

onde y,4 é a coordenada vertical do ponto A (Sec¢do 1.1). A Figura 1.9 descreve
a imagem de f como a sombra que f projetaria no eixo 0y sob o nascer do
sol.
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\ 4

Figura 1.9: O dominio e imagem da funcao f.

Em geral, quando queremos enfatizar o dominio e aimagem de uma dada
fungéo f, denotamos a fungdo por f: dom (f) — im (f). Quando desconhece-
mos a imagem de f, mas sabemos que a imagem estd contida num conjunto
A, denominado um contra-dominio de f, denotamos isso por f : dom/(f) —
A. Observamos que a reta R é sempre um contra dominio para qualquer fun-
¢do real.

\ 4

Figura 1.10: O valor de f em x.

Para cada x € dom (f), definimos f (x) € R, denominado valor de f em x ou
também expressdo algébrica de f, como a coordenada vertical do tinico ponto
comum a | e a reta vertical v,. A Figura 1.10 representa o valor de f em x
como a altura de f sobre o ponto x. Com essas definicoes, a funcado f pode
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ser descrita por

f={(xy):y=f® e xedom(f)}

também chamado de grafico de f, e suaimagem pode ser descrita por

im(f) ={f(x: xedom(f)}

y=f(x) I

é denominada equagdo do grdfico de f.

Se f é umareta, ela satisfaz o teste da reta vertical se e s0 se ela ndo € uma
reta vertical. Portanto, se f é uma reta ndo vertical, ela é uma funcao real,
denominada fungdo afim. Se f é uma funcao afim, entdo seu dominio e sua
imagem coincidem com a reta R, como é mostrado pela Figura 1.11.

A equacao

A

(751

Yo

\

Figura 1.11: Exemplo de uma funcao afim.

Em geral, se os pontos (xo, o), (x1,1) € (x, y) pertencem a funcao afim f,
utilizando semelhanca de tridngulos, temos que
Y=Yo_ _N-Y
X —Xo X1 — Xo

para todo x € R, onde m é denominado coeficiente angular. Temos entdo que

Y—Yo=m(x—Xp) I
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que é a famosa equagdo da reta passando por (x, o) com inclinagao m. Iso-
lando y como func¢do de x, obtemos a expressao algébrica de f dada por

y=f(x)=yo+m(x—xo).

que nada mais é que a equacao do gréfico de f. A expressao algébrica de f
também pode ser dada por

fx)=mx+b I
b= f(0)=yo—mxp I

No exemplo seguinte, vamos mostrar que uma pardbola é de fato uma
funcdo real. Uma pardbola é o conjunto dos pontos p cuja distancia é
constante em relagdo a uma dada reta horizontal kg, denominada reta gera-
triz, e a um dado ponto F fora dela, denominado ponto focal, como ilustrado
pela Figura 1.12.

onde

\ 4

TR x

Figura 1.12: A pardbola é uma funcao.
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Se o ponto A = (x, y) pertence a p, entdo d(A, F) = d (A, hg). Pelo Teorema
de Pitagoras, a distancia entre A e F, em termos de suas coordenadas, satisfaz
a equacgao

d(AF? = (x—xp)° + (y - yr)° (1.3)

e, pela definicdo de distancia de um ponto a uma reta, temos que
d(Ahg) =(y-g). (1.4)

Igualando os termos a direita das equacodes (1.3) e (1.4), desenvolvendo os
quadrados e simplificando, obtemos que

2(yr—g)y=(x—xp)’ +y5— g%
Como o ponto focal F nao esta sobre a geratriz hg, temos que yr—g #0 e
podemos obter a seguinte expressao para a coordenada vertical do ponto A

1 2,2 .2
y= (x—xp)*+y5r—8%), (1.5)
2(yr-8)
0 que mostra claramente que A é o Uinico ponto de p que estd sobre a reta
vertical que passa por x4. Portanto, temos que p é de fato uma funcao real e
A= (x, p(x)). Desenvolvendo a equagéo (1.5), obtemos que

p(x) = ax* +bx+c I

a ! b 2xp e ¢ X%+ y2 g2
=, _ = — r —_ = — .
2(yr-g) a a "FOF
Como a expressao algébrica de p(x) é um polin6mio em x, a pardbola p é
denominada fungdo polinomial. Quando F = (0, i) eg= —i, temos que

onde

a=1 e b=c=0.

p(x) = x* I

e a pardbola p é chamada de poténcia quadrdtica.
Dado um polinémio em x

Neste caso,

px)=a,x" +---+ a1 x + ap,
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temos que o conjunto
p={(x.p) xR}

é uma funcao, denominada funcgdo polinomial. E quando p(x) = x”* também
dizemos que p é uma poténcia n-ésima.
Em geral, dada uma expressao algébrica f(x) de x, definimos a func¢ao

f=A{(x f(2):xedom(f(x)} (1.6)

onde dom ( f (x)), denominado dominio natural de f(x), € o maior conjunto
de ntmeros reais onde a expressao algébrica f(x) estd definida. Esse pro-
cedimento é uma das maneiras mais utilizadas para se construir funcoes
reais. Frequentemente, por economia de nota¢do, denotamos a funcao f :
dom (f(x)) — R definida pela equagdo (1.6) simplesmente pela expressao al-
gébrica f(x) utilizada em sua definicao.

~ o ~ px) |
Por exemplo, se p(x) e q(x) sdo polindbmios em x, a funcdo r(x) = —— éo

q(x)
conjunto

r={(x,rx):qx) #0}

e é denominada funcdo racional. O dominio de r(x) é o maior conjunto de
numeros reais onde a expressao algébrica r(x) esta definida, ou seja, todos os
X tais que ¢g(x) é diferente de zero.

Em certas situacoes, é necessdrio considerar fun¢oes definidas por ex-
pressoes algébricas em dominios que sdo distintos do seu dominio natural.
Sabemos do ensino médio que a altura s(#) de um corpo caindo sob a acdo da
gravidade, ap6s ser solto do estado de repouso de uma altura sy, na auséncia
de atrito com o ar, é dada por

onde g € aceleracdo da gravidade. O dominio algébrico dessa expressao é
a reta R, mas evidentemente essa expressao descreve o movimento do corpo
apenas enquanto este se move livremente no ar. Denotando por f4 o instante
de aterrissagem do corpo, no qual s(f4) = 0, o dominio algébrico deve ser
substituido pelo intervalo fechado

[0, 4] ={teR:0<t <14y}
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So S

Figura 1.13: Altura de um corpo em queda na auséncia de atrito do ar.

e devemos denotar explicitamente a funcao movimento por s: [0, £4] — R.

Considere agora a seguinte situacdo mais realista, ilustrada pela Figura
1.13. Um corpo, que se encontrava suspenso em posi¢cdao de repouso na al-
tura sg, € solto no instante ¢ = 0 e permanece em repouso apos atingir o solo
no instante de aterrisagem ¢ = 4. Nesta situacdo, a expressao algébrica da
funcdo posicao se altera de uma parte para a outra do seu dominio e é dada
por

S0, se t<0
IZ
S()=4 so—8%, se0=<t=<tiy
0, se =1y

Uma funcdao com uma expressao desse tipo é denominada definida por partes.
Concluiremos esta secao definindo as principais operacgoes entre funcoes
reais. Sejam f e g duas funcoes reais. A funcao

(f+8) ) =f0)+gx

é denominada soma de f mais g e seu dominio natural é a intersecdo dos
dominios de f e g. De forma andloga, definimos o produto de f vezes g por

(fg) ) =f(x)gx)
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onde seu dominio natural é também a intersecdo dos dominios de f e g. No
caso do quociente de f por g, definido por

X

(i) (x) = &

8 g(x)

o dominio natural sdao os pontos comuns aos dominios de f e g, excluindo-se
os pontos tais que g(x) = 0. Finalmente, definimos a composigdo de f com g
por

(fog) ) =f(g)

cujo dominio sdo os pontos x € R que pertencem ao dominio de g tais que
suas imagens g(x) pertencem ao dominio de f. Enquanto a soma e o produto
de func¢odes sao operagdes comutativas, 0 mesmo ndo ocorre com o quociente
e a composicao de funcoes.

1.3 FUNCOES INVERSAS

Assim como no caso de fungdes, introduzimos o conceito de funcao inversa a
partir de uma perspectiva puramente geométrica.

A

\ 4

Figura 1.14: Funcao injetiva f.

Na Secao 1.2, definimos uma funcao real como um conjunto de pontos
do plano Cartesiano satisfazendo o denominado teste da reta vertical. Uma
funcdo f é denominada injetiva se ela também satisfaz o denominado feste
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da reta horizontal: cada reta horizontal possui no maximo um ponto em co-
mum com f, como ilustrado pela Figura 1.14. Uma funcao f é denominada
mondtona se ela é crescente ou ela é decrescente. Se f é mondtona, entao ela
é injetiva, pois claramente satisfaz o teste da reta horizontal. Neste caso, para
cada y na sua imagem, existe um Unico x no seu dominio tal que y = f (x).
A sua inversa g é definida de modo que g(y) = x, como ilustrado pela Figura
1.14. Temos que o dominio de g é a imagem de f e que a imagem de g é o
dominio de f. Além disso, temos que

y=f(x) seesése x=g(y)

Substituindo a primeira igualdade na segunda, obtemos que

x=g(f ()

Por outro lado, substituindo a segunda igualdade na primeira, obtemos que

y=1(gly))

Essa é a razdo de g ser denominada de inversa de f, uma vez que elas se
cancelam quando compomos uma com a outra.

A g

\ 4

Figura 1.15: Funcao inversa g.

O gréfico de g pode ser melhor visualizado fazendo a reflexdo do grafico
da f em relacdo a reta bissetriz, como ilustrado pela Figura 1.15. Essa reflexao
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leva retas verticais em retas horizontais e vice-versa, de modo que o eixo ver-
tical é levado no eixo horizontal. Além disso, como f satisfaz os testes da reta
vertical e da reta horizontal, temos que g também satisfaz esses dois testes,
sendo portanto uma funcdo injetiva e é evidente que f é a inversa de g.
Para determinarmos a expressao algébrica de g, devemos resolver para x
a equacao y = f (x). Por exemplo, se f é uma reta nao vertical, ela é uma fun-
¢ao, cuja expressao algébrica é dada por f (x) = mx+ b. Se f é também uma
reta ndo horizontal, ela é injetiva, e isso ocorre se e s6 m # 0. Para obtermos
a expressao algébrica da funcao inversa, devemos entdo resolver a seguinte
equacao
fxX)=mx+b=y,
de modo que
1 b
gy)=x=—y-—.
Portanto, a fung¢do inversa g de uma funcao afim f é também uma funcao
afim, cujo coeficiente angular € o inverso do coeficiente angular de f.

A P

Figura 1.16: Poténcia quadratica e um pedaco injetivo.

Agora vamos considerar a inversa da fun¢do poténcia quadratica. Seja
p(x) = x? ilustrada pela Figura 1.16. Uma vez que p (—x) = p(x), temos que
p nao é injetiva. Por outro lado, para x = 0, p € uma funcao crescente e, por-
tanto, satisfaz o teste da reta horizontal. Vamos mostrar mais adiante que a
imagem de p no intervalo [0,00) é o intervalo [0,00). Segue que sua funcao
inversa g possui dominio e imagem iguais a [0,00). A expressao algébrica de
q é obtida resolvendo para x a equagao

p)=x*=y,
de modo que q(y) =x= /7.



CAPITULO

LIMITE

2.1 APROXIMACAO DA ORIGEM

Sabemos que a posicao vertical s(f) de um corpo caindo sob a acao da gra-
vidade, ap6s ser solto do estado de repouso de uma altura sy, na auséncia de
atrito com o ar, é dada por

2
S(t):SO—g?

onde g é aceleracdo da gravidade. Esse movimento é ilustrado pela Figura

2.1. Nesta situacao, a velocidade inicial é nula. Podemos nos perguntar: o
que significa a velocidade num dado instante 7 > 0 ap6s o corpo abandonar
o estado de repouso? No intervalo entre os instantes 7 e t, sabemos que a
velocidade média é dada pela proporcao

E B s(t)—s(1)
At t—-T

uma vez que s(t) — s(r) é a variacdo do espaco e t — 7 é a variacao do tempo
entre esses instantes, como ilustrado na Figura 2.1. A velocidade no instante
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S0 S

\ 4

Figura 2.1: Posicao e variacoes do espaco e do tempo.

7 deveria ser obtida como a velocidade média no intervalo entre os instantes
7 e 7. No entanto, isso ndo é possivel, uma vez que, neste caso, At =0 e a velo-
cidade média deixa de fazer sentido. O que podemos entao fazer é investigar
se a velocidade média se aproxima de um valor v a medida que ¢ se aproxima
de 7. Se isso ocorre, dizemos que v é a velocidade no instante 7.

Para organizar melhor as ideias, podemos fazer isso passo a passo, consi-
derando uma sequéncia de instantes de tempo diferentes de 7, mas cada vez
mais proximos de 7

,0,13,...,Ly,...

e considerar a sequéncia das respectivas velocidades médias

V1, U2,U3,...,VUpy... '

onde

_s(tp) —s(7)
-7

Un

é a velocidade média no intervalo entre 7 e ;. Se a sequéncia de velocidades
médias v, se aproxima de um valor v, dizemos que esse valor é a velocidade
no instante 7, o que nos fornece o conceito de velocidade instantanea.
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Nosso primeiro passo no Calculo serd tornar mais preciso o conceito de
uma sequéncia de nimeros reais se aproximar de um dado ponto da reta.
Uma sequéncia é uma lista infinita de ntimeros reais

ay,az,as,...,Ay, ...

Denotamos a sequéncia acima simplesmente pelo seu fermo geral a,, que
aparece na lista na posi¢do n. Devemos pensar numa sequéncia de ntime-
ros reais como uma progressao infinita de pontos da reta real R evoluindo
no tempo em passos sucessivos. Primeiro consideramos sequéncias que se
aproximam da origem, como por exemplo a sequéncia harménica %, dada
pela seguinte lista infinita

Neste caso, o ponto % é alcancado no n-ésimo passo.

Q| =
Wl
—

Figura 2.2: Sequéncia harmonica se aproximando da origem.

Como ilustra a Figura 2.2, € intuitivo que, a medida que o tempo passa, a
sequéncia harmonica se aproxima de 0. Neste caso, dizemos que 0 € o limite
A .1
da sequéncia ..

_L 1
-1 3 5
—O *—0 0o —0—

Figura 2.3: Sequéncia anti-harmonica se aproximando da origem.
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Um outro exemplo de sequéncia que se aproxima da origem é a denomi-

1

nada sequéncia anti-harmonica, ilustrada pela Figura 2.3 e dada por —,.. Um

ultimo exemplo de sequéncia se aproximando da origem, a sequéncia harmo-
_1\n
nica alternada, é ilustrada pela Figura 2.4 e dada por %

11 1
0 6 4 2
—& *—0—0—0—0—0—

Wl =
o] =

Figura 2.4: Sequéncia harmonica alternada se aproximando da origem.

Mas o que significa, de maneira mais precisa, que uma sequéncia a, se
aproxima da origem? A ideia bdsica é sermos cada vez mais rigorosos quanto
a proximidade de a, da origem. Para isso, considerarmos intervalos de erro
arbitrariamente pequenos (—¢,€), com margem de erro € > 0, como ilustra a
Figura 2.5. Se a sequéncia a,, se aproxima da origem, a partir de um determi-
nado passo, a sequéncia passa a ficar dentro desse intervalo de erro. Mas e
se considerarmos um intervalo com margem de erro menor? Provavelmente
teremos que esperar um pouco mais para que a sequéncia passe a ficar den-
tro desse novo intervalo de erro. Ou seja, para cada margem de erro € > 0,
deve existir um passo n(¢), denominado tempo de espera, a partir do qual a
sequéncia fica dentro do intervalo de erro de margem €. Neste caso, isso é

denotado por

Assim, quanto mais rigorosos formos, adotando margens de erro € menores,
mais pacientes deveremos ser, aguardando um tempo de espera 7 (¢) maior.

@ @
—& 0 Qp, g

T~
-

Figura 2.5: Intervalos de margem de erro € e 6 em torno da origem.
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Em outras palavras, a sequéncia a, se aproxima da origem se, para cada
margem de erro € > 0, existir um tempo de espera n (¢) de modo que

n=n(e - —e<a,<e€

ou de modo equivalente

n=n(e - la,| <€,

como ilustrado pela Figura 2.5. Observe que, adotando uma outra margem
de erro 6 > 0, o tempo de espera muda para 7 (6) e a condicoes acima ficam

n=n(d) = -0<a,<0
ou de modo equivalente
n=nd) = la,| <6.

como ilustrado pela Figura 2.5. Observe também que, uma vez que a, € |a,|
possuem a mesma distancia até a origem, segue que a, — 0se e so se|a,| — 0.

Nos exemplos anteriores de sequéncias, temos que a distancia do termo
geral até a origem diminui a medida que o tempo passa. Quando isso acon-
tece, a situacdo € mais simples: o primeiro passo em que a sequéncia entra
no intervalo de margem de erro € > 0 serve como tempo de espera n (¢). De
fato, como a distancia do termo geral até a origem |a,| diminui com o tempo
€ como |ay )| < €, segue entdo que

n=nie) = lan| <lanel <e.

1

Como nos exemplos anteriores |a;| = o

1
—<e&
n

serve como tempo de espera n (¢) dessas sequéncias. Resolvendo para n te-
mos que

o primeiro natural n tal que

1
n>-,
€

de modo que

L 1
n(g) = primeiro n> —
£

é um tempo de espera dessas sequéncias para a margem de erro €. A tabela
abaixo apresenta alguns dos seus valores:
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€ 1/e n(e)
0,5 2 3
0,4 2,5 3
0,3 3,333... 4
0,2 5 6

No caso da sequéncia harmonica, as primeiras linhas dessa tabela sdo ilustra-
das pela Figura 2.6.

0,2 0,3 04 0,5
A\
——ooo oo -
0 111 1 1 1
654 3 2

Figura 2.6: Algumas margens de erro para a sequéncia harmonica.

Em geral, duas sequéncias podem se aproximar da origem com tempos de
espera distintos. Por exemplo, denotando o tempo de espera de a;, = % por
ng (€) e o tempo de espera de b, = # por ny (€), temos que

. 1
ng (€) = primeiro n > -
€

como vimos acima e também que

1
np (€) = primeiro n > \/j
€

uma vez que esse tempo de espera é o primeiro natural n tal que

1
— <E.
n2

A tabela abaixo compara alguns dos seus valores:
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€ 1l/e ng (€) Vile np (&)
0,5 2 3 1,414... 2

0,4 2,5 3 1,581... 2

0,3 3,333... 4 1,825... 2

0,2 5 6 2,236... 3

0,1 10 11 3,162... 4
0,01 100 101 10 11
0,001 1000 1001 31,622... 32

Nao é dificil perceber que os tempos de espera para a, sao muito maiores que
os tempos de espera para b,.

PROPRIEDADES DA APROXIMACAO DA ORIGEM

Agora vamos considerar o que acontece com a soma de duas sequéncias que
se aproximam da origem.

Proposicao 2.1: Se a,, b, — 0, entdo a, + b, — 0.

Prova: A ideia da demonstragdo se baseia no seguinte fato: se a, e b, estao
no intervalo de erro (—%, %), entao sua soma a, + b,, estd no intervalo de erro
(—¢€,€). Sejam n, (¢€) e ny (€) os tempos de espera, respectivamente, de a,, e b,,.
Temos entao que

c € €
nzng(5) =  ——<a,<-
2

e também que
€
nz=ny(5) = —5 <bu<3.

Escolhendo 7 (¢) como o maior dentre os tempos n, (
desigualdades acima, teremos entao que

£) e ny (%), somando as

n=ne) = —e<ap+b,<e,

mostrando que 7 (¢) € um tempo de espera de a, + b, para a margem de erro
€. 0
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Para ilustrar o resultado acima, considere a sequéncia a, + b,, que é a
soma, respectivamente, das sequéncias harmoénica a, e harmonica alternada

b,. Temos que
2

=) n é impar
an+bn:{ n

0, n é par

como ilustrado pela Figura 2.7. O resultado acima garante que a, + b, — 0.

2 2 2

5 3 1
@ @ @ @
0

Figura 2.7: Soma das sequéncias harmonica e harmonica alternada.

A préxima proposicao é uma versao mais restrita do famoso Teorema do
Sanduiche.

Proposicao 2.2: Se0<a, <b, eb,— 0, entdo a, — 0.

Prova: Uma vez que 0 < a, < b,, podemos adotar para a, o mesmo tempo
de espera para b,. De fato, seja n (¢) um tempo de espera de b,. Entao temos
que

n=nie) = a, <b,<e.

Uma vez que |a,| = a,, isso mostra que n(g) é um tempo de espera de a,
para a margem de erro €. O

Uma exemplo de aplicacao do resultado acima é mostrar que a progressao
geométrica com razao r = 1/2 se aproxima da origem. Na Sec¢do 1.1, mostra-
mos por indugdo que 2" > n, para todo n € N. Neste caso, invertendo ambos
os lados dessa desigualdade, segue que
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Como 0 — 0 e também % — 0, temos que

1
— 0
2”

Dizemos que uma sequéncia b, é limitada quando ela ndo se afasta muito
da origem. Em outras palavras, existe uma constante R tal que |b,| < R para
todo n € N, como ilustra a Figura 2.8.

-R 0 R

- ° oo -

bn bn—i—l

Figura 2.8: Uma sequéncia limitada.

E intuitivo que toda sequéncia que se aproxima da origem é limitada. A
sequéncia alternada, dada por (—1)" e ilustrada pela Figura 2.9, é um exemplo
de uma sequéncia limitada, mas que nao se aproxima da origem. Como mos-
tramos a seguir, o produto de uma sequéncia limitada por uma sequéncia que
se aproxima da origem também se aproxima da origem. Um exemplo disso é
a sequéncia harmonica alternada que € o produto da sequéncia harmonica,
que se aproxima da origem, pela sequéncia alternada, que é apenas limitada.

-1 1
—e & o—

Figura 2.9: Sequéncia alternada € limitada, mas ndo se aproxima da origem.

Proposicao 2.3: Se a, — 0 e b, é limitada, entao a,b, — 0.

Prova: A ideia dessa demonstracdo se baseia no seguinte fato: se b, estd no
intervalo (R, R) e a, estd no intervalo de erro (-%, %), entdo a,b, estd no
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intervalo de erro (—¢,¢€). Seja n,(¢) o tempo de espera de a,. Temos entao
que

€
nz=ng(%) = |an|<E

Escolhendo n (¢) igual a n, (%) e multiplicando a desigualdade acima por R,
teremos entao que

n=ne = la,b,| <la,|R<E€,

mostrando que 7 (¢) é um tempo de espera de a, b, para a margem de erro €.
O

EXERCICIOS DE FIXACAO
2

2.1.1 Considere a sequéncia e
(i) O primeiro passo tal que % <0,1¢é
(@1l ()21 (¢)31 (d)41
(ii) O primeiro passo tal que % <0,01¢é
(@11 (b)101 (c)21 (d)201
(iii) O primeiro passo tal que % <ecé
(a) primeiro n>1/2¢ (b) primeiron > 1/¢

(c) primeiron > 2/¢ (d) primeiro n > 4/¢

1
2.1.2 Considere a sequéncia —-
n

1
(1) O primeiro passo talque — <0,1 ¢
n
@21 (11 (©3 (@4
1
(ii) O primeiro passo tal que ) <0,01¢

@21 11 (©3 M4
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o 1 )
(iii) O primeiro passo tal que ) <gé

(a) primeiro n> 1/ g2 (b) primeiro n>1/¢
(c) primeiron > 1/ Ve () primeiro n > 1/2¢

1
2.1.3 Considere a sequéncia —.

Vvn

1
(i) O primeiro passo tal que — < 0,1 é
n
(@21 (b)11 (c)201 (d)101

1
(ii) O primeiro passo tal que — < 0,01 é

Vvn
(a) 20001 (b) 10001 (c) 2001 (d) 1001

1
(iii) O primeiro passo tal que — <€ é
n

(a) primeiro n> 1/ g2 (b) primeiro n>1/¢
(c) primeiron > 1/ Ve () primeiro n>2/¢

2.2 LIMITE DE SEQUENCIAS

Uma vez que definimos com precisdo o que significa uma sequéncia se
aproximar da origem, podemos considerar o caso geral de uma dada sequén-
cia se aproximar de um dado ponto qualquer. Dizemos que a, se aproxima
de a € R quando a diferenca a,, — a se aproxima da origem, ou de modo equi-
valente, quando

lay,—al—0

Neste caso, escrevemos

a, — a

e dizemos que a sequéncia a,, é convergente e que o ponto a € seu limite. Te-
mos entdo a seguinte relacdo entre sequéncias limitadas e sequéncias conver-
gentes.

Proposicao 2.4: Se b, — b, entao
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(A) b,, €élimitadae

1
(B) o € limitada, caso b > 0.
n

Prova: Vamos usar o seguinte fato, cuja demonstracdo deixamos ao leitor:
para que uma sequéncia a, seja limitada basta que, a partir de um certo passo
n, os termos da sequéncia se encontrem num intervalo (L, M).

(A) Temos que
n=n(e = —e<b,—-b<e,

uma vez que b, — b — 0. Logo
n=n(e) = b—e<b,<b+eg, 2.1
mostrando que b, é limitada.

(B) Escolhendo € = g na equacao (2.1), temos que

) b 3b

nzn(—) - —<b,<—.
2 2 T2

Invertendo os trés membros da desigualdade acima, segue que
n=n (b ) — 2 L.z
-\ 3b b, b

mostrando que bin é limitada.

O

A sequéncia alternada, ilustrada pela Figura 2.9, apesar de limitada, nao
se aproxima de nenhum ponto da reta. De fato, quando n é impar, (—1)" se
mantém distante de qualquer ntimero positivo e, quando n é par, (—1)" se
mantém distante de qualquer nimero negativo.

Agora consideramos um exemplo bastante curioso, a denominada se-
quéncia de Fibonacci dada por a, da seguinte maneira: seus dois primeiros
passos sdo iguais a um, ou seja, a; = a; = 1. Para obtermos os demais passos,
utilizamos a seguinte formula

Apy2 = Apy1 +ap .
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Os 10 primeiros passos dessa sequéncia sao apresentados na seguinte lista
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...

Essa sequéncia claramente nao possui limite. Entretanto é possivel mostrar
que a sequéncia das razoes de Fibonacci

123581321 34 55

dada pelas razoes

é de fato convergente e que seu limite € igual a

1+v5
==

denominado razdo durea. Esse nimero mégico, conhecido desde a antigui-
dade, é obtido geometricamente dividindo-se um dado segmento em dois pe-
dacos, de modo que a proporc¢ao do todo ¢ sobre a parte maior 1 coincida
com a propor¢do da parte maior 1 sobre a parte menor ¢ — 1, como ilustrado
na Figura 2.10. A razdo durea ¢ € entao qualquer uma destas duas proporc¢oes
idénticas e satisfaz

S
—_

Figura 2.10: Razdo durea em segmento.
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PROPRIEDADES DO LIMITE DE SEQUENCIAS

Para determinarmos que o limite da sequéncia das razoes de Fibonacci é de
fato a razdo 4urea, precisamos considerar o comportamento do limite em re-
lacdo as operacoes de soma, produto e quociente de sequéncias, as conheci-
das regras de limite.

Proposicao 2.5: Sejam a, — a e b, — b, entao

(S a,+b, — a+b

(P) anpb, — ab

Q) - -

seb,,b#0

Prova: Pela defini¢do, temos que a,—a—0e b, —b — 0.
(S) Aregradasoma segue entdo da Proposi¢do 2.1, uma vez que

a,+b,—(a+Db)=(a,—a)+ (b,—b)—0.

(P) Para a regra do produto, primeiro observamos que b,, é limitada, pela
Proposicdo 2.4. Pelas Proposicoes 2.1 e 2.3, segue que

(a, —a) b, + a(b, — b) — 0.

(Q) Para aregrado quociente, primeiro observamos que, pela regra do pro-

an 1 . .
duto, como — = a,,—, basta mostramos que — — —. Para isso, consi-
deramos

b-by,
b, b
1
= b, (b—Dby).

Sl

L
b

1
Pela Proposicao 2.4, temos que Db é limitada, uma vez que bb, — b* >

n
0, pela regra do produto. O resultado segue entdo da Proposicao 2.3.
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O

Uma das propriedades fundamentais do limite é a sua unicidade, o fato de
que uma dada sequéncia a, s6 pode se aproximar de no maximo um nimero
a € R. Tal fato € uma consequéncia direta de uma outra propriedade muito
importante do limite, denominada monotonicidade.

Proposicao 2.6: (Monotonicidade) Sejam a, — a e b,, — b. Se a,, < b,,, entao
a<bhb.

Prova: Primeiro vamos mostrar que se ¢; — c e ¢, <0, entdo ¢ < 0. Se ¢ > 0,
podemos escolher € = c. Desse modo, segue que

n=n(c - —c<c,—c<c

e entao

n=n(c - 0<cy<Zc,

0 que é uma contradicdo, uma vez que estamos supondo que ¢, < 0. Agora
considere ¢, = a, — b, < 0. Pelas regras de limite, temos que ¢, — a— b. Pela
primeira parte da demonstracao, temos que a— b <0, ou seja, a < b. O

Corolario 2.7: (Unicidade) Sejam a, — a e b, — b. Se a, = b, entdao a = b.

Prova: Como a, < b, e também b,, < a,, pela monotonicidade, temos por
um lado que a < b e por outro lado que b < a, o que mostra que de fato a = b.
[

O seguinte teorema é uma ferramenta basica no estudo do comporta-
mento de sequéncias e é conhecido pelo sugestivo nome de Teorema do San-
duiche para sequéncias.

Teorema 2.8: (Sanduiche) Sea, <c, <b,, e a,, b, — c, entdo c,, — c.
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Prova: Como a, < ¢, < by, segue que

Pelas regras de limite, temos que b, — a, — 0, uma vez que a,, b, — c. Pela
Proposic¢ao 2.2, segue que ¢, — a, — 0, mostrando que

cn = (cnp—ay) +a, —c.
O
Vamos agora utilizar as propriedades de limite para mostrar que a sequén-

cia darazdes de Fibonacci converge para a razao durea. De fato, vamos supor
que r, — ¢, onde

_ Qp+1 _
F'n=—"7— € Ap+2 = Ap+1 t+ ap
an
e mostrar que
p 1+v5
>
Em primeiro lugar observamos que
_Qpy2  _ Qpt1tap
Tn+1 = = —
an+1 An+1
Qan
= 1+
An+1
] 1
= 1+
An+1
an
1
= 1+—,
I'n

0 que mostra que

Por outro lado, utilizando a mesma funcdo tempo de espera de r, — ¢,
concluimos que r,;+; — ¢. Pela unicidade do limite e pelas regras da soma
e do quociente, segue que
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Multiplicando a igualdade acima por ¢, temos que esse limite é solucao da
seguinte equacdo quadratica

P*—p—-1=0

cuja Unica solucao positiva é de fato a razao durea

_1+\/§
2

¢

SEQUENCIA DOS SEMIPERIMETROS

Concluimos esta secdo com a cldssica sequéncia dos semiperimetros SP (I,,)
dos poligonos regulares inscritos I,,, cujo niimero de lados é igual a 2"*!. A
Figura 2.11 ilustra o semicirculo e os trés primeiros poligonos, I, I>e I3, que
sdo, respectivamente, o quadrado, o octégono e o hexadecdgono inscritos. O
comprimento dos lados de I, é denotado por [,,.

Figura 2.11: Sequéncia de poligonos inscritos.
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Pelo Teorema de Pitagoras, temos que I, = /2. Para calcularmos I,, consi-
deramos os tridangulos retangulos AACP e A AP0, onde 0 é o centro do circulo
unitario. Aplicando novamente o Teorema de Pitdgoras, obtemos o seguinte
sistema de equacoes

L o= ¥+, 2.2)
4
12

1 = hf+—1 e

1 = x1+h1

onde h; é a altura do triangulo A ABO de base /5. Pela tiltima equacao de (2.2),
temos que h; = 1 — x;. Substituindo na segunda equacao de (2.2) e simplifi-

cando, obtemos
lZ
x‘i‘ —2x+—=0.

Utilizando a férmula de Bhaskara e o fato de que 0 < x; < 1, temos que
2—4/4-1?

X1 =
! 2

e, portanto, que
4-a\/a-1+(4-13)
B 4
Substituindo esse valor na primeira equacgao de (2.2), obtemos que

F=2—\/4-1.

Além disso, temos também que /) < hy, onde h; é a altura do triangulo A ACO
de base I, pois hy € maior que a hipotenusa do triangulo retangulo AQPO.

Para se obter o lado /3 a partir do lado I, realiza-se um procedimento
andlogo. Como mostra a Figura 2.11, considerando os triangulos retangulos
AADQ e AAQO e aplicando novamente o Teorema de Pitdgoras, obtemos o
seguinte sistema de equacoes

2
1

X

(2.3)

2 = xi+-2,

3 2 4
2

1 = }z§+—2 e
4

1 = xo+h
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onde em todas as equacoes de (2.2) substituimos [; por Iy, I, por I3, x; por x»
e h; por hy. Isso mostra que a relacao entre o lado /3 e o lado [/ deve ser a
similar a relacdo entre o lado [, e o lado /; dada pela equacao (2.3), de modo
que

e novamente temos também que hy < h3. De maneira geral, procedendo-se
de modo andlogo, obtemos que a relacdo entre o lado /,,;; e o lado [/, é dada

pela equacao
2, =2-1/4-12,

que h, < h,41 e, portanto, que h; < hy,.
A tabela abaixo mostra os 10 primeiros passos do processo descrito acima.

n| 2" JH 1, SP(I,)
1 2 2 1,414214 | 2,828427
2 4 0,585786 0,765367 | 3,061467
3 8 0,152241 0,390181 | 3,121445
4 | 16 0,0384294 0,196034 | 3,136548
5| 32 0,00963055 0,0981353 | 3,140331
6 | 64 0,00240909 0,0490825 | 3,141277
7 | 128 | 0,000602363 | 0,0245431 | 3,141514
8 | 256 | 0,000150596 | 0,0122718 | 3,141573
9 | 512 | 0,0000376494 | 0,00613591 | 3,141588
10 | 1024 | 0,00000941238 | 0,00306796 | 3,141591
0 oo 0 0 T

EXERCICIOS DE FIXACAO

2.2.1 Utilizando as regras de limite, temos que

n+2

(i) O limite da sequéncia é

@1l (M)1/2 (c)3/2 (d)5/4
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3n®+4
é

2n?

@l ((Mb1/2 (c)3/2 (d)5/4

(ii) O limite da sequéncia

2

e

(iii) O limite da sequéncia n
n+1
@1 M)1/2 (c)3/2 (d)5/4
5n2 |
— ¢
4n?+6n
@1 M1/2 (c)3/2 (d)5/4

(iv) Olimite da sequéncia

2.2.2 Suponha que a,, — a,onde e a >0 e que
a, =2, api1 =2+ —.

Usando a unicidade, o limite a é igual a
@1/2 1 (@2 (d3

2.3 FUNCAO EXPONENCIAL

Vamos introduzir a funcdo exponencial a partir do seguinte problema de
matemadtica financeira. Suponhamos que necessitemos tomar um emprés-
timo de um banqueiro de y unidades monetdarias por um dado periodo. No
contrato basico, o banqueiro tem o direito de pedir o empréstimo de volta a
qualquer momento e devemos pagar juros proporcionais ao tempo em que o
dinheiro ficar conosco. A taxa bdsica de juros pelo periodo todo é igual a x, de
modo que o banqueiro receberia

y(+x) I

se devolvéssemos o empréstimo apenas ao final do periodo. Como s6 po-
deremos devolver o empréstimo ao final do periodo, precisamos de uma ga-
rantia do banqueiro que ele ndo peca o pagamento do empréstimo antes
que o periodo termine. Entdo, o banqueiro pondera que, como o periodo é
muito grande, existem custos de oportunidade a serem acrescidos. De fato,
se ele requisitasse a devolucao do empréstimo ao final da primeira metade
do periodo, ele receberia y (1 + x/2), onde x/2 é a taxa de juros para metade




2.3. Func¢ao exponencial 51

do periodo. O banqueiro poderia entdo emprestar, para nds ou para outros,
¥y (1 + x/2) pela segunda metade do periodo, com a mesma taxa de juros x/2
e, ao final do periodo, ele receberia

y(1+§)(1+§):y(1+§)2

Em seguida o banqueiro pondera que, como uma metade do periodo ainda é
muito grande, ainda existem custos de oportunidade a serem acrescidos. De
fato, se ele requisitasse a devolucdao do empréstimo ao final de cada quarto
de periodo e em seguida reemprestasse todo o valor, como x/4 € a taxa de
juros em cada quarto de periodo, ele receberia y (1 + x/4) ao final do primeiro
quarto, y (1 + x/4)? ao final do segundo quarto, y (1 + x/4)° ao final do terceiro

quarto e, finalmente,
x\4

ao final do periodo. O banqueiro poderia reaplicar esse raciocinio n vezes,
dividindo cada subperiodo anterior em dois novos subperiodos com taxa de
juros divida pela metade. Neste caso, ele receberia ao final do periodo

onde

é o fator de juros compostos de x em 2" subperiodos. O préximo resultado
mostra que, quanto mais o banqueiro raciocina, maior fica o fator de juros
compostos e, portanto, maior fica a nossa divida ao final do periodo.

Proposicao 2.9: Para cada x > 0, temos que X,+1 > Xp.
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Prova: Temos que

2n+1 x 2 21
- [z
on+l

X x?
1 +22n+1 + 22n+2

x 2"
(1+—) .
2}1

—_—
—
+
"
I =
—
N —
|

2}‘1

\%

Precisamos também do seguinte resultado.

Proposicao 2.10: Para cada x,y = 0, temos que

(x+y),<Xnyn< ()C4—J/)n+1

Prova: Temos que

x+y)2”3(1+x+y Xy

211
(x+y)n:(1+ o o +2%) = XnYn

mostrando a primeira desigualdade. Para a segunda desigualdade, primeiro
observamos que, uma vez que

0= (x-y)" = (x+y)" —4xy,

segue que

(x+y)°
4

Xy <
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Portanto

XnYn (1+ x+y+ﬂ)2”

on 22n
242"

£+ (xzy)
< |1+ +

on 22n

2}’!

3 X+y (X+)\?
o 1+22n+1+(2n+1))

x+y\2\2
= |1+ 5m)

2n+1
= (x+¥),.:-

O
Mas serd que nossa divida pode crescer ilimitadamente, ap6s sucessivos

raciocinios do banqueiro? O préximo resultado mostra que podemos ficar um
pouco tranquilos, pois a ganancia do banqueiro estard sempre limitada.

Proposicao 2.11: Paracada0< x <, ondel €N, temos que

Prova: Primeiro vamo provar o caso em que 0 < x < 1. Por simplicidade, de-
notamos m = 2", de modo que

xX\m

m
Pela Proposicao A.3, temos que
x\m X xk x™m
(HE) = (rg)+(T)E+"'+($)W+"'+(%)W
< 14x+-+xF 44 x™
1
S _—

1-x
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onde utilizamos que (') = m* (ver Proposicdo A.3) e a soma dos termos da
progressdo geométrica infinita (ver Proposicdo A.2). Quando 0 < x < /, temos

que 0 < x/l <1 eentdo que

x/Dy <

1-x/1

Utilizando a Proposicao 2.10, segue que

!
xn:(x/l+---+x/l)nS(x/l)n---(x/l)ns( ) .
1-x/1

PROPRIEDADES DA FUNCAO EXPONENCIAL

Dado x = 0, existe um natural [/ tal que x < [. Pelas Proposicoes 2.9 e 2.10,
seque que a ganancia do banqueiro x,, €é uma sequéncia mondétona e limitada.
Pela Proposicdo A.5, seu limite existe e ¢ denominado de exponencial de x, de
modo que

Para cada x = 0, definimos

A préxima proposicao apresenta as propriedades bésicas da exponencial.

Proposicao 2.12: Temos que

xs_

1-x

l+x<e
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onde a primeira desigualdade vale para todo x e segunda desigualdade vale
paratodo —1 < x < 1. Além disso, para todos x, y € R, temos que

Prova: Temos que

l+x=xp=<x;,<—,
1-x

onde a primeira desigualdade vale para todo x = 0 (ver Proposicdo 2.9) e a
segunda para todo 0 < x < 1 (ver Proposi¢do 2.11). Pela monotonicidade do

limite, temos que
X 1
l+x<e" =—-i),
1-x
onde novamente a primeira desigualdade vale para todo x = 0 e a segunda
para todo 0 < x < 1. Portanto

0 que mostra que

X<

T1-(-x’

onde agora a primeira desigualdade vale para todo 0 < x < 1 e a segunda para
todo x = 0. A primeira desigualdade também vale para x = 1, uma vez que e *
é sempre positivo.

l1+(—x)<e

(A) Para x,y =0, é consequéncia imediata da Proposicao 2.10, da regra do
produto e da monotonicidade do limite. A demonstracdo do caso geral
¢é deixado como exercicio.

(B) Este item é consequéncia imediata do item (A) e também é deixada
como exercicio.

(C) Como 1+ x < e¥, seque que e* > 1, quando x > 0. Portanto, pelo item
(A), quando y — x > 0, segue que

el =eV et > e,
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O

A base neperiana é a exponencial para a taxa de juros x =1

A tabela abaixo mostra alguns passos da sequéncia que se aproxima da base
neperiana.

n 1 2 3 20 S
(1+2l,,)2 2,2500... | 2,4414... | 2,5657... | ... [ 2,7182... | ... | e

FUNCAO LOGARITMO

Denotamos por exp (x) = e* a fungdo exponencial, que é crescente com domi-
nio igual a R, pela Proposicao 2.12. Portanto exp possui uma func¢ao inversa
com imagem igual a R, que é denominada funcdo logaritmo e denotada por
log. Vamos mostrar mais adiante que a imagem de exp € o intervalo (0, 00).
Segue que sua funcdo inversa log possui dominio (0,00). A expressao algé-
brica do logaritmo é obtida resolvendo para y a equacgado

e’ =y, (2.4)

onde a incognita é x = log(y). A partir das propriedades da exponencial, ob-
temos propriedades andlogas para o logaritmo.

Proposicao 2.13: Para todos x, y > 0, temos que

A) log(xy)
(B) log(x™) = nlog(x)

log (x) +1og(y)

Prova:
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(A) Definimos u = log(x) e também v = log(y). Temos entdo que x = e* e
que y = e". Pela Proposicao 2.12, segue entao que

xy=e'e’ = pUtv
0 que mostra que
log(xy) = u+v=1log(x)+log(y)

(B) A demonstracao deste item é consequéncia imediata do item (A) e é
deixada como exercicio.

0

Vamos agora definir a exponencial com numa base a > 0. Uma vez que

n
a = elog(u ) = eog(@

Definimos entdo a exponencial com base a por

at = exlog(a) I

para todo x € R.

2.4 LIMITE DE FUNCOES

Um corpo € solto no instante t = 0 de uma altura sy = 1 e permanece em re-
pouso apos atingir o solo. Utilizando a expressao geral apresentada na Secao
1.2, na auseéncia de atrito com o ar e supondo uma aceleracao da gravidade
g =2, o instante de aterrissagem € 74 = 1 e sua fung¢do posicao vertical é dada
por

1-1%, se0=<r<l

s(1) =
0, se t=1

Na Secdo 2.1, discutimos sobre o que seria a velocidade de um movimento
desse tipo num instante fixado 7. Aqui vamos retomar essa discussao sob o
ponto de vista de funcoes. Fixando o instante 7, a velocidade média v; entre
os instantes 7 e ¢ € uma funcao de ¢t dada por

ve (1) = %
(2.5)
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uma vez que s (t) — s(r) é a variacdo do espaco e t — 7 € a variacao do tempo
entre esses instantes. A velocidade no instante 7 deveria ser obtida como a
velocidade média v; () no intervalo entre os instantes 7 e 7. No entanto, isso
nao é possivel, pois a funcdo v; claramente nao estd definida em ¢ = 7, uma
vez que, neste caso, t —7 = 0 e a velocidade média deixa de fazer sentido. O
que podemos fazer entdo € investigar se os valores v; (¢) da funcao velocidade
média se aproximam de um valor v a medida que ¢ se aproxima de 7. Se isso
ocorre, dizemos que esse valor é a velocidade no instante 7.

Na Secdo 2.1, fizemos ¢ se aproximar 7 passo a passo, considerando uma
sequéncia particular de instantes t,, — 7. Quando a sequéncia das respectivas
velocidades médias v; (¢,;) se aproximava de um valor v, esse valor era ado-
tado como velocidade no instante 7. Mas... serd que nos aproximando de 7
com uma outra sequéncia de instantes, nao poderiamos obter um outro valor
para a velocidade no instante 7? O seguinte exemplo mostra que isso pode
ocorrer.

U1

\/

—————0~

Figura 2.12: Funcdo velocidade média v;.

Vamos tentar calcular a velocidade do corpo no instante de aterrissagem
7 = 1. Pela equacdo (2.5), a funcao velocidade média entre 1 e ¢ é dada por

1-¢ 0<t<l1
—, se0<

v () = r—1
0, se t>1

como ilustrado pela Figura 2.12.
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Tomando a sequéncia de instantes t, = 1 — % se aproximando de 7 = 1,
como I, < 1, temos que

1-17  (1+t,)(1- 1)
f,—1 t,—1

v (tn) = =—(1+1t)— -2,
onde utilizamos a regra do limite da soma. Por outro lado, tomando agora
outra sequéncia de instantes ¢, = 1 + % se aproximando de 7 =1, como ¢, > 1,
temos que

v1 (L) =0—0.

Entdo, imediatamente antes e imediatamente depois do instante de aterrissa-
gem, as velocidades do corpo sao diferentes, mostrando que a velocidade no
instante 7 = 1 ndo estd bem definida.

Para definirmos a velocidade no instante 7, devemos entao considerar to-
das as maneiras possiveis de nos aproximar de 7. Mais precisamente, dizemos
que v é a velocidade no instante 7 se

vy (tp) = v

para foda sequéncia de instantes ¢, — 1, com t, # 7. Neste caso, dizemos que
v é o limite de v; (t) quando ¢ tende a T e denotamos isso por

limv; () =v I
t—1

De maneira mais geral, dada uma funcao real f, dizemos que L é o limite
de f (x) quando x tende a a, e denotamos isso por

lm 701 |
f(xn)_’L I

para toda sequéncia x,, — a, com x, # a, como ilustrado pela Figura 2.13.
Exigimos que x, # a, pois ndo nos interessa saber o que acontece exata-

mente em cima do ponto a considerado, mas apenas em pontos arbitraria-

mente préximo ao ponto a. Portanto, o ponto a pode nem sequer estar no

quando




60 Capitulo 2. Limite

~

.}

Figura 2.13: Limite de f no ponto a € R.

dominio da fun¢do f, como no problema da velocidade instantanea no co-
meco desta secao. Notamos que esse ponto a deve satisfazer a seguinte condi-
cdo para podermos realizar essa andlise: é necessdrio que exista pelo menos
uma sequéncia x, de pontos no dominio de f se aproximando do ponto a.

[N
¢
|
Do
T
I
I

.
X

N\
N\

Figura 2.14: Limites de f e g no ponto a = 1.

Uma consequéncia da definicao de limite de funcao é que ele depende
apenas do comportamento da fun¢ao nas proximidades do ponto conside-
rado, o que é ilustrado no seguinte exemplo. Sejam f e g func¢des reais dadas
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por

x%-1

fx)= e gx)=x+1.

x—1
Observe na Figura 2.14 que f e g coincidem em todos os pontos, exceto em
x =1, onde f nem mesmo estd definida. Seja agora x;,, — 1 com x, # 1. Temos
entao que

Xo—-1 (=D xp+1)

fxn) = =xp+1=g(xn),

Xp—1 B Xp—1
o que implica que f (x,), g (x,) — 2. Isso mostra que

2
x°—-1 x—-1)(x+1

lim :limwzlimerl:Z,

x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

o que justifica simplificarmos expressoes algébricas dentro do limite.

PROPRIEDADES DO LIMITE DE FUNCOES

Consideraremos agora algumas propriedades do limite de funcdes que sao
andlogas a propriedade do limite de sequéncias. Assim como no caso do li-
mite de sequéncias, o limite e os limites laterais de funcdes se comportam
muito bem em relacdo as operacdes de soma, produto e quociente de fun-
¢oes.

Proposicao 2.14: Se existem
lim f(x) e limg(x),

entao

(§) lim(f+g)(x) = lm f(x)+limg(x)

® s = (i) (msc)

! WS
Q) chi_flel(g)(x) = m, Se}il%g(x#()

X—a
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Como caso particular das regras do produto e do quociente, temos que

fim e (0= fim )

ou seja, “a constante multiplicando ou dividindo sai do limite".

Prova: Denotando

Ly=limf(x) e Lg=limg(x),
temos que se x;, — a, com x, # a, entao

f(xn)— Ly e g (xp) — Lg.
Pelas regras de limite de sequéncia, temos que

(S)
(f"'g) (xn) = f(xn)+8(xp) = L+ Lg

P)
(£8) (xn) = f (x) 8 (Xn) = LyLg
Q) .
8 g(xn) Lg
0 que demonstra a proposicao. O

Por exemplo, temos que

lim y? = |li li =32=9
y-37 (yli%y ) (y‘i%y )
e também que
limx®>+1=1limx*+lim1=3%+1=10.
x—3 x—3 x—3

Vale também a monotonicidade para o limite de funcdes.
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Proposicao 2.15: (Monotonicidade) Se f < g e existem

lim f(x) e limg(x),

lim f(x) < lim g (x) I

Prova: Utilizando a mesma nota¢ao empregada na demonstracao das regras
de limite, temos que se x, — a, com x, # a, entao f (x,) — Ly e também que
g (xy) — Lg. Como f < g, temos que f (x,) < g (x,). Pela monotonicidade do
limite de sequéncias, segue que Ly < Lg, 0 que demonstra o resultado. O

entao

O seguinte teorema é uma ferramenta bdsica no estudo do comporta-
mento das funcoes reais, conhecido pelo sugestivo nome de Teorema do San-
duiche para fungoes.

Teorema 2.16: (Sanduiche) Sef<h<ge

lim f(x) = lim g (x),

lim 7 (x) = lim f (x) = lim g (x) I

Prova: Utilizando a mesma notacdo empregada na demonstracao da mono-
tonicidade, temos que se x, € tal que x,, — a, entao f (x,) — Ly e também que
g (xy) — Lg. Como f < h < g, temos que f (x,) < h(x,) < g (x,). Pelo Teorema
do Sanduiche para sequéncias, segue que h(x,) — L = Lg € demonstra o
resultado. O

entao

LIMITES LATERAIS

Vamos definir agora os conceitos de limites laterais, respectivamente, es-
querdo e direito de uma dada funcao num dado ponto. Para isso, precisamos
da seguinte defini¢dao de limite de sequéncias. Se a,, — a e a < a,, para todo
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n € N, dizemos que a,, tende (ou converge) para a pela direita e denotamos
isso por a, | a. De maneira andloga, se a, — a e a, < a, para todo n € N,
dizemos que a, tende (ou converge) para a pela esquerda e denotamos isso
por a, | a. Enquanto a sequéncia harmonica se aproxima com pontos locali-
zados apenas a direita da origem, a sequéncia anti-harmonica se aproxima a
esquerda da origem e a sequéncia harmonica alternada por ambos os lados,
como ilustram as Figuras 2.2, 2.3 e 2.4.

Intuitivamente, o limite lateral esquerdo de f em um ponto a € R, quando
existe, € o numero real denotado por

L, =1im f (x) I
xla

tal que se x se aproxima de a pela esquerda, entdo f (x) se aproxima de L.
Mais precisamente, para toda sequéncia x,, de pontos no dominio dom ( f) tal
que x, 1 a, temos que f (x,) — L,. O limite lateral direito de f em um ponto
a € R é definido de forma andloga como o niimero real denotado por

L =lim f (x) I
xla

tal que se x se aproxima de a pela direita, entdo f (x) se aproxima de Lz, ou
de modo mais preciso, para cada sequéncia x, de pontos no dominio dom ( f)
tal que x, | a, temos que f (x,) — Lg.

Uma notacao alternativa muito utilizada para limites laterais é x — a™ si-
gnificando x | a e x — a” significando x | a. Com essa notacao, temos que

xlinal_ fx)= li¥n fx) 1im+ fx)= li}n fx)

E importante observar que, no caso em que o dominio da funcdo f é o in-
tervalo limitado [a, b], os conceitos de limite e de limite lateral coincidem nos
pontos da fronteira do intervalo, como ilustra a Figura 2.15, onde temos que

lim f(x) =l;gllf(x) e limf(x) =1;gglf(x),

pois no primeiro caso nao faz sentido o limite lateral esquerdo e no segundo
caso nao faz sentido o limite lateral direito.
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Figura 2.15: Limites de f nos extremos de [a, b].

Pode acontecer também que a funcao possua os dois limites laterais em
um dado ponto, mas nao o limite, como mostra o seguinte exemplo. Seja f a
funcao real dada por

£ 1, se x>0 2.6)
X) = .
-1, se x<0
e ilustrada pela Figura 2.16.
f
1 o
. =
O —1

Figura 2.16: Limites laterais de f sdo distintos na origem.
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Se x; é a sequéncia harmonica alternada, apresentada na Secao 2.1, entao
asequéncia (f (x,)) das suas imagens é a sequéncia alternada, que nao possui
limite algum, como mostrado na Se¢do 2.1. [sso mostra que ndo existe o limite
de f no ponto 0, uma vez que x,, — 0. Por outro lado, para toda sequéncia
x, convergindo a 0 pela direita, a sequéncia das suas imagens é a sequéncia
constante (1), mostrando que o limite lateral direito existe e é de fato igual a
1. Analogamente, temos que o limite lateral esquerdo existe e é iguala —1.

O exemplo seguinte apresenta uma funcdo que nao possui, num dado
ponto limite, sequer um dos limites laterais. Considere a funcao real f dada
por

f(x)= cos (%) , 2.7)

ilustrada pela Figura 2.17, cujo dominio sdo os ntimeros reais nao nulos.

Figura 2.17: Limites laterais de f ndo existem na origem.

Se x,, é a sequéncia harmonica, apresentada na Secao 2.1, entdo a sequén-
cia ( f (xn)) das suas imagens € a sequéncia alternada. Isso mostra que nao
existe o limite lateral direito de f no ponto 0, umavez que x, | 0 e que, como ja
mencionamos, a sequéncia alternada nao possui limite algum. Considerando
a sequéncia anti-harmonica, apresentada na Secao 2.1, e argumentando de
maneira andloga, obtemos que também nao existe o limite lateral esquerdo
de f no ponto 0.
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Agora considere uma fung¢do cujo dominio é um intervalo aberto. Vamos
mostrar que o limite existe em um dado ponto do dominio se e s6 se os limites
laterais existem e sao iguais.

Proposi¢do 2.17: Seja f tal que dom(f) é um intervalo aberto. Para todo a €
dom(f), temos que

lim f(x)=L lim f (x) = L=1lim f (x).
x—a xla xla

Prova: Vamos primeiro supor que o limite de f em a existe e é igual a L. Neste
caso, se x, | aou x, | a, temos que f (x,) — L, 0 que mostra que os limites la-
terais existem e sdo iguais a L. Agora supomos que os limites laterais existem e
sdo iguais a L. Seja x, — a uma sequéncia qualquer tal que x, # a. Definimos

Yn=a—la—x,| e z,=a+]|x,—al.

Neste caso, temos que y, | a e que z, | a. Logo, segue que f (y,), f (zn) — L.
Como x, = y,, quando x, < a, ou x, = z,, quando x, > a, segue que

0<|f(xn) —LI<I|f (yn) = LI+|f (zp) - LI.

O resultado segue entdo do Teorema do Sanduiche. O

Esse resultado é extremamente ttil para se analisar a existéncia do limite
nos pontos onde uma dada funcdao muda sua expressao algébrica. Por exem-
plo, seja f uma funcao dada por

, sel0<x<2

fx)=

, se x=2.

o R

Temos que
x 2
lim f (x) =lim—- = -,
x12 F xt24 4
: . _ Xn 2
pois, pela regra do quociente, se x,, 1 2, entdo R Por outro lado temos
que

1
limf (x) =lim— = —,
x|2 xl2 X
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. . 1 1
pois, novamente pela regra do quociente, se x, | 2, entao — — 5 Portanto,
Xn
concluimos que os limites laterais de f no ponto x = 2 existem e coincidem,

mostrando que o limite de f no ponto x = 2 também existe e que

gglf(x) = lgrzlf(x) = lim £ (x).

EXERCICIOS DE FIXACAO

2

2.4.1 Considere a funcao f(x) = a

T Podemos afirmar que

(i) }Cii%f (x)

(a) ndo existe, pois limy_o- f(x) <0 elimy_o+ f(x) >0
(b) ndo existe, pois f(1) ndo estd definido
(c) éiguala —1
(d) éigualal

(ii) )lciir}f(x) éigual a
(a) éiguala f(1)
(b) nao existe, pois f(1) nao estd definido
(c) éiguala —2
(d) éiguala?2

Sugestao: divida os polindmios.

3

x> +1
2.4.2 Podemos afirmar que lim
x—-1 x+1

(a) éigual a 0, pois x> +1=0 quando x = -1
(b) ndo existe, pois x+1 =0 quando x = -1
(c) éigual limy_._; X-x+1

(d) é igual a um numero par

Sugestao: divida os polindmios.

X +3x%—11x+2
x—2
(a) éigual a 0, pois X4+3x2-11x+2=0 quando x =2
(b) nao existe, pois x —2 = 0 quando x =2
(c) éigual a um nimero primo
(d) é igual a um nimero par

2.4.3 Podemos afirmar que 1irr%
X—
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Sugestao: divida os polinomios.

. x-1
2.4.4 Podemos afirmar que lim
-2 x—1

(a) nio existe, pois lim,_» x> —1>lim, ., x—1

(b) é igual ao quociente dos limites lim,_., x> —1elim, ., x—1

(c) é igual a um ntimero irracional maior que 2
(d) é igual a um numero par

3-ad

2.4.5 Podemos afirmar que lim
X—a X—dad

(a) éigual a 0, pois X-ad=0 quando x = a
(b) nao existe, pois x —a =0 quando x = a
(c) é igual lim,_., x*> — ax + a?

(d) éiguala 3a?

Sugestao: divida os polinomios.

2.4.6 Considerando a funcao

£ 0, sex<0
X) = )
X*+1, sex=0.

podemos afirmar que lin(l) f(x)
X—

(a) éigualal

(b) ndo existe, pois limy_o- f(x) #lim,_¢+ f(x)

(c) ndo existe, pois limy_.o- f(x) # f(0)

(d) s6 existe quando limy_.o- f(x) =lim,_o+ f(x) = f(0)

2.4.7 Considerando a funcao

X, sex<l1
f(x):{ ,

1/x, sex=1
podemos afirmar que lirq f(x)
x—>

(a) éigualal, pois f(1) =1

(b) éiguala 1, poislim,_;+ f(x) =limy_;- f(x) =1
(c) ndo existe, pois limy_.1- f(x) > lim,_;+ f(x)

(d) nao existe, pois f ndo estd definida em 1

69
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2.5 CONTINUIDADE DE FUNCOES

A partir do conceito de limite de funcoes reais, podemos definir outra nogao
fundamental para a anélise das func¢des reais. De maneira intuitiva, uma fun-
caoreal f écontinuaem um ponto a € R, se f (x) se aproxima de f (a), quando
x se aproxima de a. De maneira mais precisa, temos que

)lcig‘llf(x):f(a) I

Para que f seja continua num ponto a € R, ambos os lados da equacao acima
devem existir e serem iguais. Quando f ndo é continua num ponto a, dizemos
que f é descontinua em a e que a é um ponto de descontinuidade de f. Vale a
seguinte caracteriza¢do da continuidade num ponto a em termo de sequén-
cias.

Proposicao 2.18: Temos [ é continua em a se e so se

fxn) — @) I

para toda sequéncia x, — a.

Prova: Primeiro note que, na condi¢ao acima, incluimos todas as sequéncias
que se aproximam de a, inclusive as tais que x; # a, que aparecem na defini-
¢ao de limite. Isso mostra que essa condicdo implica que

)lcig}lf(x):f(a),

e, portanto, que f é continua em a.
Por outro lado, se f é continua em a, entao

lim f (x) = f (@),
de modo que existe y, — a com y, # a. Dado x, — a, defina a sequéncia

Xn, S€ Xp#a
Zn =
Yn, S€ Xp=a
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Como z, = x, ou z, = y,, segue que
0<l|zy—als|xp—al+y,—al

e, pelo Teorema do Sanduiche, temos que z, — a. Como z;, # a, pela de-
finicao de limite, segue entdo que f(z,;) — f(a). Como f(x,;) = f(a) ou
f (xn) = f (z,), segue que

0=If(xp) - f@I=If(zn) - f ()]

e, pelo Teorema do Sanduiche, segue que f (x,) — f (a). O

As funcgoes contantes e a funcao identidade sdao exemplos de funcoes
continuas em todo ponto a € R, pois

limc=c e limx=a,
X—a X—a

onde ceR.
A continuidade se comporta bem em relacdo as operacoes entre funcoes,
0 que é consequéncia da Proposicao 2.14.

Corolario 2.19: Se f e g sdo continuas em a € R, entao

(S) afuncao soma f + g é continua em a.

(P) afuncao produto f g é continua em a.

(Q) afuncao quociente f/g é continua em a, desde que g (a) # 0.
Além disso, se g é continua em a e f é continua em g (a), entao

(C) afuncgao composta f o g é continua em a.

Prova: Vamos mostrar apenas o caso da soma e da composicao de funcoes.

(S) Utilizando a Proposicao 2.14, temos que
lim (f +g) (x) = lim f (x) + lim g (x) = f (@) + g (@) = (f + 8) (a),

mostrando que a fung¢ao f + g é continua em a.
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(C) Para a composicao, vamos utilizar a Proposicao 2.18. Se x, — a, pela
continuidade de g em a, temos que g (x,) — a. Entdo, pela continui-
dade de f em g (a), segue que f (g (xn)) — f(g(a)). O resultado segue,
pois mostramos que f (g (x,)) — f(g (@), para toda sequéncia x, — a.

O
Se p é a func¢do polinomial dada por
px)=a,x" +---+a1x + ap,

entdo p é continua em todos os pontos. Isso segue a partir das regras da soma
e do produto e do fato que as funcoes constantes e a funcao identidade serem
continuas em todos os pontos. Dizemos que uma funcao real f é continua,
se f é continua em todos os pontos do seu dominio. Pela observacao acima,
temos que as funcoes polinomiais sdo continuas.

Se r é uma funcao racional dada por

_ p (x)

r(x) 7

onde p (x) e g (x) sdo polindomios, temos, pela regra do quociente, que
limrx)=r(a),
X—a

para todo a tal que g (a) # 0. Isso mostra que as funcoes polinomiais sao
continuas.

Em termos dos limites laterais, temos a seguinte caracterizacao, que € uma
consequéncia imediata da Proposicao 2.17.

Coroldrio 2.20: Seja a € dom(f), onde dom(f) é um intervalo aberto. Temos
que [ é continua em a se e sO se os limites laterais de f em a sdo iguais a f (a).

Existem trés possibilidades para que uma funcao f seja descontinua num
dado ponto a € R. Uma primeira possibilidade é o limite de f no ponto a nem
sequer existir, como nos exemplos ilustrados pelas Figuras 2.16 e 2.17, onde
a = 0. Uma outra possibilidade é, apesar do limite de f no ponto a existir,
a funcdo f nao estar definida em a, como ilustrado pela Figura 2.14, onde
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L 4
\

Figura 2.18: Limite existe mas nao coincide com altura dada por f na origem.

a = 1. Uma ultima possibilidade €, o limite de f no ponto a existir, a funcao f
estar definida em a, mas esses valores ndo coincidirem, como é ilustrado pela
Figura 2.18.

Neste exemplo, a funcao f é dada por

1, se x#0
f(x)={ )

0, se x=0

e temos que
lim f (x)=1#0= £ (0).

Concluiremos esta se¢do mostrando que a funcdo exponencial é continua
no seu dominio natural. Antes necessitamos da seguinte proposicao.

Proposicao 2.21: Temos que

)lcigtllf(x)z}lig})f(a+h), I

onde um lado dessa equacao existe se e sO se o outro também existe. Em
particular, f é continua em a se e so se

}liir(l)f(a+h):f(a). I
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Prova: O resultado segue do fato de que x,, = h, + a — a, com x,, # a, se e sO
se h,, = x,—a—0,com h, #0. O

Vamos agora mostrar que a funcao exponencial € continua.
Proposicao 2.22: A fungdo exponencial é continua.

Prova: Primeiro vamos mostrar que a exponencial é continua na origem, ou
seja, que

}lin% eh=e0=1. (2.8)

Pela Proposicao 2.12, temos que

1
l+h<el'<s—,
1-h
paratodo —1 < h < 1. A equacao (2.8) segue entao do Teorema do Sanduiche.
Novamente, pela Proposicao 2.12, temos que

ea+h — eaehy

paratodos a, h € R. Utilizando a regra do produto e a continuidade na origem,
obtemos que

lim e®*h = o
h—0
0 que mostra, pela Proposicdo 2.21, que a funcao exponencial é continua em
toda reta R. O
EXERCICIOS DE FIXACAO
2.5.1 Afuncao
£ 0, sex<0
X) = ,
X%+ 1, sex=0

é continua em x = 0?
(@) Sim, pois lim,_ o+ f(x) = £(0)
(b) Sim, pois lim,_¢- f(x) = lim,_q+ f(x) = £(0)
(c) Nao, pois lim,_g+ f(x) # f(0)
(d) Nio, pois limy_g- f(x) # f(0)
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2.5.2 Afuncao

X, sex<l1
1@ _{ 1/x, sex=1"
é continuaem x =17
(a) Sim, pois lim,_1- f(x) =lim,_+ f(x)
(b) Sim, pois lim,_.;- f(x) =lim,_+ f(x) = f(1)
(c) Nao, pois lim,_,;+ f(x) # f(1)
(d) Nao, pois limy_.;- f(x) # f(1)

2.5.3 Considere a funcao

c, sex<0
f(x)={ 5

x“+1, sex=0.

Para qual valor da constante ¢ a fun¢do é continua em x = 0?
(a) nenhum
(b) c=1, pois f(0) =1
(¢) c=1,pois f(0) =1elimy_o- f(x)=c
(d) c=1, pois f(0) =1, limy_g- f(x) =celimy_g+ f(x)=1

2.5.4 Considere a funcao

clx, sex=>1.

x+1, sex<l
f(x)={

Para qual valor da constante ¢ a fun¢ao é continua em x = 1?
(a) nenhum
(b) c =2, pois f(1) =celimy_ - f(x) =2
(¢) c=2,pois f(1) =c, limy_ 1+ f(x) =celimy_i- f(x)=2
(d) c=1,pois f(1) =c¢, limy_+ f(x) =celimy_- f(x) =2

2.5.5 Considere a funcao

£ x+1, sex<O0
X) =
clx, se x> 0.

Para qual valor da constante c a funcao é continua em x = 0?

(a) nenhum, pois o limite lim,_ ¢+ f(x) ndo existe

(b) c =1, pois f(0) =1

(¢) c=1,pois f(0) =1elimy_p- f(x)=1

(d) c=1,pois f(0) =1, limy—p- f(x)=1elimy_o+ f(x)=c

75
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2.5.6 Considere a funcao

x-1 .
f(x){ o sers

c, sex=1.

Para qual valor da constante c a funcao é continua em x = 1?

(a) nenhum, pois o limite lim,_.; f(x) ndo existe
(b) ¢ =2, poislim,_; f(x) =2

(¢) c=2,pois f(1)=c

(d) c=2,poislim,_; f(x)=2e f(1)=c

2.5.7 Considere a funcao

B+1

—, set>-1
s(t) = r+1

c, setr<-1.

Para qual valor da constante c a funcao é continuaem ¢t = —1?

(a) nenhum, pois o limite lim,_._;+ s(#) ndo existe

(b) ¢ =3, poislim,_ _q+ s(t) =3

(¢) c=3, pois s(—1) =c¢, lim;—._1- s(t) = celim;__;+ s(t) =3
(d) c=-1,pois s(-1) =c¢, lim;—._;- s(t) = celim;__y+ s(t) =3

2.5.8 Considere a funcao

x—2

f={ vx-v2'

c, se x < 2.

sex>2

Para qual valor da constante c a funcao é continua em x = 2?

(a) nenhum, pois o limite lim,_.,+ f(x) ndo existe

(b) c =2v/2, pois f(2) = ¢, limy_- f(x) =celimy_o, f(x) =22
(©) c=2,pois f(2) =c, limy_o- f(x) =celimy_o; f(x)=2

(d) ¢ =2, pois limy_p+ f(x) =2

Sugestdo: utilize que x —2 = (vVx - v2)(y/Xx + v/2).
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2.6 TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO

O proximo resultado garante a existéncia de raizes para funcdes continuas
que mudam de sinal na fronteira de seu dominio.

Proposicao 2.23: Seja f uma func¢ao continua num intervalo [a, b] com
f@<0 e f(b=0.

Entao f (c¢) =0 para algum c € [a, b].

Prova: Vamos aplicar o denominado método da bissec¢do, construindo se-

quéncias cujo limite é uma raiz ¢ de f, como ilustrado pela Figura 2.19. Va-

mos proceder passo a passo. Iniciamos com os pontos da fronteira, definindo
X1 = a e também y; = b, de modo que

fan<o e  f(n)=o0.

No segundo passo, queremos definir x, e y» de modo que

f2)<0 e  f(y)=0

e que

y-x1 _b-a
2 2
Para isso, consideramos entao o ponto médio entre x; e y;, dado por

Yo—X2 =

_X1tn
2

<1

e analisamos as duas possibilidade. Se f (z;) <0, entdo escolhemos
X2 =21 € y2=Jn

como ilustrado pela Figura 2.19. Caso contrério, se f (z;) = 0, entdo escolhe-
mos
X2 = X1 (§ Yo = 2.

Nas duas possibilidades, é imediato que
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T3
T Lo
a 21 z3¢C :
| »
| I 29 b
I Ys Y1
| Yo

Figura 2.19: Raiz de funcao continua que muda de sinal

Repetindo o processo anterior até o n-ésimo passo, obtemos x; e y, de modo
que

fn)<0 e  f(ys)=0 (2.9)
e que

_ VYn-1—Xp-1 _b-a
Yn=Xn= 2 _271—1'

(2.10)
Além disso, obtemos que
X1=SEXo=""=Xp=Yp=-"""=)Y=)1.

Repetindo o processo indefinidamente, obtemos sequéncias x, e y, monoto-
nas limitadas. Pela Proposicao A.5, segue que existem c e d tais que

xplc e yuld,

de modo que a < ¢ < d < b. Pela unicidade do limite, segue que ¢ = d, uma
vez que, por um lado, temos que y, — x, — d — c e, por outro lado, temos que
¥n— X — 0, como mostra a equacao (2.10). Segue entao que

Xn)Yn—C
e, pela continuidade de f, obtemos que
fGn)o f (yn) = f(©).
Pela monotonicidade do limite e pelas desigualdades (2.9), segue que

fl)=<0 e fl©=0,
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mostrando que f (c) =0. O

O método da bisseccdo, utilizado na demonstracdo do resultado acima,
fornece uma maneira de se obter aproximacdes para o valor da raiz qua-
drada de um dado nimero. Como exemplo, vamos obter aproximacoes de
v'2, determinarndo os quatro primeiros passos do método aplicado a funcio
f (x) = x* =2 no intervalo [1,2]. Iniciamos com

x1=1, n=2 e z1=——=1,5.

No segundo passo, como

f(z1)=(1,5%-2>0,

escolhemos
1+1,5
xz—xl—l, y2—21—1,5 e Zp = =1,25.
No terceiro passo, como
f(z2) =(1,25°-2<0,
escolhemos
1,25+1,5
X3:Z2:1,25, y3:y2:1,5 e Z32f21,375.
Finalmente, no quarto passo, como
f(z3)=(1,375)*-2<0,
escolhemos
1,375+1,5
X4 =23=1,375, ya=y3=1,5 e z4y = ——=1,4375.

O préximo resultado, conhecido como Teorema do Valor Intermedidrio,
garante que qualquer ponto que esteja entre dois valores da imagem de uma
funcdo continua é também um valor da imagem (ver Figura 2.20).

Teorema 2.24: (TVI) A imagem de func¢do continua f num intervalo também
€ um intervalo.
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f(a) |-
| f
|
I /—\
! I \_/:
ol
| | :
| | ! R
a c b

Figura 2.20: Teorema do Valor Intermediario.

Prova: Dado qualquer namero d entre f (a) e f (b), devemos mostrar que d
estd na imagem de f, ou seja, existe ¢ tal que d = f (¢). Suponha inicialmente
que f (a) <d < f (b). Definindo

gx)=f(x)—d,

temos que g é continua em [a, b] com g (a) < 0 e g (b) > 0. Pela Proposicao
2.23, temos que existe c € [a, b] tal que

gl)=fo-d=0,
logo f(c)=d. Se f (b) <d < f (a), o mesmo argumento funciona tomando
gx)=d-f(x).

]

Graficamente, o TVI nos diz que, ao desenhar o grafico de uma funcao
continua num intervalo, ndo podemos tirar o lapis do papel.

EXERCICIOS DE FIXACAO

2.6.1 Considere a sequéncia dos pontos médios z, — v2 obtida pela aplica-
¢do do método da bisseccao para encontrar uma raiz da func¢ado f(x) =
x? — 2 no intervalo [1,2].
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(i) Otermo z5 éigual a
(a) 1,41421 (b) 1,41425 (c) 1,41025 (d) 1,40625

(ii) Otermo z7 éiguala
(@) 1,4140625 (b) 1,4141025 (c) 1,4142135 (d) 1,4142136

2.6.2 Considere a sequéncia dos pontos médios z,, — /3 obtida pela aplica-
¢ao do método da bisseccao para encontrar uma raiz da func¢ao f(x) =
x% =3 nointervalo [1,2].

(i) Otermo z3 éigual a
(@) 1,625 (b) 1,732 (c) 1,525 (d) 1,605

(ii) Otermo z4 éiguala
(@) 1,6875 (b)1,7320 (c)1,5225 (d)1,6055

2.6.3 Considere a sequéncia dos pontos médios z, — /2 obtida pela aplica-
¢do do método da bisseccao para encontrar uma raiz da func¢ado f(x) =
x% —2nointervalo [1,2].

(i) Otermo z3 éigual a
(@ 1,259 (b) 1,375 (c) 1,260 (d) 1,325

(ii) Otermo z4 éigual a
(@) 1,2625 (b) 1,2599 (c) 1,3125 (d) 1,3025

2.7 CONTINUIDADE DE FUNCOES INVERSAS

Nesta secdo, vamos analisar a continuidade de fun¢des inversas definidas em
intervalos. Primeiro observamos que, se f é monoétona, entdo ela é injetiva,
pois claramente satisfaz o teste da reta horizontal. Entretanto, existem fun-
¢oOes injetivas que nao sao monotonas, como mostra o seguinte exemplo

x+1, se —1<x<0
fx) =
x—1, sel0<x<l1

ilustrado pela Figura 2.21. Esse tipo de situacao nao pode ocorrer quando f é
continua e seu dominio é um intervalo.
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Figura 2.21: Uma funcdo injetiva que ndo é monoétona.

Proposicao 2.25: Seja f uma fung¢ao continua cujo o dominio é um intervalo.
Entao f é injetiva se e sO se f é monoétona.

Prova: J4 observamos acima que se f é monotona, entdo f é injetiva. Resta
portanto mostrarmos que se f é injetiva, entdo f é mondtona. Se f fosse inje-
tiva, mas nao fosse monoétona, entdo existiriam x < y < z, pontos no dominio
de f, satisfazendo a uma das seguintes possibilidade: (1) f cresce de x para y
mas decresce de y para z ou (2) f decresce de x para y mas cresce de y para
z, como ilustra a Figura 2.22.

Vamos analisar possibilidade 1). Neste caso, temos que f(x) < f(y) e
também que f(y) > f(2) e entdo teriamos mais dois casos: (A) f (z) < f (x)
ou (B) f(z) > f(x), como mostra a Figura 2.23. No caso (A), terfamos que
f(@) < f(x) < f(y). Pelo TVI, existiria ¢ € dom(f), onde y < ¢ < z e tal que
f(c) = f(x). Mas isso seria uma contradi¢do com o fato de supormos que f
é injetiva. No caso (B), teriamos que f (y) > f(2) > f(x). Pelo TVI, existiria
cedom (f), onde x < ¢ < y e tal que f (c¢) = f (z). Novamente, isso seria uma
contradicao com o fato de supormos que f € injetiva.

Analisando a possibilidade (2) de maneira andloga, o que é deixado como
exercicio, obteriamos mais uma vez uma contradicdo. Portanto, concluimos
que se f € injetiva, entdo f s6 pode ser mondtona. O

O resultado seguinte garante a continuidade da inversa de funcdes conti-
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\/

\/

\/
\/

Figura 2.23: Casos (A) e (B).

nuas em intervalos.

Proposicao 2.26: Se f é uma funcdo continua e injetiva definida num inter-
valo, entdo sua funcao inversa também é continua e definida num intervalo.

Prova: Pela Proposicao 2.25, temos que f é mondtona. Primeiro vamos mos-
trar que a inversa g de f é mondtona. De fato, vamos mostrar que se f é cres-
cente, entdo a inversa g também é crescente. O caso em que f é decrescente é
andlogo e deixado como exercicio. Se f fosse uma func¢ao crescente, mas sua
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inversa g ndo fosse crescente, entao existiriam c < d, pontos do dominio da
inversa g tais que g (d) < g (c). Como f é crescente, terifamos que

d=f(g@d)=f(g@)=c

0 que seria uma contradicdo. Portanto, concluimos que se f é uma funcao
crescente, entdo sua inversa g s6 pode ser uma funcao crescente.

Para mostrar a continuidade num ponto a do dominio de g, pela Propo-
sicdo 2.20, basta mostrar que os limites laterais, quando fizerem sentido, sdao
iguais a g (a). Pela Proposi¢do A.3, o seguinte limite existe

L=limg(x).
xla

Por definicao, se x, | a, entdo g (x,) — L. Como a funcao f é continua, segue
que

xn=f(gxn) — (D).

Pela unicidade do limite, temos que a = f (L). Portanto L = g (a). No caso do

limite lateral esquerdo, o procedimento é andlogo e deixado como exercicio.
Uma vez que f é continua e definida num intervalo, pelo TVI, sua ima-

gem, que é o dominio de g, € um intervalo. O

Esse resultado é extremamente util no estudo da continuidade das fun-
¢oes inversas. Por exemplo, como as funcdes quadratica e exponencial sdo
continuas e definidas em intervalos, temos imediatamente que as fung¢des
raiz quadrada e logaritmo sdo também continuas e definidas em intervalos.
Vamos encerrar esta secao determinando o dominio dessas func¢oes inversas.

Proposicao 2.27: As fungoes inversas abaixo sdo continuas e vale

dominio | imagem
Vx| [0,00) [0,00)
log(x) | (0,00) R

Prova: Pela Proposicdo 2.26, essas func¢des inversas sao continuas. As ima-
gens dessas fun¢des inversas sdo os maiores dominios onde as respectivas
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funcdes originais sdo injetivas, como visto nas Se¢des 1.3 e 2.3. Para deter-
minar os dominios dessas funcoes inversas, basta determinar as imagens das
funcodes originais, que sdo intervalos pelo TVI.

Como p (x) = X% = 0, temos que p (0) =0 e, para x > 1, que p (x) > x. Como
a imagem da funcdo p é um intervalo, isso mostra que 0 e todo x > 1 estd na
imagem de p, que é entdo igual a [0, 00).

Como exp (x) > 0, temos que exp(0) =1 e, para x >0, que exp(x) > x+1
(ver Proposicdo 2.12). Como a imagem da func¢do exp é um intervalo, isso
mostra que 1 e todo x > 1 estd na imagem de exp, que entdo contém [1,00).
Agora, como exp (—x) = 1/ exp (x), segue que a imagem de exp contém (0, 1],
umavezque y € [1,00) seesésel/y€(0,1]. O

2.8 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Agora vamos considerar as fungoes trigonométricas e também as denomina-
das funcoes arco-trigonométricas. Primeiro necessitamos medir angulos utili-
zando ntimeros reais. A medida de um angulo positivo seré feita em radianos,
considerando o comprimento do arco determinado por ele no circulo trigo-
nométrico, como listrado na Figura 2.24.

»

A

_44444:3:“44444444

\ 4

Figura 2.24: Funcdo arco-cosseno.
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Dado x em [—1, 1], a funcao arco-cosseno é definida por

acos(x)=t I

onde t é o comprimento do arco 1P e P é ponto acima de x no circulo. Temos
que ¢ € proporcional a A, onde A é a drea do setor circular 01P. De fato, essa
proporcao é de um para dois, uma vez que o comprimento da circunferéncia
unitdria é 27, enquanto a drea do circulo unitdrio é igual a 7. Temos entdo

o

que

\ 4

Figura 2.25: Continuidade da funcao B.

Proposicao 2.28: A funcdo arco-cosseno é continua.

Prova: Pela equacdo (2.11), temos que

acos(x)=xV1-x2+2B(x),
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onde xV1—x2/2 é mais ou menos a drea do triangulo x0P, dependendo de
X ser positivo ou negativo, e B(x) é a drea da regido delimitada pelo arco 1P
e pelos segmentos 1x e xP. Temos que xV'1— x2 é continua, pois € produto
e composicao de funcdes continuas. Basta entdo mostrar que B é continua.
Pela Figura 2.25, temos que

|B(x)-B(a)|<|x—al,

onde |x — a| é a drea do tridngulo de altura um cuja base é o segmento xa.
Pelo Teorema do Sanduiche, se x,, — a, entdo B (x,) — B (a), mostrando que
B é continua. O

\ 4

Figura 2.26: Funcoes cosseno e seno.

Como ilustrado pela Figura 2.26, podemos definir as funcoes cosseno e
seno, para t em [0, ], por

cos(t) =x e sen(t)=y=V1-x? I

onde x € tal que acos(x) = f, cuja existéncia é garantida pelo TVI, uma vez
que arco-cosseno € continua e

acos(1)=0 e acos(-1)=m
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Temos de fato que cosseno e arco-cosseno sdo fung¢oes inversas. Estendemos
essas funcoes para o intevalo [, 7], fazendo

cos(—1) =x= cos(t) —sen (1)

como ilustrado pela Figura 2.26. As funcoes cosseno e seno em [—7, 7] sdo
ilustradas pela Figura 2.27.

COS sen

\/

Figura 2.27: As funcOes seno e cosseno em [—7, 7].

A extensdo dessas func¢des para toda a reta é feita de modo que essas fun-
¢oes sejam periddicas de periodo 27, de modo que

cos(t+2km) = cos(t) e sen(t+2km) = sen(t)

onde f estd em [—7, 7] e kK é um nimero inteiro. A funcdo tangente é entao
definida por

tg () = sen (1)

cos (1)

Como ilustrado pela Figura 2.28, as funcoes arco-seno e arco-tangente sao

dadas por

asen(y) = r = atg(z) e asen(—y)=-t=atg(-2
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Figura 2.28: Funcdes arco-seno e arco-tangente.

A
z
Yl/=- t
i
|
| :
0 x : 1
|
|
|
7] — A
—Z

89

Note que elas sdao fung¢des inversas, respectivamente, do seno e da tangente.
No caso da tangente, note que para

_Y_ I
tg(t)—x z

uma vez que o triangulo 01z é semenlhante ao triangulo de base x e altura y.
Mais adiante, mostraremos que as funcodes trigonométricas e arco-
trigonométricas sao continuas e que vale

PROPRIEDADES DA FUNCOES TRIGONOMETRICAS

dominio | imagem
asen(x) | [-1,1] | [-3.%
acos(x) | [-1,1] [0, 7]
ag | R | (-5.9)

Vamos encerrar esta secao demonstrando algumas propriedades das fungoes

trigonométricas.



90 Capitulo 2. Limite

Proposicao 2.29: Para todo t € R, temos que

(A) cos(-1)

(B) sen(—t)

© tg(—1)

Em outras palavras, a funcao cosseno é par, enquanto as fungoes seno e tan-
gente sao impares.

Prova: Para t em [—m, 7] e k inteiro, temos que —t também estd em [-7m, 7] e
—k também é inteiro, de modo que

(A)
cos(—(Rkmr+1)=cos2(=k)m+(—1t) = cos(—t) = cos(t) = cos(2km + 1)
(B)

sen(—kr+1)=sen2(-k)mr+(—t)) = sen(—t) =—sen(t) =—sen(kr +1).

(@)
sen(—1) - sen (1)

tg(—1) = =—tg(t).

cos(—1) "~ cos ()

Agora vamos demonstrar as formulas trigonométricas da soma.

Proposicao 2.30: Para todos s, t € R, temos que

(A) cos(s+1t) cos(s) cos(t) — sen(s) sen(t)
(B) sen(s+t) = cos(s) sen(t)+ sen(s) cos(t)

tg(s) + tg(r)
1-tg(s)tg(r)

(C) tg(s+1)
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Prova: Primeiro vamos relacionar o comprimento d da corda 1P com o cos-
seno x do seu respectivo angulo, como ilustrado pela Figura 2.29. Em todos
os caso, pelo Teorema de Pitdgoras, temos que

d® = (1—x)2+y2 = 1—2x+x2+y2.

Como x? + y? = 1, segue que
d>=2-2x.

»
I
»
I

Figura 2.29: Comprimento d da corda e cosseno x.

Agora observamos que cos (s — t) é o cosseno do angulo determinado pelo
arco PQ, como ilustrado pela Figura 2.30. Temos entdo que a corda PQ tem
comprimento dado por

d*=2-2cos(s—1). (2.12)
Por outro lado, denote por
Xs = COS(S) e Vs = sen(s)
e também
Xt = cos (1) e yr = sen(f).

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos que

A = r-x)%+ (ys— i)

(xF = 220205+ x) + (V5 = 2y5ye + ¥7)
(22 + y5) + (7 + y7) —2x1%5 = 2y5 ¥
22 (X Xs + Ysyi)-
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Figura 2.30: Cosseno da diferenca.

Igualando esse resultado com o da equacgao (2.12), obtemos que
COS(S—1) =X Xs+ Ysys = €c0S(S) cos(f) + sen(s) sen(r).

(A) Segue entao que

cos(s+1) cos(s—(—1))

cos(s) cos(—1) + sen(s) sen(—1t)

cos(s) cos(t) — sen(s) sen(r),
uma vez que 0 cosseno € par e o seno é impar.

(B) Temos agora que
cos(t—m/2) = cos(t) cos(m/2)+ sen(t) sen(m/2) = sen(r),
uma vez que cos (r/2) =0e que sen(m/2) = 1. Temos entao que

sen(t—mn/2) = cos(t—m)

cos (t) cos () + sen(t) sen ()

—cos (1),
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uma vez que cos (1) = —1 e que sen (i) = 0. Segue entao que

sen(s+t = cos(s+t—m/2)

cos(s) cos(t—m/2)— sen(s) sen(t—m/2)
cos(s) sen(f) + sen(s) cos(1).

(C) Finalmente, temos que

cos(s) sen () + sen(s) cos ()

tg(s+1)= cos (s) cos(f) — sen(s) sen (1)

e o resultado segue, dividindo-se o numerador e o denominador por
cos (s) cos (7).

Proposicao 2.31: Temos que

0< sen(h) < h<tg(h) I

paratodo0 < h < n/2. Além disso, as fungdes seno e cosseno sdo continuas.

Prova: Para obtermos a desigualdade, considere os triangulos 01P e 017,

onde P = (cos(h), sen(h)) e T = (1,tg(h)), como ilustra a Figura 2.31. Pela
monotonicidade da drea, temos a seguinte desigualdade

sen (h) <A< tg(h)

onde A é a area do setor circular e

sen (h) tg(h)
2 © 2

sdo, respectivamente, as dreas dos triangulos 01P e 017. Como h =2 A, segue
entao que

0< sen(h)<h<tg(h), (2.13)
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\ 4

Figura 2.31: Derivada da fun¢ao seno na origem.

paratodo 0 < h < /2. Pelo Teorema do Sanduiche, segue que

lim sen (k) =0= sen(0).
hlo

Por outro lado, multiplicando a desigualdade (2.14) por menos e utilizando
que seno € impar, segue que

0> sen(—h)>—h, (2.14)
paratodo 0 < h < 7/2, de modo que

lim sen (k) =lim sen(—h) =0 = sen(0),
h10 hl0

mostrando que seno é continua na origem. Por outro lado,
lim cos(h) =1limv/1- sen?(h) =1= cos(0),
h—0 h—0

mostrando que cosseno é continua na origem. Finalmente, temos entdo que

}lin(l) sen(a+h) = }lin})(sen(a) cos (h) + sen(h) cos(a))

= sen(a) cos(0)+ sen(0) cos(a)
= sen(a)
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e que

}ling) cos(a+ h) }lin})( cos(a) cos(h) — sen(h) sen(a))

cos(a) cos(0) — sen(0) sen(a)

cos(a)

0 que mostra, pela Proposicdo 2.21, que as funcoes seno e cosseno sao
continuas em toda reta R. 0

EXERCiCIOS DE FIXACAO

O objetivo dos exercicios abaixo é relacionar os quadrados do seno e do cos-
seno de um angulo com o seno o do cosseno do angulo duplicado.
2.8.1 Temos que sen(2¢) é dado por
(a) cos?(t)— sen?(r) (b) 2 sen(t) cos(t)
(c) senz(z‘) — COSz(t) (d) —2 sen(t) cos(t)
2.8.2 Temos que cos(2¢) é dado por

(a) COSz(t) — senz(z‘) (b) 2 sen(¢) cos(t)
(c) senz(z‘) — COSz(t) (d) —2 sen(t) cos(t)

Utilize abaixo as férmulas obtidas acima e também que

cosz(t) + senz(t) =1,

2.8.3 Temos que cos(f)? é dado por

a) w (b) 1+ cos2r) (c) w ) 1— cos2)
2.8.4 Temos que sen(t)? é dado por
1+ cos(2¢1) 1— cos(2¢1)
@—— @M1+ cost) (¢)————— (d)1- cos(2p)

2 2
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EXERCICIOS

DE DEMONSTRACAO

2.1

2.2

2.3

2.4

Mostre por inducgao e pela regra do produto que limy_., cx" = ca”, onde
ceR.

Mostre por inducdo e pela regra do produto que as func¢des polinomiais
sdo continuas em qualquer ponto da reta R.

Complete a demonstragdo do item (A) da Proposi¢do 2.12.

Vamos calcular a soma dos termos da progressdao geométrica infinita com
razao 1/2. A soma dos n primeiros termos é dada por

1 1 1
Sp=l+—+—-+-+—.
2 4 2n
(i) Observe que, por um lado, temos
1

Sn+1 = Sn"‘ﬁ

e que, por outro, temos
Sne1=14+=5,.
2

Igualando os lados direitos e resolvendo para s,, obtenha que

B 1
Sn—z_z_n.

(ii) Mostre por inducgao que n < 2" e conclua que
1 1
0<—<—, paratodoneN.
2" ' n
O que podemos concluir utilizando o Teorema do Sanduiche?

(iii) Utilizando os itens anteriores e as propriedade do limite de sequén-
cias, determine o limite da sequéncia s,. Por definicao, esse limite
é a soma dos termos da progressao geométrica infinita com razao
1/2.
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2.5 A sequéncia r, da razdes dos termos consecutivos da sequéncia de Fibo-
nacci satisfaz a equacao

1
rn+1:1+r_.
n

Por outro lado, a razao durea ¢ > 1 satisfaz uma equacao parecida
</>—1+1
¢

O objetivo deste exercicio é mostrar que r, — ¢.

(i) Subtraindo as equacdes acima, mostre que

$p—r1p
g

(ii) Usando o item acima e que r, > 1, mostre que

'ne1—¢=

1
[Th+1 _(Pl = _|rn_¢7|-
¢
(iii) Usando o item acima, mostre por inducdo que

1
[The1 =Pl < —Irn—¢l.

(/)l’l

(iv) Usando o item acima e que 1/¢" — 0, conclua que r,+1 — ¢, mos-
trando que r,, — ¢.

2.6 Considere as funcoes cosseno e seno hiperbélicos dadas por

el +et el —e!
cosh(r) = — e senh(r) =
Lembre que e** = e*e’.
(i) Mostre que
cosh?(f) —senh?(1) = 1.
Fazendo x = cosh(#) e y = senh(t), isso mostra que o ponto (x, y)
estd sobre a hipérbole unitaria dada por

X“—y =



Capitulo 2. Limite

(ii) Verifique a férmula do cosseno hiperbélico da soma
cosh(s + 1) = cosh(s)cosh(z) +senh(s)senh(z).
(iii) Verifique também a férmula do seno hiperbélico da soma

senh(s + ¢) = senh(s)cosh(#) + senh(#)cosh(s).

2.7 Utilize as identidades

cos(2a) = cosz(a)—senz(a)

1 cos’ () + sen® (),

para mostrar que

1+ 2
cos? (a) = L+ cos@a)
2
e também que
9 1- cos(2a)
sen” (a) = #

DE APLICACAO

2.1 Um dos elevadores mais rdpidos do mundo, localizado no Taipei Finan-

cial Center, subia com velocidade constante de 10 m/s, quando subta-
mente, apos 5 segundos de sua partida, suas cordas de sustentacao se
partem. Felizmente, nesse momento, ndo ha ninguém em seu interior. A
funcao que descreve a altura do elevador em relacdo ao solo é dada entao
pela seguinte expressao

e 10¢+ 100, se 0<t<5h
S =
150+ 10(£—5)—5(t—5)%, se 5<t<tx

onde f4 é o tempo de aterrizagem, a altura é dada em metros e o tempo
é dado em segundos. Em cada item, escolha uma das op¢des e justifique
suas respostas.

(i) O limite lateral direito de s em ¢ =5 é igual a:

(a) 100 (b) 120 (c) 150 (d) 180.
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(ii) Afuncao s é continua em ¢ =5?
(@) Falso (b) Verdadeiro.

(iii) O limite lateral direito
. s(r)—s(5)
lim ——
tl5 r—5
é igual a:

(a) 10 (b) 20 (©)5 (d)8.

2.2 Suponha que um fio retilineo, de secao transversal circular de raio ry, seja
percorrido por uma corrente estaciondria. Essa corrente gera um campo
magnético cuja intensidade I, em um ponto do espaco, depende da dis-
tancia r do ponto ao eixo do fio. Assim, I = I(r), e pode-se mostrar que,
em um sistema de unidades apropriado, a funcao I(r) é dada por

r
ﬁ’ se 0<r<rn
I(r) = 10
- se r=ry
-

Em cada item, escolha uma das opcoes e justifique suas respostas.
(i) O limite lateral direito de I em r = r é igual a:
@ro M1l/rg (@©ry  (@1/r.
(ii) Afuncao I é continuaem r = ry?
(@) Falso (b) Verdadeiro.

(iii) O limite lateral direito

i I(r) - I(ro)
im———.

rlro r—ro

éigual a:

@1/r5  b)1/rg  (©-1/r3 () —1/r.






CAPITULO

DERIVADA

3.1 RETA TANGENTE E VELOCIDADE

Introduzimos o conceito de derivada a partir de uma perspectiva puramente
geométrica. A origem do conceito de derivada estd relacionada com o pro-
blema de se determinar a reta tangente a uma dada funcado f em a, como
ilustrado pela Figura 3.1.

Como o Unico ponto que sabemos pertencer a reta tangente a f em a é
0 ponto (a, f (a)), para determinar a equacao da reta tangente, devemos de-
terminar o seu coeficiente angular m. Para determinarmos esse coeficiente
angular, devemos primeiro calcular o coeficiente angular de uma reta secante
passando pelos pontos (a, f (a)) e (x, f (x)), onde x # a, como mostra a Figura
3.1. Tal coeficiente angular, denominado quociente de Newton de f em a, é
dado pela seguinte expressao

fx)-f(a)

X—da

Vamos agora analisar o que acontece quando o ponto (x, f (x)) se aproxima
do ponto (a, f (a)). Vamos proceder passo a passo e, para isso, consideremos
uma sequéncia qualquer tal que x, — ae x, # a.
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Figura 3.1: Reta tangente a f passando pelo ponto (a, f (a)).

Amedida que x, se aproxima do ponto 4, temos que 0 ponto (x,, f (x,)) se
aproxima do ponto (a, f (a)). A reta secante determinada por esses dois pon-
tos estd cada vez mais proxima da reta tangente, como ilustrado pela Figura
3.2.

Figura 3.2: Retas secantes se aproximando da reta tangente.
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Temos entao que
flm) = fla) "

xn—d

)

ou seja, a medida que x, se aproxima do ponto a, os coeficientes angulares
das retas secantes se aproximam do coeficiente angular da reta tangente.
Como isso deve ocorrer para qualquer sequéncia tal que x, — a e x, # a,

temos que
m = lim —f(x) —f(a)'

X—a XxX—a
Sempre que esse limite existe, dizemos que a funcao f € derivdvel no ponto a.
A partir de agora, denotamos esse limite por f’ (a), ou seja, temos que

fx-f(a
X

—a

f'(a) = lim

X—a

denominado de derivada de | no ponto a.
Seja p (x) = x*. Vamos entdo determinar o coeficiente angular da reta tan-
gente de p em a. Pela defini¢do, temos que

im px)—p(a)

!/
a = 1
pla x—a x—a

X2 —a?

= lim
X—a X—dad
o (x+a)(x—a)

= lim———
X—a XxX—a

= limx+a
X—a

= 2a.

Vamos agora mostrar qual a razdo das antenas possuirem formato pa-
rabodlico. Suponha que o perfil de uma dada antena é descrito pela funcao
px) = x%. Na Secao 1.2, vimos que p é a pardbola cujo ponto focal é F = (0, i)
e cuja reta geratriz é a reta horizontal passando por g = —i, conforme ilus-
trado pela Figura 3.3. Suponha que ela tenha que captar sinais eletromagnéti-
cos emitidos por um satélite, localizado em algum ponto do espaco acima da
antena. Como o satélite estd bastante distante, pode-se supor que esses sinais
se propagam paralelamente, como ilustrado pela Figura 3.3.

A superficie da antena atua como um espelho, refletindo os raios eletro-
magnéticos. Observe que bem préximo ao ponto A = (a, @*), onde o raio inci-

dente i, é refletido, a antena tem um formato bem préximo da reta tangente
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\ 4

1
4

Figura 3.3: Antena parabdlica e sua propriedade do foco.

em a. Como no caso de espelhos planos, o angulo de incidéncia «a, formado
pelo raio incidente i, e pela reta tangente em a, deve ser congruente ao an-
gulo de reflexdao 3, formado pelo raio refletido r, e pela reta tangente em a.
Vamos mostrar que o raio refletido r, passa sempre pelo ponto focal F = (0, %),
independentemente do ponto a. Esse é o motivo para o perfil parabélico das
antenas, pois os raios paralelos vindos do satélite sdao todos refletidos para o
ponto focal, onde, € claro, fica localizado o receptor da antena. Isso provoca
uma concentracdo dos sinais emitidos, melhorando a qualidade da recep-
¢do. Para mostrarmos essa propriedade fundamental da antena parabdlica,
primeiro consideramos a reta s, passando pelo ponto focal F e pelo ponto
G = (a,—1). O coeficiente angular de s, € igual a

1 1
Yo—yr_ "3~ __1

XG—XF a—0 2a

e, portanto, s, é perpendicular a reta tangente em a, uma vez que o pro-

2

duto dos coeficientes angulares dessas duas retas é igual a —1. Como
d (A, F)=d(A,G), pela definicdo da pardbola, segue que os angulos f e y sdo
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congruentes. Mas os angulos a e y também sdo congruentes, pois sao opos-
tos pelo vértice A. Concluimos entdo que os seus angulos de incidéncia a e de
reflexdo f em relagdo a reta tangente em a sao realmente congruentes. O sis-
tema de faréis utilizados em automaoveis também baseia-se nessa prodigiosa
propriedade. Neste caso, a fonte luminosa é colocada no ponto focal para se
produzir um feixe de raios luminosos paralelos.

Até agora nos concentramos em determinar o coeficiente angular da reta
tangente a f em a. Vimos que esse coeficiente angular é a derivada de f em
a, que é dada pelo limite do quociente de Newton de f em a. Se quisermos
determinar a equacgdo da reta tangente a f em a, basta utilizarmos a famosa

equacao
Y= Yo=m(x—Xo) I

da reta passando por um dado ponto (xg, o) com uma dada inclinagao m,
que obtivemos na Sec¢do 1.2. Na reta tangente a f em a, temos que Xy = a, que
¥o = f (a) e que m = [’ (a), de modo que sua equacio é dada por

y-f(a)=f'(a)(x—a) I

No caso da antena parabdlica, temos que p(a) = ate que p'(a) = 2a, de modo
que a reta tangente a p em a tem equacao dada por

y—a2:2a(x—a) I

que descreve o espelho plano que melhor aproxima a antena parabdlica
préxima ao ponto A = (a, @), como ilustrado pela Figura 3.3.

VELOCIDADE

Outra motivagao que esteve presente nas origens do conceito de derivada é o
conceito de velocidade num determinado instante. Essa questao foi discutida
na Secao 1.2 sob ponto de vista de limite de funcdes. Aqui vamos ver qual a
relacao da velocidade num instante 7 com a derivada da funcao posicdo s. No
intervalo entre os instantes 7 e ¢, temos que a velocidade média é dada pela
proporcao

E B s(t)—s(7)
At t—-T
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onde As = s(t)—s(r) é avariacdo do espaco e At = t—1 é avariacdo do tempo
entre esses instantes. Geometricamente, a velocidade média é um quociente
de Newton da funcao posicao s (¢). A velocidade v no instantet é por definicao
o limite da velocidade média entre os instantes 7 e ¢, quando ¢ tende a 7, ou
seja,

Esse limite nos lembra algo visto anteriormente? A velocidade no instante 7
é de fato a derivada da funcao posicdo no instante 7, uma vez que

s (@) = lim 2= $@
-7 I—7T

Geometricamente, temos que a velocidade no instante 7 é a inclinacdo da
reta tangente a fun¢do posicdo no ponto 1.

v

Figura 3.4: Funcao posicao do exemplo.

Vamos ilustrar essa relagdo com o seguinte exemplo. Um corpo, que se en-
contrava suspenso em posicao de repouso na altura sy = 1, é solto no instante
7 =0 e permanece em repouso ap0s atingir o solo no instante de aterrissagem
7 = 1. Na auséncia de atrito com o ar e com aceleracao da gravidade g = 2, sua
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funcao posicao vertical é dada por

1, se t<0
s()=<{ 1-¢*, se0<t<l
0, se t=>1

como ilustrado pela Figura 3.4. Primeiro vamos verificar que a velocidade no
instante 7 = 0 é nula, calculando o seguinte limite

s’(o):limi(—“—"—éﬂn
t—0 t—0

Como vimos anteriormente, para que esse limite exista, € necessario que os
limites laterais existam e sejam iguais. O limite lateral esquerdo é dado por

. S(H—s(0) 1-1
lim——=lim——=0
t10 r—0 tlo t—0
enquanto o limite lateral direito é igual a
. s(n)—s(0) o 1-£-1
Iim——— = lim——
o t—0 tlo =0
—12
= lim—
tlo t
= lim-t¢
t|0

I
e

Como os limites laterais do quociente de Newton sao iguais, temos que o li-
mite do quociente de Newton existe e é igual a 0. Isso mostra que a velocidade
s’ (0) é nula. Geometricamente, o grafico de s possui reta tangente horizontal
em7=0.

Mas... qual a velocidade do corpo no instante de aterrissagem 7 = 1? Isso
é o mesmo calcular o seguinte limite

s(H)—s(1)

! .
s (1) =lim
(1) a7
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Como vimos anteriormente, para que esse limite exista, é necessario que 0s
limites laterais existam e sejam iguais. O limite lateral esquerdo é dado por

s -s(1) C1-f2-0
hm— = hm—
M1 r—1 M1 -1
A-0H0+10
= m--——-
11 r—1

= lim—-(t+1)
i1
= -2

enquanto o limite lateral direito é igual a

. s()—-s1) .. 0-0

lim ———— =lim—— =0.

£]1 r—1 rll t—1
Como os limites laterais do quociente de Newton sao diferentes, temos que o
limite do quociente de Newton nao existe e, portanto, a funcdo posi¢ao nao
é derivavel nesse instante, conforme ilustra a figura (3.4). Cinematicamente,
temos que, imediatamente antes e imediatamente depois do instante de ater-
rissagem, as velocidades do corpo sdo diferentes, mostrando que a velocidade
no instante 7 = 1 ndo estd bem definida. Geometricamente, o grafico de s nao
possui reta tangente em 7 = 1. Na proxima secao, vamos determinar a veloci-
dade em instantes 7 entre O e 1.

DERIVADAS LATERAIS

Os limites laterais do quociente de Newton sdo denominados derivadas late-
rais. A derivada lateral esquerda de f no ponto a é definida por

fx)-f(a)

f'(a1)=1lim

xla X—da

e a derivada lateral direita de f no ponto a é definida por

imf(x)—f(a)

f'al)=1

xla X—a

Em termos das derivadas laterais, temos a seguinte caracteriza¢do, que € uma
consequéncia imediata da Proposicdo 2.17.
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Coroldrio 3.1: Temos que f é derivdavel em a se e so se as suas derivadas late-
rais em a sao iguais.

No exemplo anterior, temos que as derivadas laterais em ¢ = 0 sdo dadas
por
sSON=0=sQ1)

mostrando que s é derivavel em 7 = 0 com s’ (0) = 0. J4 as derivadas laterais
em t =1 sao dadas por

san=-2£0=501),

mostrando que s nao € derivavel em 7 = 1.

PROPRIEDADES DA DERIVADA
Vamos mostrar agora a relacdo entre ser derivavel e ser continua num deter-
minado ponto.

Proposicao 3.2: Se f € derivdvel no ponto a, entdo f é continua em a.

Prova: Temos que

‘ _ (x)—f(a)
im (f0-f(@) = lim |- I0=L@
- e afin 9@
x—a X—a X—a
= 0f'(a)
= 0,

onde utilizamos a regra do limite do produto. Segue entdao que

lim f(x) = f(a).
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Concluimos esta se¢do com algumas das principais regras de derivacdo. E
importante ressaltar que apesar da derivada da soma ser a soma das deriva-
das, o mesmo nao é verdadeiro nem no caso do produto e nem no caso do
quociente.

Proposicao 3.3: Sejam [ e g fungoes derivdveis no ponto a € R. Temos entao
que as fungbes soma, produto e quociente sao derivdveis em a e

S (f+g) @ fl(@+g (@
®  (fg) @ fl(ag@+g (af(a
©) ([) @ f'(a)g(a)-g'(a) f(a)

= , seg(a)#0
g (a)? &

Prova: Temos que

f)-f(a)

f'(@=lm—————= e g'(a)=Ilim

gx)—ga)

X—a xXxX—d X—a XxX—da

(S) Temos que

(f+g) (@ = lim (f+g)x)-(f+g)@

x—a xX—a
C f+g@0-(f@+g @)
= lim
x—a xX—a
" lim f(x)—f(a)+g(x)—g(a)
x—a xX—a xX—a
_ limf(x)—f(a)Jrhmg(x)—g(cl)
x—a x—a x—a x—a
= fla)+g (@

onde utilizamos a definicao de soma de funcdes e a regra do limite da
soma.
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(P) Temos que

(fg) ) -(fg)(a

/ .
(Fg) (@ = lim==——0
_ hmf(x)g(x)—f(a)g(a)
X—a X—a
_ 1mf(x)g(JC)—f(cl)g(x)+f(cl)g(x)—f(a)g(a)
X—a X—da

onde utilizamos a definicao de produto de funcoes e também somamos
e subtraimos no numerador a expressao f (a) g (x). Logo obtemos que

fx-f(a (x)+g(x) g(a)f( ))

gx )—g(a))

(Fg) @ = lgn( —
_ (hlnf(x)—f( ))

X—a
flag@+g(a)f(a)

lim g (x) + (lim

X—a X—a

f(a)

onde as regras do limite da soma e do produto e também que
lim g (x) =g (a),

pois, pela Proposicao 3.2, se uma func¢ao é derivavel num ponto, ela é
continua nesse ponto.

1
(Q) Primeiro notamos que a derivada da funcao — no ponto a é dada por
4

Il
—_
=

1 !
(_) @ = lim&¥ 8@
g X—a X—a
gla)—gx)
m g(x)g(a)
Xx—a xX—a
3 1.m(g(a)—g(x) 1
xX—a gx)g(a)
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onde utilizamos a definicdao de quociente de fun¢des. Segue entdao que

1) - 1
(—) @ = (lim—g(x) 8D lim
g x—a XxX—a x—a g(x)g(a)
!/
= -g(a
@
_ g
g (a)?
onde utilizamos as regras do limite do produto e do quociente e no-
1
vamente a continuidade de g no ponto a. Finalmente, como g = g,
podemos utilizar a regra da derivada do produto para obter
ACERCHER |
@ = f@|-|@+|-]|(afa
(g ! 8 g d
!/
' g (a)
(a) + (— ) (a)
I @ g (a)? /
_ f@g@-f@ag @
g@?® '
]

EXERCiCIOS DE FIXACAO

3.1.1 A derivada de 2x? nos pontos a = —1,0,1 é dada, respectivamente, por
(@) 4,0,4 (b)3,0,3 (¢)—4,0,4 (d) -3,0,3
3.1.2 Se a posicdo no instante ¢ é dada por ¢, entdo a velocidade nos ins-
tantes a = —1,0,1 é dada, respectivamente, por
(a) 4,0,4 (b)3,0,3 (c)—-4,0,4 (d)-3,0,3

3.1.3 Considere uma funcio posicdo que no instante ¢ é dada por vz, t > 0.

(i) Sua taxa de velocidade média entre os instantes ¢ e a é dada por
1

Vitva
(a) Verdadeiro (b) Falso
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(ii) Suataxa de velocidade no instante a é igual a

1 1 1 1
(a)ﬁ (b)m (C)—m (d)E\/E

113

Sugestdo: na taxa de variacdo média, utilize que t—a = (vVi—va) (Vi +

Va.
3.1.4 Considere a funcao f(x) =1/x, x #0.
a—x
(i) Seu quociente de Newton em a é dado por xx— aa .

(a) Verdadeiro (b) Falso

(ii) Suaderivada em a éigual a
1 1 1 1
(a) P (b) 2? (©) 2z (d) By

3.1.5 Afuncao
0, sex<0

f(x)z{ 5

x, sex=0.
é derivavel em x = 0?

(a) Verdadeiro (b) Falso

3.1.6 Afuncao

1/x, sex=1.

X, sex<l1
f(x)={

é derivavel em x =17
(a) Verdadeiro (b) Falso

3.1.7 Considere a equacdo da reta tangente a f(x) = 2x°.

(i) No ponto a = —1 ela é dada por

@y=-4x-2 () y=4x-2 (©y=-2x (d)y=-4x+2

(ii) No ponto a =1 ela é dada por

@y=-4x-2 (b y=4x-2 (©y=-2x (d)y=-4x+2

3.1.8 Considere a funcao f(x) =1/x.
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(i) Para quais valores de a temos que f'(a) = —1/42
@-2 (M-1,1 (©-1 (d-22
(ii) Para quais valores de a a equacao da reta tangente em a é dada
X
=—-—-12
pory 1
@-2 (-1,1 (-1 (@d-22

3.2 FUNCAO DERIVADA E ACELERACAO

Seja f uma funcao real. A fungdo derivada de f, denotada por f’, é a fun-
¢do que associa para cada x, onde f é derivével, a respectiva derivada f’ (x).
O dominio natural da func¢do derivada sdo os pontos onde a funcao f é de-
rivavel. Para obter a expressdo da func¢do derivada de f, primeiro obtemos a
derivada f’ (@) num ponto a onde f é derivével e depois trocamos a por x na
expressao obtida.

Por exemplo, na secdo passada, vimos que a derivada de p (x) = x> num
ponto a qualquer é dada por p’ (a) = 2a. Portanto sua fun¢ao derivada é dada

por
p(x)=2x I

Um outro exemplo é a funcéo f (x) = x°. Temos que

liInf(x)—f(a}

!
fla =

x—a  x—a
o xX¥-a

= lim
x—a x—a

= 1im(x2+xa+a2)
X—a

= Saz,

onde utilizamos que

B-ad= (x2+xa+a2)(x—a).

Temos entdo que a funcio derivada de f (x) = x> é a funcao

f'(x) =3x° I
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E importante notar que o grafico da funcdo derivada ndo possui muita
semelhanca com o grafico da func¢do original, como mostram os exemplos
acima. A relagdo entre os graficos de f e de f’ é é ilustrada na Figura 3.5.

A

f

\ 4

\ 4

Figura 3.5: Gréfico de f e de sua derivada f'.

Nos pontos x onde f(x) é um pico ou um vale da func¢do f, temos que
f'(x) =0, uma vez que a reta tangente nesses pontos € horizontal e seu co-
eficiente angular é nulo. Onde a funcao f é crescente, o coeficiente angular
das suas retas tangente € positivo e entdo a funcao derivada f’ € positiva. Ja
onde a funcdo f é decrescente, o coeficiente angular das suas retas tangente
é negativo e entdo a funcao derivada f’ é negativa.

Uma outra maneira de obter a funcao derivada é dada pela seguinte pro-
posicao.
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Proposicao 3.4: Temos que

fx+h)-f(x
h

/ .
(x) = lim

f h—0

para todo x onde esse limite existe.

Prova: Usando que
b )= fla)
f (“)_glcllré—x_a )
e fazendo x = a + h, temos que

fla+h)—-f(a)
h )

/ T
=

Capitulo 3. Derivada

uma vez que x—a = h e que x — a se e s6 se h — 0. O resultado segue
substituindo a por x em ambos os lados da equacao acima. O

Quando lidamos com fungdes definidas por suas expressoes algébricas,
uma ferramenta particularmente ttil para os cdlculos de fun¢oes derivadas é
o conceito de derivada de uma expressao algébrica. A derivada da expressdo
algébrica f (x), denotada por ( f (x))’, é por definicdo a expressao algébrica da

funcdo derivada, ou seja,

(f@)'=f

Por exemplo, no caso da funcao p (x) = X2, temos que

(xz)’ =2x
e no caso da funcao f (x) = x3, temos que
(x%) =342,

Com essa notacao, a derivada de f em a é dada por

fl@=(fm)._,
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onde calculamos primeiro (f (x))' e depois substituimos x por a. A equacao
dareta tangente a f(x) em a é entdao dada por

y-f@=(fw)._, (x-a

2

A equacdo da reta tangente a x“ e a € entao dada por

y-a = (), (x-a
= (zx)x:a (x—a)
= 2a(x—a)

3

e a equacao da reta tangente a x° e a é dada por

y—a® = (xS);:a (x—a)
= (3x2)x:a (x—a)
= 3d? (x—a).

PROPRIEDADES DAS FUNCOES DERIVADA

A aplicacgdo das regras de derivacao também fica extremamente simplificada.

Coroldrio 3.5: Sejam f e g funcgées reais. Temos entao que

(C) © =0
S) (fx+gw) (f) +(g@)
®  (fogw) (f) g +(gw) fw

@) (f) g -(g®) f )
g (x) g (x)?

Q) (

Como caso particular das regras do produto e do quociente, temos que

f(x))': (f @)

C C

(cf@) =c(fx) e (

ou seja, “a constante multiplicando ou dividindo sai da derivada".
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Prova: Utilizando a Proposi¢do 3.3 e a notacdo definida acima, obtemos que
(C) Definindo f (x) = ¢, segue que

f'(a) = lim £=< —o.

X—ax—a
e entdo (¢) = f' (x) =0.
S)
(fo+gw) = (f+g) @

= ff+g

= (fm) +(gw)".
(P)

(fogw) = (fg)w

g +g (0 fx)
() g +(gw) fw.

Q)
) = (e
g (x) g
g -g' 0 f)
- g (x0)?
L @) gw-(gw) fw)
- g (x)? '

Aplicando as regras do produto e do quociente e o fato que a derivada da fun-
¢do constante € nula, obtemos

(cfx) = @ f@W+(fw)ec
= c(f)
e que
(@)’ _ (f0) c=() f(x)
c c?
_ (f@)e
-

(f )

Cc
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2
Por exemplo, se f (x) = 2x3 + % +2, entao

flx) = (2x3 + © +2)
B 5

1l |
[\© (S
~— —
w
N
N—

N |
| o ><M
+ s
o +

~~
™
Nt

Il

&
+
|

Se g(x) = X2, entdo

Il
—
><I
\S]
~—
-~

g (x)

Temos que
(xz), = 2x
(%) = 342 (3.1)
(x2) = —2x78

sdo casos particulares da denominada regra da poténcia, obtida a partir das
regras das derivadas da soma e do produto.

Proposicao 3.6: Para todo k € Z, temos que

(xk), = kxk1




120 Capitulo 3. Derivada

Prova: Vamos demonstrar por inducio que a férmula (x")' = nx""! é verda-

deira para todos os naturais. Temos que quando »n = 1 a férmula é verdadeira,
pois (x)' =1 =1x!"1. Se ela é verdadeira, para n = m, vamos mostrar que ela
também é verdadeira para n = m + 1. Temos de fato que
(xm+1)’ — (xmx)/
= (™) x+ () x™
= mx" lx+x™
= mx"+x™

= (m+1x"mH-L

onde utilizamos a regra da derivada do produto. Temos que a férmula é vélida
para n =0, pois
!/
(x°) =m'=0=0x"".

Se k = —n, onde n € N, temos que
S
1 !/
=)
1) x"—(x™'1
(xm)?

0x" — (nx"1)
x2n

xn—l

x2n ’

onde utilizamos a regra da derivada do quociente. Como

n-1
X -1._- —n—
> = x" lx 2n:x n 1,
X n
segue que
!
(xk) = —nx "1 = kexL

O

A derivada da funcao derivada f’ é denominada funcdo derivada segunda
de f e denotada por f”. Por exemplo, se p (x) = x2, temos que

()" = ((?)) = @0 =2,
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logo p” (x) = 2. Por outro lado, se f (x) = x°, segue que temos que
(x3)" = ((x3)’)/ = (3x2) =3 (2x) =6x,

logo " (x) = 6x.

FUNCOES VELOCIDADE E ACELERACAO

Agora vamos considerar o conceito de funcao velocidade v e func¢ao acelera-
¢do a de uma funcdo posicao s. Na Secao 3.1, vimos que velocidade num ins-
tante 7 é dada pela derivada de s no instante 7. A fun¢do velocidade é entdo a
funcao derivada da posicao

ou seja

v(t)=s"( I

Vamos ver agora qual a relacao da aceleracao num instante 7 com a derivada
da funcao velocidade v. No intervalo entre os instantes 7 e t, temos que a
aceleracdo média é dada pela proporcao

ﬁ_ v(t)—v (1)
At t-T

onde Av=v(t)—v(r) éavariacdo do espaco e At = t—71 é avariagdao do tempo
entre esses instantes. A acelerac¢do no instante T € por definicao o limite da
aceleracao média entre os instantes 7 e ¢, quando ¢ tende a 7, ou seja,

. Av
a(r)= lim —
At—0 At

A aceleracao no instante 7 é de fato a derivada da funcao velocidade no ins-
tante 7, uma vez que

v (1) =lim vin-v@®
-7 -7
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A funcdo aceleragdo é entao a funcao derivada da velocidade e portanto é a
func¢ao derivada segunda da posicao

ou seja

at)=v ) =s"(r I

Se s é a funcdo posicdao de um corpo de massa m submetido a uma forca
resultante F, a segunda Lei de Newton nos diz que

F = ma

= mv

= ms".

Temos que as expressoes das funcdes velocidade e aceleragao também podem
ser dadas por

U(t):hmw e a(t):limw
h—0 h hed n

FUNCOES DEFINIDAS POR PARTES

A seguir mostramos como obter a fun¢do derivada de func¢des definidas por
partes.

Proposicao 3.7: Seja
px), se x<c
f(x)= L , sex=c ,
qx), se x>c
onde p e g sdo derivaveis. Se p (c) = L= g (c) e também p' (¢) = q' (¢), entdao

p'(x), sex<c
q (x), sex=c '

f'(x)z{
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Caso contrario
p'(x), se x<c

q (x), sex>c '

f'(x):{

Prova: Temos que

b fxeth) - f(x)
o=l

desde que esse limite exista. Primeiro vamos considerar f’ (x) para x # c. Se
X < ¢, entdo x + h < ¢ para h suficientemente pequeno. Neste caso,

fx)=px) e fx+h)=p(x+h)

de modo que

+h) - ,
p(x ; p (x) -

f(x)= }11_1%

Para x > ¢, o argumento é andlogo.
Agora vamos considerar f'(c). Se essa derivada existe, entdo f tem que ser
continua em c (ver Proposicao 3.2). Temos entdo que

li?lf(x) =flo)= li?lf(x),

o que é equivalente a p (¢) = L = g (c), uma vez que p e g sdao continuas, pois
sao derivaveis. Vamos entdo analisar as derivadas laterais em c. Se h < 0,
entdo c+ h < ¢, de modo que f(c+ h) = p(c+ h) e que

+ h) -
P D20y,

"(c1) =lim
fieh m
Para h > 0, por um argumento anédlogo obtemos que

flieh=4 (0.

Segue dai que f'(c) existe se e s6 se p(c) = L= g(c) e também p'(c) = ¢’ (c).
Neste caso, temos que f'(¢) = p'(c) = q' (¢). O

E importante notar que, se uma das duas condicdes na proposicdo acima
nao for satisfeita, entdo a funcdo f nao é derivdvel em ¢, como ilustram as
figuras a seguir. Caso p(c) = L = g (c), mas p’(c) # q’(c), entdo f apresenta
um bico em c e ndo é derivavel nesse ponto, como lustrado pela Figura 3.6.
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\ 4

Figura 3.6: Funcdo f apresenta um bico em c.

Figura 3.7: Funcdo f é descontinua em c.

Por outro lado, caso p’ (¢) = g’ (¢), mas p (c) # ¢ (¢), entdo f € descontinua
em c e nao é derivavel nesse ponto, como lustrado pela Figura 3.7.

Vamos aplicar a Proposicao 3.7 no seguinte exemplo. Um corpo, que se en-
contrava suspenso em posicdo de repouso na altura sy = 1, € solto no instante
7 =0 e permanece em repouso ap0s atingir o solo no instante de aterrissagem
7 = 1. Na auséncia de atrito com o ar e com aceleracao da gravidade g = 2, sua
funcao posicao vertical é dada por

1, se t<0
s(hH=4 1-¢* se0<t<l
0, se t=>1

como ilustrado pela Figura 3.4.
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\ 4

Figura 3.8: Funcao velocidade do exemplo.

Pela Proposicao anterior, temos que a funcao velocidade, ilustrada na Fi-
gura 3.8, é dada por

(1) = 0, se t<0
v(t)=4 (1-12)'= -2t se0<t<l
0= o, se r>1

Temos que v (0) = 0, pois as expressoes 1 e 1 — 12 sio ambas iguaisalem =0
e as expressoes 0 e —2f sdo ambas iguais a 0. Por outro lado, temos que v (1)
nao esta definido, pois as expressdes —2¢ e 0 tem valores diferentes em ¢ = 1.

Figura 3.9: Funcao aceleracdo do exemplo.
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Temos que a func¢do aceleracao, ilustrada na Figura 3.9, é dada por
0= 0, set<0
at)={ (2= -2, sel<t<l1
0'= 0, setr>1

onde a (0) e a (1) ndo estao definidos, pois as expressoes 0 e —2 sdo diferentes.
Observamos que, se o corpo possui massa m, pela segunda Lei de Newton

0, se t<0
F()=ma(t) =X —-2m, se0<it<l1
0, se t>1

mostrando que, durante a queda livre do corpo, entre osinstantes t =0e t =1,
a forca resultante sobre o corpo € a for¢a peso P = —mg, onde g = 2.

EXERCICIOS DE FIXACAO
3.2.1 Afuncdo derivada de 2x? +3 é dada por
@2x (b)4x+3 (c)4x (d)4x?

3.2.2 Considere que a posicdo no instante ¢ é dada pela funcéo ¢+t~

(i) Afuncao velocidade é dada por
@l-t2 M1+12 (©1-2t72 (d1+2172
(ii) Afuncao aceleracao é dada por
@-2t3 Mm2r3 @©-t3 @3

3.2.3 Afuncido derivadade (x> + x+1)(x> —2x—1) em x = 0 é igual a
@2 M3 (-2 (-3

3.2.4 Considere que a posicao no instante ¢ € dada pela funcao o1
(i) Afuncao velocidade é dada por
@-+D2 ) P+
© —(FF+1)722t () (£ +1)"%2¢
(ii) Afuncao aceleracao é dada por
@2 +1)73 (b) —2(*+1)73
©2(2+1)3@2-1) (@22 +1) 32 -21+1)
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3.2.5 Ovalorde (x> —x) em x=1éiguala
@-4 (-3 (©2 @3

2 !
) em x =0 éiguala

2x
3.2.6 Ovalorde (
x+1

@-3 MO0 (©3 6

3

3.2.7 Considere a equacao dareta tangente a f(x) = x° — x.

(i) No ponto a = —1 ela é dada por
@y=-4(x-1) (b) y=—4(x+1)
©y-2=-4(x-1) d)y—-2=-4(x+1)

(ii) No ponto a =1 ela é dada por
@y=-4(x-1) (b) y=—4(x+1)
©y-2=-4x-1) d)y—-2=-4(x+1)

1
3.2.8 Considere a equacao da reta tangente a PR
(i) No ponto a = —1 ela é dada por
(a) y:—%x+1 (b) y:—%x—l
(c)y:%x+1 (d)y:%x—l
(ii) No ponto a =1 ela é dada por
@y=-3x+1 () y=-3x-1
(c)y:%x+1 (d)y:%x—l

3.2.9 Considerando as fungoes

£ 0, sex<0 ) 0, sex<0
X) = e X) =
xz, se x=0. & 2x, sex=0.

temos que g é a func¢do derivada de f?
(a) Verdadeiro (b) Falso

3.2.10 Considerando as func¢oes

£ X, sex<l1 ) 1, sex<l1
X) = e X) =
1/x, sex=1. & —1/x%, sex=1.

temos que g é a func¢do derivada de f?
(a) Verdadeiro (b) Falso
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3.3 DERIVADA DA FUNCAO EXPONENCIAL

Vamos agora considerar a seguinte situacao, descrita pela Figura 3.10, onde
um trem bala se desloca sobre um trilho supercondutor a uma velocidade
constante vy. No instante ¢ = 0, 0o empuxo horizontal do motor do trem subi-
tamente se anula e sua velocidade vai sendo reduzida gradualmente devido a
forca de resisténcia do ar R.

Vo
R

Figura 3.10: Trem bala se deslocando sobre um trilho supercondutor.

A forca de resisténcia do ar R depende da velocidade v do trem, tem
mesma direcdao de v, mas com sentido oposto a esta. Além disso, o valor ab-
soluto de R é proporcional ao valor absoluto da velocidade v. De fato, isso é
0 que percebemos quando colocamos nossa mao para fora da janela de um
carro em movimento. Portanto, segue que

R=-bv

onde a constante b é o coeficiente de resisténcia do ar, que depende do for-

mato do trem e da atmosfera local. Observe que o sinal negativo é devido ao
fato de R ser uma forca de resisténcia ao movimento. Temos que a forca re-
sultante F = R, uma vez que o trilho supercondutor ndo oferece resisténcia
ao deslocamento do trem. Pela segunda Lei de Newton, temos que F = mv' e
portanto

mv' =—-bv

mv' (t) = -bv(t) I

relacionando a funcao v e sua funcao derivada. No caso em que m = b, temos

que
"=-v(r
v (1) v (1) 32)

ou seja
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ou seja, a funcao aceleracao € igual a menos a funcao velocidade. Vamos
mostrar que, neste caso, o movimento do trem é dado através da funcao ex-
ponencial.
Para isso, devemos determinar sua funcao derivada. Vamos iniciar calcu-
lando a sua derivada na origem.

\ 4

Figura 3.11: Reta tangente de exp na origem.

Proposicao 3.8: Temos que

exp’ (0)=1 I

Prova: Pela Proposicao 2.12, temos que

1
l+h<el<—
1-h
paratodo —1 < h < 1. Segue entdo que
h
h<el-1<—,
1-h
paratodo —1 < h < 1, uma vez que
1 h
— 1= —.
1-h 1-h
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Para todo 0 < & < 1, dividindo todos os termos da desigualdade acima por £,

obtemos que
-1 1
<

h 1-h

Por sanduiche, segue que

el

"0]) =li =1.
exp (0]) }1111101

De modo andlogo, considerando o caso em que —1 < h < 0, podemos mostrar
que

/ .
exp (01) =lim =1,
p O M=
o que é deixado como exercicio. O

Vamos mostrar que a funcao derivada da exponencial é a prépria funcao
exponencial.

Proposicao 3.9: Temos que

exp’ = exp I

Em outras palavras, temos que

() ="

Temos também que

(o) ="

Prova: Pela Proposicdo 3.8, temos que exp’ (0) = 1 e, pela Proposicao 2.12,
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h

temos que e = e“el. Pela Proposicdo 2.21, segue entao que

o x+h _
() = lim

Agora, pela regra do quociente, temos

T R A
e )_(e")_(ex)z_ e

—X

Agora vamos verificar que a func¢ao

v(t) =vpe ! I

é uma solucao da equacdo (3.2), que descreve a velocidade de um trem bala

de massa m, partindo da velocidade inicial vy, na auséncia de empuxo e na
presenca de resisténcia do ar, no caso em que o coeficiente de resisténcia do
ar b coincide com m. Temos que

(voe™)'
= wle™")

= wy(-e”)

v (1)

= —ype
= —v(1).

Além disso, temos que v (0) = vy € a velocidade inicial.

EXERCICIOS DE FIXACAO

3.3.1 Afuncdo derivada de e** = e*e* ¢ dada por
(@) e** (b)2e** (c)2xe** (d)e*
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3.3.2 Considere que a posicdo no instante ¢ é dada pela funcio re*’.

(i) Afuncao velocidade é dada por
(@ (1+20e* () (1+0e* (¢) (1+2tH)e?t  (d) 2!

(ii) Afuncao aceleracao é dada por
(@) B+4ne* (b) 4+4ne* (c) @r*+4r+2)e*!  (d) 2%

X _

1
3.3.3 Afuncao derivada de e™* = — € dada por
e
@e™* ((b)—-e* (c)—e* (d)e*

3.3.4 A equacdo da reta tangente a e* no ponto a =0 é dada por

@y=x+1 (By=x @@y=—x dy=x-1

3.4 DERIVADADE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Vamos agora considerar o sistema massa-mola, ilustrado pela Figura 3.12,
onde um corpo de massa m € arrastado até a posicao sy de um sistema de
referéncia cuja origem se localiza na posi¢do natural da mola, ou seja, na po-
sicdo onde a mola ndo estd nem estendida nem contraida.

—_——— 1

S —

Figura 3.12: Sistema massa-mola sem atrito.

Se o corpo é solto no tempo ¢ = 0 com velocidade inicial vy = 0, utilizando
principios da Fisica, podemos obter uma relagdo precisa entre as funcoes po-
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sicdo s e aceleracao a. Supondo que a resiténcia do ar e o atrito com a super-
ficie possam ser desprezadas, pela Lei de Hooke, temos que

F=-ks

onde k é a constante de rigidez da mola, que depende do seu material e da sua
geometria. O sinal negativo aparece devido a direcao e ao sentido da forca,
como mostra a Figura 3.12. Pela segunda Lei de Newton temos que F = ms" e

portanto

ms" =—ks

ms" (t) = —ks(t) I

relacionando a funcao s e sua funcao derivada segunda. No caso em que

s (1) =—-s(t) I (33)

ou seja, a funcao aceleracao é igual a menos a funcao posi¢ao. Vamos mostrar
que as func¢oes seno e cosseno satisfazem a essa curiosa propriedade. Para
isso, devemos primeiro calcular suas derivadas primeiras. Vamos iniciar cal-

culando as suas derivadas no zero.

ou seja

m = k, temos que

1 | cos’(0)=0

COS

\ 4

sen’(0) = 1

sen

Figura 3.13: Retas tangentes de sen e cos na origem.
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Proposicao 3.10: Temos que

sen’ (0) =1 e cos (0)=0 I

Prova: Para mostrarmos que sen’ (0) = 1, primeiro notamos que
sen(h) — sen (0 sen(h
sen’ (0) = lim (1) © = lim ( ).
h—0 h h—0

Pela Proposic¢do 2.31, temos que
0< sen(h)<h<tg(h),

paratodo 0 < h < /2. Dividindo por sen (h) >0, obtemos que
h 1
< < .
sen(h) cos(h)
Invertendo todos os membros das desigualdades acima, segue que
sen (h)
>

> cos(h).

Pela continuidade do cosseno e pelo Teorema do Sanduiche, segue entao que

sen’ (0 |) =lim sen (1) =1.
h|0
Como h | 0seesdse—h10,segue que
sen(—h) lim sen (h) -1
-h hlo h

sen’ (0 1) =lim
hlo

onde utilizamos o fato de que seno é impar. Isso mostra que sen’ (0) = 1.
Para mostrarmos que cos’ (0) =0, primeiro notamos que
cos (h) — cos (0 cos(h)—1
cos’ (0) = lim (h) © = lim (1) )
h—0 h h—0 h

Consideramos entao as seguintes igualdades
cos(h)—1 cos(h)+1

/ .
cos'(0) = }zl—r»r(l) h cos(h) +1
— lim cos? (h) —1 1
h—0 h cos(h)+1
~ —sen?(h) 1
= lim

h—0 h cos(h)+1
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onde utilizamos o fato que cos? (h) — 1 = — sen? (h). Temos entdo que

cos’(0) = —Ilim sent” (h) f
 hS0 k2 cos(h)+1

. sen(h)\?.. h
— | lim lim —
h—0 cos(h)+1

h—0

h
f— / 2—:
(sen’(©) cos(0)+1 0

O

Vamos mostrar a seguir que a funcao derivada do seno é a funcao cosseno
e que a funcao derivada do cosseno é menos a funcao seno.

Proposicao 3.11: Temos que

sen’ = cos e cos = — sen

Em outras palavras, temos que
(sen(t)) = cos(t) e (cos(t)) = — sen(t) I

Prova: Para mostrarmos que sen’ = cos, consideramos entdo as seguintes
igualdades

sen(t+ h)— sen(t)

sen’ () = lim
hl0 h
~ lim sen(t) cos(h) + sen(h) cos(t)— sen(t)
~ hlo h
T sen(f)(cos(h)—1)+ cos(t) sen(h)
~ hlo h
= lim| sen(?) —cos(h) 1 + cos (1) sen (1)
hl0 h

onde utilizamos o fato que sen(t+ h) = sen(t) cos(h) + sen(h) cos(t). Te-
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mos entao que

, . cos(h)—-1 . sen(h)
sen (t) = sen(f)|lim————— |+ cos(f)|lim————
hl0 h hl0
= sen(t) cos (0)+ cos(t) sen’ (0)
= cos(t).
A demonstracdo de que cos’ = — sen € deixada como exercicio. O

Podemos calcular entdo as derivadas segundas das fun¢des seno e cosseno
e mostrar que elas satisfazem a equacao (3.3) que descreve o comportamento
do sistema massa-mola quando a massa m € igual a constante de rigidez k.
No caso da fun¢do seno, temos que

sen” = (sen’)

= (cos)

= —sen
e no caso da funcao cosseno

/

cos” = (cos)
= (-sen)

= -—sen’

= — CosS.

Na situacdo descrita no inicio desta secao, onde o corpo é arrastado até a
posicdo sy e solto no tempo ¢t = 0 com velocidade nula, temos que a funcao

posicao é exatamente
s(t) = sg cos (1) I

De fato, temos que as funcoes velocidade e aceleracdo sao

s’ (t) = —sg sen () e s’ (t)=—-spcos(t)=—-s(t),
satisfazendo portanto a equacao (3.3). Além disso, temos que

$(0)=spcos(0)=sp e v(0) =—spsen(0)=0.
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Encerramos esta secao mostrando que a funcao derivada da tangente é a
secante ao quadrado e que a funcao derivada da cotangente é menos a cosse-
cante ao quadrado. Relembramos que

Corolario 3.12: Temos que

2

Prova: Para mostrarmos que tg' = sec
igualdades

, consideramos entdo as seguintes

o = (Sen)'
& = Cos

sen’ cos — cos’ sen

cos?
cos cos — (— sen) sen

cos?
cos® + sen?
cos?
cos® sen?

cos?  cos?
= 1+ tgz.
Por outro lado, uma vez que cos? + sen® = 1, segue que

1
cos2’

/

tg =

A demonstragdo de que cotg’ = —1 — cotg? = —1/ sen? é deixada como
exercicio. O
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EXERCICIOS DE FIXACAO

3.4.1 Afuncio derivada de cos?(x) + x> é dada por

(@) —2sen(x)+2x (b) —2 cos(x) sen(x) +2x
(c) 2sen(x) +2x (d) 2 cos(x) sen(x) +2x

3.4.2 A funcdo derivada de 4 — sen?(x) é dada por

(@) —2 cos(x) (b) —2 sen(x)
(c) =2 sen(x) cos(x) (d) 2 sen(x) cos(x)

3.4.3 Considere que a posi¢do no instante ¢ é dada pela funcao e ! cos(z) .

(i) Afuncao velocidade é dada por
(@) —e (cos(t) — sen(t)) (b) —e !(cos(t)+ sen(r))
(c) —e sen(1) (d) e"tsen(r)
(ii) Afuncao aceleracao é dada por
(a) 2e” ! sen(r) (b) 2e~ " cos(1)
(c) e I(cos(r) — sen(r)) (c) —e !(cos(t)— sen(t))

sen(x)

3.4.4 Afuncao derivada de tg(x) = é dada por
cos(x)
(a) —cotg(x) (b) cossec?(x) = 1+ cotg?(x)
(€) sec’(x) = 1+1tg*(x) (d) tg®(x)
3.4.5 Afuncao derivada de cotg(x) = 0s(1) é dada por
sen(x)
(a) —tg(x) (b) —cossec?(x) = —1— cotg2 (x)

(c) sec®(x) = 1+tg?(x) (d) cotg?(x)

X

!
3.4.6 Ovalorde ( ) em x =0 éigual a

cos(x)+1
@1l1l/2 (Mb)1/4 ()2 M1

3.4.7 A equacdo dareta tangente a tg(x) no ponto a =0 é dada por

@y=x+1 (Mby=x @Wy=-x dy=0
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3.5 DERIVADA DE FUNCOES COMPOSTAS

Nas secoOes anteriores, definimos de maneira precisa os conceitos de veloci-
dade e de aceleracao instantaneas e analisamos 0os comportamentos dina-
mico e cinemético de um corpo em queda livre e também de um corpo num
sistema massa-mola. Agora analisaremos o movimento do pistdo do motor
de um automovel, cuja geometria € descrita pela Figura 3.14.

Figura 3.14: Pistao, biela e virabrequim.

Pela Lei do cossenos, temos que

I’=r’>+z>-2rzcos(a)
(3.4)
onde [ é o comprimento da biela do pistao, r é raio do virabrequim e z é
a distancia da base do pistao ao eixo do virabrequim. Lembrando que r e [
sdo constantes, podemos resolver a equacao (3.4) para a variavel z, obtendo z
como uma func¢do de a, dada por

— 12 — 2 2 I
z(a) rcos(a)+\/ r< sen- (a) (3.5)

Por outro lado, temos também que tanto o angulo a quanto a distancia z sdo
funcoes do tempo t. Fazendo com que a origem do nosso sistema de coor-
denadas coincida com o eixo do virabrequim, num determinado instante ¢,
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temos que a = a (¢) é a posicao angular do virabrequim e que z = s(¢) é a po-
sicdo do pistdo. Mas qual a relacdo entre essas duas fun¢oes do tempo? Se
medirmos apenas a posicao angular «a (¢) do virabrequim, podemos utilizar a
equacao (3.5) para determinar a posicao s (¢) do pistdao, de modo que

s() =z(a(1) I (3.6)

mostrando que as duas funcdes do tempo «a () e s(¢) estdo relacionada atra-
vés da funcdo geométrica z (a).

Mas e se quiséssemos determinar a relacdo entre a velocidade do pistao
e a velocidade angular do virabrequim? Sabemos que a velocidade v (f) do
pistao é a funcao derivada da sua posicao s (f). E quanto a velocidade angular
do virabrequim? A velocidade angular do virabrequim esta relacionada com
arotacao do motor. No intervalo entre os instantes 7 e t, temos que a veloci-
dade angular média é dada pela proporcao

%_ a(t)—a(r)
N

onde Aa = a (t)—a (1) é avariacdo do angulo e At = t—1 é avariagdo do tempo
entre esses instantes. A velocidade angular w no instante 7 é por definicdo o
limite da velocidade angular média entre os instantes 7 e ¢, quando ¢ tende a
T, ou seja,

. A«
w(7) = lim —
At—0 At

A velocidade angular no instante 7 é de fato a derivada da fung¢ao posicao
angular no instante 7, uma vez que

a' (1) =lim al-a(®
-1 t—7

A funcao velocidade angular é entdo a funcao derivada da posicao angular,
de modo que

ou seja

w(t)=a () I
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Sabendo que a posicdo angular «a (t) do virabrequim e a posi¢do s(t) do
pistao estao relacionadas, como podemos relacionar a velocidade angular
a’ () do virabrequim e a velocidade s’ (¢) do pistdo? Uma vez que que a posi-
¢do angular do virabrequim e a posicao do pistao estao relacionadas por uma
composicao de funcdes dada pela equacao (3.6), € necessario obtermos uma
regra para a derivacdo de funcdes compostas, que é conhecida por regra da
cadeia.

Proposicao 3.13: Se g éderivivelemacR e f é derivdvel em g (a), entao fog
é derivavel no ponto a e

(fog) @=f(g@)g (@

Prova: A prova é dividida em dois casos, sendo que o caso em que g’ (a) =0 é
demonstrado no Apéndice A.4. Vamos supor aqui que g’ (a) £ 0. Neste caso,
existe m € N tal que g (x) # g (a) para todo x onde 0 < |x — a| < 1/m. De fato,
caso contrdrio, para cada n € N, existiria x, tal que 0 < |x,—al < 1/n e também
g (x,) = g (a). Logo teriamos que x, — a, com X, # a, e também

L
o que implicaria que g’ (a) = 0.
Agora temos que
o (feg)—(feg)@
(fog) (@ = lim —

_ i [EW) - f(g@)
x—a xX—a

_ o [8@)-f8@) g -g(@
x—a  g(x)—gl(a) xX—a

onde usamos a definicdo de composicao de funcdes e o fato que g (x) — g (a) #
0 para todo x suficientemente préximo do ponto a. Portanto, segue que

(fog) @ = umf(g(x”‘f(g(“)))(hmw

x—a gx)—gl(a) —a xX—a

f(g@)g (@
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onde estamos utilizando o fato que

Fle@)= tim LW=SE@) _ flgC)-flg@)
y—g(a) y—g(él) Xx—a g(x)_g(a)

uma vez que se y = g(x), temos que
limy = lim g ) = g @),
O

Quando trabalhamos com func¢des dadas pelas suas expressoes ex-
pressoes algébricas, utilizamos a seguinte forma da regra da cadeia.

Corolario 3.14: Se f e g sdo funcoes derivdveis, entao f o g é derivdvel e

(f(g (x)))l =(f (J’));:g(x) (g (x))l

Prova: Temos que

(fog) )
(fog) ()
flg)g (x)

(f y))/y:g(x) (8 (x))l

(F(g @)

uma vez que

(f (y));/:g(x) =f'(g ) e (g(0) =g (0.

O

Temos entdo que a expressdo algébrica (f (g (x)))', para a derivada da

composicdo, é dada pelo produto da expressao (f (y)) y=g(n due é a derivada

da “de fora"calculada na “de dentro", pela expressao (g (x))l, da derivada da
“de dentro". O exemplo seguinte ilustra a aplicacdo da regra da cadeia. Sejam
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f(y)=y*e g(x) = x>+ 1. Pela regra da cadeia,

(1))

(J’))y g(x) (g(x))l
2);/ x3+1 (x +1)

Zy)y x3+1( )
2(x*+1) (3x%).

(
(v
(

Por um lado, temos que (x° + 1)2 = x%+2x% +1 e portanto temos que
2 !/
((x3 +1) ) = (x®+2x°+1) =6x° + 622,

que € de fato a mesma expressdo obtida pela regra da cadeia. O exemplo se-
guinte ilustra a utilidade da regra cadeia

100\/
((@+1) ) = (%)) (2 +1)
- (100y99)y:x2+1(2x)
= 200x(x2+1)%

E bastante evidente que seria muito mais dificil primeiro obtermos a ex-
pressdo polinomial de (x? + 1)100 para somente depois derivarmos.

Agora vamos aplicar a regra da cadeia para determinar a relacao entre a
velocidade v (1) = s'(¢) do pistdo e a velocidade angular w (t) = &’ (t) do vira-
brequim. Pela equacdo (3.6), temos que s(f) = z (a (t)). Pela regra da cadeia,

segue que
V(1) = (2(@)y_ g @ (1) I
3.7)

de modo que v (¢) e w () sdo denominadas taxas relacionadas, uma vez que as
derivadas de fung¢des do tempo sdo taxas de variacao instantaneas. Observem
que o fator de proporcionalidade depende da derivada da funcao geométrica
z (@), que relaciona as fun¢oes do tempo s(¢) e a (). Vamos entdo calcular a
expressao da derivada de z (@), no caso em que o raio do virabrequim é r = 1
e o comprimento da biela é = 2. Neste caso,

z(a) = cos(a)+V4—- sen?(a)
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e entao temos que

(z ()

(cos(a))’+( 4 — sen? (a)),

—sen(a) + (\/?);,:4_ sen?(a) (4 - sen? (a)),.

Pelo exercicio de fixacao 3.1.3, temos que

e portanto

(z(@) =—sen(a)+ ! (4- sen®(@)".
2v/4— sen?(a)

Por outro lado, temos que

(4 - sen® (a)),

sen (a))
)y sen(a) (sen (a))

2 )y sen(oc)(COS (a))
sen (a) cos(a).

-
- (v
=
-2

Temos entao que

sen(a) cos(a)

(z() = —sen(a) —
4 — sen? (a)

Utilizando a equacao (3.7), segue que

sen(a (1)) cos(a(t)))wm.

v(t) = (— sen (a (1)) —
V4 - sen? (a ()

Agora mostraremos como a regra da cadeia pode nos auxiliar na obtencao
da solucao geral do sistema trem bala-ar e também na solucao geral do sis-
tema massa-mola. Para isso, enunciamos a seguinte consequéncia imediata
da regra da cadeia.
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Corolario 3.15: Para todo c € R, temos que

(sen(cx)) = ccos(cx)
(cos(cx)) = —csen(cx)
(ecx)/ — Cecx
(a®)’ log (a) a*

Prova: Pela regra da cadeia, segue que

(sen(cx)) = (sen (y));zcx (cx) = (cos(y))yzcx ¢ =ccos(cx)

e também que

/

(exp(cx)) = (exp (¥)))=cx ()" = (exp (¥)) =, € = cexp(cx).

A ultima afirmacdo segue disso, usando a defini¢do a* = e“*, com ¢ =log(a)
(ver Secao 2.3). A derivada de cos(cx) é deixada como exercicio. O

Retornamos agora a Segunda Lei de Newton

"(©)=-bv (D), I
muv (1) v () 3.8)

que descreve a velocidade de um trem bala de massa m, partindo da velo-
cidade inicial vy, na auséncia de empuxo e na presenca de resisténcia do ar,
onde b é o coeficiente de resisténcia do ar (ver Secao 3.3). Seja c = b/m o
coeficiente de resisténcia do ar por unidade de massa. Vamos mostrar que a

funcao velocidade
v(t)=voe I

mv'(t) = m(voe_”)'

satisfaz a equacao (3.8).

= muyy(e” )
= muvy(—ce )
= —mc(voe™)
= —bv(p.



146 Capitulo 3. Derivada

Além disso, temos que v (0) = vy é a velocidade inicial.
Por ultimo, retornamos a Segunda Lei de Newton

"(1)=—ks(1), I
ms" (1) s(1) 3.9)

que descreve a posicao do sistema massa-mola, onde m é a massa do corpo
e k é a constante de rigidez da mola (ver Secdo 3.4). Seja ¢ = vV k/m de modo
que c® = k/m. Se no tempo ¢ = 0 o corpo é arrastado até a posicao s, e solto
com velocidade inicial vy = 0, vamos mostrar que a funcao posicao

s(t) = spcos(ct) I

satisfaz a equacdo (3.9). De fato, temos que as funcoes velocidade e acelera-
¢ao sao

s’ (t) = —spc sen (ct) e s"(1)=—=syc? cos(ct) :—%s(t).

Além disso, temos que

$(0) = sg cos(0) = sp e v(0) =—-spcsen(0) =0.

EXERCICIOS DE FIXACAO

3.5.1 Aderivada de e** = f(g(x)), onde f(y) = e¥ e g(x) = 2x, é dada por
@ e** (b)2e** (c) 2xe** (d)2e*

3.5.2 A derivada de sen(2t), é dada por
(@) cos(2t) (b) —cos(2f) (c)2cos(2t) (d) —2cos(21)

3.5.3 Aderivadade e = f(g(x)),onde f(y) =€’ e gx) = —x?, é dada por
@ e 2 (b) ™ (¢) —2¢™F (d) —2xe ™

3.5.4 A derivada de tg(x> +7) é dada por
(@) 2xsec?(x®+7) (b)sec?(2x) (c)2xsec?(2x) (d) (x?+7)sec?(2x)

3.5.5 Aderivadade Vx?—-2x+1= f(g(x)),onde f(y) = Vyegx) = x%-2x+1,
é dada por
1 2x—2 x—1 1

b —_— d) —
)2\/2x—2 ( )\/x2—2x+1 © Vx2-2x+1 ( )2\/x2—2x+1

(a
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3.5.6 Se f(y) = /¥ e gx) = 10+ x°, entdo as derivadas de f(g(x)) e g(f ()
sdo dadas, respectivamente, por

3x2 3y 1

(a) , (b) ,3
2V10+x3 2 2vV10+ x3 Y
© 1 3V @ 1 3VYy
2V10+ 3 2 2WV10+ 3 2

35.7 Se f(y) =yegx = x3, entdo as derivadas de f(g(x) e g(f(y) sao
dadas, respectivamente, por

@3vx,3y 3x,3y ©3vVx3,/7 @3x, 3y

3.5.8 Se f(y) = e e g(x) = sen(x) + 1, entdo as derivadas de f(g(x)) e g(f(y))
sdo dadas, respectivamente, por

(@) cos(x)esen@+1 oV cos(e?)  (b) e+l cos(eY)
(c) e cos(e?) (d) (sen(x) +1)e s ¥ cos(e?)

3.5.9 Se f(y) = y42 e g(x) = cos(x)—3, entdo as derivadas de f(g(x)) e g(f(y))
sdo dadas, respectivamente, por

(a) 42( cos(x) —3)*, — sen(y*?)

(b) 42 sen(x)*!, — sen(42y*h)

(c) 42 sen(x)( cos(x) —3)*!, 42y*! sen(y*?)

(d) —42 sen(x)( cos(x) —3)*!, —42y* sen(y*?)

3.6 DERIVADA DE FUNCOES INVERSAS

Como veremos no préximo capitulo, as solucoes do sistema trem bala-ar e
também do sistema massa-mola sdao unicamente determinadas pela posicao
e pela velocidade iniciais. Para mostrarmos isso, serd necessario sabermos
calcular as derivadas de funcoes inversas.

Como vimos na Secao 2.7, a fung¢do inversa g de uma dada funcao f pode
ser visualizada através da reflexao de f em torno da reta bissetriz y = x. Se
f é derivavel num ponto a € R e a reta tangente € ndo horizontal, temos que
a reflexdo dessa reta em torno da reta bissetriz é a reta ndo vertical tangente
ao gréfico de g no ponto b = f (a), como ilustra a Figura 3.15. Temos entao
que o coeficiente angular dessa reta refletida é g’(b), mostrando que a fungao
inversa é derivavel no ponto b = f (a). Na Secdo 2.7, vimos que o coeficiente
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Figura 3.15: Retas tangentesa fea g.

angular de uma dada reta é o inverso do coeficiente angular da reta refletida
em torno da bissetriz, de modo que

1
f(a)

g (b) =

Vamos agora dar uma demonstragdo desse fato utilizando a definicao de de-
rivada e as propriedades do limite.

Proposicao 3.16: Se f é derivavelem a€R e f' (a) # 0, entdo g € derivavel em
b=f(a)e

g (b) =

1
f(a)

Prova: Seja y, — b = f (a), com y, # b. Pela Proposicdo 2.26, g é continua em
b e, portanto, g (y,) — g (b) = a. Definindo-se x, = g (y»), segue que x,, — a e
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que
gyn)-g)  x,-a
Yn—Db  fw-f@
~ 1 1
T fa-f@  fla
Xp—a

Isso mostra que

gly)-gb) 1
~b

/ 1
g (b) =lim _f’(a)'

y=b Yy
O

Uma maneira alternativa e geralmente mais pratica de se encontrar a de-
rivada da inversa é utilizar a regra da cadeia. Se f e g sdo inversas, temos que

flgex)=x

para todo x € dom (g). Pela regra da cadeia, temos que

flgw)g'w=1,

0 que mostra que

Vamos agora calcular a deriva da fung¢ao logaritmica.

Proposicao 3.17: Temos que

1
log' (x) == I
og (x) T
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Prova: Pela Proposicao 3.9, temos que exp’ = exp. Pela regra da cadeia, como
exp (log(x)) = x,

segue que
exp (log(x))log' (x) =1.

Temos entao que

1
log (x) = ———
08 (1) exp (log(x))
_ 1
X

Relembramos que, para c € R,

x€ = eclog(x) I

para todo x > 0 (ver Secdo 2.3). Temos entdo que vale a regra da poténcia
neste contexto mais geral.

Proposicao 3.18: Para todo c € R, temos que

(x) = cx“?

Prova: Como x¢ = exp (clog(x)), segue que

(=)

(exp (clog (x)))’

exp (clog(x)) clog’ (x)
!

xc—
X

c—l.

= X

]

Vamos concluir esta secao aplicando esse procedimento para calcular as
derivadas das inversas das funcoes trigonométricas.
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Proposicao 3.19: Temos que

! 1 !
asen’ (x) = = acos (x) =

1-x

Prova: Pela Proposicao 3.11, temos que
sen’ (y) = cos(y) =1/1- sen?(y).
Pela regra da cadeia, como
sen (asen (x)) = x,

segue que

\/1 — sen? (asen (x)) asen’ (x) = 1.

Uma vez que
sen? (asen (x)) = x2,

temos que
V1-x?asen’ (x) =1,

mostrando que
1

V1-—x?
O célculo da derivada da funcao arco-cosseno € similar e serd deixada como

exercicio.
Pelo Coroldrio 3.12, temos que

asen’ (x) =

g (y) =1+t (y).
Pela regra da cadeia, como
tg(atg(x)) = x

segue que
(1+ tg? (atg(x)))atg' (x) =1.

Uma vez que

tg” (atg(x)) = x%,
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temos que
(1+x%)atg (x) =1,

mostrando que

asen’ (x) =

1+x2°

EXERCICIOS DE FIXACAO
3.6.1 A derivada delog(x®+1) = f(g(x)), onde f(y) =log(y) e g(x) = x> +1, é

dada por
@zg Oy ©FF @
3.6.2 A derivada de asen(21¢), é dada por
@~ bOop O @
3.6.3 A derivada de acos(—x?) = f(g(x)), onde f(y) = acos(y) e g(x) = —x2, 6
dada por
@2 b -2 ©2Z d-2
3.6.4 A derivada de atg(x®) é dada por
@ O % @2

3.6.5 A derivada de (log(x))% = f(g(x)), onde f(y) = yg e g(x) =log(x), é dada
por

(@) 3log)*? () $logn*? (1) (@ 3(H¥? (d) Jdogn*? (1)

X

3.6.6 Se f(y) =,/y e g(x) =log(x), entdo as derivadas de f(g(x)) e g(f(y)) sdo
dadas, respectivamente, por

(@) z(logx)™'?, 5 (b) 5;(logn)™'?, 5
(©) 3(og0)™"%, 5= (@) 5:(logx) "2, 5=

3.6.7 Se f(y) =atg(y) e g(x) = e*, entdo as derivadas de f(g(x)) e g(f(y)) sdo
dadas, respectivamente, por

—1_px atg(y) _L1 _ 1 atg(y) _1 _
(@) Trex € € 1+y? (b) Trez € 1+y?
(©) 1 ex’ eatg(y) (d) 1 eatg(y)

1+e2% 1+e2%’
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3.6.8 Usando que 2* = ¢*1°8?) temos que a derivada de 2* é dada por

(@2* (b x2*! (¢ log(2)2* (d) xlog(2)2*

EXERCICIOS

DE DEMONSTRACAO

3.1 Utilizando o fato de que
x—a=(Vi-va)(Vi+va)

e calcule

f'(a) = lim

Xx—a

)

Vx—va
x—a
onde f (x) = V/x.

3.2 Utilizando o fato que cos(x+ h) = cos(x) cos(h) — sen(x) sen(h), com-
plete a demonstracao da Proposicao 3.11, mostrando que de fato cos’ =
— sen.

- . . cos
3.3 Utilizando a regra da derivada do quociente e o fato que cotg = —, com-
se

plete a demonstracdo do Corolério 3.12, mostrando que de fato cotg’ =
—1-cotg? = -1/ sen?.

3.4 Complete a demonstracao da Proposicao 3.19, mostrando que de fato

acos’ (x) = )
1—x?

3.5 Neste exercicio, vamos calcular as derivadas das funcoes trigonométricas

hiperbdlicas
el+e! el—et senh(r)
h(z) = , h(f) = tgh(r) = .
cosh(?) > senh(1) e gh(?) cosh()
Mostre que

cosh’(f) =senh(t),  senh’(f)=cosh(f) e  tgh'(r)=1-tgh’(1).
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DE APLICACAO

3.1 Um dos elevadores mais rdpidos do mundo, localizado no Taipei Finan-
cial Center, subia com velocidade constante de 10 m/s, quando subta-
mente, apos 5 segundos de sua partida, suas cordas de sustentacdo se
partem. Felizmente, nesse momento, ndo hd ninguém em seu interior. A
funcdo que descreve a altura do elevador em relagdo ao solo é dada entao
pela seguinte expressao

(t 10z + 100, se 0<t<5h
S =
150+ 10(t—5)—5(t—5)%, se 5<t<tx

onde f4 é o tempo de aterrizagem, a altura é dada em metros e o tempo
é dado em segundos. Em cada item, escolha uma das opg¢oes e justifique
suas respostas.
(i) Aderivada lateral direita de s em ¢ =5 é igual a:
(@) 10 (b) 20 (©5 (d)8.
(ii) Afuncao s é derivavel em ¢ =5.

(@) Falso (b) Verdadeiro.

(iii) Afuncao velocidade é dada por:

10, se 0<tr<5
(@) v(r) =

10—10(t—5), se b<t<ity

5, se 0<tr<5
(b) v(1) =

5-5(t—5), se5<it<ity

10, se 0<t<5h
(© v(r) =
5-5(t—5), seb5<it<ity

5, se 0<t<5h
(d) v(n) =
10-10(t—-5), se b<it<iy
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(iv) Afuncdo aceleracao é dada por:

0, se 0<r<h 0, se 0<tr<5
(@) a(r) = (b) a(r) =

—10, se 5<t<ty -5, se 5<t<iy

0, se 0<t<5 0, se 0<t<bh
(c) a(t) = (d) a(n) =

-5, seb5<it<iy —10, se 5<it<iy

3.2 Suponha que um fio retilineo, de secao transversal circular de raio ry, seja
percorrido por uma corrente estaciondria. Essa corrente gera um campo
magnético cuja intensidade I, em um ponto do espaco, depende da dis-
tancia r do ponto ao eixo do fio. Assim, I = I(r), e pode-se mostrar que,
em um sistema de unidades apropriado, a funcao I(r) é dada por

—, se 0<r<rn
T'o

1

- ser=ry

-

Em cada item, escolha uma das opcoes e justifique suas respostas.

I(r) =

(i) Aderivada lateral direita de I em r = r( € igual a:
@1/r2 1y (@©-1/r¢ () -1/r.
(ii) Afuncao I é derivavel em r = ry.
(@) Falso (b) Verdadeiro.
(iii) A funcao derivada é dada por
o= { U, e
(@) Falso (b) Verdadeiro.

3.3 Considere um motor cujo virabrequim tem raio r = 1 e a biela compri-
mento [ = 2. Se o virabrequim estd em rotacdo constante a = 3¢, entdo a
funcdo posicao vertical do pistao é dada por

s(t) = z(3t) = cos(31) + V4 — sen?(31).
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(i) Obtenha a funcao velocidade vertical v(¢) do pistao.

(ii) Obtenha a funcao aceleracao vertical a(¢) do pistao.



CAPITULO

GRAFICOS

4.1 OTIMIZACAO

Um corpo é lancado no instante t = 0 de uma altura inicial positiva sy com
velocidade inicial positiva vy e atinge o solo no instante de aterrissagem £4.
Na auséncia de atrito com o ar, sua funcao posicao vertical é dada por

t2
s(t)=sy+ vot—g?

onde t € [0, 74] e g é aceleracdo da gravidade. Esse movimento € ilustrado
pela Figura 4.1.

Estamos interessados em encontrar os instantes ¢ em [0, f4] quando o
corpo atinge as alturas minima e méxima. Como a velocidade de lancamento
e a altura inicial sdo positivas, a altura minima é atingida no instante de ater-
rissagem t = f,4. E a altura maxima, quando é atingida? Antes de o corpo che-
gar a altura maxima, ele estd subindo e possui velocidade positiva e, depois de
chegar a altura méxima, ele estd descendo e possui velocidade negativa. E in-
tuitivo entao que, no instante f); em que o corpo atinge a altura méxima, sua
velocidade é nula. Na Figura 4.1, esse é precisamente o instante ty; € (0, £4)
em que a reta tangente ao grafico de s é horizontal. Para encontrar o instante
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SM|— —

S0

Figura 4.1: Alturas mdximas e minimas.

de altura méaxima ), basta entdo resolver a equacao s’ (t) = 0 dada por

Vo—gt=0 I

cuja solucao é

Iy =—
g

Segue que a altura méxima é dada por sy, = s (fps) e entdo

1/2

SMZS()+—O
28

que é a equacao de Torricelli no caso em que a velocidade final é nula.

Em geral, dada uma funcao f, estamos interessados em encontrar os pon-
tos ¢ em seu dominio onde a funcao atinge os valores f (¢) minimos e maxi-
mos. Esses pontos ¢ sdo denominados pontos de extremo de f, enquanto os
valores f (c) sao denominados valores extremos de f. Quando f(c) € minimo,
temos que ¢ é denominado ponto de minimo. Analogamente, quando f(c) é
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maximo, temos que ¢ € denominado ponto de mdximo. A obtencao dos pon-
tos e valores extremos é denominada otimizacdo. Por exemplo, se estamos
preocupados com o desenvolvimento sustentdvel do ambiente, muitas vezes,
queremos maximizar a eficiéncia energética de um determinado processo e,
em outras oportunidades, desejamos minimizar a quantidade de recursos na-
turais utilizado na produc¢do de um determinado produto.

No exemplo acima, o dominio da fungao s é o intervalo [0, 4]. Vimos que
o ponto de minimo ¢4 estd na fronteira desse intervalo, enquanto o ponto de
maximo fj; estd no interior e que, nesse ponto, a derivada de s se anula. Em
geral, os pontos extremos de uma funcao f podem estar na fronteira ou no
interior do seu dominio. Um ponto ¢ onde

fle=0 I

é denominado ponto critico de f. Temos a seguinte relacdo entre pontos cri-
ticos e pontos extremos no interior do dominio.

Proposicao 4.1: Seja f uma funcao derivdvel em (a, b). Se c € (a, b) é ponto
extremo de f, entdo c é ponto critico de f.

Prova: Vamos supor que ¢ é ponto de maximo, sendo que a demonstra¢ao do
caso em que c é ponto de minimo é andloga e deixada como exercicio. Como
¢ é ponto de méaximo, temos que f (¢) — f (x) = 0 para todo x no dominio de
f. Como c estd no interior do dominio de f, podemos considerar ambos os
limites laterais. Logo temos que

f (x) = f (o)

. f-f© f (c) /
0<Ilim c c c <0,
m=— =flleh=f=f"(ch= ——
pois no primeiro limite x — ¢ > 0 e no segundo limite x — ¢ < 0. Portanto, segue
que f’(c) =0, ou seja, que ¢ é ponto critico de f. O

Agora voltamos ao exemplo acima, considerando a situacdao em que a po-
sicdo inicial é positiva, mas a velocidade inicial é negativa. Neste caso, a fun-
¢do posicao s nao possui ponto critico no intervalo [0, 4], uma vez que a ve-
locidade nunca se anula nesses instantes. Assim, ela ndo possui ponto de ex-
tremo no interior (0, £4). De fato, ela possui o ponto maximo em ¢ = 0 e ponto
de minimoem ¢ = t4.
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Isso nos sugere o seguinte método de otimizagdo de funcoes derivdveis,
ilustrado pela Figura 4.2.

(1) Obtenha a expressao de f’ (x).

(2) Encontre os pontos criticos de f resolvendo para ¢ a equacao

fl©=0 I

(3) Calcule os valores de f em cada ponto critico c.

(4) Calcule os valores de f em cada ponto da fronteira de [a, b].

(5) Compare os valores obtidos nos itens (3) e (4):

O maior valor serd o maximo e os pontos onde ele é atingido serdo os
pontos de maximo.

O menor valor serd o minimo e os pontos onde ele é atingido serao os
pontos de minimo.

\ 4

Figura 4.2: Algoritmo de otimizacdo para f.

O algoritmo acima s6 funciona se a funcao possui um ntmero finito de
pontos criticos, ou seja, quando a equacao f' (x) = 0 possui um nimero finito
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de solucoes. Esse é o caso de fungdes polinomiais p, uma vez que p’ é também
uma fung¢do polinomial e, portanto, possui um nimero finito de raizes.

O resultado seguinte, conhecido como Teorema de Weierstrass e cuja de-
monstracao estd fora do escopo deste livro, garante a existéncia de pontos de
extremo para func¢des continuas em intervalos fechados.

Teorema 4.2: Seja f uma funcao continua definida num intervalo fechado.
Entao existem pontos de mdximo e de minimo de f.

Os exemplos seguintes mostram que as duas hipoteses presentes no resul-
tado acima sdo realmente essenciais. Primeiro considere a funcao f (x) = x,
onde dom (f) = (-1,1), como ilustrado pela Figura 4.3.

A

\/

. R

Figura 4.3: Funcodes f e g ndo possuem pontos de extremo.

Note que ela é continua, mas estd definida apenas no intervalo aberto
(-1,1), e ndo no intervalo fechado [-1,1]. Existe algum c € (—1,1) que seja
ponto de extremo de f? A resposta € negativa, pois existem x, y € (-1, 1) tais
que x < ¢ < y e, portanto, temos que f (x) < f (¢) < f(y), mostrando que f (c)
nao é nem valor maximo nem valor minimo. Consideramos agora a fungao g,
ilustrada pela Figura 4.3 e definida por partes

x+1, se —-1<x<0
gx)=4 0, se x=0
x—1, se O<x<lI.
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Note que estd definida no intervalo fechado [-1, 1], mas nao é continua. No-
vamente podemos perguntar se existe algum c € [-1, 1] que seja ponto de ex-
tremo de g? E novamente a resposta é negativa. Por exemplo, se ¢ € [-1,0),
existem x,y € [-1,1] tais que ¢ < y < 0 < x e, portanto, temos que f (x) <
flo<f ( y), mostrando que f (¢) ndo é nem valor médximo nem valor minimo.
Analogamente podemos mostrar que se c € (0,1], entdo f (c) também nao é
nem valor maximo nem valor minimo. Como ¢ = 0 claramente nao é ponto
de extremo, concluimos que esses nao existem no caso da funcao g.

TEOREMA DO VALOR MEDIO

Nesta secao, vamos usar algumas ideias de otimizacao para demonstrar o Teo-
rema do Valor Médio. Ele serd usado aqui e na proxima se¢do para obtermos
mais aplicacdes da derivada.

Primeiro vamos demonstrar um resultado, conhecido como Teorema de
Rollé, que garante a existéncia de ponto critico para uma funcao cujos valores
coincidem na fronteira, como ilustrado pela Figura 4.4.

A

\ 4

Figura 4.4: Teorema de Rollé.
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Teorema 4.3: Seja f uma fung¢do continua em |a, b], derivdavel em (a, b) e tal
que f(a) = f(b). Entao existe um ponto c no intervalo aberto (a, b) tal que

f'(c) =0.

Prova: Pelo Teorema de Weierstrass, existem pontos de méximo e de minimo
de f em [a, b]. Se f é constante, temos que f’ (¢) = 0 para todo c € (a, b). Caso
contrério, existe ¢ € (a, b) que é ponto de extremo de f, ou ¢ é um ponto de
maximo ou é um ponto de minimo. Pela Proposicao 4.1, segue que [’ (c) = 0.
[

Demonstramos a seguir o Teorema do Valor Médio.

Teorema 4.4: (TVM) Sejam f e g funcdes continuas em |[a, b] e derivdveis em
(a,b). Se g'(x) #0, para todo x € (a,b), entdo existe um ponto ¢ no intervalo
aberto (a, b) tal que

[l _fb-f@
g'c) gb-gla

Prova: Considere a fun¢ao

f-f (a))
hx)= - - ,
(x) = f(x) (g(b)—g(a) (g(x) - g (@)
definida para x € [a, b], cuja funcdo derivada em (a, b) é dada por
b) —
[B-J@ f(a))g'(x).

hl — ! _
(=1 (g(b)—g(a)

Temos que h(a) = f (a) = h(b). Pelo Teorema de Rollé, segue que existe um
ponto ¢ no intervalo aberto (a, b) tal que k' (¢) = 0, de modo que

b) —
f (D) f(a)) 0.

0=f"(c)-
I (g(b)—g(a)

O resultado € obtido dividindo-se a equacédo acima por g’ (c). O

O préximo resultado afirma que se a funcao for derivavel, existe um ponto
¢ entre os pontos a e b tal que a reta tangente em (c, f (¢)) é paralela a reta
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\

Figura 4.5: Reta tangente paralela a reta secante.

secante passando por (a, f (a)) e por (b, f (b)), como ilustra a Figura 4.5. Esse
resultado, que também é conhecido como TVM, é uma consequéncia ime-
diata do resultado acima, bastando escolher g (x) = x.

Corolario 4.5: (TVM) Se f é uma funcao derivavel no intervalo fechado |[a, b],
entao existe um ponto c no intervalo aberto (a, b) tal que

):f(b)—f(a)

fie b—a

Cinematicamente, aplicando esse resultado para a funcao posi¢ao s num
intervalo [f, £2], temos que existe um instante 7 € (£, £) tal que

_ s(t) —s(h)

/
s (1)
h—1h

ou seja, no instante 7, a velocidade coincide com a velocidade média entre os
instantes f; e to.
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INDETERMINACOES DO TIPO ZERO SOBRE ZERO

Uma outra consequéncia relevante do TVM é a denominada Regra de
L'Hospital para o célculo de limites de quociente onde o numerador e o de-
nominador tendem ambos para zero. Por exemplo, se quisermos calcular o
seguinte limite
. o x+1l-¢€*
lim ———,
2

x—0 X

ndo podemos usar a regra do quociente, pois temos que

limx+1-e*=0 e lim x* = 0.
x—0 x—0

0
Essa situacdo é denominada indeterminacgao do tipo X
Proposicao 4.6: Sejam f e g funcdes continuas num dado intervalo e deriva-

veis nesse intervalo, com excecao talvez do ponto a € R. Se g (x),g’ (x) #0,
paratodo x # a, e também f (a) =0 = g (a), entdo

/
lmf(x) = limf (%)
xOa g (x) x0a g’ (x)

caso o segundo limite exista, onde L] pode ser substituido, de maneira uni-
forme, por —, por | ou por |.

Prova: Vamos fazer a demonstracdo no caso em que [] é igual a |, sendo que
0s outros casos sdo similares e deixados como exercicio. Pelo TVM, para cada
X > a, existe ¢ (x) com a < c(x) < x, tal que

ffle@) _fo-f@ _fx)
gcx) gw-g@ gw’
onde utilizamos o fato de que f (a) = 0 = g (a). Temos entado que

VAC B CC))
xlu gx) «xla g'(c(x)

(4.1)

Resta entdo mostrar que

im f (c(x) lim f (x)
xla g'(c(x)) xla g )
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Pelo Teorema do Sanduiche, temos que se x | a, entdo y = c(x) | a. Portanto

flew) ')

im = lm :
xla g'(c(x) yla g'(y)

Aplicando a Regra de L'Hospital, obtemos que

x+1-¢* . (x+1-¢e% . 1-¢*
5 = - =lim
x—0 X x—0 (x2) x—0 2x

)

. . L .0 ~ .
onde novamente surgiu uma indeterminacao do tipo o Podemos entdo apli-
car mais uma vez a regra de L'Hospital para obter que

1-e . (1-e9 | —ef 1

lim =lim———=lim—=——.
x—0 2x x—0 (2x) x—0 2 2

Vamos apresentar agora uma aplicacdo interessante da regra de
L'Hospital. Uma bola é arremessada verticalmente diversas vezes dentro de
uma caixa hermeticamente fechada, onde é possivel controlar a quantidade
de ar presente no seu interior. Em cada arremesso, a velocidade inicial vy é
sempre a mesma, mas diminui-se um pouco a quantidade de ar no interior
da caixa. A progressiva diminui¢do da quantidade do ar provoca uma dimi-
nuicao do coeficiente de atrito com o ar b e também uma diminuicao do co-
eficiente ¢ = b/ m, uma vez que a massa da bola permanece inalterada. Além
disso, em cada arremesso, registra-se a posicao s.(t) da bola sempre num
mesmo instante de tempo ¢ pré-fixado. A medida que c se aproxima de 0,
0 que ocorre a posicdo s, (£)? Para um dado coeficiente ¢, a posicao da bola
no instante de tempo ¢ é dada por

Vamos mostrar a seguir que solucao do problema balistico com atrito se
aproxima da solucao ideal dada por

t2

s(t) =589+ vot—gz
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onde a resisténcia do ar é desconsiderada. Fixando o instante ¢, temos que

) g g l_e—ct
il - o+ ¢ *”0)(7))

yg%sc(t)

1- ct—1+e7f¢
= lim|sg+vyg|—— _
c—0 C
l1-e tc—1+e7t¢
= so+vo|lim——|—g(lim m-———
c—0 c—0 C

Aplicando a regra de L'Hospital e relembrando que o instante ¢ esté fixo e que
o coeficiente ¢ é quem estd variando, segue que

. 1-e7¢ C (1=ete)
lim——— = lim——>—
c—0 c c—0 ()
te—[C
= lim
c—0 1
=t
e também que
tc—1+e’'¢ . (te=1+e7%)
lim———— = lim———F—
c—0 C c—0 (CZ)
. t—te'c
= lim
c—0 2c¢
(t—te ')
=0 (20)
) tze—tc
= lim
c—0 2
2
Obtemos entao que
2
r

lims,(t) =sg+ vt — g—,
Py c() 0 0 g2

lims; (£) = s(¢) I
c—0

Como ilustrado pela Figura 4.6, a medida que ¢ se aproxima de 0, a solucao
do problema balistico com atrito se aproxima progressivamente da solucao
ideal, onde a resisténcia do ar é desconsiderada.

concluindo que
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Figura 4.6: Solugoes s., se aproximam de s, quando ¢, — 0.

LEI DA CONSERVACAO DA ENERGIA

Vamos encerrar esta secdo mostrando que a energia mecanica num sistema
sem atrito se conserva ao longo do tempo. Primeiro vamos mostrar o seguinte
resultado, que implica que dois corpos com a mesma funcao velocidade per-
manecem a uma distancia constante um do outro.

Proposicao 4.7: Temos que f' =g’ seeso se f = g+ C, para algum C € R. Em
particular, f(a)=g(a) e f'=g' seesése f=g.

Prova: Se f = g+ ¢, entdo claramente f’' = g’, pois a derivada da funcao
constante € nula. Por outro lado, se f' = g’, definimos h = f — g. Temos que
h = f' —g' =0. Pelo TVM (Coroldrio 4.5), se x < y, temos que existe uma
constante c € (x, y) tal que

h(y)—h(x)
y—x

=h'(¢)=0,

0 que mostra que h (y) = h(x). Segue portanto que h é constante, pois 0s
pontos x, y sdo arbitrarios. Note que se f (a) = g (a), entdao C = 0. O



4.1. Otimizagao 169

Sejam dois corpos com funcdes posicao s; e s,. Se eles tem a mesma fun-
cdo velocidade, entdo s; = s;. Pela proposi¢ao anterior, segue que s; — s, = ¢,
mostrando que a distancia entre os corpos é constante.

Agora vamos obter a Lei da Conservacao da Energia para os denominados
sistemas mecdnicos conservativos, onde a forca F depende apenas da posicao

e é dada por
F(s)==-V'(s) I

e V é denominado o potencial do sistema. Por exemplo, no sistema massa-
mola o potencial é dado por

Vs ks?
§)=—
2

onde k é a constante de Hooke, de modo que

-V'(s)=—ks I

é a forca da mola. Outro exemplo ocorre na teoria de gravitacao de Newton,
cujo potencial é dado por

mMG
S

V(s)=-

onde m é a massa do planeta que 6rbita em torno do Sol de massa M e G € a
constante de gravitacao de Newton. Neste caso,

mMG
2

-V'(s)=-

é aforca de atracao gravitacional. Para sistemas conservativos, a Segunda Lei

de Newton é dada por
ma(t) =-V'(s(1)) I
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A energia mecdnica do sistema no instante t é dada por

muv ()%

E(r) = +V(s(1)

onde mv ()% /2 é a denominada energia cinética e V (s(t)) é a denominada
energia potencial . Vamos mostrar que a funcao E é constante, isto é, que a
energia mecanica do sistema se conserva. De fato, pelas regras da soma e da
cadeia, temos que

, mv(t)2
E () = 2 +V(s(t)

% (%) +(V (s(6)

m2 ! ! /
? viOv (H+V (s()s (7).

Usando que v’ = a, que s’ = v e também a Segunda Lei de Newton, segue que

ma(t)v)+ V' (s(t) v(t)
= =Vis@yv@e)+V'(s() v
= 0.

E' (1)

Pela Proposicdo 4.7, isso mostra que

muv ()%
L mu()
2

+Vi(s(0)

onde E é uma constante, como haviamos afirmado.

EXERCICI0S DE FIXACAO
4.1.1 Considere a funcao f(x) = x> —12x+11, com x € [-3, 4].

(i) Seus pontos criticos sdao
(a) naoexistem (b)-1,1 (c)-2,2 (d)-1,2

(ii) Seuspontos de maximo sao
(a) ndo existem (b)-2,4 (c)-1,4 (d) -1
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(iii) Seus pontos de minimo sdo
(a) nao existem (b)-3,1(c)-3,2 (d)2

4.1.2 Considere a funcio s(t) = —2t3+6¢+4, com t € [-2, 2].

(i) Seus pontos criticos sao
(a) nao existem (b)-1,1 (c)-2,2 (d)-1,2

(ii) Seus pontos de méaximo sao
(a) ndoexistem (b)-2,1 (¢)-1,2 (d)1

(iii) Seus pontos de minimo sdo
(@) ndoexistem (b)-2,1 (¢)-1,2 (d) -1

1
4.1.3 Considere a funcao f(x) = —, com x € [-2,2].
x-+1

(i) Seus pontos criticos sdo
(@ naoexistem @M)0 ()1 () -1,1

(ii) Seus pontos de maximo sao
(@-2,2 (O (1 d-1,1

(iii) Seus pontos de minimo sdo
(@-22 (o (1 d-1,1

X
4.1.4 Considere a funcao f(x) = P com x € [-2,2].
X

(i) Seus pontos criticos sao
(@) ndoexistem ((b)0 (c)1 (d) -1,1
(ii) Seus pontos de méaximo sao
@-2,2 (-1 @1 @d-1,1
(iii) Seus pontos de minimo sdo
@-2,2 (-1 @1 @d-1,1

-2t

4.1.5 Considere a funcao s(t) = te =", com t € [0, 1].

(i) Seus pontos criticos sdo
(@) ndoexistem (b)0 (c)1 (d) %
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(ii) Seus pontos de mdximo sao
(a) ndo existem (b)0 (c) % (d)1

(iii) Seus pontos de minimo sdo
(a) ndoexistem (b)0 (0) 3 (d)1

4.2 CRESCIMENTO E CONCAVIDADE

Nesta secao, vamos mostrar como podemos obter o formato do grafico das
fungoes reais a partir do conhecimento das suas fun¢oes derivadas primeira
e segunda. Uma consequéncia imediata do TVM é a relacao entre o sinal da
derivada num dado intervalo e o crescimento ou decrescimento da funcao.

Proposicao 4.8: Seja f uma funcao derivadvel no intervalo aberto (a, b). Te-
mos entdo que

(A) se f'>0, entdo f é crescente e

(B) se f' <0, entao f é decrescente.

Prova:

(A) Se f' >0, dados x,y € (a,b), com x < y, entdo f'(c) > 0 para todo ¢ €
(x, ). Pelo TVM, temos que

fy)-f

_pl
- f'@>o

o que mostra que f(y) > f(x), uma vez que escolhemos y > x. Segue
portanto que f € crescente, pois os pontos x, y € (a, b) sdo arbitrérios.

(B) A demonstracdo deste item € analoga a do item (A) e é deixada como
exercicio.

]

Vamos determinar os intervalos de crescimento para cima e para baixo
da funcdo f (x) = x*> —3x, onde x € [-2,2]. Como f’(x) = 3x? -3, temos que
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Figura 4.7: Crescimento para cima e para baixo da funcao f.

f'(x) >0, caso x € (-2,—1) ou x € (1,2), e temos também que f’(x) < 0 se
x € (—1,1), como mostra a Figura 4.7. Portanto f € é crescente nos intervalos
(-2,-1) e (1,2) e é decrescente no intervalo (-1, 1), como ilustrado pela Figura
4.7.

\ 4

Figura 4.8: Concavidade para cima e para baixo da funcao f.

Outro aspecto importante para o esboco do grafico de funcoes reais é de-
terminar os intervalos onde a concavidade da funcdo estd para cima e os in-
tervalos onde a concavidade estd para baixo, como ilustrado pela Figura 4.8.
Uma funcao f possui concavidade para cima num dado intervalo (a,b) se,
para todos x,y € (a,b), a reta secante s passando pelos pontos (x,f(x)) e
(y, f(y)) fica acima do grafico de f no intervalo (x,y). Por outro lado, uma
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funcao f possui concavidade para baixo num dado intervalo (b, ¢) se, para to-
dos x,y € (b, ¢), a reta secante s passando pelos pontos (x, f (x)) e (¥, f(¥))
fica abaixo do gréfico de f no intervalo (x, y).

O resultado seguinte relaciona o sinal da segunda derivada com a conca-
vidade da funcao e também é uma consequéncia do TVM.

Proposicao 4.9: Seja f uma funcao derivdvel duas vezes no intervalo aberto
(a,b). Temos entao que

(A) Se f" >0, entdo f possui concavidade para cima e

(B) Se " <0, entdo f possui concavidade para baixo.

Prova:

\ 4

Figura 4.9: Se f’ é crescente, entdo f possui concavidade para cima.

(A) Se f" > 0, pela Proposicdo 4.8, segue f’ é crescente, pois temos que
(") = f". Agora, pela definigao, para mostrar que f tem concavidade
para cima, vamos verificar que, dados x, y € (a, b), a reta secante s pas-
sando por (x, f (x)) e por (y, f (y)) se situa acima do grafico de f entre
esses dois pontos. Seja z € (x, y) e denote por r e t as retas secantes ilus-
tradas pela Figura 4.9, com inclinac¢des, respectivamente, m; e m;. Pelo
TVM, existe ¢ € (x, z) tal que f'(¢) = m, e também existe d € (z, y) tal
que f'(d) = m;. Como c < d e f' é crescente, temos que f’ (c) < f'(d), o
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que implica que m, < m,. Portanto, o ponto (z, f (z)) se situa abaixo da
reta secante s, como ilustrado pela Figura 4.9, mostrando que f possui
concavidade para cima.

(B) A demonstracdo deste item € andloga a do item (A) e é deixada como
exercicio.

]
Voltando ao exemplo da funcio f (x) = x° —3x, onde x € [-2,2], vamos deter-
minar os intervalos onde a concavidade estd para cima e onde ela esta para
baixo. Como f” (x) = 6x, temos que f” > 0 no intervalo (0,2) e que f” <0 no
intervalo (-2,0). Portanto, f possui concavidade para cima no intervalo (0, 2)
e concavidade para baixo no intervalo (-2,0), como ilustrado pela figura (4.7).

\ 4

a (&1 d Cy b

Figura 4.10: Pontos notdveis no grafico de f.

Da nocao de crescimento e concavidade do grafico de f, surgem dois tipos
de pontos notaveis no interior de seu dominio, ilustrados pela Figura 4.10

(1) os pontos de extremo local, onde ocorrem mudanca de crescimento,

(2) os pontos de inflexdo, onde ocorrem mudancga na concavidade.
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Vamos agora justificar a nomenclatura ponto de extremo local. Suponha,
por exemplo, que f é crescente num intervalo (a, ¢;] a esquerda de c; e que f
é decrescente num intervalo [c;, d) a direita de c;, como ilustrado pela Figura
4.10. Temos que c¢; é um ponto de extremo local e, claramente, temos que
f (c1) é o valor méximo de f restrita ao intervalo (a,d) e, por isso, c; é cha-
mado de ponto de mdximo local de f. Por outro lado, considere ¢, um ponto
de extremo local tal que f é decrescente num intervalo a esquerda de c¢; e é
crescente num intervalo a direita de ¢», como ilustrado pela Figura 4.10. Entao
obtemos que ¢, é ponto de minimo de f restrita a um intervalo ao redor de ¢,
e, por isso, chamado de ponto de minimo local de f. Em ambos os casos, um
ponto de extremo local é um ponto de extremo de f restrita a um intervalo
ao redor desse ponto. Note que nem todo ponto de extremo local de f é um
ponto de extremo de f, como mostra a Figura 4.10, onde os pontos extremos
estdo na fronteira do dominio de f.

Lembramos que um ponto critico de f é um ponto onde a derivada de f

se anula. Um ponto d onde
fll (d) — O I

é denominado ponto degenerado de f.

Proposicao 4.10: Seja f uma funcdo cuja derivada segunda f" é continua
num intervalo aberto contendo c € R. Temos entao que

(A) Sec é um ponto de extremo local, entao ¢ é um ponto critico, ou seja

=0 I

(B) Se d é um ponto de inflexao, entao d é um ponto degenerado, ou seja

fll(d):() I

Prova:

(A) Na discussdo acima, vimos que um ponto de extremo local de f é um
ponto de extremo de f no interior do dominio. Este item segue entdo
da Proposicao 4.1.
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(B) Seja d um ponto de inflexdo. Suponha que f” (d) < 0. Pela continuidade
de f”, teriamos que f” < 0 num intervalo ao redor de d. Pela Proposicao
4.9, a concavidade estaria para baixo nesse intervalo, o que nao acon-
tece. Por outro lado, suponha que f”(d) > 0. Novamente pela conti-
nuidade de f”, teriamos que f” > 0 num intervalo ao redor de d. Pela
Proposicao 4.9, a concavidade estaria para cima nesse intervalo, o que
também ndo acontece. Como f” (d) ndo é nem negativo, nem positivo,
segue " (d) = 0.

\ 4

Figura4.11: A origem é um ponto critico que ndo é ponto extremo local.

A Proposicdo anterior mostra que todo ponto de extremo local é um ponto
critico. Mas a reciproca nao € verdadeira, como ilustra o seguinte exemplo.
Seja f(x) = x3, onde x € [-1,1]. Temos que x = 0 é ponto critico de f, pois
f(x)= 3x2, mas claramente ele nao é um ponto de extremo local de f, como
mostra a Figura 4.11. De fato, como f” (x) = 6x, € positivo a direita de x = 0
e negativo a sua esquerda, segue que x = 0 é ponto de inflexdo. Um ponto
critico de f que é também ponto de inflexao é denominado ponto de sela.



178 Capitulo 4. Graficos
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Figura4.12: A origem é um ponto degenerado que nao é ponto de inflexao.

A Proposicao anterior também mostra que todo ponto de inflexdo é um
ponto degenerado. Mas a reciproca nao € verdadeira, como ilustra o seguinte
exemplo. Seja f(x) = x* onde x € [-1,1]. Temos que x = 0 é ponto degene-
rado de f, pois " (x) = 12x2. Mas claramente ele ndo é um ponto de inflexao
de f, como mostra a Figura 4.12.

Agora consideramos o denominado feste da derivada segunda, que rela-
ciona o sinal da derivada segunda aos pontos de extremo local.

Coroldrio 4.11: Seja f uma funcéo cuja derivada segunda f" é continua num
intervalo aberto contendo c € R, um ponto critico de f. Temos entao que

(A) se f"(c) >0, entdo c é ponto de minimo local de f e

(B) se f"(c) <0, entdo c é ponto de méximo local f.

Em particular, um ponto critico ndo-degenerado é um extremo local.

Prova:

(A) Como f” é continuae f” (¢) >0, temos que f” > 0 num intervalo aberto
contendo c. Pela Proposicdo 4.9, temos que a concavidade da f é vol-
tada para cima nesse intervalo. Como ¢ € ponto critico de f, temos que
f'(c) =0, o que mostra que ¢ é ponto de minimo local de f, como ilus-
trado pela Figura 4.13.
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Figura 4.13: Teste da derivada segunda.

(B) A demonstracdo deste item é andloga a do item anterior e é deixada
como exercicio.

O

Vamos considerar o formato do grifico da funcdo seno no intercalo
(-7, 7], como ilustrado pela Figura 4.14. Como sen’ = cos e sen” = — sen,
temos que o formato do gréfico da funcdo seno possui quatro intervalos
com comportamentos qualitativamente distintos. O primeiro é o intervalo
(—m,-%), onde a funcao é decrescente com concavidade para cima, uma vez
que sen’ <0 e sen” > 0. O segundo intervalo é (-7,0), onde o a fungdo passa
a ser crescente e a concavidade continua para cima, uma vez que a derivada
primeira mudou de sinal, sen’ > 0, enquanto a derivada segunda manteve
o mesmo sinal, sen” > 0. No terceiro intervalo, (0,5), é o sinal da derivada
segunda que muda, sen” < 0, enquanto o sinal da deriva primeira se man-
tém, sen’ > 0. Nesse intervalo, a func¢ao continua crescendo, mas agora com
concavidade para baixo. No quarto e tltimo intervalo, (%, 7[), é a derivada pri-
meira que muda de sinal, sen’ < 0, enquanto o sinal da deriva segunda se
mantém, sen’ < 0. Nesse intervalo, a funcao passa a decrescer, mantendo a
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concavidade para baixo.

\/

Figura 4.14: A funcdo seno e suas derivadas em [—7, 7].

E importante notar que a mudanca de concavidade coincide com a mu-
dancas de sinal da func¢do pelo fato de que sen” = — sen. Portanto, o ponto de
inflexdo coincide com a raiz da funcao.

A asen

sen

\ 4

bo |

Figura 4.15: Funcao seno e sua inversa arco-seno.
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Vamos agora determinar o formato do gréfico da funcao inversa do seno

no intervalo [—%, g], a funcdo arco-seno. No caso da funcao asen: [-1,1] = R,

temos que

e asen’(x)=

asen’ (x) =
1-—x2 (1 _ XZ)%

Logo, asen € crescente em (-1, 1), uma vez que asen’ > 0 nesse intervalo. Além
disso, temos que asen possui concavidade para baixo em (—1,0), pois asen” <
0 nesse intervalo, e possui concavidade para cima em (0, 1), pois asen” > 0
nesse intervalo. O esboco do grafico da funcao asen é apresentado na Figura
4.15 com a linha mais fina. Observe que esse esboco é consistente com o fato
do gréfico do arco-seno ser areflexdao em relagdo a bissetriz do grafico do seno,
que é apresentado na Figura 4.15 com a linha mais grossa.

EXERCICIOS DE FIXACAO

4.2.1 Considere a funcio f(x) = x> —3x

(i) Além de x =0, suas outras raizes sao
(a) ndo existem (b) —v3 (c)v3 (d)-v3,V3
(ii) Positivaem
(a) nenhum lugar  (b) (-v/3,0)U(v3,00) (€) (-V3,V3) (d) (V3,00)
(iii) Seus pontos criticos sdao
(a) naoexistem (b)0 (¢)-1,0,1 (d)-1,1
(iv) Crescimento em
(a) nenhum lugar (b) (—00,0) (¢) (-1,1) (d) (—oo,—-1)U(1,00)
(v) Seus pontos degenerados sao
(a) ndaoexistem (b)0 (¢)-1,0,1 (d)-1,1
(vi) Concavidade para baixo em
(a) nenhum lugar (b) (—00,0) (c¢) (=1,1) (d) (—o0,1)U(1,00)

4.2.2 Considere a funcao s(t) = -2 B+6r+4

(i) Além de t =2, suas outras raizes sao
(@) naoexistem ((b)1 (c)-1 (d) -1,1
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(ii) Positiva em

(@) nenhum lugar (b) (+2,00) (c) (—00,2) (d) (—1,2)

(iii) Seus pontos criticos sdao
(@) naoexistem (b)1 (¢)-1 (d) -1,1
(iv) Crescimento em
(a) nenhum lugar (b) (-1,00) (c) (—o0,—-1)U(1,00)
(v) Seus pontos degenerados sao
(@) naoexistem (b)0 (c)-1,0 (d)-1,0,1
(vi) Concavidade para baixo em
(a) nenhum lugar (b) (0,00) (c) (-1,0) (d) (0,1)

4.2.3 Considere a funcao f(x) =

xX2+1
(i) Suasraizes sao

(@) naoexistem ((b)-1 (1 (d-1,1

(ii) Positiva em
(@) nenhumlugar (b)R (c¢) (—oo,—-1) (d) (1,00)

(iii) Seus pontos criticos sao
(a) nao existem (b) —g, ? @©0 d-1

(iv) Crescimento em

(d (-1,1)

(a) nenhum lugar (b) (—00,0) (c) (_g,\/?g) (d) (?,oo)

(v) Seus pontos degenerados sao

(@) ndo existem  (b) -2, 2 ()0 (d) -1

(vi) Concavidade para baixo em

(a) nenhum lugar (b) (—00,0) (c) (_é,\/?g) (d) (?,oo)

4.2.4 Consid funca = .
onsidere a funcao f(x) a1

(i) Suasraizes sao
(@) ndoexistem ()0 (c)-1,1 (d)-1,0,1
(ii) Positiva em
(a) nenhum lugar (b) (0,00) (c) (—1,0) (d) (—1,1)
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(iii) Seus pontos criticos sao
(a) naoexistem ((b)O0 (c)-1,1 (d)-1,0,1

(iv) Crescimento em
(a) nenhum lugar (b) (0,00) (c) (-1,0) (d) (-1,1)

(v) Seus pontos degenerados sao

(a) ndoexistem (b)0 (c) —v3,v3 (d)—v3,0,V/3

(vi) Concavidade para baixo em
(a) nenhum lugar (b) (—00,0) (c) (v/3,00) (d) (—oo,—V/3) U (0,V3)

4.2.5 Considere a fungao s(t) = te 2’
(i) Suasraizes sao
(a) nao existem (b)0 (c) % (d) 0,%
(ii) Positiva em
(a) nenhumlugar (b) (0,3) (¢) (—00,3) (d) (0,00)

(iii) Seus pontos criticos sao
(a) ndo existem (b)0 ()3 (d) 0,3

(iv) Crescimento em
(@) nenhumlugar (b) (0,1) (¢) (-00,3) (d) (0,00)

(v) Seus pontos degenerados sao
(@) naoexistem (b))l ()0 (d)O,1

(vi) Concavidade para baixo em
(a) nenhum lugar (b) (—oo,1) (c) (0,00) (d) (0,1)

4.3 ASSINTOTAS HORIZONTAIS E VERTICAIS

Nesta secdo, vamos analisar o denominado comportamento assintético de
uma funcao, que é a propriedade do seu grafico se aproximar de retas, que sao
entdo denominadas assintotas. Por exemplo, o gréfico da funcdo f(x) = 1/x
se aproxima do eixo horizontal (y = 0), a medida que x cresce, como ilus-
trado pela Figura 4.16. De maneira semelhante, o grafico de f também se
aproxima do eixo horizontal, a medida que x se torna cada vez mais negativo.
Em ambos os casos, denominamos a reta y = 0 de assintota horizontal. Por
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outra lado, a medida que x se aproxima da origem pela direita, o grafico de
f sobe, aproximando-se do eixo vertical (x = 0), como ilustrado pela Figura
4.16. Quando x se aproxima da origem pela esquerda, o gréfico de f desce e
também se aproxima do eixo vertical. Nesses dois casos, denominamos a reta
x =0 de assintota vertical.

\ 4

Figura 4.16: Eixos coordenados sdo assintotas da funcao f.

LIMITE INFINITO DE SEQUENCIAS

Para tornar preciso o conceito do gréafico de uma da funcao se aproximar de
uma dada reta, devemos introduzir os conceitos de limite infinito e também
de limite no infinito. Assim como no conceito de usual de limites, primeiro
consideramos limites de sequéncias. De maneira intuitiva, uma sequéncia
a, tende para o infinito se ela fica cada vez maior, a medida que o tempo
passa. De maneira precisa, dado um raio R > 0, deve existir um passo 7 (R),
denominado tempo de espera, de modo que

n=n(R) = R<ay,
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Neste caso, dizemos que a, se aproxima de mais infinito e denotamos isso
por a, — co. Por exemplo, consideremos a funcao

n(R) = primeiro natural > R I

onde R > 0. A tabela abaixo apresenta os valores de n (R) para alguns valores
de R > 0.

R n(R)
T 4
107 32
1007 315

Temos que essa é uma funcao de aproximacao da sequéncia dos niimeros na-
turais, onde a; = n, pois de fato

n=n(R) - R<n,

como ilustra a Figura 4.17.

/\:]

® ® ® ®
3

=}
—_
N}
=~
ot

Figura4.17: Sequéncia do nimeros naturais.

Por outro lado, dizemos que b,, se aproxima de menos infinito e denotamos
isso por b,, — —oo, quando —b;, — oo. Temos entao que a sequéncia dos nii-
meros inteiros negativos, onde b, = —n, se aproxima de menos infinito, como
ilustra a Figura 4.18.

< ® ® ® ® ® ®
-5 -4 -3 -2 -1

o

Figura 4.18: Sequéncia do nimeros inteiros negativos.

O resultado seguinte mostra a relagdo entre sequéncias que se aproximam
da origem com sequéncias que se aproxima de mais ou de menos infinito.
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Proposicao 4.12: Temos que

1
(A) Sea, — oo, entao — — 0.
an

1
(B) Sea, |0, entio — — oo.
an

(C) Sea, —ocoea,=<bhb,, entdo b, — co.

Prova: Para o item (A), escolhendo R = 1/¢, temos que
n=ng1/¢) = -<a,.
€
Definindo n (¢) = n, (1/€), temos que
1
n=n(e E 0<—<e.
an
Para o item (B), escolhendo € = 1/R, temos que
1
n=n,(1/R) = O<an<ﬁ.
Definindo n (R) = n, (1/R), temos que
n=n(e - R< —.
an

Finalmente para o item (C), escolhendo ny (R) = n, (R), temos que

n=np(R) = R<a,<b,.

ASSINTOTAS HORIZONTAIS

Vamos agora definir o conceito preciso de limite de funcao associado a assin-
totas horizontais. Suponha que o dominio de uma dada funcado f contenha
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um intervalo da forma (a,o0). O limite de f em mais infinito, quando existe, é
o numero real denotado por

H* :JCle f(x) I

tal que se x,, é uma sequéncia de pontos no dominio dom ( f) tal que x, — oo,
entao a sequéncia ( f (xn)) das suas imagens é tal que f (x,) — H". Quando
H™ é finito, dizenos que a reta y = H* é uma assintota horizontal ao grdfico
de f pela direita, como ilustra a Figura 4.19. De modo anélogo, definimos o
conceito de limite de f em menos infinito, que é denotado por

H = xl_l)r_noof(x) I

Quando H™ é finito, dizemos que areta y = H~ é uma assintota horizontal ao
grdfico de f pela esquerda, como ilustra a Figura 4.19.

H+

\ 4

Figura 4.19: Assintotas horizontais y=H* e y=H".

As regras do limite da soma, do produto e do quociente sdo também va-
lidas para limites de funcao no infinito, sendo que as demonstracoes de tais
propriedades sdo idénticas as demonstracoes apresentadas no caso de limite
de fun¢do num dado ponto. Além disso, temos o seguinte resultado utilizado
para se detectar assintotas horizontais.
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Proposicao 4.13: Se
Jim 0 =0

entao
1

xl—i>rw_poo fx) B

Prova: Se x;,, — o0, entao f (x,) — oo e, pela Proposicdo 4.12, segue que

1
f(xn)

0,

concluindo a demonstracao. ]

Desse modo, pela Proposicao 4.13, segue que

como ilustra a a Figura 4.16), uma vez que lim_. ., X = +oo.

A exp

I exp’(0) =1

\ 4

Figura 4.20: Esboco do gréfico da exponencial.

Podemos entdo determinar o formato do gréafico da funcao exponencial.
Como

exp’ =exp' =exp>0
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temos que exp é crescente com concavidade para cima. Pela Proposicdo 2.12,
temos que 1 + x < exp (x), para todo x > 0. Isso mostra, pela Proposicao 4.12,
que

lim exp (x) = oo.

X—00

Pela Proposi¢do 4.13, segue entdo que

Jm, exp () = lim exp (—2) = Jim, e
O esboco do grafico da funcdo exp é apresentado na Figura 4.20, onde tam-
bém utilizamos o fato de que exp (0) = 1 e que exp’ (0) = 1.

ASSINTOTAS VERTICAIS

Podemos agora definir o conceito preciso de limite de fun¢do associado a
assintotas verticais. Seja v € R um ponto limite de uma dada funcao f. O
limite de f em v é mais infinito, quando para toda sequéncia x,, de pontos no
dominio dom (f) tal que tal que x, # v e também que x,, — v, temos que a
sequéncia ( f (xn)) das suas imagens é tal que f (x,) — oco. Neste caso, denota-

mos
TR

De maneira anéloga, o limite lateral esquerdo (ou direito) de f em v é mais
infinito, quando para toda sequéncia x, de pontos no dominio dom (f) tal
que x, { v (ou x, | v), temos que a sequéncia ( f (xn)) das suas imagens é tal
que f (x,) — oo.

O limite (ou os limites laterais) de f em v é menos infinito se o limite (ou
os limites laterais) de — f em v é mais infinito. Neste caso, denotamos

I /= |

Quando o limite (ou os limites laterais) de f em v é mais ou menos infinito,
dizemos que v é um ponto vertical de f e que a reta x = v é uma assintota
vertical ao grdfico de f, como ilustram as Figuras 4.16 e 4.21.

O resultado seguinte é utilizado para se detectar assintotas verticais.
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\ 4

Figura 4.21: Assintota vertical em x = v.

Proposicao 4.14: Sejam [ e g fungoes continuas em v € R tais que f (v) #0 e
g (v) =0. Temos entao que

(A) se+f( >0 parax<v, entaohmf ):ioo
g (x) xtv g (x)
[ ) > ( para x > v, entao l1mf x) = +00.

(B) se +——
gx) xlv g (x)

Prova: Vamos demonstrar apenas o item (A), uma vez que a demonstracao
do item (B) é semelhante e pode ser deixada como exercicio. Pela regra do
quociente, temos que

gx) g
1 _—_— =
Xl f fw
Caso i@ >0e x, ! v, definindo
g (x)
_ 8
n=
f(xn)
temos que

a, —0 e a, > 0.
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Pela Proposicao 4.12, segue que

1
AT ’
g(xn) an
0 que mostra que
1 + & = 00,
xlv g (x)
concluindo a demonstracao. O
Desse modo, temos que
lim— =00 e lim — = —oo,
x|0 X x10 X

como ilustra a Figura 4.16, uma vez que 1/x > 0 em (0,00) e que 1/x < 0 em
(—00,0).

Valem também as seguintes propriedade para o limite infinito da soma e
do produto de fungoes.

Proposicao 4.15: Sejam f e g funcgoes reais. Se f é continuaem v e
lim g (x) = o0,
xOv

entao
lim f (x) + g (x) = o0,
xOv

onde [ pode ser substituido, de maneira uniforme, por —, por | ou por |.

Podemos entao determinar o formato do gréfico da fungdo tg: (—%, %) —

R. Como
, 1 " sen(x)
tg(x)=—— e tg(w=2—=%

cos (x)? cos (x)3

Logo, tg é crescente em (—%, %), uma vez que tg' > 0 nesse intervalo. Além
disso, temos que tg possui concavidade para baixo em (—%,0), pois tg’ <0
nesse intervalo, e possui concavidade para cima em (0, %), pois tg"” > 0 nesse
intervalo. Além disso, temos que areta x = Z e areta x = —% sdo assintotas

2
verticais do grafico de tg. Como

sen (x)
cos (x)

tg(x) = , sen(m/2)=1 e cos(m/2)=0,
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pela Proposicdo 4.14, temos que

x|-%

lim tg(x) = —o0 e liTr;Tltg (x) = oo,

x13
uma vez que tg < 0 em (—3,0) e que tg > 0 em (0,5). O esboco do gréfico
da funcao tg é apresentado na Figura 4.22, onde também utilizamos o fato de
que tg(0) = 0.

=
03

Do |
o

\ 4

I e P

Figura 4.22: Esboco do grédfico da tangente.

INDETERMINACOES DO TIPO INFINITO SOBRE INFINITO

Encerramos esta secao, apresentando a versao geral da Regra de L'Hospital
para o cdlculo de limites indeterminados, que inclui indeterminagoes do tipo
infinito sobre infinito.
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Proposicao 4.16: Se f e g sdo fungoes derivdveis tais que
li =L=1li
/0 -L-Imsw |

lim HC) =lim f &)
xOa g(x)  xOa g’ (x)

entao

(4.2)

caso o segundo limite exista, onde pode haver as seguintes substituicoes, de
maneira uniforme:

(] por —, por 1 ou por |,
L por0, poroo ou por —oco e

a por oo, por —oo ou por um niimero real.

Prova: A regra ja foi demonstrada no caso em que L = 0 e a € um ntimero real.
Se L=0e a = oo, fazendo a mudanca de varidveis x = 1/y, temos que

lim @ limf(lly)

x=00 g (x) yio g(1/y)
- (f(l/y)):
vio (g(17y))

pois

limf(1/y)=lim f(x)=0 e limg(1/y)= lim g(x)=0.
le X—00 yl() X—00

Logo

lim M =
x—o00 g(Xx) yl0
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A demonstragdo do caso em que L = +oo é mais delicada. Vamos supor, sem
demonstrar, que o primeiro limite da equacao (4.2) existe, quando o segundo
limite existe. Neste caso, temos que

lim —f ) lim 1/g ()
xUa g (X) xOa 1/ f (x)
(1/gx)
im-———-
xOa (1 /f( x))
uma vez que, pela Proposicao 4.13,

. 1 . 1
lim—— =lim—— =0.
xOa f(x) x0a g (x)

Logo

ol 2
lim —f ) lim —E W (/g (x)
xUa g (x) xOa — f'(x) /f()C)2
! 2
I (€0 (f(x))
xOa f'(x) \ g (x)
! 2
. 8§ (hmf(x)) .

- }clélclz f'(x) \xOa g (x)

Simplificando, obtemos que

lim F™ 1,
xUa g (X) (lim g (x))
xOa f'(x)
'
lim ! (x).
xOa g’ (x)

Apresentamos agora um esboco da funcao
s(ty=—te !

que, como veremos nho proximo capitulo, descreve a posicao instantanea de
um sistema massa-mola na presenca de um amortecedor. Temos que

vi=—et1-1) e al=e'(2-1.
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\ 4

Figura 4.23: Esboco do gréfico da posi¢do instantanea.

Logo, s’ <0 nointervalo (0,1) e s’ > 0 no intervalo (1,00), 0 que mostra que s é
decrescente em (0, 1) e é crescente (1,00). Além disso, s” > 0 no intervalo (0, 2)
e s” <0 no intervalo (2,00), 0 que mostra que s possui concavidade para cima
em (0,2) e possui concavidade para baixo em (2,00). O Gnico ponto critico é
t =1 e o tnico ponto de inflexdo é ¢ = 2. Nao hé assintotas verticais, pois s é
continua em todo [0,00). Pela Regra de L'Hospital, segue que
-t -1
hm s(t)=lim — = lim — =0,
t—oo el t—oo el
0 que mostra que areta y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico da posicao
s. O esboco do gréfico da funcao s é apresentado na Figura 4.23, onde também
utilizamos o fato de que s(0) =0 e que v (0) = —
Vamos concluir esta secao, utilizando a Regra de L'Hospital para mostrar
que a funcdo exponencial cresce mais rdpido do que qualquer poténcia.

Proposicao 4.17: Temos que

paratodoneN.

Prova: A demonstracao é feita por inducao. Para n = 1, temos que

. X .
lim —=1lim — =0
x—oo X  x—o0 eX
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onde utilizamos a Regra de L'Hospital. Se a férmula vale para n = m, vamos
mostrar que vale para n = m + 1. Temos entdo que

CoxX™ (m+1)x™ X"
lim =lim ——=(m+1) lim — =0,
x—oo eX X—00 eX x—oo eX
onde novamente utilizamos a Regra de L'Hospital. ]

EXERCICIOS DE FIXACAO

x+1

4.3.1 Considere a funga T @-2x-3)
onsidere a funcao f(x) (x=2)(x-3)

(i) Suas assintotas verticais sao
(@ nenhuma @M)x=2 () x=3 dx=2,x=3

(ii) lir£1 f(x) éigual a
x—2+
@+oo (b)—-c0 (¢)-3 ()3
(iii) Sua assintota horizontal é

(@) nenhuma (M) y=0 () y=1 dy=-1

X—x-2

4.3.2 Considere a funca T x-2)x-3)
onsidere a funcao f(x) (x=2)(x-3)

(i) Suas assintotas verticais sao
(@ nenhuma @M)x=2 () x=3 d)x=2,x=3

(ii) lir£1 f(x) éigual a
x—2+
(@400 (b)—oc0 (c)-3 (d)3

(iii) Sua assintota horizontal é
(@) nenhuma (M) y=0 () y=1 dy=-1

—x%2+2x+3

4.3.3 Consid funca = .
onsidere a funcao f(x) 2 5x16

(i) Suas assintotas verticais sao
(@ nenhuma (M)x=2 ()x=3 (d)x=2,x=3
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(ii) lirglff(x)éiguala
X—
@+oco0 (b)—c0 (-3 (d)3

(iii) Sua assintota horizontal é
(@) nenhuma (Mb)y=0 () y=1 dy=-1

X—4x’+x+6
x2-5x+6

4.3.4 Considere a funcao f(x) =

(i) Suas assintotas verticais sao
(@nenhuma (Mb)x=2 (c)x=3 (d)x=2,x=3

(ii) lir?+ f(x) éigual a
(@ +co (b)—c0 (¢)-3 (d)3

(iii) Sua assintota horizontal é
(@ nenhuma (M) y=0 (¢)y=1 (dy=-1

4.3.5 Considere a funcao f(x) = L, com x € (—m,0) U (0, 7).
sen(x)

(i) Suas assintotas verticais sao

(@ nenhuma M)x=-n,x=7n ()x=n M x=-n,x=0,x=7n

(i) Os limites lirgl fx), xlirjrtl_ f(x) sdo, respectivamente, iguais a
x—0" —
(@) +oo, +oo (b) —o0o, +o00 (c) 1,400 (d) 1, —o0

(iii) Sua assintota horizontal é
(@ nenhuma () y=0 ()y=1 (dy=-1

4.3.6 Considere a funcao f(x) = .
x*+1

(i) Suas assintotas verticais sao
(@) nenhuma M) x=0 @Wx=1 d)x=-1
(ii) Suas assintotas horizontais sdo
(@ nenhuma (Mb)y=1 () y=-1 dy=-1,y=1

(ii1) ngl f(x) éiguala

(@ +oo(b) —c0o ()1 (d) -1
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4.4 METODO DE ESBOCO DE GRAFICOS

Nesta secao, vamos apresentar um método de esboco do grafico de funcgdes
cuja segunda derivada é continua na reta toda. Cada etapa serd ilustrada apli-
cando o método a seguinte funcao

f(x)=—-xe™™

Para determinar o esbogo do grafico nos intervalos onde f, f' e f” ndo mu-
dam de sinal, vamos utilizar a tabela dada pela Figura 4.24, obtida conside-
rando a posicao em relacado ao eixo das abscissas, o crescimento e a concavi-
dade.

f + - + - + - + -
folo + - - + + - -
A + + + - - - -

J N r A

Figura 4.24: Possibilidades de sinais e esbocos de gréficos.

(1) Determine os limites de f no infinito:

No nosso exemplo, temos que

H =00 e H'=0
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(2) Obtenha as expressoes de

flfey e " I

No nosso exemplo, temos que

fll=x-De™ e fx=2-xe”*

(3) Obtenha os seguintes pontos notaveis de f:

Raizes: fr)
Criticos: f'(o
Degenerados: [ (d)

No nosso exemplo,

Raizes: —re "

Criticos: (c=1e” ¢

Degenerados: (2-d) e d

(4) Determine o sinalde f, f’, .

f :uma vez que f ndo muda de sinal entre duas raizes consecutivas,
basta determinar o sinal de f num ponto teste em cada intervalo
determinado pelas raizes. No nosso exemplo,

f(-D=e>0 e f()=—e'<0

como ilustrado pela Figura 4.25.

f' :umavez que f' ndao muda de sinal entre dois pontos criticos conse-
cutivos, basta determinar o sinal de f/ num ponto teste em cada in-
tervalo determinado pelos pontos criticos. No nosso exemplo,

fo=-1<0 e f@=e?%>0

como ilustrado pela Figura 4.26.
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Figura 4.25: Sinal de f.

- +

c=1

Figura 4.26: Sinal de f.

f" : uma vez que f” ndo muda de sinal entre dois pontos degenera-
dos consecutivos, basta determinar o sinal de f”” num ponto teste
em cada intervalo determinado pelos pontos degenerados. No nosso
exemplo,

ff0=2>0 e f'B)=-e3<0

como ilustrado pela Figura 4.27.

+ -
°
d=2

Figura 4.27: Sinal de f”.

(5) Alinhe uma acima da outra as informagoes sobre os sinais de f, f' e f”,
obtidas no item anterior, mantendo apenas os pontos notaveis e tracando
sobre cada um deles uma reta vertical. Nas colunas determinadas pelas
retas verticais, coloque sobre cada linha os sinais de f, f' e f”. No nosso
exemplo, obtemos a seguinte tabela, ilustrada pela Figura 4.28.

(6) Trace o eixo das abscissas marcando simultaneamente todos os pontos
notaveis obtidos no item (3) e também os limites H~ e H' obtido no item
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+ - - -
S
r=2>0
- - + +
S
c=1
+ + + -
S
d=2

Figura 4.28: Sinaisde f, f' e f".

(1). Entre cada intervalo determinado pelos pontos notaveis, utilize as in-
formacoes sobre os sinais em cada coluna da tabela do item (5) para de-
terminar o esboco do grafico naquele intervalo, de acordo com as possibi-
lidades dadas pela Figura 4.24, obtida considerando a posicao em relagao
ao eixo das abscissas, o crescimento e a concavidade. No nosso exemplo,
obtemos o seguinte diagrama, ilustrado pela Figura 4.29.

Figura 4.29: Diagrama para o esboco do gréfico de f.

(7) Abaixo do diagrama do item anterior, trace um novo eixo das abscissas
com todos os pontos notdveis. Com um tracado continuo, junte os peda-
¢os do gréfico obtidos no item anterior, com os seguintes cuidados:
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as pontas dos pedagos devem ser movimentadas para cima ou para
baixo, sem cruzar o eixo das abscissas e sem mudar o crescimento e
a concavidade, de modo a se unirem suavemente (sem bicos),

o grafico deve cruzar o eixo das abscissas exatamente nas raizes,

o grafico deve possuir reta tangente horizontal exatamente em cima
dos pontos criticos,

quando H~ é finito, a reta assintota horizontal y = H~ deve ser de-
senhada no ultimo intervalo a esquerda. O gréafico deve se aproxi-
mar por cima dessa reta, quando a concavidade for pra cima, ou por
baixo dessa reta, quando a concavidade for pra baixo.

quando H* é finito, a reta assintota horizontal y = H* deve ser de-
senhada no ultimo intervalo a direita. O grafico deve se aproximar
por cima dessa reta, quando a concavidade for pra cima, ou por
baixo dessa reta, quando a concavidade for pra baixo.

E conveniente assinalar os pontos criticos desenhando um segmento de
reta tangente horizontal no respectivo ponto do gréfico. No nosso exem-
plo, obtemos o esboc¢o do grafico de f ilustrado pela Figura 4.30.

Figura 4.30: Esboco do gréfico de f.

Observamos que esse método funciona para esbocar o grafico de fungoes

que tem um ntmero finito de pontos notaveis.
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FUNCOES COM ASSINTOTAS VERTICAIS

Vamos agora ampliar o método para o esboco do gréfico de func¢des, incluindo
funcoes que possuam assintotas verticais. Devemos levar em consideragdo as
seguintes modificacoes.

(A) No item (3) do método, acrescente aos pontos notdveis, os pontos verti-
cais.

(B) No item (4) do método, como f, f' e f” ndo sdo continuas nos pontos
verticais, elas podem mudar de sinal nesses pontos. Portanto, acrescente
0S pontos verticais aos respectivos pontos (ou raizes, ou criticos, ou de-
generados) que determinam os intervalos onde cada uma dessas funcoes
mantém o seu sinal.

(C) Noitem (7) do método, em cada ponto vertical v desenhe a reta assintota
vertical x = v. O gréfico deve se aproximar dessa reta para cima (mais infi-
nito), quando a concavidade for pra cima, ou para baixo (menos infinito),
quando a concavidade for pra baixo.

Agora vamos aplicar o método a seguinte fungao

X
f(X)—ﬁ

levando em conta as modifica¢goes acima.

(1) Temos que

(2) Temos que
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(3) Temos que

-
Raizes: — =0, =0
r+1
1
Criticos: —— = 0, naoexistec
(c+1)?
-2
Degenerados: ——— = 0, ndo existed
(d+1)3
Verticais: v=-1

(4) Temos que

f:
f(=2)=2>0, f(-1/2)=-1<0 e f(1)=1/2>0
como ilustrado pela Figura 4.31.
+ - +
° °
V= —]_ T = O
Figura4.31: Sinal de f.

f

f(=2)=1>0 e f(0)=1>0 I

como ilustrado pela Figura 4.32.

+ +

v=—1 nao existe c

Figura 4.32: Sinal de f".
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v=—1 nao existe d

Figura 4.33: Sinal de f”.

fN .

f(=2)=2>0 e f(0)=-2<0

como ilustrado pela Figura 4.33.

(5) Obtemos a seguinte tabela, ilustrada pela Figura 4.34.

-+ - +
O O

v=—1 r=20

+ + -
O

v=—1

+ - -
O

v=—1

Figura 4.34: Sinaisde f, f'e f”.

(6) Obtemos o seguinte diagrama, ilustrado pela Figura 4.35.

(7) O esbogo do grafico de f ilustrado pela Figura 4.36.
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.y s

Figura 4.35: Diagrama para o esboco do grafico de f.

Figura 4.36: Esboco do gréfico de f.

FUNCOES DEFINIDAS POR PARTES

Vamos agora completar o método para o esboco do grafico de funcdes, in-
cluindo funcoes definidas por partes. Devemos levar em consideracgao as se-
guintes modificacoes.

(D) Aplique o método a cada expressdo algébrica, restringindo a aplica¢do
do método ao respectivo dominio de defini¢cdo. No nosso exemplo, te-
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mos a expressao algébrica

X

x+1

no intervalo (—o0,0), e também a expressao

—xe ©

no intervalo [0, 0c0).

(E) Verifique se, em cada ponto m onde ocorre mudanca na expressao al-
gébrica, a funcao f é continua e derivavel. No item (7) do método:

e Se f for descontinua em m, as pontas devem permanecer separa-
das. Uma bola fechada deve ser desenhada na ponta do pedaco
cuja expressao algébrica estd definida em m. Uma bola aberta
deve ser desenhada na ponta do pedaco cuja expressao algébrica
nao estd definida em m.

 Se f for continua, mas ndo for derivavel em m, as pontas sobre m
devem ser unidas formando um bico.

* Se f for derivdvel em m, as pontas sobre m devem ser unidas sua-
vemente.

Agora vamos aplicar o método a seguinte funcao

levando em conta as modificacdes acima. O tinico ponto onde f muda de
expressao algébrica é m = 0. Nesse ponto, temos que f é continua, mas nao é
derivavel. Os itens de (1) a (5) ja foram feitos para as duas expressoes algébri-
cas de f. Vamos entdo apresentar apenas os itens (6) e (7).

(6) Obtemos o seguinte diagrama, ilustrado pela Figura 4.37.

(7) O esbocgo do grafico de f ilustrado pela Figura 4.38.
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/ \ J 4

Figura 4.37: Diagrama para o esboco do gréfico de f.

Figura 4.38: Esboco do gréfico de f.

EXERCICIOS

DE DEMONSTRACAO

4.1 Complete a demonstracao das Proposicoes 4.1 e 4.6.
4.2 Complete a demonstracdo das Proposicoes 4.8 e 4.9.

4.3 Complete a demonstracao das Proposicoes 4.14 e 4.13.
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DE APLICACAO

4.1 Suponha que uma bola B de massa m seja langada verticalmente de uma
posicao inicial sy e com velocidade inicial vy. A for¢a resultante é entao
F=P+R,onde P=-mg é aforca peso e R =—bv é a for¢a de resiténcia
do ar, onde a constante b é o coeficiente de resisténcia do ar. Dividindo
por m, a Segunda Lei de Newton F = ma equivale a

a(t)=—-g—cv(1) (%)
onde ¢ = b/m é o coeficiente de resisténcia do ar por unidade de massa.

Nos itens a seguir, considere a funcdo posicao

l—e_”)

s(t):so—§t+(§+vo)

(i) Obtenha as expressoes algébricas da velocidade v(t) e da acelera-
cao a(t) de s(t).
(ii) Mostre que v(?) e a(t) obtidas no item anterior satisfazem a equa-
¢ao ().

1
(iii) Suponha que sy =0, que vp = g=10e que ¢ = 2 Sabendo que a
altura maxima € atingida quando a velocidade se anula, determine

o instante quando isso ocorre e calcule a altura mdxima atingida
pela bola B. Utilize a aproximacao dada por log(3) =~ 0,41.

(iv) Suponha novamente que sy = 0, que vy = g = 10, mas que agora
¢ = 0. Determine novamente a altura maxima atingida pela bola

B, lembrando-se que, neste caso, s(t) = so+ Vot — gt2 e que v(f) =

vo— gt. Calcule a diferenca entre o valor obtido neste item e o valor
obtido no item anterior.

4.2 Denote por v(t) a velocidade de um corpo de massa m = 0,1 kg que foi
lancado verticalmente com velocidade inicial v(0) = 63 m/s e sujeito a
uma forca de resisténcia do ar FR = —v(f). Neste caso, usando a aproxi-
macio g = 10 m/s? da aceleracdo da gravidade, pode-se mostrar que v(t)
é solucao do problema de valor inicial

v'(0)
-10

() 1+v()
v(0) = 63
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Como ilustra os itens a seguir, o problema (*) pode ser melhor entendido
a partir do fato de que, se a derivada de uma funcao for identicamente
nula em um intervalo, entdo a funcao é necessariamente constante.

(i) Calcule as derivadas das funcoes log(1 + v(f)) e —10¢.

(ii) Pelo item anterior e a equacao (*), qual a relacdo entre as funcoes
log(1+v(#)) e 10172

(iii) Use o item anterior e a condicao inicial v(0) = 63 para obter a ex-
pressao de v(t).

(iv) Determine o instante em que o corpo alcanca a altura méxima
usando a aproximacao log(2) =0, 69.

4.3 Para um sistema massa-mola na auséncia de atrito, temos que a energia
mecanica
v(D)? . s(1)?
—t+k—— =
2 2
se conserva, onde s(t) e v(t) sdo, respectivamente, a posicao e a veloci-
dade instantaneas, m é a massa do bloco e k é a constante de Hooke. Su-
pondo que m =1, k=4 e que E =2, temos que s(t) é solucao da seguinte
equacao

E

) 0,

V1-s(1)?
Como ilustra os itens a seguir, a equacdo (*) pode ser melhor entendida a
partir do fato de que, se a derivada de uma funcao for identicamente nula
em um intervalo, entdo a funcdo é necessariamente constante.

(i) Calcule as derivadas das funcoes asen(s(?)) e 2t.

(ii) Pelo item anterior e a equacao (x), qual a relacdo entre as funcoes
asen(s(t)) e2t?

(iii) Use o item anterior e a condicao inicial s(0) = 1 para obter a ex-
pressao de s(7).

(iv) Determine a velocidade no instante ¢ = 0.

4.4 O mecanismo de suspensdo dos automoéveis consiste num sitema com-
posto de uma mola e de um amortecedor. Denotando por s(f) a posicao
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4.5

vertical de um veiculo de massa m em relacao a posicao de equilibrio,
temos que a forca da mola é dada, pela lei de Hooke, por F = —ks(¢) e
a forca do amortecedor é dada por R = —bv(t), onde v(t) é a velocidade
instantanea e a constante b é denominada viscosidade do amortecedor.
Denotando por a(t) a aceleracdo instantanea, pela segunda lei de New-
ton,

(x) mal(t) =—ks(t)—bv(t)

para todo tempo ¢ = 0. Suponhaque m=1, b=4 e k =4 e considere
s()=-3te .

(i) Calcule v(t) e a(t) e verifique que essas expressoes juntamente com
a expressao de s(t) realmente satisfazem a equacao (x).

(ii) Calcule os pontos criticos de s(¢) e determine os extremos locais e
os intervalos de crescimento para cima e para baixo.

(iii) Calcule os pontos degenerados de s(t) e determine os pontos de
inflexao e os intervalos de concavidade para cima e para baixo.

(iv) Esboce o gréfico da funcao s(t).

(v) Refaca ositens anteriores, supondo agoraque m=1,b=3ek=2e
que s(t)=e ' —e 2!,

No estudo dos fogos de artificio, suponha que v(#) seja a velocidade de
uma bomba lancada verticalmente com velocidade inicial v(0) = 50 m/s.
Suponha ainda que a bomba tenha massa m = 0,1 kg, que a aceleracao
da gravidade seja g = 10 m/s? e que a forca de resisténcia do ar F seja
modelada por F = —0,01 v(#). Nessas condicoes, a Segunda Lei de Newton
é equivalente a

(%) a(t)=-10-0,1v(?).

para todo tempo ¢ = 0. Considere
v(t) = —100+150e” .

(i) Calcule a(f) e verifique que essa expressao juntamente com a ex-
pressdo de v(t) realmente satisfazem a equacdo (*) e a condicao
inicial v(0) = 50.

(ii) Calcule os pontos criticos de v(f) e determine os extremos locais e
os intervalos de crescimento para cima e para baixo.
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(iii) Calcule os pontos degenerados de v(t) e determine os pontos de
inflexdo e os intervalos de concavidade para cima e para baixo.

(iv) Esboce o grafico da funcao v(1).
4.6 Um modelo para o estudo da velocidade v(t) de um paraquedista é supor

que a forca de resisténcia do ar seja igual a b v(1)?, isto é, proporcional ao
quadrado da velocidade. A Segunda Lei de Newton fica

mv'(t) = —mg + bv ().

Suponha que a aceleracdo da gravidade é g = 10 m/s?, a massa conjunta
do paraquedas e do paraquedista é m = 70 kg e que b = 700 kg/s. Da
Segunda Lei de Newton segue que

(*) v'(6)=10-10v(1)?
para todo tempo ¢ = 0. Suponha que v(0) = -9 m/s e considere

8e 2011 10

v(t) = ——+7—.
(0 8e=201—10

(i) Calcule a(?) e verifique que essa expressao juntamente com a ex-
pressdo de v(t) realmente satisfazem a equacao () e a condicao
inicial v(0) = -9.

(ii) Calcule os pontos criticos de v(t) e determine os extremos locais e
os intervalos de crescimento para cima e para baixo.

(iii) Calcule os pontos degenerados de v(t) e determine os pontos de
inflexdo e os intervalos de concavidade para cima e para baixo.

(iv) Esboce o gréfico da funcao v(?).



CAPITULO

INTEGRAL

5.1 AREA LIQUIDAE VARIACAO

No Capitulo 3, o conceito de derivada foi introduzido como sendo tanto a in-
clinacdo da reta tangente quanto a velocidade e a aceleracao, as taxas de va-
riacdo, respectivamente, do espaco e da velocidade pelo tempo. Assim como
no caso da derivada, o conceito de integral surge de tanto de problemas geo-
métricos quanto de problemas dinamicos.

/\

Qa 7

A

Figura 5.1: Area liquida determinada pela funcio f.
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Seja f uma funcdo continua definida no intervalo fechado [a, b], como
apresentada pela Figura 5.1. Do ponto de vista geométrico, a integral definida
de f da esquerda para a direita em [a, b] é definida por

b .
f f:AS_Al
a

onde A°® é a area da regido superior em [a, b] dada por
R'={(x,y) : xela,bl e 0<sy<f(n}

e Al é a dreada regido inferior em [a, b] dada por
R'={(x,y): xelab] e f(x)<y=<O0}

onde ambas regides sao ilustradas pela Figura 5.1. A integral é, portanto, a
drea liquida determinada pela funcao f entre os pontos a e b. Quando hou-
ver possibilidade de ambiguidades com relacao a qual funcdo ou qual inter-
valo estamos considerando, as dreas superior e inferior serdo denotadas por
A}[a, bl e A}[a, b], enquanto as regides superior e inferior serdo denotadas
simplesmente por R} la,b] e R} [a, b].

A

\ 4

Figura 5.2: Integral definida da fung¢ao poligonal f.

No exemplo a seguir, ilustrado pela Figura 5.2, onde f é uma funcao poli-
gonal, sua integral entre dois valores pode ser calculada diretamente, através
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de resultados elementares de geometria. Temos que

3 1 1 6 1 3
:]_——:— e :2——:—.
fof 2 2 fgf 2 2

O célculo da integral de f de a = 0 para b = 6 é deixado como exercicio.
Outro exemplo é ilustrado pela Figura 5.3, onde f (x) = X2, a=-leb=1.

[ T ——
—_ e ——_——
\ 4

Figura 5.3: Area determinada pela pardbola.

Desde os gregos, o valor dessa drea ja era conhecido como sendo igual a
2/3. Na proxima sec¢do, obteremos esse valor através de um dos resultados
mais importantes do calculo, que estabelece uma maneira de se calcular essa
drea através do uso do conceito de derivada.

VARIACOES DO ESPACO E DA VELOCIDADE

No Capitulo 3, vimos como obter a velocidade a partir da posicdo: a veloci-
dade no tempo ¢ € igual a inclina¢do da reta tangente ao gréafico da posicao
no ponto t. De maneira andloga, vimos como obter a aceleragdo a partir da
velocidade. E quanto ao caminho inverso? Como obter a funcao posi¢do a
partir da funcdo velocidade e, de modo similar, como obter a func¢do veloci-
dade a partir da funcao aceleracao? Do ponto de vista dinamico, o conceito
de integral surgiu para responder esses problemas cinematicos inversos.
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\ 4

Av

F—————

Figura 5.4: Area liquida determinada pela funcéo aceleracio.

Por exemplo, num lancamento vertical de corpo, na auséncia de atrito,
temos que a posicao, a velocidade e a acelera¢ao sao dadas por

t—z
s(t):so+v0t—g5, v(t)=v9—gt e a(t)=-g

onde sy € a posicdo inicial, vy é a velocidade inicial e g é a aceleracao da
gravidade local. Primeiramente, temos que

t
f a=-gt=v(t)— vy,
0

onde usamos a férmula da drea do retangulo na primeira igualdade (ver Fi-
gura 5.4). Segue que a integral definida da func¢do aceleracao entre os ins-
tantes 0 e ¢ é igual a variacdo da velocidade entre esses dois instantes.

Para obter a integral definida da funcao velocidade entre os instantes 0 e
t, primeiro consideramos o instante #;; = vy/g no qual a velocidade se anula
(ver Figura 5.5). Para t < 1)/, temos que

’

ft,,_ volm V(1) (tm — 1)
o 2 2

onde calculamos a diferenca entre a drea do tridngulo maior e a drea do trian-
gulo menor para obter a drea do trapézio. Para ¢ = f);, temos que

)

ftv_VOtM__V(t)(t_tM)_UOtM_V(t)(tM_t)
o 2 2 S22 2
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Vo Vo

\ 4

| tm tm t
|
|
|

Figura 5.5: Area liquida determinada pela funcéo velocidade.

onde calculamos a diferenca entre a drea do triangulo de cima e drea do trian-
gulo de baixo, que tem altura —v () uma vez que v (¢) é negativo. Usando que
Io = vo/g e que v () = vp— g1, temos entao que

t vi  (vo-gt)(volg—1) 12
fo v—§— 2 —vot—gE—s(t)—so.

Isso mostra que a integral definida da funcao velocidade entre os instantes 0
e t é igual a variacgdo da posigdo entre esses dois instantes.
Na proxima secao, mostraremos que as identidades

t t
f a=v(t)—vy e f v=s(t)—Sp
0 0

obtidas no exemplo acima, permanecem validas em vérias outras situagoes

dinamicas. Esse é um dos resultados mais importantes da histéria do Célculo,
e sua demonstracdo depende de algumas propriedades da integral definida
que investigaremos a seguir.

PROPRIEDADES DA INTEGRAL

A proposicdo seguinte apresenta duas propriedades fundamentais do
conceito de integral, a monotonicidade e a decomponibilidade do dominio.

\ 4
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Proposicao 5.1: Sejam f e g fung¢des continuas definidas no intervalo [a, b].
Temos que

(M) se f < g, entao

fabefabg

[r=[r[s ]

(D) sece€ [a,b], entao

Prova:

\ 4

Figura 5.6: Monotonicidade da integral definida.

M) Se f(x)=0,entdo 0 < y < f (x) < g(x), 0 que mostra que R]i < Ry. Por
outro lado, se g (x) <0, entdo f(x) < g(x) <y <0, o que mostra que

Ry © R, como ilustrado pela Figura 5.6. Pela monotonicidade da area,
temos que _ ‘

A} <A, e A< A}

Multiplicamos a segunda desigualdade por —1, obtemos que

AS

S
fSAg e —-A
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o que implica que
b . o b
fa f=A5-AL < A - AL = fa g.
(D) Sece€la,b], entao

R'[a,b] = R°[a,c]lUR[c,b]l e  R'[a, bl =R'[a,clUR[c,Dl.
como mostra a Figura 5.7. Utilizando a aditividade da 4rea, segue que

Ala,b] = A’la,c]+ A’[c,bl e  A'la,bl = A'la,cl+ A'lc, b).
Utilizando a aditividade da area, obtemos que

A

\ 4

c
a \‘i/ b
|

Figura 5.7: Decomponibilidade da integral definida.

s

A’la, b] - Alla,b]

(A%la, ]+ A°lc, b)) — (A'la,c] + A'lc, bl

(As[a, ¢l - Alla, c]) + (As[c, bl - Allc, b])

[r + fcbf.



220 Capitulo 5. Integral

A integral definida de f da direita para a esquerda em [a, b] é definida por

a .
f f:Al_AS
b

Ou seja, da esquerda para a direita, a integral é a drea superior menos a drea
inferior, enquanto, da direita para a esquerda, a integral é a drea inferior me-
nos a area superior. Como exemplo, temos que

f;le—% e f60f:—2,

onde a funcao f éilustrada pela Figura 5.2. O célculo da integralde f de a =6
para b =1 é deixado como exercicio.

Essa definicdo possibilita estendermos a propriedade da decomposicao
do dominio para quaisquer c € R, desde que as integrais estejam bem defini-
das.

Corolario 5.2: Seja f uma func¢ao continua. Temos que

(D)

desde que todas as integrais estejam bem definidas.

Prova: Vamos demonstrar apenas o caso em que a < b < ¢, sendo que o caso
em que a < ¢ < b foi demonstrado na Proposi¢do 5.1, e a demonstracdo do
caso em que ¢ < a < b é similar e deixada como exercicio. Utilizando a Propo-
sicdo 5.1, temos que

L[ o] 1]

onde utilizamos o fato de que
b c
Jor==1r
c b
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EXERCiCcIOS DE FIXACAO

Considere a func¢ao poligonal ilustrada pela figura abaixo e responda os itens
abaixo.

\ 4

5.1.1 Aintegral definida foz f éigual a
@-1 b2 Il (-2

5.1.2 Aintegral definida f; f ¢ iguala
@-1 M2 (@1 (-2

5.1.3 Aintegral definida [ f ¢ igual a
@-1 b2 Il (-2

5.1.4 Aintegral definida [ f ¢ iguala
@-1 M2 (@1 (-2

5.1.5 Aintegral definida [ f ¢ igual a
@-2 M0 (©-3 (-3

5.1.6 Aintegral definida [} f ¢ iguala
@-2 0 (©-3 -3

5.1.7 Aintegral definida [} f ¢ iguala
@-2 ®0 (©-3 -3
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5.1.8 Aintegral definida [ f éigual a
@0 (-1 (1 @2

5.1.9 A integral definida f51 f éiguala
@0 (-1 (©1 @2

5.2 TEOREMA FUNDAMENTAL

Capitulo 5. Integral

Vamos apresentar agora um dos resultados mais importantes do Calculo,
conhecido como Teorema Fundamental do Cdlculo (TFC), que estabelece a
ligacdo entre os conceitos de derivada e integral. Dada uma funcao continua

f eum ponto a € R, temos que

é uma funcao de x. Por exemplo, se f (x) = x e a = 0, entdo, pela defini¢do de

integral definida (ver Figura 5.8), temos que

\ 4

Figura 5.8: Integral de 0 a x como funcao de x.
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Teorema 5.3: (TFC) Se f é uma funcao continua e a € R, entao

[]=re

Prova: Denotando

X
F(x)=f I
a

vamos mostrar que F' (x |) = f (x), sendo que a demonstracdo para o caso da
derivada lateral esquerda é deixada como exercicio. Temos que

F(x|) = 11m (F(x+h) F(x)) (5.1)
- %m(f -
= lilz?olﬁfx f (5.2)

onde utilizamos o fato de que

Lx+hf:f:f+fxx+hf. 53

Como f é continua, pelo Teorema 4.2, temos que existem m (h) e M (h), res-
pectivamente, o minimo e o maximo da func¢do f no intervalo [x, x+ h]. Nesse
intervalo, temos que m(h) < f < M (h). Pela monotonicidade da integral,
segue que

x+h x+h x+h
hm(h):j m(h)sf fsf Mh)=hM(h), (5.4)
X X X

como mostra a Figura 5.9.
Dividindo a desigualdade (5.4) por h, segue que

1 x+h
m(h)sﬁf f=M(h), (5.5)
X

de modo que o termo do meio, que pode ser interpretado geometricamente
como a altura média de f no intervalo [x, x + h], estd entre o méximo e o mi-
nimo de f nesse intervalo. Como m (h) é o minimo de f em [x, x + h], temos
que

m(h) = f (c(h),
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\ 4

Figura 5.9: Teorema Fundamental do Célculo.

onde x < c¢(h) < x + h. Pelo Teorema do Sanduiche, segue que

limc(h) = x,
h—0

de modo que, pela continuidade de f, temos que
li h) =1l h)) = .
hli%m( ) hl_rf(l)f(c( ) =f(x)
De forma anéloga, temos que
lim M (h) = f (x).
h—0
Aplicando o Teorema do Sanduiche na equacao (5.5), segue que
, 1 [xth
F =lim— = .
(x]) ;lzﬁ)lhfx f=r
O
Em geral, uma funcao F é a primitiva de uma dada fungdo f quando F' =

f. O TEC estabele uma relacdo estreita entre as integrais de uma dada funcao
continua e suas primitivas.

Corolario 5.4: Seja F uma primitiva de uma fun¢do continua f. Entao

f f=F(x)-F(a)
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Prova: Duas primitivas de f diferem por uma constante, pois suas derivadas
coincidem com f. Pelo TFC, temos que

X
| s
a
é uma primitiva de f, de modo que, pela Proposicao 4.7, temos que
X
f f=F(x)+C,

a
onde C é uma constante. Fazendo x = a na equacdo acima, temos que

0=F(a)+C,

0 que mostra que a constante C é igual a —F (a). O

As Av

\ 4
\ 4

~ ==

Figura 5.10: Integrais definidas e variacoes.

Como s’ = v e v = a, temos que s é uma primitiva de v e que v é uma
primitiva de a. As identidades

t t
f v=s(t)— S e f a=v(t)—vy
0 0

ilustradas pela Figura 5.10, sdo entdo uma consequéncia do Corolério 5.4,
uma vez que

s(0) =g e v (0) = vy.
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INTEGRAL INDEFINIDA

Os resultados anteriores reduzem o célculo de integrais definidas a determi-
nacao de primitivas. Para facilitar o calculo dessas primitivas, introduzimos o
conceito de integral indefinida de uma dada funcao f, que é o conjunto das
expressoes algébricas das primitivas de uma dada funcao f, denotado por

ff(x)dx I

onde dx aparece apenas para indicar que x é a varidvel independente. Se F é
uma primitiva de f temos que

ff(x)dxz{F(xHC:CeR} I

o que é denotado simplesmente por

ff(x)dx:F(x)+C I

onde C é uma constante arbitraria, que percorre todos os niimeros reais.
Isso ocorre pois duas primitivas da fun¢ao f necessariamente diferem por
uma constante e sempre que se adiciona uma constante a uma primitiva de f
obtém-se uma nova primitiva de f.

Apresentamos a seguir uma lista com as integrais indefinidas de algumas
funcoes elementares. Note que as integrais indefinidas sao conjuntos de ex-
pressoes algébricas e, portanto, ndo sdo numeros reais.
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Proposicao 5.5: Temos que

fexdx:ex+C

f cos(x) dx= sen(x)+C
f sen(x) dx=- cos(x)+C

1
f; dx=log(lx)+C

xa+1
fx“dx: +C, a#-1
a+1

Quando a fungdo é dada por sua expressao algébrica f (x), também deno-
tamos a integral de f de a para b por

fabf(x)dx I

Quando uma primitiva de f é dada por sua expressado algébrica F (x), o seu
colchete de a para b é o numero real dado por

[F (x)]2 = F(b)-F(a) I

Note que o colchete é o mesmo para qualquer primitiva de f, uma vez que

(F(bh)+C)—(F(a)+C)=F(b)—F(a).

Temos entdo do Coroldrio 5.4 que

b
f fx)dx=[Fx)b

Isso nos permite calcular a drea delimitada pela parébola f (x) = x>. Como

x3
fxzdx:— +C,
3
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temos que

341

Ll B OGN

1
fxzdx:
1 3], 3 3

conforme foi afirmado no inicio da se¢do anterior.

As propriedades das integrais indefinidas sao reflexos das propriedades
das derivadas. Por exemplo, como a derivada da soma é a soma das derivadas,
temos que a integral indefinida da soma é a soma das integrais indefinidas.
Da mesma forma, como constantes saem para fora da derivada, temos que o
mesmo ocorre com integrais indefinidas.

2
=3

Proposicao 5.6: Temos que

) f(f(x)+g(x)) dx ff(x) dx+fg(x) dx

(P) fcf(x) dx cff(x) dx

Prova: Temos que
ff(x)dx:F(x)+A e fg(x)dx:G(x)+B,
onde F' (x) = f (x) e também G’ (x) = g (x).
(S) Por definicao
ff(x) dx+fg(x) dx=Fx)+Gx)+C

onde C = A+ B é uma constante arbitrdria, e o resultado segue, pois,
pela regra da derivada da soma,

FX)+G@) =f@0)+gx).
(C) Por definicao
cff(x) dx=cF(x)+C,
e oresultado segue, pois, como c¢ é uma constante,

(cF(x)) =cf (x).
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Propriedades andlogas sdo verificadas para as integrais definidas.

Coroléario 5.7: Temos que

Prova: Sejam

ff(x)dx:F(xH-A e fg(x)dx:G(xH-B

(S) Pela Proposicao 5.7, segue que

(C) Temos que

[+ -

[F (x) + G (012
F(b)+G(b) - (F(a) + G (a)
F(b) - F(a) + G(b) -G(a)
[F 012+ (G018

[+

= [cF ()1}
= cF(b)—cF (a)
= c(F(b)-F(a)
= c[F()}

= cfabf.

229
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O

A aditividade da integral pode ser utilizada para demonstrar o denomi-
nado Principio de Cavallieri. Seja R a regido delimitada pelos graficos das
funcoes f e f+ h, onde h > 0, e pelas retas verticais passando pelos pontos
x=0e x=b, como apresentada pela Figura 5.11.

A

f4h

\ 4

Figura 5.11: Principio de Cavallieri.

Temos que a drea A da regido R é dada por

fob(f+h)—f0bf
A/(;bf_i_j(;bh_j(;bf
NG

A=Dbh

A

de modo que

mostrando que essa drea € simplesmente a drea do retangulo de base b e
altura h.
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APLICACOES DA INTEGRAL INDEFINIDA

Vamos agora mostrar, no caso do arremesso vertical de uma bola na auséncia
de atrito com o ar, como utilizar a integral para obter a posi¢do instantanea,
desde que sejam dadas a posicdo e a velocidade iniciais. Como

a(t)=-g I
fa(t)dt:f—gdt.

O primeiro lado da igualdade é sempre igual v (¢)+ A, pois a aceleracdo instan-
tanea é, por definicao, igual a derivada da velocidade instantanea. O segundo
lado da igualdade é igual

temos que

f—gdt: —gfldt: -gt+B,
onde utilizamos os resultados da proposicao anterior. Temos entdo que
v()+A=-gt+B

e portanto que
v()=—gt+C

onde C = B— A é também uma constante arbitraria. Para determinarmos essa
constante, temos que conhecer o valor da velocidade em algum instante, por
exemplo, o instante inicial. Se a velocidade inicial é v (0) = vy, temos que C =

Vg, 0 que mostra que
v(t)=vo—gt I
fv(t)dt:fvo—gtdt.

O primeiro lado da igualdade é sempre igual s(f) + A, pois a velocidade ins-
tantanea é, por definicdo, igual a derivada da posicdo instantanea. O segundo
lado da igualdade é igual

Logo, temos que

[2
fvo—gtdt:vofldt—gftdt:vot—gé + B,
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onde utilizamos os resultados da proposicao anterior. Temos entao que

[2
s(H+A= vot—gé +B

e portanto que
2

t
s() = vot—gé +C

onde C = B— A é também uma constante arbitraria. Para determinarmos essa
constante, temos que conhecer o valor da posicdo em algum instante, por
exemplo, o instante inicial. Agora, se a posicdo inicial é s(0) = sy, temos que
C = 59, 0 que mostra que

t2
s(t)y=sp+ vot—gi

EXERCICIOS DE FIXACAO

5.2.1 Considere a funcio x? +2x.

(i) Suaintegral indefinida é dada por
@B3+x2+C ME+2+C @E+5+C @P+L+C
(ii) Suaintegral definida f_ll x?+2xdx éiguala
@3 M2 ©-% -2
5.2.2 Considere que a funcao velocidade é dada por v(t) =t — 1.
(i) Suaintegral indefinida é dada por
@2—1+C ML+1'+C ©L-1+C (@ FP+171+C
(ii) Avariacdo da posicdo entre 0 e 2, dada por foz v(t)dt, éigual a
@3 M ©2 WO

5.2.3 Considere a funcdo e®* + 1.

(i) Suaintegral indefinida é dada por
@ e +x+C M) % +x+C (© G +x+C (A -5 +x+C
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(ii) Suaintegral definida fol e** +1dx éiguala

21 21
@e*+1 b S+3 ©e-1 dS-3
5.2.4 Considere a funcao sen(2x).

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@) cos(2x)+C (b) —cos(2x)+C
2 2
(c)%+c (d)—%+€

(ii) Suaintegral definida [ "2 sen(2x) dx é igual a
@1 b3 ©-1 @-3

2
5.2.5 Considere a fun¢do f(x) =3+ =

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@3x-5+C (b) x> +2log|x|+C
(©) 3x+2loglx|+C () x*-25+C

(ii) Suaintegral definida [} f(x)dx é igual a
(@3e-1 (b)3e+l (e*-1 (d)e’+1

1
5.2.6 Considere a funcao f(x) =2— x
X
(i) Suaintegral indefinida é dada por
@x*+1+C M x*-1+C (©@2x+i+C(@2x-1+C

(ii) Suaintegral definida flz f(x)dx éigual a
@3 M- ©3 @3

5.3 SUBSTITUICAO

Outra propriedade fundamental da integral indefinida é a denominada regra
de substituigdo de varidveis, que veremos a seguir ser um reflexo da regra da
cadeia. Suponha que f é continua e que

ff(y)dy=F(y)+C
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onde F é uma primitivade f e C é uma constante arbitrdria. Para cada funcao
g derivéavel, definimos

(ff(y) dy)y:gm =F(gw)+C

Proposicao 5.8: Se g é uma funcao derivavel, fazendo a substituicdao y = g (x)
obtemos que

ff(g(x))g’(x) dx = Uf(y) dy)

y=8(x)

Prova: Pela regra da cadeia, temos que

(F (g (x))), = (F (J/));,:g(x) (g (x)), = f(g (x)) g' (x).

O

Uma maneira bastante conveniente de apresentar a regra da substituicao
é introduzirmos a seguinte nota¢do para a derivada de uma dada funcao. Se

y=81) I
dy=g'(x)dx I

denotamos

uma vez que a notacao

dy
dx_g(x)

é justificada por
Ay
'(x) = lim —.
§ (%) Achr—I>10 Ax
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Por exemplo, se quisermos calcular
f Vx2+1xdx

fazemos a seguinte substituicdo y = x> + 1, pois entdo dy = 2xdx, o que mos-
traque xdx = dy/2 e portanto

d
f\/x2+1xdx:(fﬁ—y) .
2 Jy=x2+1
Temos entao que
1 3
dy 1 1 1(y2*! y?
— == 2dy=—-|+——|+C=—+C
fﬁz 2fy yz(%n 3

e, portanto, segue que

3 2
1
f\/x2+1xdx:(£) +C:M+C.
3 y=x2+1

APLICACOES DA SUBSTITUICAO

Vamos agora determinar a posicao de uma bola de massa m arremessada ver-
ticalmente na presenca da resisténcia do ar. Temos que a forca resultante F
sobre a bola é dada pela soma da for¢a peso

P=-mg

com a forca de resisténcia do ar

R=-bv

onde g é a gravidade local e b é a constante de atrito da bola. Pela segunda
lei de Newton, temos que F = mv' e portanto

mv' = -mg-bv I
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ou seja

mv' (t)=-mg—bv (1) I

relacionando a funcdo v e sua funcdo derivada. Dividindo essa equacao pela

massa m, obtemos que
V() =—-g—cv(1) I

b . . .
onde ¢ = — é o coeficiente de atrito por unidade de massa da bola. Vamos
m

entdo determinar a expressdo da funcao velocidade instantanea. Como

v
g+cv(r) B

!
fvi(t)dt:f—ldt:—t+A.
g+cv(r)

Fazendo a substituicdo x = g+ cv (t), temos que dx = cv' (t) dt, o que mostra
que v’ (t) dt = dx/c. Entao

/
[P
g+cv(1) X € Jx=g+cv(n)

1 1
L5
c X x=g+cv(t)

%log(g+ cv (1)) +B,

)

temos que

onde estamos supondo que g + cv (t) > 0. Logo
log(g+cv(1))=—-ct+D,

onde D = c(A - B), o que mostra que

—ct

g+cv(t)=Ce

onde C = eP. Se vy = v(0) é a velocidade inicial, temos que C = g + cvy e,
portanto, temos que

v(t) = —% + (% + vo) e ¢t
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Uma vez determinada a expressao da func¢ao velocidade, podemos determi-
nar a expressao da func¢do posi¢do. Para isso, utilizaremos o seguinte corola-
rio, que é uma consequéncia imediata da regra da substituic3o.

Corolario 5.9: Temos que

cX
e
fecx dx
c

Vamos agora obter a expressdo da posi¢do instantanea da bola arremes-
sada verticalmente com atrito. Pela expressdo obtida acima para a velocidade
instantanea, segue que

f v(t)dt

—gfldt+(§+vo)fe_”dt
c c

—ct

s(H+A

= —§t+ (§+ Vo) ¢ +B
C C —C
(5.6)
eportanto
—Ct
s(t):—§t+(§+uo) +C,
C C —C

onde C = B— A é uma constante arbitrdria. Se so = s(0) é a posicao inicial,
temos que

80:(§+U0)L+C,

0 que mostra que

Outra aplicacao da regra da substituicdo é a obtencao da Lei da Conserva-
¢do da Energia no caso do sistema massa-mola. Neste caso, a segunda Lei de
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Newton é dada por

ms" (t) = —ks(t) I

para todo instante de tempo ¢ € R, onde m é a massa e k € a constante de
rigidez da mola. Multiplicando a equagao acima por s (f) e integrando em
relacdo a t, segue que

mfs'(t) sS'() dt= —kfs(t) s'(r) dt. (5.7)

2
fs(t)s’(t)dt:(fydy) _ s +A,
y=s(1) 2

poisdy=s'(t) dte

2
fs’(t)s”(t)dt:(fde) =M + B,
z=v(t) 2

pois dz=v'(t) dt = s" (t) dt. Substituindo as expressoes das integrais indefi-
nidas na equacao (5.7), segue a equacao da conservacao da energia

Temos que

2 2
mM +kM =F
2 2

onde E = —kA— mB é a energia mecanica do sistema.

EXERCICIOS DE FIXA(;AO
5.3.1 Considere a funcao sen(2¢) e utilize a substituicao x = 2t¢.
(i) Suaintegral indefinida é dada por

(@ cos2n+C (b) —cos2t)+C
© 2 +Cc -2 +C

(ii) Suaintegral definida [y sen(21)dt éigual a
@0 M1l (©-1 (@3

5.3.2 Considere a funcio x? sen(x® + 1) e utilize uma substituicido adequada.
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(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@ —cos(x>+1)+C  (b) cos(x*+1)+C
(© -1cos(x*+1)+C (d) 3cos(x*+1)+C
(ii) Suaintegral definida [, x* sen(x® + 1) dx é igual a

(@) 1 - cos(2) (b) cos(2) -1
(©) 5(1- cos(2)) (d) 3(cos(2)~1)

5.3.3 Considere a funcao f(x) =

> € utilize a substituicdo y = 1 — x?
1-x

(i) Suaintegral indefinida é dada por

@ -v1i-x2+C ((b)V1-x2+C

©-3VI-x>+C () 3V1-x2+C
(ii) Suaintegral definida fol /2 f(x)dx éiguala
@L-1 M- ©i-% @%

t
5.3.4 Considere a func¢ao aceleracao dada por a(f) = s e utilize uma sub-

stituicao adequada.

(i) Suaintegral indefinida é dada por

@log(l+t)+C  (b) zlogl+1H)+C
(© —logl+)+C (d) -1log(l+»)+C

(ii) Avariacao davelocidade entre 0 e 1, dada por fol a(t)dt, éigual a
@ —log2)+C (b) —3log2) (c)log2) (d) 3log(2)

5.3.5 Considere a funcao tg(x) e utilize a substitui¢do y = cos(x).

(i) Suaintegral indefinida é dada por

(a) log| cos(x)|+C (b) —log| cos(x)|+C
(c) sec?(x)+C (d) —sec?(x)+C

(ii) Suaintegral definida f0”/4 tg(x) dx éiguala

(@ -log(¥) ®log(H) ©-1 (@1
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5.4 SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA

A partir da equacao da conservacao da energia, podemos determinar a posi-
cao s (t) do sistema massa-mola. Para isso, primeiro isolamos v (f) na equacao
da conservac¢do da energia, obtendo

Escrevendo
obtemos
s () =c\/r2—s(t)?
Logo
s
2_s?
e entao )
t
S—()dt:fcdt:ct+A.
V12 —s(1)?

Fazendo a substituicdo z = s (), temos que dz = s’ () dt e entdo

1
[ p—
r2—z2 z=s(1)

Para resolver essa ultima integral, apresentamos a regra da substitui¢do in-
versa.

(5.8)

Proposicao 5.10: Se g é uma funcao derivdvel com inversa, fazendo a substi-
tuicdo inversa z = g (@) obtemos que

ff(z) dz= (ff(g(a))g’(oc) da)

a=g 1(2)
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Prova: Pela regra da substituicao, temos que

(f /) dz)zzg(a) = f f(g(@)g (@) da.

O resultado segue fazendo-se a substituicdo a = g~! (z), pois z = g (g7 ().
[

Essa maneira de utilizar a regra da substituicao estd ligada com as deno-
minadas substituicoes trigonométricas. Essas substituicdes estao relacionadas
a fungdes cujas expressoes algébricas contém as expressoes

r2-z2  ou Vr2+2z?

O primeiro tipo de substituicdo trigonométrica relaciona a expressao
V'r2 — z2 ao triangulo retangulo cuja hipotenusa tem comprimento r e um
dos catetos possui comprimento z. Neste caso, existem duas possibilidades,
como apresentado pela Figura 5.12.

7a2 _ 22 z
Figura 5.12: Substitui¢oes trigonométricas no caso da expressdo vV r2 — z2.

O valor z pode ser visto como sendo tanto o comprimento do cateto
oposto ao angulo @ como o comprimento do cateto adjacente. No primeiro
caso, temos as seguintes relacoes trigonométricas

z r2—z2
sen(a) = — e cos(aq) = —
r

o que implica que

z
z=rsen(a), a:asen(—) e Vr2-2z2=rcos(a)
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Ja no segundo caso, temos as seguintes relacoes trigonométricas

z rz—z2
cos(a) =— e sen(aq) = ——
r

o que implica que

z
z=rcos(a), a:acos(—) e Vr2—-z2=rsen(a)

r

Vamos utilizar a mudanca de varidveis z = r sen(a) para determinar a se-
guinte integral indefinida
1
[
12 _ 2

Temos que dz =r cos(a) da, pois

dz ,
— =(rsen(a)) =rcos(a).

da
Logo
1 1
f—dz = (f—(rcos(a)) da)
72 _ 72 r cos(a) a=asen(%)
- (e
a=asen(Z)
= (a+ C)azasen(f)
e portanto
1
f—dz:asen(f) +C
72 _ 22 r

Para verificar que esse € o resultado correto, basta derivar a expressao encon-
trada, o que também é deixado como exercicio.

Agora podemos determinar a posicao s(t) do sistema massa-mola, onde
s(0) = sp é aposicao inicial e s’ (0) = vy é a velocidade inicial. Usando a integral
indefinida acima na equacao (5.8) e substituindo z por s (), obtemos

s(p)

asen(— +C=ct+ A.
r
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Fazendo B = A— C e resolvendo para s (t), obtemos
s(t)=rsen(ct+ B) e entao s'(t)y=rccos(ct+B).
Calculando em ¢ = 0 temos que
So=5(0)=rsen(B) e vo =5 (0) =rccos(B).

Usando a lei do seno da soma, temos entdo que a posicao do sistema massa-
mola é dada por

s(t) = rsen(ct+B)

r sen(B) cos(ct) +r cos(B) sen(ct)

Vo I
s(t)=spcos(ct) + ? sen(ct)

e portanto

onde c=vk/m.

Figura 5.13: Substituic¢do trigonométrica no caso da expressao v'r2 + z2.

No segundo tipo de substituicdo trigonométrica, a expressao Vr? + z?
pode ser representada geometricamente pela hipotenusa do triangulo retan-
gulo cujo cateto oposto ao angulo a tem comprimento z e cujo cateto ad-
jacente possui comprimento r, como ilustrado pela Figura 5.13. Neste caso,
temos as seguintes relacoes trigonométricas
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o que implica que

z=rtg(a), a:atg(é)

Vamos utilizar essa mudanca de varidveis para determinar a seguinte integral

indefinida
1
f r2+z2 dz
Temos que dz = rsec? (a) da, pois
dz / 2
—=|(rt = .
o (rtg(@) = rsec” (a)
Logo
1 2
f— dz = f cos” (@) rsec’ (a) da)
r2+z2 r2 a=atg(2)
1
- 2
T Ja=atg(£)
axc]
= |—a+C
r o aag(2)
e portanto
f L d L at (Z)+C
S z=— —
r2 + z2 r & r

(5.9)

Mais uma vez, para verificar que esse é o resultado correto, basta derivar a
expressao encontrada, o que € deixado como exercicio.

EXERCICIOS DE FIXACAO

5.4.1 Considere a func¢ao f(x) =

e utilize a substituicdo trigonométrica
X’ +4

x =2tg(a).

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@) log(x*+4)+C (b) tatg(x/2)+C
(0) jatg(x/2)+C  (d) ;log(x*+4)+C
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(ii) Suaintegral definida f02 f(x)dx éiguala
@n/8 (b)n/16 (c)logy) (d)log(3)/4

e utilize a

1
5.4.2 Considere que a funcao aceleracao é dada por a(t) =
Va-—1?

substituicdo trigonométrica ¢ = 2 sen(a).

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(a) %asen(t/Z) +C (b)asen(t/2)+C (c) %asen(t) +C (d)asen(t)+C

(ii) Avariacdo davelocidade entre 0 e 1, dada por fol a(t)dt, éigual a
@n/2 (b)n/4 (c)asen(l/2) (d) %asen(l/Z)

5.4.3 Considere a funcao f(x) = e utilize a substituicdo trigonomé-

(4 _ x2)3/2
trica x = 2 sen(a).

(i) Sua integral indefinida é dada por

4 2Xx X
(a) == +C (b)\/m+C (c)4_x2+C (d)\/4_—xz+C
(ii) Sua 1ntegral definida fol f(x)dx éiguala
@L B2 (L8 (@2
1
5.4.4 Considere a funcao f(x) = ————= e utilize a substituicao trigono-

_ 16 — x?
métrica x =4 cos(a).

(i) Suaintegral indefinida é dada por

@YX ic Bm-YLeric -V iC (dxV16-22+C

(ii) Suaintegral definida f1 f(x)dx éiguala
@ -v15 (b)VI5 (0 -Y° (@ Y3

5.5 INTEGRACAO POR PARTES

Outra técnica de integracao fundamental é a denominada regra de integra-
¢do por partes, que veremos a seguir ser um reflexo da regra da derivada do
produto.
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Proposicao 5.11: Se g e f sdo fungoes derivdveis, temos que

ff’(x)g(x) dx:f(x)g(x)—fg’(x)f(x) dx I

Prova: Pela regra da derivada da soma e do produto, temos que

(fogw) - (fg' (x) f (%) dx),

(g +g @) f)-g @ fx
f (%) gx)

(ff’(x)g(x) dx),.

!
(f (x) g (x)— f g (X f(x dx)

O

Uma aplicacao da integra¢do por partes € o célculo da integral indefinida

do logaritmo
flog(lxl) dx I

Se g(x) =log(lx]) e f'(x) =1, temos que g’ (x) = 1/x e podemos escolher
f (x) = x. Pela integracdo por partes, temos que

flog(lxl) dx ff’ (x) g (x) dx

f(x)g(x)—fg’(x)f(x) dx

1
xlog (|x[) —f —xdx
X
xlog(|x) —x+C.

flog(lxl) =xlog(lx])—x+C I

e portanto
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Uma outra aplicacdo da integracao por partes é o cdlculo da integral inde-
finida do quadrado do seno

fsen2 (a) da I

Se g(a) = sen(a) e f' (@) = sen(a), temos que g’ (a) = cos(a) e podemos
escolher f (a) = — cos(a). Pela integracao por partes, temos que

fsen2 (@) da ff’ (@) g (@) da

f(a)g(a)—fg'(a)f(a) da

— cos(a) sen(a) —f cos(a)(—cos(a)) da
= —cos(a) sen(a) +f cos? (a) da.

2

Como cos? (o) =1- sen” (a), segue que

f sen” (@) da — cos () sen (a) +f(1 — sen”(a)) da

—cos(a) sen(a)+f1da—f sen® (a) da

0 que mostra que

f sen? (&) da = — cos (@) sen (a) + a—f sen’ (a) da

Portanto
2[ sen® (o) da=a - cos(a) sen(a)+C

implicando que

f sen® () da = % (a— cos(a) sen(a))+ D I

onde D = C/2. Observe que a constante C surgiu, pois a integral indefinida
passou a aparecer apenas em um dos lados da equacdo. A integral indefinida
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do quadrado do cosseno pode ser obtido de maneira similar e é deixada como
exercicio.

Uma dificuldade para a aplicacdo desse método é identificar corretamente
o produto e quem deve ser a funcado derivada nesse produto. Quando temos

x" sen (cx) ou x" cos (cx) ou x"e

gx)=x" I

pois a poténcia diminui seu grau quando € derivada. Por exemplo, vamos
calcular a seguinte integral indefinida

sempre escolhemos

fxz sen (x) dx

Se g(x) = x%e f'(x) = sen(x), temos que g’ (x) = 2x e podemos escolher
f (x) = — cos (x). Pela integragdo por partes, temos que

fxz sen(x) dx — cos (x) X —f2x(— cos(x)) dx

— cos(x) x* + fo cos(x) dx.

Novamente aplicamos a integracao por partes escolhendo agora g(x) = x e
f'(x) = cos(x). Neste caso, temos que g’ (x) = 1 e podemos escolher f (x) =
sen(x). Logo

fxz sen(x)dx = - cos(x)x +2fxcos(x) dx
= —cos(x) x2+2(sen(x)x—j1 sen (x) dx)
= —cos(x) x2+2(sen(x)x—(— cos(x))) + C.
€ portanto

fxz sen(x) = —x? cos (x) +2xsen(x)+2cos(x)+C
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EXERCICIOS DE FIXACAO
5.5.1 Considere a funcdo te’ e utilize f'(1) = e’ e g(t) = ¢.
(i) Suaintegral indefinida é dada por
@ Le'+C M) te'+C (© (t-De'+C (d) (1+De'+C
(ii) Suaintegral definida fol te' dr éigual a
@l (e (@el2 (d)2e-1
5.5.2 Considere que a funcio velocidade é dada por v(z) = t?e.
(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@ 2’ +C  (b) (2—2t+2)e'+C (¢) (2 +2t-2)e'+C (d) Le'+C
(ii) Avariacdo da posicdo entre 0 e 1, dada por fol v(t)dt, éigual a
(@e ()e/l3 (c)e—-2 (d)e+2

5.5.3 Considere a funcao x sen(x) e utilize integracdo por partes.

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@) x cos(x) + sen(x)+C (b) —x cos(x) + sen(x) +C
(c) x; cos(x)+C (d) —%2 cos(x)+C
(ii) Suaintegral definida [ x sen(x)dx é iguala
@n (b)-7 (¢)n?/2 (d)-n?/2

5.5.4 Considere a funcao log(x) e utilize f'(x) =1 e g(x) =log(x)
(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@) x(og(x)—1)+C (b) xlog(x)+x+C (c) xlog(x)+C (d) % +C
(ii) Suaintegral definida [ log(x) dx é igual a
@2e-1 (be-1 ©@e'l-1 @1

5.5.5 Considere a funcdo sen(x)? e utilize integracdo por partes.

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@) Lsen(x)®+C (b) cos(x)?>+C

¥

(c) E(x— sen(x) cos(x)) +C (d) %(x+ sen(x) cos(x)) +C

(ii) Suaintegral definida f02 " sen(x)%dx é iguala
@0 M1 @n/2 d=n
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5.5.6 Considere que a funcio aceleracdo é dada por a(t) = cos(t)? e utilize
integragdo por partes.

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(a) % cos()3+C (b) sen(t)?>+C
(¢) 5(t— sen(r) cos(1))+C (d) %(t+ sen(f) cos(t)) +C
(ii) Avariacdo davelocidade entre 0 e 77, dada por [ a(r) dr, éigual a
@0 1 (©n/2 M=

5.5.7 Considere a funcdo acos(x), utilize primeiro integracao por partes com
f'(x) =1, g(x) = acos(x) e depois uma substitui¢do adequada.

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@) xacos(x)+V1-x2+C (b) xacos(x)+%\/1—x2+C
(c) xacos(x)-vV1-x2+C (d)xacos(x)—%\/l—x2+C

(ii) Suaintegral definida fol acos(x)dx éiguala
@l -1 ©3 @@-3

5.5.8 Considere a funcao atg(x), utilize primeiro integracdo por partes com
f'(x) =1, g(x) = atg(x) e depois uma substituicdo adequada.

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(a) xatg(x) +log(1 + )+C (b) xatg(x) + %log(l +x3)+C
(c) xatg(x) —log(1 + ¥)+C () xatg(x) — 5 log(1 + ) +C

(ii) Suaintegral definida fol atg(x)dx éigual a
@ Z+3log2) (b) Z-3log2) () Z+log2) (d) Z-log(2)

5.6 FRACOES PARCIAIS

O mecanismo de suspensao de um veiculo consiste num sistema composto
de uma mola e de um amortecedor, como mostra a Figura 5.14. Denotando
por s a posic¢do vertical de um veiculo de massa m em relacdo a posicao de
equilibrio, pela lei de Hooke, temos que a forca da mola é dada por

F=-ks
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\ 4

Figura 5.14: Mecanismo de suspensao de um veiculo em equilibrio.

e a forca do amortecedor, similar a de resisténcia do ar, é dada por

R=-bs
onde b é a constante de atrito do amortecedor. Como a forc¢a resultante sobre

o veiculo é a soma das forcas da mola e do amortecedor, pela segunda lei de
Newton, temos que F = ms” e, portanto,

ms" = —ks—bs’' I

")y =—ks(t)—cs' (¢
ms" (1) s(t)—cs (1) (5.10)

ou seja

para todo tempo ¢ = 0. Vamos supor s () é positiva num dado intervalo. Neste
caso, podemos escrever s (f) = Y onde y (£) =log(s(t)). Temos entdo que

vi=sBO=yme"? e am=s"O=0"1O+y1®)?)".
Substituindo na equacao (5.10), obtemos que

m (yn (1) + yr (t)Z) eV = _ V@ _ cy’ ) eV
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Cancelando o fator comum e?¥, obtemos a seguinte equacio

m(y" @ +y )?)=—-k-cy (1)
(5.11)

que é conhecida como equacdo de Ricatti associada a equacao (5.10). Pode-
mos isolar o termo em que aparece a derivada de y, de modo que

my" (t) = —k—cy' (t) —my' (1)?
e, portanto, temos que

yN (t) 1

my' ()% +cy' (t)+k ~ T

Integrando os dois lados dessa equacdo na varidvel t, segue que

/!
y dtz—i+D.
my ()% +cy' (1) +k m

Para calcularmos primeira integral fazemos a substitui¢cao x = y' (). Neste
caso, temos que dx = y" (t) dt, o que mostra que

1 t
S P =~ 4D
mx2+cx+k oy m

(5.12)

denominada equacdo integral de Ricatti associada a equacao (5.10). A deter-
minacdo dessa ultima integral nos permite encontrar y’ (), em seguida y (f)
e, finalmente, a posicao da suspensao s (t) = e??,

O problema acima nos motiva a calcular integrais do tipo

1
———dx.
f ax®>+bx+c
Veremos que a solucdo dessa integral depende das raizes da equagado

ax*+bx+c=0 I

e, portanto, do sinal de A = b? - 4ac.

(5.13)




5.6. Fragoes parciais 253

RAIZES REAIS DISTINTAS

Neste caso
A>0

e utilizamos o denominado método das fracoes parciais. Temos que

ax2+bx+c:a(x—r1)(x—r2) I

onde r; e 12 sdo as raizes reais distintas. Primeiro vamos mostrar que existem
constantes A e B tais que

1 1( A N B )
ax?+bx+c al\x—-r, x-r)

Para determinar as constantes A e B, primeiro colocamos as duas fracoes do
lado direito no mesmo denominador, obtendo a igualdade

1 _A(x—r2)+B(x—r1)
ax?+bx+c  a(x-r)(x—ry)

para todo x # ry, 2. Como os denominadores sdo iguais, 0 mesmo vale para
os numeradores, 0 que mostra que

1=A(x—-r)+B(x—-r1),

para todo x # ry, 2. Escrevendo ambos os lados como polindmios em x, te-
mos que
Ox+1=(A+B)x— Aro,— Br,

de modo que, igualando os respectivos coeficientes dos dois polinémios, ob-
temos o sistema
0=A+B e 1=-Ar,—Br.
Resolvendo para A e B, encontramos
1

rn—r

=-B.

A=

A integral (5.13) pode entdo ser calculada da seguinte maneira

1
LRV SR .
ax?+bx+c al\l] x-n, X—r>

1
- (Alog(lx—r1]) + Blog(lx—r2)) + C
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de modo que

X—nN

)+c

f L dx= L lo (
ax?+bx+c ~ a(r—ry) 8 X—To

UMA UNICA RAIZ REAL

Neste caso
A=0

e utilizamos substituicao. Temos que
ax’>+bx+c=a(x-r)? I
onde r é a Ginica raiz real. A integral (5.13) é entdo dada por
1 1 1
[h = [
ax®+bx+c al (x-r)?

1 1
e
a u u=x—r

de modo que

1 1
—————dx=- +
fax2+bx+c . alx—r)

RAIZES COMPLEXAS CONJUGADAS

Neste caso
A<O

e utilizamos substituicao trigonométrica. Temos que

ax’*+bx+c alx—(r+iw)) (x—(r—iw))

allx—r)—iw)(x—-1r+iw)
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onde r + iw sdo as raizes complexas conjugadas, de modo que

ax2+bx+c:a((x—r)2+w2)

Aintegral (5.13) é entdo dada por

1 1 1
. ax=-|—— _ax
fax2+bx+c o clf(x—r)2+w2 *

Fazendo a substituicdo z = x — r, obtemos que

1 1 1
—dx:—f—dz.
fax2+bx+c al Z2+w?

Utilizamos entao a substitui¢do trigonométrica z = wtg(0), pela equacao (5.9),
temos que

lf 1 d 1 ‘ (Z)+C
— ——dz=—a i
al zZ2+w? aw gw

Retornando a variavel z e depois a variavel x, temos que

f;dxziatg(%)+c

ax?+bx+c aw

POSICAO DA SUSPENSAO

Retomando o problema da posicdo s(¢) da suspensao, vimos que ela pode
ser encontrada da seguinte maneira. Encontramos y’ (f) através da equagao
integral de Ricatti

1 t
S P L)
mx2+cx+k )=y m

obtemos y (f) ap6s uma integracio e, finalmente, fazemos s (t) = e¥¥. Vimos
que o cdlculo da integral acima depende das raizes da equacgao

mx®+cx+k=0 I
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que é denominada equacdo caracteristica . Note que essa equagao lembra a
Segunda Lei de Newton dada pela equacao (5.10), que pode ser reescrita como

"+ecs'+ks=0
L“I (5.14)

também conhecida como equagdo do sistema massa-mola-amortecedor.
Existem entdo trés possibilidades dependendo do sinal de A = ¢? — 4mk.
Vamos obter s(¢) no caso em que

m=1, c=3 e k=2

com a seguintes condic¢des iniciais

s0=0 e SO=1 I

Neste caso, temos que A = 1 e a equacao caracteristica é

XH+3x+2=(x+1)(x+2).

Neste caso, utilizamos o método das fragoes parciais para obter constantes A

e B tais que
1 A B

5 = + .

xX*+3x+2 x+1 x+2

Para determinar as constantes A e B, primeiro colocamos as duas fracées do
lado direito no mesmo denominador, obtendo a igualdade

1 _A(x+1)+B(x+2)
R+3x+2 (x+1D(x+2)

para todo x # —1,—2. Como os denominadores sdo iguais, 0o mesmo vale para
os numeradores, e obtemos a seguinte igualdade entre polindmios

O0x+1=(A+B)x+2A+B,
de modo que, igualando os respectivos coeficientes, obtemos o sistema
0=A+B e 1=2A+B.
Resolvendo para A e B, encontramos

A=1=-B.
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A integral (5.13) pode entdo ser calculada da seguinte maneira

1 1 -1
fidx = —dx+f—dx
x2+3x+2 x+1 x+2

log(lx+ 1) —log(]x+2])
+1

log(' T ) +C
x+2

Utilizando a equacao (5.12) e escolhendo K = D — C, temos que

log( ):—t+K.

Resolvendo para ' (1), temos que
K —t

)

y () +1
Y (6)+2

y(+1
y()+2

de modo que
/
y()+1 et
V(1) +2

)

onde L = +eK, dependendo do sinal do lado esquerdo dessa equacio. Temos
entao que
y (O +1=Le "'y (r)+2Le™ ",

de modo que, isolando y’ (), obtemos

P L
Y= et
Integrando para obter y (t), temos que
—1+2Le” !
) = —dt
y® fl—Le‘t
—(1-Le ")+ Le!
- a
1-Le?t

L -t
f—ldt+/ ° __ar
1-Le™!
1
—t+(f—dx)
X x=1-Le "

—t+log(|1—Le™'[) + M.

(5.15)
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Fazendo s(t) = Y (’), segue que
s(f) = e—t+log(|1—Le_‘|)+M
_ _ -1
e telog(ll Le™ ") eM

e 1-Le !leM
e'(1-Le )P

(5.16)
onde P = +eM, dependendo do sinal de 1 — Le™*. Temos entdo que
s(t) =Pe '+ Qe %",

onde Q = —LP. Por tltimo, vamos obter as constantes P e Q a partir das condi-
coes inicias s (0) =0 e s’ (0) = 1. Temos que

s'(f)=—-Pe ' =2Qe %"

Assim
0=s(0)=P+Q e 1=§0)=-P-2Q

eentdo P =1=-Q, de modo que

s(t) = e l—e %

é a posicdao do amortecedor.

CARGA NUM CIRCUITO ELETRICO

Agora vamos ver que a abordagem utilizada no problema da suspensao tam-
bém resolve o problema de um outro campo das aplicacdes da fisica. Dado o
circuito elétrico, ilustrado pela Figura 5.15, composto de um indutor, de um
resistor e de um capacitor, denotamos por g a fun¢do que fornece a quanti-
dade de carga elétrica no ponto A.

Da teoria de circuitos elétricos, temos que a func¢ao g satisfaz a seguinte

equacao
Lg"+Rq' +Cqg=0
w (5.17)

conhecida como equagdo do circuito RLC, onde L é a indutdncia do indutor,
R a resisténcia do resistor e C a capacitancia do capacitor. A equacao (5.17)
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Figura 5.15: Esquema de um circuito RLC.

é idéntica a equacao (5.14), do sistema massa-mola-amortecedor. Portanto,
essa equacao também possui solu¢coes que dependem das raizes da sua equa-
¢ao caracteristica associada

Lx*+Rx+C=0 I

EXERCICIOS DE FIXACAO

5.6.1 Considere a funca T+ D(x-3)
onsidere a funcdo f(x) (x+1(x-3)

(i) Suaintegral indefinida é dada por
x-3

@~log| e i LC
a) — 10 _— — 10 _—

4 gx—3 4 gic+1
X

(© (d)

(x+1)2(x—3)2+C (x+1)2(x—3)2+C

(ii) Suaintegral definida fol f(x)dx éiguala

1 1 1 7
(@ 2108(3) (b) —2108(3) (c) 2 (d) “36
. B B 3x—4
5.6.2 Considere a funcao f(x) = G2

(i) Suaintegral indefinida é dada por
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12x-16

g(x 2)2

) 16x N
(x—3)2(x—2)2

(c) 5log|lx—3|-2loglx—-2|+C

(d) 5log|x—3|+2loglx—2|+C

(@)

(ii) Suaintegral definida fol f(x)dx éiguala
5 5
(a) —5 (b) —5
(c) 7log(2) —5log(3) (d) 5log(3) +3log(2)

1

5.6.3 Considere a funcdo f(x) = ————.
¢do f(x) 2x2—-4x—-6

(i) Sua integral indeﬁnida é dada por

1 x+1
(a)—log ) +C (b)glog 3 +C

(© (d)

——+C
(x—=3)2(x+1)2
(ii) Suaintegral definida fol f(x)dx éiguala

1 1 1 7
(a) —glog(?)) (b) glog(?)) (© 3 (d) =

5.6.4 Consid funca ==
onsidere a funcao f(x) Z—6x19

(i) Suaintegral indefinida é dada por
(@) 2log|x—-3|+C (b) 2log|x+3|+C

1 1
—+C d ——+C
© xX+3 (d) -3

(ii) Suaintegral definida fol f(x)dx éiguala
1 1
(a) s (b) e (c) 2log(2/3) (d) 2log(4/3)

5.6.5 Considere a funcao f(x) = ——.
¢do f(x) x2—6x+10

(i) Suaintegral indefinida é dada por

(a) xatg(x—-3)+C (b) atg(x—3)+C
3 3x

o 4C (o
()x3—9x2+30x ()x3—9x2+30x

Capitulo 5. Integral

(x+3)2(x-1)2 e



5.7. Volumes, comprimentos e dreas 261

(ii) Suaintegral definida fz‘o’ f(x)dx éiguala

T T 10 9
(a) > (b) 1 (© B (d) 12

5.7 VOLUMES, COMPRIMENTOS E AREAS

Nesta secdo, vamos mostrar como podemos utilizar a integral definida de uma
dada funcado f num dado intervalo [a, b] para o calculo de volumes, compri-
mentos e areas. Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos [xj, xX;+1] de
tamanhos iguais, temos que a integral definida de f em [a, b] pode ser de-
composta da seguinte forma

(5.18)

onde

Ty X5 T

\ 4

1 T2 T3

Figura 5.16: Somas superiores e inferiores da funcao f.



262 Capitulo 5. Integral

Denotando por My e por my, respectivamente, 0 maximo e o minimo da
funcdo f no intervalo [xi, Xi+1], pela monotonicidade da integral, temos que

Xk+1
mpAx < [ < MiAx,

Xk

como ilustrado pela Figura 5.16. A n-ésima soma inferior e a n-ésima soma
superior sao definidas, respectivamente, por

Sp=mAx+---+m,Ax S,=MAx+---+M,Ax

Utilizando a equacao (5.18), segue que

(5.19)

E possivel mostrar que se f é continua as sequéncias das somas inferiores
e das somas superiores se aproximam da integral. Na proposicao seguinte,
demonstramos esse fato apenas para o caso de fun¢ées monétonas.

Proposicao 5.12: Se f é continua, entao

Prova: Vamos demonstrar a proposi¢do apenas no caso em que f é mono-
tona. Consideramos o caso em que f € crescente, deixando o caso em que f
é decrescente como exercicio. Primeiro mostramos que S, — s, — 0. De fato,
como f é crescente, temos que My = f (xr+1) € my = f(x), como ilustra a
Figura 5.17. Neste caso, colocando Ax em evidencia, temos que

Sn=(f () + f (x3) +++++ f (Xp41)) Ax

sn=(F () + f(x2) +-+ f (xn) Ax.
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Segue entao que
Sp—S$n= (f (Xn+1) — f(xl)) Ax
€ portanto que

Sn—sn=(f(b) - f (@) (ﬂ) —0,

n
como ilustrado pela Figura 5.17.

fb) prmmmmmmm e

fa) |-

»
>

T T T3 T4 Ty T
Figura 5.17: Somas superiores e inferiores de uma funcao monétona.

Subtraindo s, nos trés termos da desigualdade (5.19), segue que

b
a

Pelo Teorema do Sanduiche, segue que

b
f f_sl’l_)o)
a

s,,—»fabf.

b
Sn:(Sn—sn)+sn—>f f.
a

que é o mesmo que

Finalmente, temos que
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VOLUME DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

Os conceitos de somas superior e inferior podem ser utilizado para o cdlculo
de volumes. Dada uma funcao geratriz g = 0 definida no intervalo [a, b], de-
notamos por S a superficie obtida pela rotacdo do gréfico de g em relacao ao
eixo horizontal, como ilustrado pela Figura 5.18.

A

\ 4

Figura 5.18: Volume de um sélido de rotacao em relacdo ao eixo horizontal.

Denotamos por V o volume da regiao interna delimitada pela superficie
S e pelos planos transversais ao eixo horizontal passando, respectivamente,
pelo ponto x = a e pelo ponto x = b. Dividindo o intervalo [a, b] em n sub-
intervalos [xg, Xx+1] de tamanhos iguais a Ax, temos que o volume V é dado
por

V=Vi++V,

onde Vi é o volume da regido delimitada pela superficie S e pelos planos
transversais ao eixo horizontal passando, respectivamente, pelo ponto x = xj
e pelo ponto x = xj4;, como ilustrado pela Figura 5.18. Para cada k, deno-
tando por Ry e rg, respectivamente, o raio maximo e o raio minimo dados
pela func¢do g no intervalo [xg, Xi+1], temos que o volume Vi é menor que o
volume do cilindro de altura Ax e raio Ry e é maior que o volume do cilindro
de altura Ax e raio ri. Como o volume de um cilindro é o produto da drea de
sua base pela sua altura, temos que

nr,%Ax < Vi< nRiAx.



5.7. Volumes, comprimentos e dreas 265

Como a drea do circulo formado pela intersecao da superficie S como o plano
transversal passando por x é dada pela funcao

f)=ngx)? I

temos que o minimo e o maximo da funcao f no intervalo [x, xx+1] sdo da-
dos, respectivamente, por

mk:ﬂr,% e Mk:nRi.
Temos entao que
miAx < Vi < MiAx
e, somando todos os volumes V., temos que
spn<V<Sy,, (5.20)

onde
Sp=mAX+---+muAx e Sp=MAx+---+M,Ax

sdo, respectivamente, a n-ésima soma inferior e a n-ésima soma superior da
funcdo f. Pela equacao (5.20), pela Proposicao 5.12 e pelo Teorema do San-
duiche, temos que

b
V:f f(x) dx,
a

de modo que

b
\% :f th(x)2 dx
a

(5.21)

ou seja, o volume é a integral da drea das se¢des transversais ao longo da
altura do sélido de revolucao.

Vamos agora aplicar esses resultados e calcular o volume da esfera de raio
r. Vamos primeiro considerar essa esfera dada pela rotacdo, em relagdo ao
eixo horizontal, do gréfico da funcdo g(x) = vr?—x?, definida em [-r, 1],
como mostra a Figura 5.19. Pela equacao (5.21), temos entao que

r

7 g(x)2 dx
-r

nf_r (r*—x*) dx

v
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de modo que

\

Figura 5.19: Volume da esfera por rotacdo em relacao ao eixo horizontal.

SOMAS DE RIEMANN

Escolhendo um ponto x;‘; qualquer do intervalo [xg, X+1], uma soma de Rie-
mann da funcéo f no intervalo [a, b] com n fatores é dada por

f(x7)Ax 4+ f(x;) Ax

Como my < f(x}) < My, segue que
sn< f(x])Ax+--+ f(x))Ax < Sp.

Pela Proposicao 5.12 e pelo Teorema do Sanduiche, segue que

b
Fla)axesf(g)as — [ g
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Utilizando a nota¢do para o somatério dos n primeiros termos de uma se-
quéncia ay dada por

n
Y ar=ai+--+ay
k=1

temos entao que uma soma de Riemann da fungdo f no intervalo [a, b] com n
fatores é dada por

Xn: f(xp)Ax.
k=1

Segue entao que

n b
Zf(x,t)Ax — ff(x)dx

k=1

o que explica a notacdo de integral, onde a letra grega X, que denota somato-
rio, é substituida pelaletralatina “S"estilizada f e, por outro lado, a letra grega
A, que denota variacao, é substituida pela letra latina “d".

COMPRIMENTO DE GRAFICOS

O conceito de soma de Riemann pode ser utilizado para o célculo tanto de
comprimentos quanto de dreas. Vamos primeiro determinar a integral que
fornece o comprimento do grafico de uma funcao suave g, definida em [a, b],
como ilustrado pela Figura 5.20. Dividindo o intervalo [a, b] em n subinter-
valos [xg, Xx+1] de tamanhos iguais a Ax, temos que o comprimento C de g
pode ser aproximada por

que é o comprimento da poligonal ilustrado pela Figura 5.20 que é dado
pela soma dos comprimentos Cy dos seguimentos de reta ligando os pontos
(xk, & (x1)) € (xk+1, & (Xg+1)). Pelo teorema de Pitagoras, temos que

C2 = (Ax)% + (Ay)*.
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|
|
R R

\ 4

|
|
|
!
a T Th+1 b

Figura 5.20: Comprimento do grafico de uma funcao suave.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que existe x;. € (xx, Xk+1) tal que

Ay "
Ax g (xp).
Logo
C,ZC = (Ax)*+ (8" (x5) Ax)z.
e portanto

Cr=1\/1+g (x;;)zAx.

Quanto maior o nimero de segmentos de reta, mais proximo o comprimento
da poligonal vai estar do comprimento de g, de modo que

n n
kZCk:kZ\/l+g’(x,’z)2Ax - C.
-1 -1

Por outro lado, definindo-se

fx)=y/1+g (x)?

temos que o comprimento aproximado é uma soma de Riemann da funcao f
€ portanto

n n b
Y Ck =) f(x)Ax — f f(x) dx.
k=1 k=1 a
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Pela unicidade dos limites segue que

b
C:f f(x) dx, (5.22)

de modo que

b
c:f \V1+g' (x)?dx

(5.23)

Vamos aplicar esse resultado para calcular o comprimento de um cabo de
energia sustentado por duas torres de alta tensdo, como ilustrado pela Figura
5.21. A funcdo que descreve essa curva numa unidade de medida conveniente

A

Figura 5.21: Comprimento de um cabo de energia.

é a denominada catendria ou cosseno hiperbdlico cuja expressao é dada por
e*+e*
2

A derivada do cosseno hiperbdlico é denominada seno hiperbdlico e sua ex-
pressao é

g (x) =cosh (x) =

X —X

2
Essas funcodes sao denominadas funcoes trigonométricas hiperbélicas, pois
do mesmo modo que as fung¢des trigonométricas classicas satisfazem equa-
¢ao do circulo unitério X%+ y2 =1, ou seja,

senh (x) = ¢

cos(x)2 + sen (x)2 =1,
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elas satisfazem a equacao da hipérbole unitaria x> — y? = 1, ou seja,
cosh (x)?> —senh (x)? = 1.

A verificacdo dessa propriedade é deixada como exercicio. Pela equacao
(5.23), temos entao que

b
C = f\/1+cosh’(x)2dx
o
f\/1+senh(x)2dx
a
b

f cosh (x) dx

[senh (x)15,

C =senh (b) —senh (a) I

de modo que

AREA DE SUPERFICIES DE REVOLUCAO

Vamos encerrar esta secdao determinando a integral que fornece a 4rea da su-
perficie S, obtida pela rotacdo, em relacao ao eixo horizontal, do grafico de
g =0, definida em [a, b], como ilustrado pela Figura 5.22. Dividindo o inter-
valo [a, b] em n subintervalos [xj, x;+1] de tamanhos iguais a Ax, temos que
a drea A da superficie S pode ser aproximada por

n
Y A=A+ + A,
k=1

que € a soma das dreas

g (Xg41) + 8 (xx)
2

Ap = 2n( ) (Ax)2 + (Ay),

das cascas laterais L obtidas pela rotacao do segmento de reta que liga o
ponto (X, g (xx)) ao ponto (xg+1, g (Xk+1)), como ilustrado pela Figura 5.22.
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\ 4

Figura 5.22: Area de uma superficie de rotacdo em relacdo ao eixo horizontal.

Para a obtencao da férmula da drea A, pode analisar os pedacos da su-
perficie S onde o grafico do perfil g nao muda de forma. Em cada um desses
pedacos, g pode ser crescente ou decrescente e com concavidade para cima
ou para baixo. Vamos analisar o caso em que g é crescente com concavidade
para cima, sendo que nos outros casos a andlise € similar. Neste caso, temos
que g e g’ sdo crescentes, mostrando que

2ng (x) <21

+
(g(xk+1)2 g(xk)) <27mg (Xk+1)

e também que

A 2

uma vez que, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (xx, xi+1) tal que

Ay

Ax:g ().

Multiplicando-se as duas desigualdades acima, obtemos a desigualdade

A
flx) < A—fc < f (X1,
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onde

f(x)=2mgx)\/1+g (x)?

Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe x,’; € [xr, Xx+1] tal que

de modo que
n n
2 A=) f(xp)Ax
k=1 k=1
é uma soma de Riemann da funcédo f. Portanto

n b
Y A — f f(x)dx.
k=1 a

Pela unicidade dos limites segue que

b
zf f(x) dx,

b
A:an g()\/1+g (x)%dx

de modo que

(5.24)

Vamos agora aplicar esse resultado e calcular a drea da esfera de raio r.
Temos que a esfera é dada pela rotacdo, em relacao ao eixo horizontal, do
grafico da funcdo g (x) = Vr2 — x2, definida em [-r, r], como mostra a Figura
5.19. Temos que

N
g (x) = s

e, pela equacao (5.24), segue entdo que

2
A = Zztf vVr —xz\/1+ )dx
-r ViZ—x2
= an V2 —x? x2
_r -

f rdx,
-r
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de modo que

A=4xr? I

5.8 PENDULO SEM ATRITO

Nesta secao, determinaremos o movimento do péndulo sem atrito. Em pri-
meiro lugar, vamos determinar sua Lei de Conservacao da Energia. Supomos
que a haste rigida que sustenta a ponta do péndulo possui comprimento L e
massa desprezivel.

\/

Figura 5.23: Péndulo sem atrito.

A forca tangencial F atuando na ponta do péndulo de massa m é tal que

E_ t
7o sen (a (1))

onde P = —mg é a forca peso e o angulo «@ = a (¢) é uma funcdo do tempo ¢ e
é ilustrado pela Figura 5.23. Pela Segunda Lei de Newton, temos que F = ms”,
onde a aceleracao tangencial é dada por

s"()=La" (t) I
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uma vez que a posicao tangencial é dada por

s(t)=La(t) I
Portanto, temos que
mLa" (1) = —mg sen (a (1)) I
(5.25)

Multiplicando a equacdo (5.25) por ' (f) e integrando em relacgdo a f,
segue que

mLfa”(t) a (n)dr= mgf— sen(a (1) a’ (1) dt
(5.26)

Temos que

(t 2
fa"(t)a'(t)dt:(fydy) :a() +C,
y:a/(t) 2

poisdy=a" (t)dte

f— sen(a () a’ (1) dt= (f— sen (z) dz) = cos(a (1) +D,

z=a(r)

pois dz = a' (1) dt. Multiplicando a equacdo (5.26) por L e substituindo as
expressoes das integrais indefinidas, segue que

12a (1)°

—mgLcos(a(t) =K,

onde K = D — C é uma constante arbitraria. Como a velocidade tangencial é
dada por
v(n)=s'"(1)=La' (1)

e a altura em relacdo ao solo é dada por

h(t)y=L-L t
(1) cos (a (1)) (5.27)

2 I
m% +mgh(t)=E

onde E = K+ mgL é a energia mecanica do sistema.

temos que
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CONDICOES INICIAIS

a(0)=0 e a (0)=0 I

Temos entdo que ponta do péndulo € solta da altura 2L com velocidade nula,
de modo que

Vamos supor que

02
E = mE +mg L) =2mgL.

Neste caso, segue que

La' (1)
m
2

+mgL(1- cos(a(r))=2mgL.
Isolando a’ () e simplificando, obtemos que

a' (0= ZTg (1+ cos(a(1)).
Agora vamos utilizar a seguinte identidade trigonométrica

1+ cos(a) =2 cos(a/2)2,

cuja demonstracdo é deixada como exercicio. Temos entdo que

a (1% = %g cos (a (t) /2)?,

a' (1) _2\/§
cos(a()/2) VL

Integrando essa equacao na variavel ¢, segue que

"(t /
f a—() d t=2 g t+ R
cos(a (1) /2) L
Para calcularmos essa integral, utilizamos a substituicao

a=a(t)/2 e 2da=a' (t) dt I

0 que mostra que

(5.28)
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de modo que

!
fa—(l‘) dt = (f 2 da:) .
cos (a (1) /2) cos (a) a=a(®)/2

Temos entao que
2 2
f da = f—cos(oc) da
cos (a) cos (a)?
2
_ f cos(a) da
1 - sen(a)?
2

2]
I-x x=sen(a)

onde utilizamos a substituicao x = sen(a), de modo que dx = cos(a) da.
Vamos agora utilizar o método das fragdes parciais. Como

1-X*=1-x0+x),

temos que existem constantes A e B tais que
2 A B
= + .
1-x2 1-x 1+4x
Colocando as fra¢oes do lado direito no mesmo denominador, temos que
2 A(l+x)+B(1-x)

1-—x2 1-x)(1+x)
(A-B)x+(A+B)

1—x?

Como os denominadores sdo iguais, temos que

2=(A-B)x+(A+B),
o que, por igualdade de polinémios, mostra que
A-B=0 e A+B=2.
Resolvendo esse sistema, obtemos que A = B = 1. Portanto

2
f dx = fidx+fidx
1—x2 1+x 1-x

log(|]1+x]) —log(I1—x[)+S

1 (1+x
0 —
8 1-x

J+s.
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Como

x= sen(a)= sen(a(t)/2) I

Temos que

a' (1) 1+ sen(a (1) /2)
f—dtzlog( )+
cos(a(t)/2) 1- sen(a(t)/2)

Utilizando a equacao (5.28), segue que
1 /2 /
log( +senfeld )):2 §t+T
1-sen(a(r)/2) L

onde T'= R—S. Supondo que a (0) =0, obtemos que T =log(1) = 0 e também
que

1+ sen(a(8)/2) _ ez\/%t.
1- sen(a(r)/2)
Isolando sen (a (7)/2), temos que

2E

e
sen(a(t)/2) =

= .

ez\/} +1

Agora vamos utilizar a seguinte identidade trigonométrica
1 - cos(a) =2 sen(a/2)?,

cuja demonstracdo é deixada como exercicio. Temos entao que

2,/ 81

e
1- cos(a(t)):z(

-1
ezﬁt+1) .

Pela equacao (5.27), segue entdo que

h(t):ZL(e—
8
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EXERCICIOS

DE DEMONSTRACAO

5.1 Complete a demonstracao do Coroldrio 5.2, nocasoemquea<b <c.
5.2 Complete a demonstracdo do TFC, mostrando que F' (x 1) = f (x).

5.3 Usando que
1+ cos(2a)

2
cos” (a) =
(@) >

)

mostre que
1+ cos(B) =2 cos*(B/2).

Dica: faca f = 2a na primeira equacao.

DE APLICACAO

4.1 No estudo dos fogos de artificio, suponha que v(#) seja a velocidade de
uma bomba lanc¢ada verticalmente com velocidade inicial v(0) = 50 m/s.
Suponha ainda que a bomba tenha massa m = 0,1 kg, que a aceleragdo
da gravidade seja g = 10 m/s? e que a forca de resisténcia do ar F seja
modelada por F = —0,01 v(#). Nessas condicoes, utilizando a Segunda Lei
de Newton, v(t) é solucao do problema de valor inicial

v'(1)
—— = -0,1 parat>0,
100 + v(?)

v(0) = 50.

(i) Supondo 100 + v(t) > 0, use substituicdao de varidveis para determi-
v'(1)
100+ v(8)
(ii) Use o item anterior e a condicdo inicial v(0) = 50 para obter a fun-
cao v(r).

nar a integral indefinida da funcao

(iii) Determine o instante f); em que a bomba alcanca a altura maxima
usando as aproximacoes log(2) = 0,7 elog(3) =1, 1.

4.2 Nem tudo o que sobe desce! De fato, pode-se imaginar que um corpo seja
langado com uma velocidade tdo grande que acabe escapando da atracao
gravitacional da Terra. Para se ter uma ideia dessa velocidade, denote por
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vp a velocidade inicial, por m a massa e por s(#) a altura do corpo a partir
do solo no instante ¢. Desconsiderando a resisténcia do ar, o corpo estd
sujeito apenas a forca gravitacional F = -m M G/(R + s(1))?, em que G é
constante, M é a massa e R € o raio da Terra. Usando a Segunda Lei de
Newton F = ms”(t), em que s”(¢) é a aceleragao do corpo, segue-se que
s(¢) satisfaz as condigoes

ms"(f) = mMG

(%) C(R+s(0)?
s0) = 0e s0) = vy

(i) Cancelando a massa m e multiplicando a equagdo em (*) por s'(1),
obtém-se que s'(¢) s (t) = —M G s'(t)/ (R + s(t))?. Use substituicdo
de varidveis para determinar a integral indefinida de cada uma das
funcoes s'(1) s"(t) e —=M G s'(£)/ (R + s(1))?.

(ii) Usando o item anterior, verifique que s'(¢)?> pode ser expressa em
termos da funcao s(¢), das constantes M e G e de uma constante
arbitrdria C.

(iii) Use as condigoes iniciais s(0) = 0 e s'(0) = vy para determinar a
constante C.

(iv) Mostre que, se

entdo a velocidade s'(r) é sempre positiva. A constante v, é deno-
minada a velocidade de escape da Terra.

4.3 Para um sistema massa-mola na auséncia de atrito, temos que a energia
mecanica

mv(0?  ks(t)?
2 " 2
se conserva, onde s(f) e v(t) sdo, respectivamente, a posicao e a veloci-
dade do bloco, m é amassa do bloco e k é a constante de Hooke. Supondo
que a massa é m = 1 e a constante de Hooke é k = 72, a posicdo inicial é
s(0) =0 e a velocidade inicial é v(0) = 27, a energia total é entao E = 272,
A equacdo da conservac¢do da energia é entdo equivalente a

=E

s'(1)
(*) —_— =7
V4-—s(t)?
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()

(i1)

(ii1)

(iv)

Capitulo 5. Integral

Use a regra da substituicdo para transformar a integral
f sS'()/\V4A-s(H)2dt em uma outra integral na variavel u que
nao envolva a derivada s'(¢).

Calcule a integral na variavel u do item anterior usando o método
da substituicdo trigonométrica.

Use a equacao (x) e os itens anteriores para determinar uma ex-
pressao de s(f) envolvendo uma constante arbitrdria C.

Determine C em funcao da posicdo inicial s(0).

4.4 Um modelo para o estudo da velocidade v(t) de um paraquedista é supor
que a forca de resisténcia do ar sejaigual a b v(t)?, isto 6, proporcional ao
quadrado da velocidade. A Segunda Lei de Newton fica

mv'(t) = —mg + bv(t)>.

Suponha os valores de b = 700 kg/s, da aceleracao da gravidade g = 10
m/s? e da massa conjunta do paraquedas e do paraquedista m = 70 kg.
Da Segunda Lei de Newton segue que

(1)

(i)

(ii1)

(iv)

AU T
¥) ——— =-—10, .
v(n?-1
Use a substituicio u = v(f) para transformar a integral

f V() dt/(v()? = 1) em uma outra que ndo envolve a derivada
V().

Calcule a integral na varidvel u do item anterior usando o método
das fracoes parciais.

Supondo v(#) —1 > 0, use a equagao (*) e os itens anteriores para
determinar uma expressao de v(f) em termos da funcdo exponen-
cial e uma constante arbitrdria C.

Se o salto for efetuado de uma altura suficientemente grande, a

velocidade com que o paraquedista alcanca o solo é aproximada-
mente igual ao limite tlim v(t). Calcule esse limite e verifique que o
—00

resultado é independente da constante arbitraria C.

O mecanismo de suspensdo dos automadveis consiste num sitema com-
posto de uma mola e de um amortecedor. Temos, da Segunda Lei de
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Newton, que a posicdo vertical s(#) de um dado veiculo satisfaz a equa-
cao

ms" (t) +cs'(t) + ks(t) =0,
onde m =1 é amassa do automoével, ¢c =4 é aviscosidade do amortecedor

e k = 4 é a constante de Hooke da mola. Se escrevemos s(¢) = el v dt ,
temos que y(t) satisfaz a equacao integral de Ricatti

1
[l a) -wm
mx*>+cx+k ) oy

onde D é uma constante arbitraria.

(i) Calculeaintegral [ 1/(mx*+cx+k)dx utilizando o método das fra-
¢oOes parciais. Esse é um sistema critico, supercritico ou subcritico?

(ii) Utilize o item anterior e a equacdo integral de Ricatti para obter a
expressdo de y(f), em func¢do de ¢ e de uma constante arbitrdria.

(iii) Calcule a integral [ y(f) dt e obtenha a expressdo de s(t) = e/ yar,

em funcao de ¢ e de duas constantes arbitrarias.

(iv) Ses(0)=0e v(0) =—1, determine o valor das duas constantes arbi-
trarias do item anterior. Faca o esboco do grafico de s(#).

(v) Refaca ositens anteriores, exceto o esboco do gréfico, supondo que
m=1, c=4equeagora k =5.
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2.5 CONTINUIDADE DE FUNCOES
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3.1 RETA TANGENTE E VELOCIDADE
3.1.1 (¢

3.1.2 (b)

3.1.3 (i) (@), (i) (b)

3.1.4 (1) (a), (i1) (o)

3.1.5 (a)

3.1.6 (b)

3.1.7 (i) (d), (ii) (b)

3.1.8 (i) (d), (i) (a)

3.2 FUNCAO DERIVADA E ACELERACAO
3.2.1 (o

3.2.2 () (@), (ii) (b)

3.2.3 (d)

3.2.4 (i) (c), (i1) (0

3.2.5 (a)

3.2.6 (a)

3.2.7 (i) (b), (i) (a)

3.2.8 ()(c), (i) (@)

3.29 (a)

3.2.10 (b)
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3.3 DERIVADA DA FUNCAO EXPONENCIAL

3.3.1 (b)
3.3.2 (i) (a), (i7) (b)
3.3.3 (o)
3.34 (a)

3.4 DERIVADA DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

3.4.1 (b)
3.4.2 (c)
3.4.3 (i) (b), (ii) (a)
3.4.4 (c)
3.4.5 (b)
3.4.6 (a)
3.4.7 (b)

3.5 DERIVADA DE FUNCOES COMPOSTAS

3.5.1 (b)
3.5.2 (c)
3.5.3 (d)
3.5.4 (a)
3.5.5 (¢)
3.5.6 (a)
3.5.7 ()
3.5.8 (a)
3.59 (d)



3.6 DERIVADA DE FUNCOES INVERSA
3.6.1 (d)
3.6.2 (c)
3.6.3 (a)
3.6.4 (c)
3.6.5 (b)
3.6.6 (b)
3.6.7 (a)

3.6.8 (c¢)

4.1 OTIMIZACAO

4.1.1 (@) (c), (ii) (b), (iii) (d)
4.1.2 (i) (b), (ii) (b), (iii) (c)
4.1.3 (i) (b), (ii) (b), (iii) (a)
4.1.4 (i) (d), (ii) (c), (iii) (b)
4.1.5 (i) (d), (ii) (c), (iii) (b)

4.2 CRESCIMENTO E CONCAVIDADE

4.2.1 (i) (d), (iD) (b), (iii) (d), (iv) (d), (v) (b), (vi) (b)
4.2.2 (i) (o), (iD) (c), (Pi0) (d), (iv) (d), (v) (b), (vi) (b)
4.2.3 (i) (@), (i7) (b), (iid) (c), (iv) (b), (v) (b), (Vi) (c)
4.2.4 (i) (b), (i1) (b), (iid) (0), (iv) (d), (v) (d), (vi) (d)
4.2.5 (i) (b), (i1) (d), (iii) (o), (iv) (o), (v) (b), (Vi) (b)

287
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4.3 ASSINTOTAS HORIZONTAIS E VERTICAIS
4.3.1 (i) (d), (ii) (b), (iii) (b)
4.3.2 (i) (c), (i7) (o), (iii) (¢)
4.3.3 (i) (b), (i1) (@), (iii) (d)
434 (i) (@), (i) (d), (iii) (a)
4.3.5 (i) (b), (i1) (c), (iii) (a)
4.3.6 (i) (@), (i) (d), (iii) (d)

5.1 AREA LIQUIDAE VARIACAO
5.1.1 (c)
5.1.2 (a)
5.1.3 (b)
5.1.4 (b)
5.1.5 (d)
5.1.6 (c¢)
5.1.7 (a)
5.1.8 (a)

5.1.9 (a)

5.2 TEOREMA FUNDAMENTAL
5.2.1 (i) (b), (i1) (a)
5.2.2 (i) (¢), (i1) (d)

5.2.3 (i) (c), (ii) (b)
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5.2.4 (i) (d), (i) (a)
5.2.5 (1) (0), (i1) (a)

5.2.6 (i) (0), (i1) (c)

5.3 SUBSTITUICAO
5.3.1 (i) (d), (i7) (a)
5.3.2 (i) (c), (ii) (c)
5.3.3 (i) (@), (ii) (b)
5.3.4 (i) (b), (ii) (d)
5.3.5 (i) (b), (ii) (a)

5.4 SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA
5.4.1 (i) (c), (i) (a)
5.4.2 (i) (b), (i1) (c)
54.3 (i) (), (i) (a)
5.4.4 (i) (b), (i) (d)

5.5 INTEGRACAO POR PARTES
5.5.1 (i) (o), (i7) (a)
5.5.2 (i) (b), (i) (c)
5.5.3 (i) (b), (ii) (a)
5.5.4 (i) (a), (i7) (d)
5.5.5 (i) (¢), (i) (d)
5.5.6 (i) (d), (ii) ()
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5.5.7 (1) (o), (i7) (a)

5.5.8 (i) (d), (ii) (b)

5.6 FRA(;OES PARCIAIS
5.6.1 (i) (b), (ii) (b)
5.6.2 (i) (o), (ii) (c)
5.6.3 (i) (a), (i7) (a)
5.6.4 (i) (d), (ii) (a)
5.6.5 (i) (b), (i) (b)

Capitulo 6. Gabaritos de Fixacao



APENDICE

APENDICES

A.1 PROGRESSOES GEOMETRICAS

Nesta secdo, vamos considerar limites relacionados a uma dada progressdo
geométrica (r"). Nosso primeiro resultado afirma que essa progressao se
aproxima da origem, desde que -1 <r < 1.

ProposicaoA.1: Se—1<r <1, entao

r'"—0
Prova: Se0<r <1, entao
1
= —
1+a
onde )
a=—-—-1>0.

-
Pode-se mostrar por inducio, o que é deixado como exercicio, que (1+ a)” >
an, para todo n € N. Segue entao que

1 1

n_ <
Q+a)™ an

=<
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e o resultado segue por sanduiche. Se -1 <r <1, entdo 0 < |r| < 1 e, pela
primeira parte da demonstracio, temos que |7"*| = |r|" — 0, 0 que completa a
demonstracao. O

Agora vamos considerar a soma dos n primeiros termos da progressao
geométrica (r¥) partindo de k = 0, denotada por

1+r+r+-+1"

Vamos mostrar que a sequéncia (s,) possui limite, desde que -1 <r < 1.

Proposicao A.2: Se—1<r <1, entdao

Além disso, para todo 0 < r < 1, temos que

1
l+r+r2+-4r"<s ——
1-r

Prova: Temos que

n+1 — n+l1

FSp=T+1% 447 Sp—1+r1

Logo rs, = s, + r"*1 — 1 eisolando s, nessa equacdo, segue que

1— rn+1
=T
A primeira afirmacao segue entdo da Proposicdo A.1 e das regras de limite. A
segunda afirmacao é imediata, pois, para todo 0 < r < 1, temos que

11— 1

< .
1-r 1-r
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A.2 BINOMIO DE NEWTON

Nesta se¢ao, vamos mostrar como relacionar a poténcia (a+ b)" com as po-
téncias a’ e b*, onde 0 < k < n. Primeiro vamos considerar o caso particular
ondea=1eb=x.

Proposicao A.3: Temos que

onde

m_ n!
(k) = kl'(n—-k)!

€ o denominado (k, n)-ntimero binomial. Em particular, temos que

(1) =7

Prova: Temos que (1 + x)" € um polindmio em x de grau n cujos coeficientes
podem a principio depender de n e entao

(07 = ()5 (s (o o (o
onde claramente () = () = 1. Como

A+0)" =1+0"A+x0)=1+0"+1+x)"x,
temos que

@L+0™ = (O +(Dx++ () + () e+ (X"
(D (o () () e ()

(6) + () + (@) +-+ [+ (T2 -+ [() + ()] + ()"

Isso mostra que

(") =+ (),
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para cada 1 < k < n. Vamos utilizar essa férmula para provar por indu¢dao em
nque
n n!

(= Gm—mr
De fato, para n = 1, temos que

NI NI
%)_l_oul—m! © (J_l_lul—nr

Supondo que a férmula vale para n, vamos mostrar que também vale para
n+ 1. Temos entdao que

("D = D+
n! n!
M- k=Dl (n—k+1)!
nn-k+1)+nk
k'(n—k+1)!
nl(n+1)
k'(n—k+1)!
(n+1)!
Kl(n+1-k)!

Finalmente, uma vez que k! = 1, temos que

n! n!

ny _ : — _ — — — k
(k)_k!(n—k)!s(n—k)!_n(n Dn-2)---(n-(k-1)=<n".

O

A tabela abaixo, conhecida como triangulo de Pascal, mostra os nimeros
binomias.

ni() () G () (@)
0] 1

11 1

21 2 1

3|1 3 3 1
a1 4 1
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Encerramos a se¢do com a famosa férmula do bindémio de Newton.

Proposicao A.4: Temos que

Prova: Temos que

(a+b)"=a"1+x)",

onde x = b/ a. Pela Proposicao A.3, temos que

(@+b)" = a"|[(f)+(D)x++ (x4 + (M)x"
= (ga"+(})a"x+ +(Z)a"xk+ +(7)a"x"
- e+ (bt (DB e (0

A.3 LIMITE E MONOTONICIDADE

Nesta secdao, vamos mostrar dois resultados que garantem tanto a existéncia
do limite de sequéncias quanto a existéncia do limite de funcoes mondtonas.
A demonstracao destes resultados esta diretamente ligada a propriedade da
completude da reta R. O primeiro afirma que uma sequéncia monétona limi-
tada sempre possui um limite.

Proposicao A.5: Se a, é mondtona e limitada, entao a,, — a, para algum a €

R.

Prova: Vamos supor que a, é nao-crescente. Definimos o conjunto
C={a,:neNj}

e o0 conjunto
B=1{b:b < a, paratodo neNj},
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B C
S e G )
a  Gp Gpe) a+€

FiguraA.1: Conjuntos Be C.

ilustrados pela Figura A.1.

Temos que C é nao-vazio e, como a, é limitada, temos que B também é
ndo-vazio. Além disso, por defini¢cdo, temos que B < C. Logo, pela comple-
tude de R, existe a € R tal que B < a < C. Dado € > 0, temos que a + € nao
pertence a B. Logo, existe n (¢) tal que

Ape) < at+e.
Como a < C e como a;, € ndo-crescente, temos entdao que
nznlE)=—a<sap<daye<ate.

Portanto
nznE) =0<a,—a<eg,

mostrando que a, — a. O caso em que a, € ndao-decrescente pode ser
reduzido ao caso demonstrado acima, o que é deixado como exercicio. O

O segundo resultado afirma que uma funcdao monétona sempre possui li-
mite laterais.

Proposicao A.6: Se f é uma funcao mondétona cujo dominio é um intervalo
aberto, entao os limites laterais existem.

Prova: Vamos supor que f é ndo-crescente e considerar o limite lateral es-
querdo em a € dom (f). Definimos o conjunto

C={f(x):x<a,xedom(f)}
€ 0 conjunto

B={b:b< f(x) paratodo x < a, x € dom(f)},
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Figura A.2: Conjuntos B e C.

ilustrados pela Figura A.2.

Como dominio de f é um intervalo aberto, temos que C é ndo-vazio e,
como f é nao-crescente, temos que f (a) € B. . Além disso, por definicao,
temos que B < C. Logo, pela completude de R, existe [ e Rtal que B< [ < C.
Dado ¢ > 0, temos que [+ € ndo pertence a B. Logo existe x; < a, x, € dom (f),
tal que

flxe)<l+e.

Se x,, 1 a, entdo existe n (¢) tal que
n=n(E) = x.<xp<a.
Como [ < C e como [ é nao-crescente, temos entdo que
nzn(e) =1<f(xy) < f(xg)<l+e.

Portanto
n=zn(e) =0< f(x,)—-1l<eg,

mostrando que f (x,) — [. Como x, | a é arbitréria, segue que
I=1lim f (x).
xla

Os casos em que f é ndo-decrescente e o limite é o lateral direito podem ser
reduzidos ao caso demonstrado acima, o que é deixado como exercicio. O
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A.4 DERIVADA DE FUNCOES COMPOSTAS

Vamos agora analisar o caso em que g’ (a) = 0, de modo a completarmos a
demonstracdo da Regra da Cadeia.

Proposicao A.7: Se g é derivdvelem a€R e f é derivdvel em g (a), entdo fog
€ derivdvel no ponto a e

(fog) (@=f(g@)g (@

Prova: Como

: _ o f)-Fs@)
f(g(a))_ykg(la) y-g@ '

existe m € N tal que

’f flg@)]_

y—-8(a
para todo y onde 0 < |y — g(a)| < 1/m. De fato, caso contrério, para cada
neN, existiria y, talque 0 < |y, — g(a)| < 1/n e também

‘f J’n (g(d))‘
>n
-g(a)

e, portanto, f nao seria derivavel em g (a), uma vez que y, — g (a), com y, #
g (a). Temos entao que

If(y)-flg@)lsmly-g@]l,

para todo y com distancia a g (a) menor do que 1/m. Portanto

fg)~-f(g@)
X—a
i S (80) - f (g (@)
x—a |x — al
im m|g(x)—g(a)l
x—a |x — al
gx)—-g(a)
X—da
= mlg'(@)|=0,

lim

X—a

0=(fog) (@]

IA

= mlim

X—a
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mostrando que

(fog)@=0=f(g@)g (@.

A.5 PROPRIEDADES DA AREA

Vamos iniciar esta secdo apresentando as propriedades fundamentais que ca-
racterizam o conceito de drea de uma regido plana. Antes devemos introduzir
os conceitos de isometria e de congruéncia de figuras planas. Uma isometria
é uma transformacdo T do plano Cartesiano nele mesmo que preserva a dis-
tancia entre pontos. Pelo Teorema de Pitdgoras, a distancia d (A, B) entre os
pontos A e B satisfaz a seguinte equacao

d(AB)? = (xa—xp)> +(ya—ys)°
em termos de suas coordenadas.
A
Yya + yc

Yya

Yo

\ 4

Figura A.3: Translacdo do ponto A pelo ponto C.

A transformacao

Tc(x,y) = (x+xc, ¥+ yc)
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denominada translagdo pelo ponto C, claramente satisfaz a equagao

d(Tc(A), Tc(B)) =d (A, B) I

para todos os pontos A e B. Portanto, a translacao pelo ponto C é uma iso-
metria, ilustrada pela Figura A.3.

Outro exemplo relevante é a transformacdo Ry, denominada rotacdo pelo

angulo 0, tal que Ry (A) é arotacdo anti-hordria de um ponto A pelo angulo 0,
como ilustrado pela Figura A.4.

\ 4

Figura A.4: Rotacao do ponto A pelo angulo 6.

Pelo caso (LAL) da congruéncia entre tridngulos, temos que a rotacao pelo
angulo 0 satisfaz a equacao

d (Rp (A), Ry (B)) = d (A, B) I

para todos os pontos A e B e também é uma isometria.

Um ultimo exemplo de isometria é a reflexdo em torno do eixo 0y, dada
por

E(x,y) = (-xy)
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\ 4

Figura A.5: Reflexao do ponto A em torno do eixo 0y.

e apresentada pela Figura A.5.
A composicdo de isometrias € uma isometria, pois se T e S sdo isometrias,

entao
d(T(SA), T(SB)=d(S(A),S(B))=d(AB) I

para todos os pontos A e B. Pode-se mostrar que qualquer isometria é uma
composicao de uma translacao, de uma rotacao e de uma reflexao.

Duas regides R; e R, do plano Cartesiano sdo congruentes e denota-se
R, = R, se existe uma isometria T tal que R; = T (R2). Como a composicao
de isometrias € uma isometria, a relacao de congruéncia é transitiva. Clara-
mente ela é reflexiva, pois a transformacao identidade é uma isometria. E
também simétrica, pois pode-se mostrar que toda isometria possui uma iso-
metria inversa.

A drea A(R) de uma dada regido R do plano cartesiano é um nimero real
maior ou igual a zero satisfazendo as seguintes propriedades:

(A1) Unidade: A drea de um quadrado unitério é igual a um;
(A2) Nulidade: A drea de um segmento de reta é nula.
(A3) Aditividade: A drea do todo é a soma da drea das partes, ou seja, se a

regido R é a unido de duas subregioes disjuntas R; e R,, entdo A(R) =
A(R1URy) = A(Ry) + A(Ryp);
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Ry

Figura A.6: Aditividade.

(A4) Monotonicidade: A drea do todo é maior ou igual a drea de cada parte,
ou seja, se R; € Ry é uma subregido, entdo A (R;) < A(Ry);

Figura A.7: Monotonocidade.

(A5) Invariancia: A 4rea de regidoes conguentes é igual, ou seja, se Ry = R,
sao regioes congruentes, entao A(R;) = A(R»);

Ry

Figura A.8: Invariancia.

Como primeira consequéncia das propriedades A1-A5, obtemos a bem
conhecida relacao entre as dreas de tridngulos e de retangulos. Devido a Pro-
priedade A3, como retangulos de lados iguais sdo congruentes, eles possuem
amesma area.
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Proposicao A.8: A drea de um tridngulo de base b e altura h é a metade da
drea de um retangulo de lados b e h.

Prova: Considere o tridngulo AABC e o retangulo LJABEF, ilustrados pela
Figura A.9, tal que AB é a base comum de comprimento b e CD é a altura
comum de compriemanto h, onde D estd entre A e B.

F C E

A D B

Figura A.9: Ponto D entre os pontos A e B.

Pelo caso (LLL) da congruéncia entre tridngulos, temos que o tridngulo
AADC é congruente ao triangulo ACFA e também que o triangulo ADBC é
congruente ao triangulo AECB. Pela Propriedade A5, temos entdo que

AAADC)=A(ACFA) e A(ADBC)=A(AECB)
Além disso, pela Propriedade A3, temos que
A(AABC)=A(AADC)+ A(ADBC)

e também que

A(UABEF) A(AADC)+ A(ACFA)+ A(ADBC)+ A(AECB)
2A(AADC)+2A(ADBC)

2A(AABQC).

A demonstracao do caso em que o ponto A estd entre os pontos D e B é
andloga e é deixada como exercicio. O
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A.6 METODO DA EXAUSTAO

Uma consequéncia das propriedades Al1-A5, apresentadas na Secao A.5, é a
famosa férmula da drea de um retangulo. Como dois retangulos com lados a
e b sdo congruentes, pela propriedade A5, eles tem a mesma drea, que sera
denotada por A(a, b), como ilustrado pela Figura A.10.

Figura A.10: Retangulo de lados a e b.

A densidade de @ em R permite construir sequéncias de nimeros racio-
nais convergindo para cada ntimero a € R. Esse resultado é uma consequén-
cia imediata do Teorema do Sanduiche.

Corolario A.9: Para todo a € R, exitem sequéncias (r,) e (s,), onde 1y, s, € Q
paratodoneN, taisquer, { a| s,, ouseja, r, | a etambém s, | a.

Prova: Pela densidade de @ em R, para todo n € N, existem ry,, s,, € Q tais que

1 1
n

como ilustrado pela Figura A.11.

Figura A.11: Sanduiche de sequéncias de fracoes.
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O resultado segue do Teorema do Sanduiche e da regra da soma, uma vez
que

at——a.
n

Vamos demonstrar entdo a famosa férmula da drea de um retangulo.
Proposicao A.10: A drea de um retangulo € igual ao produto dos seus lados,

ou seja, temos que
A(a,b)=ab I

Prova: Como ilustrado pela Figura A.12, utilizando as Propriedades A3 e A5 e
também a definicao de soma, obtemos que

A(a+b,c)=A(a,c)+A(b,c),
paratodos a, b, c € R.

A(a+b,c)

c | Ala,c)

Figura A.12: Retangulos justapostos.

Utilizando o Principio da Inducdo, pode-se mostrar que A(na,b) =
nA(a,b), para todos a,b € R e todo n € N, o que é deixado como exercicio.
Logo

a 1
A(—,b) - 2 A(a,b)
n n
pois
a
nA(—,b) - Ala,b).
n
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Portanto, obtemos que

Se
m k
r=— e s=-,
n l
entao
m k mk
A(r,s)=Al—,—-|=—=A,1)=rs,
n l nl

onde utilizamos que A(a, b) = A(b, a) e, na ultima igualdade, a Propriedade
Al. Portanto, a férmula é verdadeira para retangulos de lados racionais.

Agora demonstramos a férmula para lados a e b quaisquer. Pelo Corolario
A.9, existem sequéncias de racionais (1), (S5), (u,) € (v,) taisquer, 1 al u,
eques, 1 bl vy,

Ay, vy)

Figura A.13: Sanduiche de retangulos.

Como mostra a Figura A.13, temos entao que
TnSp = A(rp, sp) < Aa,b) < A(up, vp) = Unvy.

Oresultado segue entao da regra do produto e do Teorema do Sanduiche. O

Como consequéncia imediata das Proposicoes A.10 e A.8, obtemos a
conhecida férmula para a drea de um triangulo.

Corolario A.11: A drea do triangulo é metade do produto da base pela altura.

Uma das mais remotas aplicacoes do conceito de limite de sequéncias é o
célculo da érea do circulo trigonométrico D através do denominado método
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da exaustdo. Tal método baseia-se na aproximacao da drea do circulo trigo-
nométrico através das sequéncias das dreas dos poligonos regulares inscritos
e circunscritos.

Ll L2

9!

Cy

Figura A.14: Sanduiche do circulo com poligonos regulares.

De fato, vamos considerar as sequéncias A(I,) e A(C,), onde I, é o poli-
gono regular inscrito de 2"*1 lados, descrito anteriormente na Secan2.2,e Cy,
é o poligono regular circunscrito de 2"*! lados. Como ilustrado pela Figura
A.14, temos que I; e C; sao, respectivamente, os quadrados inscrito e circuns-
crito e que I, e C, sdo, respectivamente, 0s octdgonos inscrito e circunscrito.
Os comprimentos dos lados de I,, e C;, sao denotados, respectivamente, por
I, e L,.

A Figura A.15 destaca um triangulo elementar que compoe I, e também
um triangulo elementar associado que compode C,,. Enquanto o triangulo ele-
mentar de C, possui base de comprimento L, e altura com comprimento 1, o
triangulo elementar de I,, possui base de comprimento [, e altura com com-
primento denotado por h,, da mesma maneira que na Sec¢do 2.2. Como o
numero de triangulos elementares € igual ao numero de lados, temos entao
que a 4rea dos poligonos regulares é o produto do nimero de seus lados pela
drea comum dos seus triangulos elementares. Ap6s simplificacoes, obtemos
as seguintes expressoes para as areas

A(Cp)=2"L e A, =2"1,h
(Cn) n (n) n'tn A1)
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Figura A.15: Triangulos elementares de I, e Cj,.

Vamos mostrar em primeiro lugar o seguinte resultado.

Proposicao A.12: A(I,) 1 A(D), onde A(D) é a drea do circulo trigonomé-
trico.

Prova: Utilizando o fato de que I, € D c C,, e também a terceira propriedade
da érea, apresentada na Se¢do A.5, temos que

A(ly) = AD)= A(Cp). (A.2)

A partir das desigualdades (A.2), obtemos as seguintes desigualdades

0<AMD)-A(, < A(Cy,-A(,) (A.3)
(A(Cn) )
= Al -1
Aly)
< A(D)(A(Cn)—l)
Aly)

Pelo Teorema do Sanduiche, basta mostrarmos que o tltimo termo das desi-
gualdades (A.3) converge para zero, o que, pelas regras de limite, é o mesmo
A(Cp)

A(ly)
A.15. Por semelhanca de triangulos, temos que

que mostrar que — 1. Para isso, consideramos novamente a Figura

L, 1
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l 2
e, pelo Teorema de Pitdgoras, h,Z,L =1- (En) . Portanto, pelas equacoes (A.1),

segue que
ACy) I,
Alp) Inhn
1
= 2
B 1
-(3)
2
o A(Cy)
Pelas regras de limite, para mostrarmos que A — 1, basta mostrarmos
n

que I, — 0. Isso segue mais uma vez do Teorema do Sanduiche e da seguinte

desigualdade
0<l,< A(D) (A.4)
=tp = Znhl ] .
que é demonstrada da seguinte maneira. Como A(I,) < A(D), pela equacao
(A.1), temos que

A(D)
0<l,=
"7 onp,
e a desigualdade (A.4) segue do fato de que h; < h;, o que é demonstrado na
Secao 2.2. O

A Proposicao A.12 também implica que a sequéncia SP (I,;) dos semiperi-
metros dos poligonos inscritos é realmente convergente, o que foi indicado
apenas numericamente na Se¢ao 2.1.

Corolario A.13: Temos que

SP(I) — A(D) I
A(D)=n=SP(D) I

onde SP (D) é o semi-perimetro do circulo trigonométrico.

e que
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Aly)

n
que h, — 1. Como I2 = 1 — h2, temos que

Prova: Como SP(I,) =2"1, =

, pela regra do quociente, basta mostrar

0<1l-h,= <.

O resultado segue entdo pelo Teorema do Sanduiche, umavezque [/, — 0. O
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EXERCICIOS

DE DEMONSTRACAO

5.1 Mostre por inducido que (1 + a)” > an, para todo n € N, onde a > 0.

5.2 Complete a demonstracao da ProposicaoA.5, considerando o caso em
que a, é nao-decrescente.

5.3 Complete a demonstracao da Proposi¢do A.8, como indicado na Figura
A.16.

C F E

D A B

Figura A.16: Ponto A entre os pontos D e B.

5.4 Mostre por indugdo que A(na,b) = nA(a,b) para todo n € N, utilizando
que
A(a+b,c)=A(a,c)+A(b,c),

para todo a, b, c € R.
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