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Aos meus alunos,

que me ensinaram como escrever este livro.
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Apresentacdo

A estrutura geral dos livros diddticos em Matemdtica permanece a mesma
desde os tempos de Euler, em particular ap6s a publicagdo do seu Introduction
in Analysin Infinitorum (Introdugdo a Andlise dos Infinitos), livro que estabeleceu
os padrdes nesta drea. Assim é que, de inicio, é apresentada uma teoria geral, abs-
trata, capaz de ser apreciada pelos mais refinados matematicos, para em seguida
serem apresentados os exemplos que dao suporte a teoria.

No entanto, se por um lado essa estrutura é apropriada aqueles que ja tém um
primeiro contato com a teoria, por outro cria uma barreira as vezes intransponivel
para os ndo iniciados. E comum, por exemplo, que os alunos dependam de pro-
fessores para fazer suas leituras, pois sao necessdrios esses guias para conduzi-los
com seguranga até os exemplos significativos. E, em um primeiro contato, sdo
esses exemplos significativos a for¢a capaz de motivar os alunos.

Recentemente, a estrutura classica dos livros diddticos em Matemadtica tem
sido questionada, por varios motivos. Talvez a escassez de professores, ou a de-
manda pelo ensino a distdncia. O fato é que tem aumentado a procura por livros
que possam ser lidos sem o auxilio de um professor, que deem autonomia aos
estudantes, que sejam capazes de motivar a partir de situacdes conhecidas dos lei-
tores. Nesse sentido, uma primeira tentativa € inverter a ordem cldssica: apresentar
primeiro os exemplos, e isso em uma linguagem que possa ser entendida pelos ini-
ciantes, e s6 entdo introduzir a linguagem e o formalismo préprios da disciplina.
Essa é a ordem natural da aprendizagem, que parte do particular para o geral.

E essa é a ordem em que os conteddos sdo aqui apresentados. Primeiro os
exemplos. Claro que é uma estrutura propria para um primeiro contato, e espera-
se que os alunos venham a aprimorar seus conhecimentos em situacdes futuras,
valendo-se inclusive de livros no formato cldssico. Mas o primeiro contato ofere-
cido por esse texto € certamente um bom come¢o de caminhada.
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O livro foi escrito a partir de notas de aulas ministradas pelo autor ao longo
de vérios anos, e vale registrar os agradecimentos aos ex-alunos Angélica Lorrane,
Deivid Vale e Yuri Santos, que registraram as aulas em seus manuscritos e me cede-
ram esses registros ja digitalizados. Sem esses registros talvez esse livro ndo viesse
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Retas no plano

De inicio serd apresentada uma breve revisdo, apenas o essencial, sobre vetores e
suas propriedades. Apesar de elementares, 0s conceitos revistos aqui serdo usados
de maneira sistematica durante todo o livro, e vale revé-los com cuidado.

Plano cartesiano
O plano cartesiano é o conjunto dos pares ordenados R?> = {(x,y); xe y € R}, e
pode ser identificado com o plano euclidiano introduzindo-se um sistema de eixos
ortogonais &'xy, como ilustra a figura da esquerda abaixo. Da figura percebe-se
que, a cada ponto do plano, corresponde um tnico par (x,y), dito as coordenadas
do ponto; e reciprocamente, a cada par corresponde um tnico ponto. Com essa
identificacdo diz-se que o plano euclidiano é o conjunto R.

Por simplicidade, serd usada a mesma notag@o para o ponto P = (x,y) e para
o vetor P = (x,y), que é o segmento de reta orientado 0P que parte da origem
0 = (0,0) e termina em P.

Py+ P,

Yo +y1

] /
Yo / Py

17 X 17 X1 X0 Xp + X1

Para Py = (x9,y0) € P = (x1,y1) em R? e r € R, define-se a soma e a multipli-
cacdo por escalar por meio das igualdades

Py+ Py = (xo+x1,y0 +y1) € rPy= (rxo,ryo) (L.1)
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A soma tem uma interpretacdo geométrica interessante, ilustrada na figura da
direita acima. De fato, observe que o ponto P; foi obtido marcando-se, a partir
da origem, uma disténcia x; ao longo do eixo Ox e uma distancia y; ao longo do
eixo Oy. Ja as coordenadas de Py + P; foram obtidas da seguinte forma: a partir de
X0, marca-se uma distancia x; ao longo do eixo Ox, e a partir de yy marca-se uma
distancia y; ao longo do eixo &y. Assim, Py+ P; pode ser visto como 0 mesmo
vetor P; transladado para a nova origem Fy.

Resumindo, a soma Py + P; corresponde a transladar o vetor P; para o ponto
Py. Trocando o papel entre esses pontos, obtém-se também que a soma Py + P;
corresponde a transladar o vetor Py para o ponto P;. Essa interpretagdo d4 origem
a regra do paralelogramo: a soma de dois vetores corresponde a uma diagonal do
paralelogramo gerado por eles.

O vetor Py, ilustrado na figura da direita da pdgina 15 e correspondente ao
segmento EP?, foi identificado como o segmento Py(Py+ P;). Essa identificagdo
facilita a visualizacdo de algumas operacdes algébricas e, em geral, o segmento
orientado PQ, de origem P e extremidade em Q, serd identificado com o vetor
Q — P, de origem em & ¢ extremidade em Q — P.

A interpretacdo geométrica da multiplicagdo por escalar é facil: ela prolonga
ou contrai o vetor, podendo alterar o seu sentido, mas néo a sua dire¢do. Isso por-
que, se a inclinagdo de Py = (xp,y0) em relacdo ao eixo Ox é i—g, entdo a inclinagdo
de rPy = (rxo,ryo) em relagdo ao mesmo eixo também é ?73 = f{—g A figura da
esquerda abaixo ilustra os casosem que r <0e 0 <r < 1.

Em particular, para r = —1, obtém-se que o vetor —P; = (—1)P; = (—x1,—y1)
tem a mesma direcio, mas sentido oposto ao de P;.

P

P 0<r<1

rPr<0

Agora a diferenca Py — P; pode ser mais bem interpretada, diferenca entendida
como a soma P+ (—P;). Observe na figura da direita acima que Py — P; é uma
diagonal do paralelogramo gerado por Py e —Py, e esse paralelogramo € congruente
éq_ug:le gerado por Py e P;. Assim, Py — P, pode ser identificado com o segmento
PPy, de origem em P; e extremidade em Py.

Apbs essas interpretagdes, a regra do paralelogramo pode ser enunciada como
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Regra do paralelogramo: no paralelogramo gerado por dois vetores, a diagonal
que contém a origem representa a soma, e a outra diagonal representa a diferenca
entre os vetores.

Apesar de simples, essa regra desempenha um papel importante no estudo de
vetores, como ilustram os préximos exemplos.

m Exemplo 1.1 Determine a equacdo paramétrica da reta L que passa por Py =
(x0,¥0) e tem a direcdo do vetor Q = (a,b). .

Solugdo. De acordo com a préxima figura, um ponto P = (x,y) estd sobre a reta
se, e somente se, P — Py tem a mesma dire¢cdo do vetor Q. De outra forma, tem-se
PelL& P—Py=tQ paraalgum ¢t € R. Assim, a condi¢do necessdria e suficiente
para que o ponto esteja sobre a reta é que

P=(x,y) =Py+1Q = (x0,y0) +1(a,b) = (xo +ta,yo +tb). =

Esta equacdo é dita paramétrica porque des-
creve a reta em termos do pardmetro . E uma
forma conveniente por se adaptar com facilidade
em dimensdes maiores.

Além disso, no caso do RZ, ela coincide com a

L, maneira usual de descrever retas, colocando uma
varidvel em termos da outra.

P

De fato, se a # 0 e b # 0, da equagdo paramétrica x = xo+ta e y = yo +ty obtém-se

— X=Xo _ Y=o ; A _b
que t = =0 = 220 de onde se segue a conhecida férmula y — yo = 2 (x —xo).

s Exemplo 1.2 Obtenha a equagdo paramétrica da reta que passa por
Py = (x1,y1) e por Py = (x0,Y0)- .
Solu¢do. De acordo com a figura, a reta tem a

P
direcdo do vetor Q = P, — Py, e com essa escolha /
o exemplo fica reduzido ao caso anterior. Assim, Py

P=(x,y) €L P—Py=10=1t(P,—P) PP,

para algum ¢ € R. Equivalentemente, a condi¢do
para que o ponto esteja sobre a reta é que

P=P(t)=Py—tPy+tPi=(1—1t)Py+1tP O

A expressdo P(t) = (1 —t)Py+tP; é conhecida como a combinagdo convexa
entre Py e P;. Isso porque ela parametriza o segmento de reta com origem em
P(0) = P e extremidade em P(1) = P;.
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Distancia no plano

Além de direcdo e sentido, os vetores t€m normas (ou médulos), que sdo as medi-
das de seus comprimentos, comprimentos que sio calculados por meio do Teorema
de Pitdgoras.

I Definicdo 1.1 A norma do vetor P = (x,y) é definida como sendo o niimero
1P| = v+

1
\ I
P\/]Q\

s
Iyl 7 PP

x

A norma € a distncia do ponto a origem. Mais geralmente, como ilustrado
acima, a distdncia entre Py e P; é a norma ||P; — Py||, pois o segmento PyP; estd
identificado com o vetor P; — P.

Uma propriedade importante da norma € a homo-
geneidade, no sentido de que, para r > 0, a norma de
rP é igual a r vezes a norma de P. De fato, tem-se que

1 Ir Pl =/ (=x)? + (ry)? = [r| V2 + 52 = ||| P]

Em consequéncia, se P # ¢, entdo ﬁlp = ﬁ é um
vetor de norma um (vetor unitdrio) na mesma direcao e sentido de P. Isso segue-se
da homogeneidade, uma vez que || H_I;H |l = H_}’H ||P|| = 1. Observe o uso interessante

do vetor unitdrio no préximo exemplo.

i
71l

m Exemplo 1.3 Descreva a forca de atragcdo gravitacional com que a Terra atrai
um satélite que se desloca ao longo do plano que contém o equador. "

Solucdo. Introduza um sistema de coordenadas

Oxy no plano que contém o equador, de modo

que a origem & coincida com o centro de massa { ) —
da Terra. Sejam m a massa e P = (x,y) a posi¢do A~ 4

do centro de massa do satélite. Veja a figura.

Sejam ainda G a constante gravitacional, M a massa e F = F(P) a for¢a com que
a Terra atrai o satélite.
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Com essa notagdo, é claro que o vetor unitdrio na direcdo e sentido da forca

é HZE %H Por outro lado, das leis da gravitacdo, a forca tem a direcdo da linha

que une os centros de massa, € atua no sentido de P para . Ora! O vetor uni-

tario nessa mesma direcdo e sentido é — TPT PH e portanto ‘;EP;H = H—f,H. Assim,
F(P)=—||F(P)|] H_f’\l’ e resta apenas determinar a intensidade da forga.
Mas a intensidade é conhecida e dada por ||F(P)|| = %. Dai se segue que
GMm P GMmP GMm
F(P)= ——5m pm = — = - (x,y) (12)
1PI> 1P| 1PII? (a2 +y?)3/2

g

s Exemplo 1.4 No mesmo sistema xy do exemplo anterior, suponha que uma
nave espacial parta do ponto Py = (3,0) e siga em linha reta até alcancar o ponto
P, = (0,4). Determine o ponto da trajetéria em que a forca gravitacional tem
intensidade maxima. "

Solugcdo. O primeiro passo € parametrizar o seguimento de reta entre Py e P
usando a equagdo paramétrica P(t) = (1 —t)Py+tPy = (3(1 —1t),4t) comt € [0, 1].

O segundo passo € notar que, em razdo da expressiao
da forca em (1.2), a intensidade ¢ madxima se a distan-
cia for minima. Assim, o problema é minimizar a fun-
¢do ||P(¢)||. Equivalentemente, o problema é minimizar
a fungdo g(t) = |P(¢)|*> = 9(1 —)* + 16¢>. Derivando e
igualando a zero, obtém-se que

Py

p XU 0= g'(1) = 2[16t —9(1 —1)] = 2[25¢ 9]

) Logo, o dnico ponto critico é 7y = 9/25, que claramente

¢ o ponto de minimo de g(r). Assim, a intensidade da forca é mdxima no ponto
P([()) = (1 —to)P0+loP1 = %(4,3). ]

Ortogonalidade
Além da soma e da multiplicacdo por escalar, pode ser definida uma terceira ope-
racdo em R?, conhecida como o produto escalar (ou produto interno).

Como motivagdo, considere a questdo de decidir se Py = (xo,y0) € P; = (x1,y1)
sdo ortogonais. Por Pitdgoras, esses vetores sao ortogonais se, € somente se,

1Py — Pol> = [P+ [[Po]|>
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Veja a figura. Usando as coordenadas, segue-se

~ . Py //PI -2
que os vetores sdo ortogonais se, € somente se, off
(k1 =x0)> + (1 —y0)* = (T 1)+ (5 +x) W s
< —2x1x0—2y1y0 =0 \\?\\\
< XoX1 +Yoy1 = 0

Resumindo, para decidir se os vetores sdo ortogonais, basta calcular xox; + yoy;-
Essa expressao € exatamente o produto escalar, conforme a defini¢do a seguir.

Definicdo 1.2 O produto escalar entre os vetores Py = (xo,y0) € Pi = (x1,y1)
¢ definido como sendo o nimero (Py, P) = xox1 + Yoy1.

Com essa notacdo, os vetores Py e P} sd3o ortogonais se, € somente se,
(Py,P;) = 0. Além disso, ndo é dificil verificar que o produto escalar tem as se-
guintes propriedades.

Propriedades: Para Py, P, e P, em R% e r € R, tem-se

2
L. (Po,Po) = || Pol>
1 2. (Py,P) = (P, P)
3. <}"P0,P1> = }"<P(),P1>, VreR
-2 1 4. <P(),P1 +P2> = <P0,P]> + <P0,P2>
» Exemplo 1.5 Determine a dire¢do ortogonal ao vetor Py = (1,2). ]

Solugdo. Veja a figura acima. Deve-se escolher um vetor P = (a,b) de modo
que (Py,P;) = a+2b =0, isto é, de modo que a = —2b. Com b = 1, por exemplo,
obtém-se que P; = (—2,1) é um vetor ortogonal a Py. De fato, P(t) =tP; = (—2t,t)
€ a equacdo paramétrica da reta pela origem que tem a dire¢ao ortogonal a Py. Em
geral, o vetor P; = (—yp,xo) é ortogonal a Py = (xo, o). O

s Exemplo 1.6 Resolver o Exemplo 1.4 usando o produto
escalar. n I3

Solu¢cdo. Com a notagdo do exemplo, a nave segue na dire-
¢do do vetor P — Py, que sai de Py e vai para P;. Ora! Por
Pitdgoras, a distancia ||P(¢)|| serd minima no ponto ¢ = fy em P)
que P(t) for ortogonal ao vetor Py — Py = (—3,4). Vejaa
figura. Impondo a condi¢do de ortogonalidade, obtém-se ’ Py
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0= (P(t),Py—P1) =((3(1 —1),4t),(—3,4)) =16t —9(1 —t) =25t -9

que € exatamente a mesma condi¢do obtida no Exemplo 1.4 usando a derivada. Logo,
a solugdo é a mesma t = 1y = 9/25. O

= Exemplo 1.7 Sejam % o circulo unitério de equagio x> 4+y> =1 e Py = (a,b)
um ponto de €. Determinar a equacio da reta tangente a 6 por F. "

Solucdo. A propriedade importante aqui é que a
reta tangente € ortogonal ao vetor posi¢do, como
B ilustra a figura ao lado. Assim, P = (x,y) é um

/ ponto da reta tangente se, e somente se, P — Py
¢ ortogonal a Py. Equivalentemente, usando as
propriedades do produto escalar, P é um ponto da

reta tangente se, € somente se,

0= (P—Py,Py) = (P,Po) — (Po,Po) = ax+by—1

onde foi usado que (Py, Py) = ||Po||*> = 1, pois Py € €. Assim, a equagio é
ax+by =1 O

Retas e planos no espaco

O objetivo agora é mostrar como as nocdes introduzidas anteriormente no plano
podem ser generalizadas de maneira natural para o espago. De fato, sdo nocdes
bastante abrangentes e podem ser generalizadas para dimensdes ainda maiores.

Espaco cartesiano
O espaco cartesiano é o conjunto das triplas ordenadas R = {(x,y,z); x,y e z € R}
e pode ser identificado com o espacgo euclidiano introduzindo-se um sistema de
eixos ortogonais Oxyz, como ilustra a figura da esquerda abaixo. Como no plano,
a cada ponto do espaco estd associada uma tnica tripla (x,y,z), dita as coordenadas
do ponto. E, reciprocamente, a cada tripla corresponde um tnico ponto do espago.
Assim, diz-se que o espago é o conjunto R3.

Por simplicidade, serd usada a mesma notagdo para o ponto P = (x,y,z), de
coordenadas x, y e z, e para o vetor P = (x,y,z), que é o segmento de reta orientado

7 . .
O'P, que parte da origem & e termina no ponto P.
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Para Py = (x0,Y0,20) € Pi = (x1,y1,21) em R3 e r € R, define-se a soma e a
multiplicagdo por escalar por meio das igualdades

Po+ P = (xor+x1,y0 +y1,20 +21) e rPy=(rxo,ryo,r20) (1.3)
t toaPth
P Y1\
,.x' ; P\/-'\?_Q:;fpl

s e

Essas operagdes sdao andlogas as do plano. Em particular, vale a

Regra do paralelogramo: no paralelogramo gerado por dois vetores, a diagonal
que contém a origem representa a soma, e a outra diagonal representa a diferenca
entre os vetores.

Na figura da direita acima, o vetor P; — Py foi identificado como o segmento
PyP;. Essa identificacdo facilita a visualizacdo de algumas operagdes algébricas e,
em geral, o segmento orientado I@ serd identificado com o vetor Q — P, de origem
em O e extremidade em Q — P. Veja como essas operacdes podem ser usadas para
descrever retas no espacgo.

s Exemplo 1.8 Determine a equagdo paramétrica da reta L, que passa por

Py = (x0,Y0,20) € tem a direcéo do vetor Q = (a,b,c). .
s Solucdo. Como no caso do plano, tem-se que
r PeclL <& P—P =1tQ para algum r € R
\Po & P=P(t) =P +tQ. Em termos de coorde-
nadas, essa condicao é
Q L

\\ P(t) = (x(1),y(t),2(t)) = (xo+ta,yo +1b,z0 + tc)

t’_....-"' D

Esse exemplo ilustra uma das vantagens da equagdo paramétrica. Ela tem a
mesma forma tanto no plano como no espaco, e nesse sentido ela € mais geral do
que as outras formas de descrever retas.

m Exemplo 1.9 Determine a equacio paramétrica da reta L que passa pelos pontos
Py = (x1,y1,21) € Py = (x0,¥0,20)- .
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Solucdo. Basta escolher o vetor dire¢do como

sendo Q = P; — Py, o que reduz esse exemplo ao
caso anterior. Assim, P = (x,y,z) E L& P— Py = 1)
t(Py — Py) para algum ¢ € R. Equivalentemente, a NG
condicdo para que o ponto esteja sobre a reta é - -
1— P
\\‘\
P= P(Z) =P —tPy+tP = (1 — Z)P() +tP T \“\\ --:/."./.

g

Como no caso do plano, para 0 <7 < 1 a expressdo P(t) = (1—t)Py+1tP; é
conhecida como a combinagdo convexa entre os pontos Fy e P;. Isso porque ela
parametriza o segmento de reta que une os ponots P(0) = Pye P(1) = P;.

Distancia no espaco

O comprimento d de um vetor em R? é calculado usando Pitdgoras duas vezes.
Assim, conforme a figura abaixo, por Pitigoras tem-se que d> = ¢? + z%, onde ¢
¢ a hipotenusa do tridngulo de lados |x| e |y|. Usando Pitdgoras mais uma vez,
obtém-se que ¢? = x> +y?, e, portanto, d> = x> +y? +z2. Esse niimero é a norma
(ou médulo) do vetor, conforme a préxima definicao.

Z

/" P /?Q\\_a P,
/ \ )
d Py /
// Rl
X - S y e

| Definicéo 1.3 A norma de P = (x,y,z) é definida por ||P|| = /%% +)2 + 22.

A figura da direita acima ilustra como calcular a distincia entre os pontos Fy
e P;: como o segmento PyP; estd identificado com o vetor P; — Py, basta entdo
calcular o comprimento desse ultimo. Assim, a distancia entre eles é ||P; — Py||.
Como no caso do plano, a norma é homogénea, no sentido de que

lrP|| = \/(”X)2 +(ry)? +(r2)? = [r| V¥ 4y +22 = |r]||P]

Em consequéncia, se P # , entdo H”—f;”H = ”—},”HPH = 1. Assim, ﬁ ¢ um
vetor unitario na mesma dire¢do e sentido de P. Veja como o vetor unitdrio é
usado no exemplo a seguir.




24 Capitulo 1. Espacos cartesianos

m Exemplo 1.10 Descreva a for¢ca com que uma carga pontual +¢q, situada na
origem & e de sinal positivo, atrai uma outra carga pontual —g, situada no ponto

P e de sinal negativo. "
Solucdo. Indique por P = (x,y,z) as coordenadas de
/ P P, por K a constante de Coulomb (K ~ 9 x 10° no

F

sistema MKSA) e por F = F(P) a for¢a de atragdo.
Assim, é claro que o vetor unitdrio na direcdo e

sentido da forca é dado por H?E %H Por outro lado, a
forca tem a dire¢@o da linha que une os pontos & ¢ P,
"~ ., eatano sentido de P para &. Ora! O vetor unitario
- com essa direcdo e sentido é — H£H
. F
Dat se segue que 5 %H HPH e, portanto, F(P) = —||F( P)Hl\_ﬁl\' Como a
intensidade é dada pela lei de Coulomb ||F(P)|| = ﬁgﬁg, segue-se finalmente que
Kqog P Kqoq Kqoq
Fp)=-72 = A I (a2
1P 1P (1P (62 +y2 +22)%/2 O

m Exemplo 1.11 Nas condi¢des do exemplo anterior, suponha que —g move-se de
Py=(2,—1,1)até P, =(1,1,3) ao longo de uma reta. Nessas condi¢des, determine

o ponto de intensidade mdxima da forca de atracdo entre as cargas.

Solucdo. O primeiro passo € obter a parametriza- I Q;
cdo P(t)=(1—1t)Py+1tP;,0 <t <1, do segmento ."I
que une os dois pontos. Ao longo desse seg- SY K .'f
mento, a intensidade da forga de atracdo é dada QQ\ |
por |[F(P(1))]| = ”ff’—"ﬂz E claro entdo que 0 ma- QQN;’
ximo da intensidade corresponde ao minimo de =

|P()||>. Para o minimo, observe que
Pt)y=(1-0)(2,—1,1)+#(1,1,3) = (2—¢t,—142t,1 +2¢)

e portanto |[P(¢)]|> = (2 —1)2 + (=1 +2t)> + (1 +2¢)°.
Calculando a derivada e igualando a zero, obtém-se que o minimo corresponde
at=2/9. Daf se segue que a intensidade médxima da forca é alcangada no ponto

P(2/9) = (7/9)(2,—1,1) + (2/9)(1,1,3) = (16/9,-5/9,13/9) O
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Ortogonalidade
De maneira andloga ao plano, o produto escalar entre os vetores Py = (xq,Y0,20) €
P; = (x1,y1,21) é definido como sendo o nimero

(Py, P1) = xox1 +Yoy1 + 2021

e é fAcil verificar que esse produto tem as mesmas propriedades do caso anterior:

P
t :_x" Propriedades: Para Py, P, e P, em R? e r € R, tem-se
o/ 2
P , 1. (Py,By) = ||
W / (Po, Po) = [|Poll
N/

Py \Q?x 2. <P0’P1>:<P1aP0>

T~y .;"'f 3. {rPy,Pr) = (P, P1)

: r,,-"“"' 4. <P0,P1 +P2> = <P0,P1> + <P0,P2>

Também como antes, o produto escalar caracteriza a ortogonalidade. De fato,
como ilustra a figura acima, por Pitdgoras tem-se que Py = (xp,Y0,20) €
Py = (x1,y1,21) sdo ortogonais se, e somente se, ||P; — Po||> = ||P1]|> + || Pol?.
Usando as coordenada, obtém-se que os vetores sdo ortogonais se, € somente se,

(x1 —x0)2 + (y1 —y0)* + (21 —20)* = (¥ + ¥y} +2) + (G + ¥+ 23)

Simplificando, essa igualdade equivale a (P, P;) = x1x0 + y1y0 + 2120 = 0.
O préximo exemplo ilustra como o produto escalar estd relacionado com a
descri¢do de planos no espaco, relacdo que serd sistematizada logo adiante.

= Exemplo 1.12 Sejam S a esfera de equagio x* +y* +z> = 1 e Py = (a,b,c) um
ponto de S. Descreva o plano tangente a S no ponto P. .

Solugdo. Como no caso do circulo, a proprie- Py
dade importante é que o plano tangente é ortogo-
nal ao vetor posicdo, como ilustra a figura ao lado.
Assim, P = (x,y,z) é um ponto do plano tangente
se, e somente se, P — Py é ortogonal a Py.

Equivalentemente, usando as propriedades do
produto escalar, P ¢ um ponto do plano tangente se,
e somente se,

0= (P—Py,P) = (P,Py) — (Po,Po) =ax+by+cz—1

onde foi usado que (Py, Py) = ||Po||> = 1, pois Py € S. O
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Planos no espaco

Mais geralmente, considere o plano & que passa por Py = (xo,0,20) € é ortogonal

ao vetor n = (a,b,c).
De acordo com o mesmo argumento usado acima,
n um ponto P = (x,y,z) estd no plano se, e somente
P op_ n .__.})0 se, P— Py é ortogonal ao vetor n. Assim, P € & <
y (P — Py,n) = 0. Equivalentemente, o ponto P € & se,

\ € somente se,

h,

) " 0= (P—Py,n)=(Pn)— (Py,n) =ax+by+cz—d
onde d=(Py,n) é constante. Diz-se entdo que o plano tem equagio ax+by+cz=d.

Vale notar que os coeficientes de x, y e z sdo exatamente as coordenadas do
vetor ortogonal. Os exemplos a seguir ilustram o uso desta equacio.

» Exemplo 1.13 Descreva o plano & de equagdo 2x —y+ 3z =6. "
Solugdo. O plano tem vetor ortogonal n = (2,—1,3). Além disso, escolhen-
do-se y =z =0, obtém-se que Py = (3,0,0) é um ponto do plano, como ilustra a
figura da esquerda abaixo. Assim, o plano passa por Py = (3,0,0) e é ortogonal a
n = (2,—1,3). Pode-se escolher também x = z = 0, ou entdo x = y = 0, e concluir
que P; = (0,—6,0) e P, = (0,0,2) sdo pontos do plano. O

m Exemplo 1.14 Descreva o plano &) de equagdo 2x+ 3y = 6. ]

Solugdo. O vetor n = (2,3,0) é ortogonal ao plano, que passa por Py = (3,0,0)
e P = (0,2,0). Veja a figura do meio abaixo. Como n é horizontal, &, é vertical,

e ndo corta o eixo Oz. O
n t + [
\ 0 P, 91' 7P,
T L 4
e 3 ' - /::) \ ' rs ’/3
n

m Exemplo 1.15 Determine uma equagdo paramétrica para a reta L de intersecio
entre os planos e & dos exemplos acima. "

Solugdo. Para que P = (x,y,z) esteja na reta, as suas coordenadas devem satisfa-
zer as equagdes dos dois planos. Assim, x, y e z sdo solugdes do sistema
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2x— y+3z=6
2x+3y =6

Escolhendo y = ¢ como parimetro, ¢ € R, e resolvendo o sistema, obtém-se
que L pode ser parametrizada por

P(t)=(3—(3/2)t,t,(4/3)t) = (3,0,0) +1(—3/2,1,4/3)

Assim, L passa por (3,0,0) e tem a dire¢do do vetor (—3/2,1,4/3), como ilustra
a figura da direita acima. O

Projecdo ortogonal
Além da equagdo do plano, outra aplicacdo importante do produto escalar ¢ a
projecao ortogonal.

Considere P # €0 ¢ Q em R  De 0
acordo com a figura ao lado, deve existir
um Uunico r € R com a propriedade de que Q—rP
Q — rP seja ortogonal a P. E, de fato, tem-se que
Q —rP é ortogonal a P se, e somente se,

0=(Q—rPP) = (Q.P) —r(PP)

(Q.P)
P[>

Isolando r, obtém-se que r = ¢ o Unico nimero que faz com que Q — rP

seja ortogonal a P. Isso sugere a

I Defini¢do 1.4 Para P # O, o vetor rP, com r= <HQP7G?’ ¢ a projecdo ortogonal
de Q sobre P.

Usando as propriedades do produto escalar obtém-se que

po QP , (0P P < P> P

B T e T VA

onde ”—P” é o vetor unitdrio na dire¢do e sentido de P. Dai segue-se que

P Pl = '<Q’ T >'
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Outro fato importante é que o sinal de r determina o sentido da projecdo em
relacdo ao vetor P. Assim, rP tem o mesmo sentido de P se r > 0, e sentido
contrario se r < 0. O caso r = 0 corresponde a ortogonalidade entre os vetores.
Veja as figuras abaixo

Q +Q N4
6
0
r>0 rP P r=0 J2 P r<0 ;’
Um caso especial ocorre quando ||P|| = 1. Nesse caso, tem-se r = (Q,P) e
||IrP|| = [{Q,P)|, o que é mais uma interpretacdo geométrica interessante para o

produto escalar. Outra interpretag@o estd no cédlculo do angulo entre dois vetores
quaisquer, como a seguir.

m Exemplo 1.16 Verifique que, se 0 é o angulo entre Pe 0, 0 < 8 < 7, entdo

P
0s(0) = (P.0) . .
IPlllell
Solugcdo. Acompanhe por meio das figuras que ilustram as proje¢des acima. Su-
ponha, de inicio, que r = <\|Qf;\1|[;> > 0. Entdo, o angulo 0 entre os vetores € tal que
cos(6) = cateFo adjacente |lrP| _ {0, P)|
hipotenusa el liefel

pois ||rP|| = |{Q, HT}:HH‘ Além disso, como r > 0, tem-se também que (Q,P) > 0,

e, portanto, [(Q,P)| = (Q,P). Dai se segue que cos(0) = %, como foi dito.

O caso r < 0 é andlogo. Basta usar o mesmo argumento com o angulo 7 — 0,

lembrar-se da igualdade cos(6) = —cos(w — 0) e que (Q,P) < 0 nesse caso. O
caso r = 0 é trivial, pois (P,Q) =0e 6 = /2. Logo, cos(6) =0 = \Ij’ﬁ%\l' O

m Exemplo 1.17 Calcule o angulo entre os planos &, ¢ &?; estudados acima. =

Solugcdo. Os planos tém equagdes 2x —y+3z—6=0e 2x+3y—6=0, e 0
angulo entre eles é, por definicdo, o Angulo entre os seus vetores normais, que sao
nyg = (2,—1,3) en; = (2,3,0). Daf que (ng,n;) = 1, | ng|| =14 ¢ ||n; | = V13.
Assim, o angulo 6 entre os planos € tal que

cos(0) = 6 =arccos( ) ~ 1,497 rad

1 1
~ V1413 V14V 13
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Os planos sdo entéo quase ortogonais, uma vez que /2 ~ 1,571. O
O produto escalar tem aplica¢des também na Fisica, como ilustrado a seguir.

» Exemplo 1.18 Calcule o trabalho realizado pela for¢a constante F = (a,b,c)
sobre uma particula que se desloca em linha reta da origem & até o ponto P. "

Solu¢cdo. No caso unidimensional, em que a forga
€ um ndmero, o trabalho € igual ao produto da forca
J pelo deslocamento. A forga € considerada positiva
se tem o mesmo sentido do deslocamento, e negativa
caso contrdrio.

No caso tridimensional, € necessario calcular a
projecdo da forca sobre a dire¢cdo do deslocamento,
como ilustra a figura ao lado.

Essa projecdo é dada pelo vetor rP = (F, ”—ﬁ”> ”—f;”, e a intensidade dessa com-
ponente é ||rP|| = |(F, ”—ﬁ”>|. Para considerar o sinal, a for¢a na dire¢éo do desloca-
mento é dada por F; = (F, H_§H>'

Agora a situag@o estd semelhante ao caso unidimensional, em que a forga é
um ndmero cujo sinal indica o sentido em relagdo ao deslocamento. O trabalho W
pode entdo ser calculado como o produto da for¢a F; pelo deslocamento ||P||:

p
1P|
Surpresa! O trabalho W é exatamente o produto escalar (F,P), o que é mais
uma bonita interpretacdo fisica deste produto. U
Exercicios

1) Considere um fio infinito ao longo do eixo &’z percorrido no sentido positivo
por uma corrente elétrica estaciondria. Em um ponto P = (x,y) do plano Oxy, a
corrente gera um campo magnético B(P) que tem a diregdo e o sentido ilustrados
na figura da pagina 30. Pode-se mostrar que, no dominio D = {(x,y) € R?; y > 0},
o campo ¢ dado por B(P) = (f«(P), fy(P)), em que f(x,y) = Karctan(x/y) é a
fun¢do potencial e K > 0 € uma constante. Julgue os itens a seguir

a) O conjunto Cy/4 = {(x,y) € D; f(x,y) = 7/4}, uma curva equipoten-
cial do campo, corresponde a uma semirreta que parte da origem.
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b) Para y fixo, a derivada fi(x,y) = %Karctan(x/y) é dada por
fi(x,y) = Ky/ (¥ +7).

¢) A intensidade ||B(P)|| = /f:(P)> + f,(P)? il

do campo B ¢é constante ao longo de semir-

retas que partem da origem.
d) O vetor unitario U(P) = B(P)/|B(p)||, </f“ )
P M

que determina a direcio e o i
sentido do campo, ¢ dado por B
U(P) = (=x/v/22 42,3/ /x> + 7).

e) O angulo 6 entre P e B(P) é tal que cos(6) > 0.

2) A distancia de ponto ao plano, estudada em geometria analitica, pode ser obtida
por meio das nogdes de distincia e ortogonalidade vistas na secdo 1. De fato, para
o plano & de equagdo ax+ by + cz+d = 0 e um ponto Py = (x9,v0,20) &€ &, a
distancia de Py a & € igual a ||P — Py||, onde P € o tnico ponto do plano tal que
P — Py € ortogonal ao plano. Veja a figura.

a) Justifique a afirmacdo de que P— Py ¢é
ortogonal ao plano se, e somente se,
R P — Py=k(a,b,c) para algum k € R.
b) Aigualdade P—Py=k(a,b,c) corresponde
P, a um sistema de trés equagdes nas trés in-

cognitas x, y e z. Escreva cada uma dessas
equacdes separadamente.

z

¢) Multiplique uma das equagdes acima por a, outra por b e outra por c.
A seguir, usando a equacgao do plano, verifique que a constante k pode ser ex-
pressa apenas em termos das coordenadas de Py e das constantes a, b, c e d.

d) Verifique que, se P satisfaz as condicdes do item a), entdo |P — Py||* pode
ser expresso em termos das contantes k, a, b, c e d.

e) Use o item anterior para calcular a distancia de Py ao plano .

3) O paraboloide &2 de foco F = (0,0,1) e plano diretor z = —1 é o grifico da
fungio f: R? — R dada por f(x,y) = (1/4)(x> +y?). Uma propriedade importante
do paraboloide é que o ponto Py = (x0,Y0,20) € & € equidistante do foco F e do
ponto Qp, em que Qp = (xo,y0,—1) é a proje¢do ortogonal de Py sobre o plano
diretor, conforme ilustra a figura abaixo. Pode-se mostrar que o plano tangente a
Z no ponto Py € & tem equagdo z = f(xo,y0) + (x0/2)(x —x0) + (vo/2)(y — yo).
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a) Verifique a afirmacdo de que Py ¢
equidistante de F e Qy.

b) Conclua que os angulos POQ\OF e Pof Qo
sd0 iguais.

c) Obtenha a equacdo da reta N, que ¢é
ortogonal a & em F,.

d) Justifique a afirmacdo de que N € paralela
a reta pelos pontos F e Q.

e) Justifique o fato de os angulos a e b indicados na figura serem iguais.

4) Uma bonita aplicagdo do produto escalar estd no célculo da drea A do paralelo-
gramo gerado por P = (a,b) e Q = (c¢,d). Para esse cdlculo deve-se multiplicar o
comprimento da base pela altura 4 do paralelogramo, altura que depende do angulo
0 entre os vetores. Veja a figura.

a) Expresse h em termos de Q e do sen(6).

b) Obtenha a expressdo de A> em temos de P,
Q e do cos(0).

¢) Use a igualdade (P,Q) = ||P||||Q|/cos(0)
para expressar A2 em termos apenas
das coordenadas a, b, ¢ e d dos
vetores P e Q.

d) Conclua que A pode ser expressa como o determinante de uma matriz 2 x 2.

e) Use o item anterior para calcular a drea do tridngulo de vértices P = (0,2),
0=(2,1)eR=(3,3).
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Funcodes de varias variaveis

Uma vez introduzido os vetores, o proximo passo é o estudo das fungdes de varias
varidveis, cujos dominios sdo subconjuntos de R? ou R3. O objetivo é fazer para
essas funcdes o mesmo estudo feito anteriormente para funcdes de uma varidvel.

Primeiras definicoes
Considere o problema de descrever o relevo
de uma determinada regido, como ilustra a figura V. Y
ao lado. O primeiro passo € introduzir um sis- / .
tema de eixos &xyz e identificar a regido com um ' =
subconjunto D C R2. Com essa identificagio, a h
cada ponto (x,y) € D corresponde uma tnica al- ~ x
tura z, altura que depende do ponto (x,y).
A dependéncia em relagdo a (x,y) é dita uma func@o e indicada por z = f(x,y).

A superficie que descreve o relevo, isto €, a “casquinha” que separa a terra do
ar, € dita o grafico da funcdo. Matematicamente, o grafico € o conjunto

Y

A

y
G(f) ={(x,y.2) €R% (x,y) €Dez= f(x,)}
Em Cartografia, em que os mapas sio planos,
Pl X, € comum indicar o relevo por meio das curvas de
nivel. Grosso modo, essas curvas correspondem
@j a projetar, sobre o plano Oxy, as linhas pretas que
aparecem na figura acima.
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Essas linhas pretas indicam os pontos sobre o grafico que estdo a uma mesma
altura. Logo, as curvas de nivel correspondem aos pontos do dominio nos quais a
funcdo altura é constante. A figura da pagina 33 ilustra as curvas de nivel de f.

O interessante € que, olhando apenas para as curvas de nivel (segunda figura
da pagina 33), percebe-se que existe um “morro” no terceiro e quarto quadrantes.
Matematicamente, a curva de nivel no nivel £ é o conjunto

Ce(f) ={(x,y) € D; f(x,y) =k}

Em geral, uma funcio f, definida em D C R? e com valores em R, é uma regra
que, a cada ponto (x,y) € D, associa um unico nimero z = f(x,y) € R. Usa-se o
simbolo f: D — R para indicar a fun¢do juntamente com o seu dominio D e o seu
contradominio R.

Para o caso geral, tanto o grafico quanto as curvas de nivel sdo definidos da
mesma forma que se fez no exemplo estudado acima, e cada um tem uma inter-
pretacdo propria dependendo da interpretacdo da funcdo f. Por exemplo, se f
é a temperatura de uma chapa D C R?, isto é, f(x,y) é a temperatura do ponto
(x,y) € D, entdo o grifico da fungdo representa as mudangas da temperatura ao
longo da chapa. Ainda nesse exemplo, uma curva de nivel representa os pontos da
chapa que estdo a uma mesma temperatura e € dita uma isoterma da chapa.

» Exemplo 2.1 Esboce as curvas de nivel e o grdfico de f(x,y) = 1(4 —x—3y)
com (x,y) € R2. .

Solugdo. E claro que a curva de nivel, no nivel k € R, é o conjunto
Ci(f) = {(x.y) €R% f(x,y) =k}
= {(x,y) € R?; x+3y =4 — 2k}

que representa um reta no plano Oxy de vetor normal n = (1,3). Como o vetor
normal é o mesmo para todas as retas, segue-se que as curvas de nivel sdo retas
paralelas. Em particular, para o nivel k = 0, a reta passa por (4,0) e (0,4/3), como
ilustra a figura da esquerda abaixo.

y E

4/3
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Em relacdo ao grafico, tem-se que
G(f) ={(xy2) €R’; (x,y) R e 2= f(x,y)}
= {(x,7,2) € R x+3y+2:—4=0}

representa o plano em R3 que passa por (4,0,0), (0,4/3,0) e (0,0,2). Este resul-
tado € coerente com as curvas de nivel, como ilustra a figura da direita acima. [

= Exemplo 2.2 Obtenha a expressio da funcio f: R* — R cujo grifico corres-
ponde 2 rotacdo da pardbola z = y? em torno do eixo Oz. "

Solugcdo. Nas figuras acima, a da esquerda ilustra a pardbola juntamente com
um ponto yg > 0 e sua imagem zg = y%. Para rotacionar em torno de 0z, deve-
se ter o seguinte: sempre que o ponto (x,y) for tal que \/x*+y* = yp, entdo
flx,y) = y(z). Veja a figura de novo. Substituindo o valor de yg, deve-se ter que
fxy) =y3 = (v/x2+y2)? =x2 +?, sendo esta a expressdo procurada.

Dito de outra maneira, assim como a pardbola, a cada ponto (x,y) a fungdo f
deve associar o quadrado de sua distancia a origem. Como a distancia a origem ¢é
V/x2 +y2, obtém-se que f(x,y) = (1/x2 +y2)?> = x> +y*. Veja a figura da direita.

Como verificagdo, as curvas de nivel de f(x,y) = x*> 4 y? sdo circulos centrados
na origem, o que é uma caracteristica dos graficos de rotacdo. Além disso, ao longo
do eixo Oy, tem-se que f(0,y) = y* é exatamente a pardbola original. O

= Exemplo 2.3 Esboce as curvas de nivel e o grifico da funcdo f: D — R, onde
D ={(x,y) € R%; x> +y?> < m?} e f(x,y) = cos(y/x2 +y2) + 1. .
Solu¢cdo. Comecando com as curvas de nivel, tem-se que
Cu(f) ={(xy) € D; fx,y) =k} = {(x,y) € D; cos(vVx*+y*) =k—1}
={(x,y) € D; v/x*>+y>=arccos(k—1)}

isto é, Cx(f) é um circulo de centro na origem e raio arccos(k —1). A figura da
esquerda abaixo ilustra alguns desses circulos. Para k = 0, tem-se arccos(—1) =7
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(pois cos(m) = —1), e, portanto, o nivel zero corresponde ao circulo de raio 7.
Jd para k = 2, o maior nivel, tem-se arccos(1) = 0 (pois cos(0) = 1), e, portanto,
nesse nivel estd apenas a origem (0,0).

GO

Como as curvas de nivel sdo circulos, o grifico da funcio é certamente de
rotagdo, e resta saber como ¢é o perfil do grafico ao longo de um dos eixos. Por
exemplo, ao longo do eixo Oy, a fungdo é f(0,y) = cos(]y|) + 1, cujo gréfico
estd ilustrado na figura do meio acima. Coletando essas informagdes, o grafico da
funcdo pode ser ilustrado como na figura da direita. U

= Exemplo 2.4 Esboce as curvas de nivel e o grifico de f(x,y) = y* — x> com

(x,y) € R2. n

Solucdo. Este ¢ um exemplo diferente, em que o grafico ndo € de rotagcdo. Come-
cando com as curvas de nivel, tem-se que

Cu(f) ={(x,y) €R% f(x,y) =k} = {(x,y) eR* y*—x" =k}

g N
PN VRN

de onde se segue que essas curvas sdo hipérboles de assintotas y = £x. Essas
hipérboles cortam o eixo &y se k > 0, e 0 eixo Ox se k < 0. Se k = 0, as curvas
sdo exatamente as retas y = +x. As figuras acima ilustram esses casos.

Para visualizar o grafico, pode-se ainda cortd-lo por planos verticais que con-
tém o eixo O’z. Por exemplo, a intersecdo do grafico com o plano O'yz € a parabola
£(0,y) = y?, com concavidade voltada para cima. J4 a interse¢io com o plano &'xz
é a pardbola f(x,0) = —x?, com concavidade voltada para baixo. Veja as figuras
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abaixo. Juntamente com as curvas de nivel, essas informacdes fornecem um es-
bogo do gréfico, como ilustrado a seguir. Em razdo da sua forma, esse grafico é
conhecido como uma “sela”.

Lembrando: abertos e fechados da reta

O préximo passo € distinguir entre dominios abertos e fechados do plano e, para
isso, vale lembrar como sdo os abertos e fechados da reta.

A importancia de um intervalo / C R ser aberto ou fechado é que essas carac-
teristicas tém reflexos importantes no comportamento das fungdes nele definidas.

Por exemplo, a fungdo g: (0,00) — R, dada por g(x) = In(x), é tal que
lim,_,p+ g(x) = —eo. Diz-se que a fungfo se torna ilimitada em vizinhanga de
xo = 0. Isso ocorre em razéo de o intervalo I = (0,c0) ser aberto, e a fungéo ndo
estar definida em xy = 0.

8(x) = In(x) g(x) = vx

Situacd@o diferente ocorre com a fungdo g: [0,00) — R, dada porg(x) = /x.
Nesse caso, lim, .o+ g(x) = 0. Isso porque o intervalo / = [0,e0) é fechado, e a
fun¢do estd definida em xop = 0. Diz-se entdo que a fungdo € limitada em vizinhanga
de xp = 0. Assim, ser limitada ou ndo em vizinhanga de um ponto esté relacionado
com o dominio ser fechado ou aberto.

Para entender melhor essas questdes, o préximo passo € introduzir a nogéo de
ponto interior. Um ponto xy € dito interior a um intervalo I se existe 8 > 0 tal que
(xo — 0,x0+ 8) C I. O intervalo I(xp,8) = (xo — 8,x0 + 0) é dito uma vizinhanca
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de xp e, com essa notacio, o ponto x( € interior se existe uma vizinhanga de x, toda
contida no intervalo.

Com essa notacdo € fécil caracterizar os intervalos abertos: sdo aqueles em que
todos os pontos sdo interiores! Por exemplo, I = (0,e0) é um intervalo aberto, pois
todos os seus pontos sdo interiores; também sdo abertos os intervalos da forma
I=(a,b), coma < b.

x0—6 X0 xo+06 a
Va N
T 7 — <

a
AN
\ T
Vizinhanca (xg, 6) Ponto interior Ponto de fronteira

A fronteira do intervalo I = (a,b) é o conjunto dI = {a,b}, constituido dos
pontos extremos do intervalo. Em termos de vizinhancgas, os pontos de fronteira
podem ser caracterizados da seguinte maneira: xo € dI se, e somente se, qualquer
vizinhanga /(xo,8) de xo inclui pontos de I e de fora de I. Observe que, sendo /
aberto, os seus pontos sdo todos interiores, e, portanto, I N dI = 0.

Um intervalo I é fechado se ele inclui a sua fronteira, isto é, se dI C I. Por
exemplo, I = [0,00) é fechado, pois a sua fronteira é apenas o ponto dI = {0} que
estd contido no intervalo. Também sdo fechados os conjuntos da forma I = [a, D).

Finalmente, observe que um intervalo ndo &, necessariamente, aberto ou fe-
chado. Por exemplo, I = [a,b) ndo é aberto, pois inclui o ponto a, que ndo é
interior; e ndo é fechado, pois nao inclui o ponto de fronteira b.

Abertos e fechados do plano

As mesmas nog¢des da reta se aplicam aos abertos e fechados do plano.
Por exemplo, considere a fungio f(x,y) = In(y? — x?) definida no dominio

D={(x,y) e R} 0 <y* —x*} ={(x,y) € R* |x| < |y[}

que ndo inclui as retas y = +x. Veja a figura abaixo. Como lim,_,+ In(t) = —oo,
segue-se que a fungdo f(x,y) se torna ilimitada quando o ponto (x,y) € D se apro-
xima de uma dessas reta.

A situagdo € diferente com a funcdo g(x,y) = y
/2 — x2 definida no dominio {(x,y) € R?; |x| < [y|},
que agora inclui as retas y = £x. Nesse caso, a fun-
¢do g permanece limitada quando o ponto (x,y) € D
se aproxima de uma dessas retas.

De acordo com as defini¢des a seguir, o dominio
de f € um conjunto aberto, enquanto o da g é fechado.
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Essa diferenca no dominio explica em parte a diferenca de comportamento
entre as duas fungdes.

Defini¢do 2.1 A bola de centro em Py € R? e raio § > 0 é o conjunto
B(Py,8) ={P € R? ||P—Py| < 8}

Escolhendo 8 > 0 pequeno, a bola B(Py, §) inclui os pontos préximos de P,
isto &, pontos que estdo a uma distdncia de Py menor do que 8. E comum referir-se
a essas bolas como vizinhancas do ponto Py. A préxima definicdo usa bolas para
caracterizar um ponto interior, uma noc¢ao que serd importante ao longo de todo o
livro. Observe a analogia com o caso da reta.

Definicdo 2.2 P, é ponto interior a um conjunto D C R? se existe § > 0 tal
que B(Py,8) C D.

Yo|(.0 Yol..(2) o[
X0 //\/ :\\XO y /\\\ X0
A bola B(Py,0) Ponto interior Ponto de fronteira

Por exemplo, se Py = (xo,y0) € um ponto tal que 0 < xo < yo, entdo Py é ponto
interior ao conjunto D = {(x,y) € R?; |x| < |y|}. De fato, indicando por d >0 a
distancia de Py a reta y = x, basta escolher 6 = d/2 para se ter que B(Py,0) C D.
Veja a figura do meio acima. Em geral, conjuntos definidos por desigualdades
estritas sdo conjuntos abertos.

Definicdo 2.3 P, é ponto de fronteira de um conjunto D C R? se, para todo
0 > 0, abola B(Py, 6) contém pontos do conjunto e de fora do conjunto.

Por exemplo, se Py = (xg,y0) é um ponto tal que 0 < xo = yo, entdo Py é ponto
de fronteira do conjunto D = {(x,y) € R?; |x| < |y|}. Com efeito, nesse caso nio
importa quio pequeno seja 6 > 0, a bola B(Py, 0) sempre terd pontos P = (x,y) do
conjunto (com x < y) e pontos de fora do conjunto (com x > y). Veja a figura da
direita abaixo da Definicéo 2.2.

Definicdo 2.4 A fronteira, ou bordo, de D C R? é o conjunto

oD = {P € R*; P é ponto de fronteira de D}
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No exemplo em estudo, do conjunto D = {(x,y) € R?; |x| < |y|}, é claro que a
fronteira é o conjunto das duas retas y = +x, isto é, dD = {(x,y) € R?; y=xouy=
—x}. Observe que DNdD = 0, e, portanto, os pontos de fronteira ndo estio no
conjunto. De acordo com a préxima defini¢do, essa propriedade caracteriza os
conjuntos abertos.

I Definicd@o 2.5 Um conjunto D C R? ¢ aberto se todos os seus pontos sdo inte-
riores.

E claro que, se todos os pontos sdo interiores, o conjunto ndo contém ponto de
fronteira, e, portanto, DN dD = 0. A situacdo oposta, em que dD C D, caracteriza
os conjuntos fechados, de acordo com a defini¢do a seguir.

| Definicdo 2.6 Um conjunto D C R? é fechado se inclui a sua fronteira.

E o caso do conjunto D = {(x,y) € R?%; |x| < |y|}, cuja fronteira sdo as duas
retas y = -+x. E claro entdo que 0D C D.

Um conjunto ndo €, necessariamente, aberto ou fechado. Entre ser aberto (DN
dD = 0) e ser fechado (dD C D), existe a situacdo intermedidria em que uma parte
da fronteira estd no conjunto e a outra parte ndo. Nesse caso, o conjunto nem ¢é

aberto nem € fechado.

Por exemplo, considere o anel

Cdh D {Perk 1P| <2)
\ kjl /2 que estd ilustrado ao lado. E claro que a fronteira
¢ a unido dos dois circulos dD = C; UC,, onde

Ci={PecR% |P|=1}eC,={PcR%|P| =2}

Assim, D ndo é aberto, pois inclui os pontos de fronteira que estdo em Cj; e
também nao € fechado, pois nao inclui os pontos da fronteira que estdo em C,.

Limites

Aproximagdes sdo um tema central em Célculo. Aproximar nimeros por fracdes;
graficos por retas tangentes; areas por areas de tridngulos... A ideia é aproximar
objetos pouco conhecidos por objetos bem conhecidos, e o problema & saber se
essas aproximagdes podem ser tornadas tdo boas quanto se queira. Esse passo, de
tornar as aproximacdes tdo boas quanto se queira, é a ideia central de limite, uma
ideia que permeia toda a Matematica.
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Lembrando: limites em uma varidvel
Como motivacdo, considere o problema de fabricar um comprimido que tenha
o raio rg > 0 e a altura hy > 0 como medidas ideais, com volume ideal V) =
ﬂr%ho. No entanto, toda fabricacdo inclui erros, tanto no raio quanto na altura.
Se o volume real for muito menor do que o ideal, o comprimido pode nio ter o
efeito esperado; se muito maior, pode ser prejudicial a saide.

O problema do fabricante € entdo o de controlar os erros no raio e na altura de
modo que o erro no volume ndo exceda a uma margem de tolerdncia dada.

Para fixar ideias, suponha que nio haja erros na altura,
r de forma que o erro no volume decorra apenas do erro no

ro . 2 . ~
, raio. Nesse caso, se r > 0 € o raio real, entdo o volume

3 ; g raio 1 lu
Erro em ro correspondente € a fungdo V (r) = wrehy, com V(rg) = V.

Os erros no raio e no volume sdo dados por |r—ro| € |V (r) — Vo| = mho|r? — 1],
respectivamente, e ¢ claro que o segundo erro depende do primeiro.

Suponha agora que o erro no volume deve ser menor que uma margem de
tolerancia dada, digamos € > 0, que pode ser arbitrariamente pequeno. Assim,
deve-se ter que |V (r) — Vp| < €. Nesse caso, o problema do fabricante é determinar
uma margem de seguranga é > 0 de modo que, se o erro no raio for inferior a J,
isto é, se |[r — ro| < 8, entdo o erro no volume estd dentro da margem de tolerancia.
Resumindo, dado € > 0, deve-se encontrar 6 > 0 tal que

A

[r—r| <é6=|V(r)—WVy| <& 2.1
Vo+e

Para simplificar um pouquinho, suponha que
0 erro no raio ndo seja muito grande, por exemplo,
que |r—ro| < 1rg. Isso significa que, em qualquer
caso, o erro é menor ou igual & metade do raio
ideal. Com essa hipétese tem-se que 708 rotd

Vo—€

5
|r+r0|:|r7r0+2r0|§|r7r0|+2r0§§r0, (2.2)
e daf segue-se que
5
V(r)—=V(r)| = 7Th0|r27r(2)| = mhy|r+ ro||r —ro| < ﬂh0§r0|r7ro| (2.3)

Pronto! Isso ja responde ao problema do fabricante: dado € > 0, basta escolher

nhigro‘ De fato, com essa escolha e da desigualdade acima, tem-se que

o<
5
lr—rol <6 = |V(r)— W < ”hoii’os <e (2.4)

De acordo com a préxima definicdo, o que se fez acima foi mostrar que
lim,_,,, V(r) = V.
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Definicdo 2.7 Tem-se que lim,_,,, V(r) = Vj se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que
lr—r) <6 = |V(r)—Wy| <e

Em palavras, essa definicdo equivale a dizer que V(r) pode ser tornado tdo
préximo de Vj quanto se queira (o valor de € > 0 pode ser tdo pequeno quanto se
queira), desde que r esteja suficientemente préximo de ro (|r —rg| < 8, com & > 0
suficientemente pequeno).

Limites em vdarias variaveis
A definicdo de limite, dada acima no caso de funcdo de uma varidvel, é pratica-
mente a mesma para fun¢des de duas ou mais variaveis.

Para ilustrar essa afirmacgdo, considere mais uma vez o exemplo do compri-
mido, mas agora supondo que o volume V(r,h) seja fungdo do raio r > 0 e da
altura £ > 0. Como antes, suponha que ry e iy sejam as medidas ideais, de modo
que o volume ideal é V (ry, ho) = nr(z)ho. Os erros nas medidas sdo |r—ro| e |h—ho
e o correspondente erro no volume é |V (r,h) —V (rg,ho)|.

bl

Suponha novamente que o erro no volume

> deve ser menor que a margem de tolerancia € > 0,

_n isto &, que |V(r,h) —V(rg,ho)| < €. Nesse caso,

e o problema do fabricante agora € determinar uma

Brros em rg & g margem de seguranca 6 > 0 de modo que, se os

erros no raio e na altura forem inferiores a &, isto é, se [r—ry| < 8 e |h—hy| < 8,
entdo o erro no volume estd dentro da margem de tolerancia.
Resumindo, dado € > 0, deve-se encontrar 0 > 0 tal que

]r—ro\ <5e\h—h0\<5:>]V(r,h)—V(r0,ho)]<8 (2.5)

A ideia € tratar separadamente as varidveis r e
h, argumentando da seguinte maneira: para com- h
parar V (r,h) com V (ro,hg), primeiro compara-se
V(r,h) com V(r, hy), mantendo r fixo e variando ho —
apenas h; em seguida, compara-se V(r,hy) com
V(ro,hp), mantendo hg fixo e variando apenas r.

|
|
J

o r

Essa ideia, conhecida como o “argumento da esquina” e ilustrada na figura
acima, pode ser implementada por meio da desigualdade

|V (r,h) =V (ro,ho)| = [V(r,h) =V (r,hg) + V (r,ho) — V(ro, ho)|
< |V(r,h) =V (r,ho)| + |V (r,ho) =V (1o, ho)| (2.6)
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Suponha agora, como anteriormente, que 0 erro no raio nao seja muito grande,
por exemplo, que |r—ry| < %ro. Com essa estimativa, pode-se argumentar como
em (2.3) para obter que

5
|V(I’,h0) *V(I’o,ho)| < ﬂh0§r0|rf I’0| . (2.7)

Além disso, da hipdtese de que o erro no raio nao seja muito grande, segue-se que
|r| = |r— ro+ro| < |r—ro| + |ro| < 310 e, usando essa estimativa, obtém-se que

V(1) =V (1, ho)| = 72 — Pho| = 2|k — ho| < n%rélh— o (28)
Finalmente, substituindo (2.7) e (2.8) em (2.6), obtém-se

5 9
[V (r,h) =V (ro,ho)| < nhoirolr—ro\ +n1r§]h—h0\
SﬂK(’r—ro‘—i-‘h—ho‘) 2.9)

onde a constante K é, por exemplo, a soma K = hO%ro + %r%.
Pronto! Isso ja responde ao problema do fabricante: dado € > 0, basta escolher
0 < 5. De fato, com essa escolha e da desigualdade acima, tem-se que

|r7r0| <de |h*h0| <6 = |V(I’,h) *V(I’o,ho)| < 7'L'K(5+6) <e (2.10)

O que se fez acima foi mostrar que ~ lim V(r,h)=V (ro,hy), de acordo com a
(r.h)—(ro,ho)

Definicdo 2.8 Tem-seque lim  V(r,h) =V (ro,hp) se, dado € > 0, existe
(r,h)%(ro,ho)
0 > 0 tal que

|I’*I’0| <de |h*h0| <6 = |V(I’,h) *V(I’o,ho)| <&

Agora fica mais claro que a definicdo de limite é praticamente a mesma em
uma, duas ou mais varidveis. Em qualquer caso, dada uma margem de tolerancia
€ na imagem, deve-se determinar uma margem de seguran¢a d no dominio de
modo que, se todas as varidveis estiverem dentro da margem de seguranca, entdo
a margem de tolerancia serd atendida.

A semelhanca entre os casos de uma ou mais varidveis pode ser tornada ainda
maior se for introduzida a distancia entre os pontos P = (r,h) e Py = (ro, hp).
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De fato, como

h N o
R 1P~ Boll = \/Ir—roP+ |h ol 2.11)

-~

ho =
|r = rol tem-se que ||P — Py|| € pequeno se, e somente se,
|r—ro| e |h— hy| sdo pequenos. Usando esse fato,

0 r segue-se que a Definicéo 2.8 é equivalente a

Definicdo 2.9 Tem-se que limp_,p, V (P) =V (R) se, dado € > 0, existe § > 0
tal que
|P—Pl<o= [V(P)-V(R)| <€

Agora sim, comparando-se as defini¢des 2.7 e 2.9, percebe-se que, conceitual-
mente, elas sdo as mesmas. A diferenca € apenas em relacdo a distancia, igual ao
modulo |r— ry| no caso de uma varidvel e igual a norma ||P — Pyl| no caso de duas
varidveis. E claro que a defini¢iio serd a mesma no caso de trés ou mais varidveis,
e nao serd necessario aprender nada de novo.

O préximo exemplo usa limites para estudar o comportamento de uma funcio
na vizinhanga de um ponto que nao estd no dominio.

» Exemplo 2.5 Decida quanto a existéncia do limite limp_,p, f(P) no caso em que

3 3
Py=(0,0) e f(x,y)= ﬁ definida em D=R?\{Py} (R? menos o ponto Pp). m

Solucdo. A dificuldade é que, a medida que (x,y) se aproxima de (0,0), o deno-
minador se aproxima de zero e, em principio, a fun¢do poderia tornar-se ilimitada.

Uma forma de descobrir o comportamento da fun¢do é estuda-la ao longo de
retas que passam por Fy. Por exemplo, ao longo do eixo Ox, a fungéo é f(x,0) =
3x3 /x* = 3x, e, portanto, f(x,0) — 0 quando x — 0. Analogamente ao longo do
eixo y. Também ao longo das retas y = mx, com m € R, tem-se que f(x,mx) =
3x/(1+2m?) — 0 quando x — 0.

Esse comportamento sugere que limp_,p, f(P) = 0. E, de fato, tem-se que

P -0 = |2 o= < @
— — — = X X .
x? 4 2y? K2 +2y2 T
2
uma vez que ﬁ < 1. Mais ainda, como |x| < \/x2+y2 = ||P|| = ||P - P,
X Y

da desigualdade acima segue-se que

[f(P) = 0] < 3[x[ <3[[P— R (2.13)
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Logo, dado € > 0, basta escolher § = €/3 para se
ter que

PeDe||P-PR| <éd=|f(P)—0|<3||P-P <€

De acordo com a Definigdo 2.9 isso mostra que
limp_,p, f(P) = 0. A figura ao lado ilustra o grifico
da funcdo. U

» Exemplo 2.6 Decida quanto a existéncia do limite limp_, 5, f(P) no caso em que

Py =(0,0) e a fungdo é f(x,y) = )ﬁ)@;z definida em D = R?\{P}. n

Solucdo. Observe que a fungdo € identicamente nula tanto ao longo do eixo Ox
quanto do eixo Oy, uma vez que f(x,0) = £(0,y) = 0 para quaisquer x # 0 e y # 0.
Assim, para que exista o limite, o valor de f(x,y) deve estar préximo de 0 para
todos os pontos (x,y) proximos de (0,0).

No entanto, ao longo da reta y = x, a funcdo é
I —n, constante e igual a f(x,x) = —1/2. Isso significa
' ' que existem pontos tdo préximos de (0,0) quanto
se queira nos quais a fungdo fica longe de 0, e a
conclusio é que o limite ndo existe!
Em geral, ao longo da reta y = mx, a funcdo é
constante e igual a f(x,mx) = —m/2.

Como esse valor depende da inclinagdo m da reta, segue-se que nio existe
limp_,p, f(P). Esse comportamento pode ser percebido no grafico da funcao, ilus-
trado acima. U

O que de fato foi usado no Exemplo 2.6 € o seguinte: ao longo de retas distintas, a
funcdo tem limites distintos, e, portando, ndo existe o limite limp_,p, f(P). E claro
que esse critério pode ser usado em outros exemplos, € ndo € necessario que sejam
retas, podendo ser escolhidos quaisquer dois caminhos que passam pelo ponto Fy.
Isso fornece um critério para a ndo existéncia do limite.

Regra dos dois caminhos: Se, ao longo de dois caminhos distintos que passam
por Py, a fungdo f tem limites distintos, entdo ndo existe o limite limp_,p, f(P).

Em geral, no estudo de um limite limp_,p, f(P), 0 primeiro passo € estudar a
fun¢do ao longo de retas que passam por Py. Se Py = (xp,)0), essas retas sdo da
forma y = yo +m(x — xp), e deve-se estudar se existem os limites em uma varia-
vel limy_y, f(x,y0 +m(x—xp)). Se um desses limites ndo existe, ou se existem
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mas dependem da inclinagdo m da reta, entdo ndo existe o limite limp_,p, f(P).
Caso todos esses limites existam e sejam todos iguais, vale tentar outros caminhos,
como parabolas, raizes, ou outros quaisquer caminhos. Se forem encontrados dois
caminhos com limites distintos, entdo o limite limp_,p, f(P) ndo existe.

Mas, atencdo: se, ao longo de todos os caminhos tentados, os limites existem
e sdo iguais, isso ndo significa que o limite limp_,p, f(P) exista. De fato, sempre
se pode escolher um caminho diferente dos que ja foram tentados e, ao longo do
qual, a fun¢do pode ter limite diferente. Esta situacdo estd ilustrada abaixo.

» Exemplo 2.7 Decida quanto a existéncia do limite limp_,p, f(P) no caso em que

2 2
Py =(0,0) e a fungdo é f(x,y) = x% definida em D = R?\{Ry}. .
y
Solugdo. Tem-se que f(x,0) = f(0,y) = 0 para N

quaisquer x #0 e y # 0, e, portanto, a funcio se
anula ao longo dos eixos. Também ao longo das re-
tas y = mx tem-se que

22 (mx) 2mx
I = lim ) fim =,
xl_r>r(1)f(x, ) 0 Pt (mx)? 30 X2+ m?

Assim, ao longo de todas as retas, o limite existe
e ¢ igual a zero.

Mas ndo se pode concluir daf que o limite exista! De fato, ao longo da pardbola
y = x2, tem-se que (ver o grifico acima)

2 2 2
lim £(x?) = lim — ) .
x—0

0 A+ (22
Dagqui e da regra dos dois caminhos, segue-se que ndo existe limp_,p, f(P). O

De uma maneira geral, estudar a func¢do ao longo de caminhos, usando o limite
em uma varidvel, € importante para mostrar que o limite ndo existe, como na regra
dos dois caminhos.

No entanto, estudar a fungfo ao longo de caminhos no ajuda muito para mos-
trar que o limite existe. Pode acontecer de o limite ser igual ao longo de vérios
caminhos, e parecer que o limite em duas varidveis existe. No entanto, como nao
se conhecem “todos” os caminhos, pode existir algum outro caminho em que o li-
mite € diferente! Assim, para mostrar que o limite existe, deve-se usar a definicao.
Pode-se ainda usar as propriedades do limite, como indicado na se¢ao 2.
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Limite e continuidade

Por séculos, desde os paradoxos de Zendo (450 a.C.), a no¢éo de limite foi confun-
dida com ideias vagas relativas as quantidades infinitamente grandes ou pequenas.
Foi s6 recentemente que Weierstrass (1815-1897) propds a nocdo moderna de li-
mites. Em vista do desafio histérico, a solugdo de Weierstrass € extremamente
simples. No entanto, como nio podia deixar de ser, é também extremamente sofis-
ticada e, em um primeiro momento, dificil de perceber toda a sua importancia.

Limites
A defini¢do de Weierstrass ficou conhecida como a tecnologia dos €’s & 6's, e ndo
¢ dificil perceber por qué. Veja a definicio a seguir.

Definic@o 2.10 Sejam f: D — R e Py € R?
um ponto dado. Tem-se que limp_,p, f(P) =L
se, dado € > 0 qualquer, existe 8 > 0 tal que

Em palavras, dada a margem de tolerincia
€ > 0, deve existir uma margem de seguranga
6 > 0 com a propriedade de que, se o ponto P esti-

ver dentro da margem de seguranca (P € B(Fy, ), 'y — 1

com P # By), entdo a imagem f(P) estd dentro da
margem de tolerancia ( |f(P)—L| < ¢).

Nesse caso, restringindo o dominio a bola B(Py, §) menos o ponto Py, o grafico
da fungdo deve estar no cilindro ilustrado na figura acima.

O impressionante é que essa definicdo seja o esteio fundamental de todo o
Calculo. Desde a continuidade, passando pela diferenciabilidade e integracdo, e
chegando até a convergéncia de séries, essa definicdo é “a” ideia central.

Para se avaliar a sua importancia, considere o seguinte problema. Suponha que
f e g sejam fungdes tais que, a medida que P se aproxima de Py, f(P) se aproxima
de L e g(P) se aproxima de M. Entdo, é intuitivo que f(P)+ g(P) se aproxima
de L+ M. E intuitivo, mas pode-se fazer uma demonstracio desse fato sem usar a
intui¢do? A resposta é sim, desde que se use a defini¢do de limite de Weierstrass!

» Exemplo 2.8 Use a definicdo para mostre que, se limp_p f(P) = L e
limp_,p, g(P) = M, entdo limp_,p [f(P) +g(P)] =L+ M. .

Solucdo. Deve-se mostrar que, dado € > 0, existe § > 0 tal que
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O0<||P=P||<d=|[f(P)+g(P)]—[L+M]|<e (2.14)
A observacdo importante € que
[(f(P)+8(P)) = (L+M)| = |(f(P) = L)+ (¢(P) = M)| < [f(P) —L|+[g(P) — M|

Logo, para que o lado esquerdo acima seja pequeno, basta que o lado direito
seja também pequeno. Mas o lado direito estd relacionado com as hipdteses de
que os limites de f e g existam separadamente. Com efeito, dessas hip6teses, dado
€/2 existem 0; e 0, tais que

&€ E

0<[|P=Bl < =|f(P)-LI<5 e O0<|P-R|<&=|s(P)-L| <3
Basta agora escolher & como sendo o menor entre §; e &. Isso porque, nesse
caso, se 0 < ||P—Py|| < 8, entdo 0 < ||[P—Py|| < 61 e 0 < |P— Pyl| < 82, e, portanto,

|f(P)—L|<¢€/2e|g(P)—M| < €/2. Dai se segue que

0 <[[P—hll <6 = [(f(P)+&(P)) - (L+M)| <]

~

(P)—L[+[g(P)—M|

N
(ST

+-o=¢

€
2

Isso mostra que, dado € > 0, existe 9 satisfazendo a Definicdo 2.10, €, portanto,
o limite da soma € mesmo a soma dos limites. O

Apesar de simples, esse exemplo ilustra a possibilidade de se fazer demonstra-
coes sem a intuicdo. E € claro que, em situagdes mais complexas, essa possibili-
dade faz toda a diferenca! Com ideias semelhantes pode-se demostrar as outras
propriedades enunciadas a seguir.

Propriedades do limite: Suponha que Plim f(P)=Le lim g(P) =M. Entdo

— Py P—P

i) Jim [F(P)+ g(P)] = L+ M:

if) lim f(P)g(P)=LM:

N 1 1
iii) }}1_}11}1)0% =7 se L#0Q.

Essas propriedades podem ser usadas no caso de um limite poder ser decom-
posto na soma, produto ou quocientes de limites mais simples, como a seguir.



2.0 Limite e continuidade 49

» Exemplo 2.9 Decida quanto a existéncia do limp_,p h(P) no caso em que
3

3
Py=(2,1) e a fungdo é h(x,y) = ﬁ definida em D = R?\{(0,0)}. n
X y

Solucdo. A funcio s € um quociente entre dois polindmios, cada um deles sendo
a soma e o produto de fun¢des ainda mais simples. Por exemplo, a fungio (x,y) —
3x3 pode ser decomposta no produto 3x* = (3x)(x)(x), com fatores ficeis de se

estudar. Assim, pode-se usar a defini¢do para mostrar que Plirr}} 3x = 6. De fato,
—10

Bx—6) =3k~ 2/ =3,/ (x~ 22 <3\ /(- 22 + (y— 12 =3[P R

Logo, dado € > 0, basta escolher 6 = £ /3 para se ter que

0< [P—P < &= |3x—6| <3||P— R <e.

Isso mostra que limp_,p, 3x = 6, como foi dito.
Analogamente mostra-se que limp_,p x = 2. Desses limites e da propriedade
ii), segue-se que
lim (3x)(x)(x) = (6)(2)(2) = 24.
P—P

Usando esses mesmoso argumentos para a funcio (x,y) — x> +2y?, segue-se que

. 2 2\ 1: 2 . 2 _ —
Jim (+2y%) = lim x° + lim 2y° = (2)(2) +2(1)(1) =6.

Finalmente, usando as propriedades ii) e iii), segue-se que

3x3 24
lim A(P) = lim ———— Ty
P—P P—Py x +2y2 6 |:|

Continuidade
O valor do limite acima coincide com o valor da fungcdo no ponto Py, uma vez que
3.23 24

M) =h2 D =my =g =*

Essa propriedade, de que o limite coincide com o valor da fun¢do no ponto, é
dita continuidade da funcdo, de acordo com a defini¢do a seguir.
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Definicdo 2.11 A fun¢do f: D — R ¢é continua em Py € D se
limp_,p, f(P) = f(P). Se for continua em todos os pontos de D, a fungdo é
dita continua em D.

A continuidade ¢ um dos conceitos fundamentais do Calculo e esta intima-
mente ligada aos problemas de otimizag@o, como se verd logo a seguir.

Da definicdo de continuidade e das propriedades do limite, segue-se que a
soma e o produto de funcdes continuas sdo continuos. Por exemplo, todo polind-
mio em duas varidveis dd origem a uma funcdo continua em todos os pontos do
R?. Também o quociente de fungdes continuas é continuo nos pontos em que o de-
nominador nio se anula. Nos pontos em que o denominador se anula, o quociente
pode ou ndo ser continuo, como ilustrado a seguir.

= Exemplo 2.10 Determine os pontos de continuidade de /: R* — R definida por

3
h(x,y) = xz%yz se (x,y) # (0,0)
0 se (xy)=(0,0). ]

Solugcdo. A menos da origem & = (0,0), essa é a mesma funcdo estudada no
exemplo anterior. Assim, de maneira andloga ao que ja foi feito, mostra-se que, se
Py = (x0,y0) # U, entdo

) 3x(3)
P—PRy X5+ 2y
e a fungdo € continua nesses pontos.
Na origem, jé foi visto no Exemplo 2.5 da se¢do anterior que limp_, s h(P) = 0.
Como h(0) = 0, segue-se que a fungdo é também continua nesse ponto. Assim, a
funcdo é continua em todos os pontos do seu dominio. (]

Nesse exemplo, se fosse escolhido um valor A(&) # 0, entdo existiria o limite
limp_, s h(P), mas a fun¢do ndo seria continua nesse ponto. Pode acontecer tam-
bém de o limite ndo existir, como no caso da fungdo

2x%y
—— se (x, 0,0
by 4 Ty ¥ G £ 00
0 se (x,y) =(0,0).

Nesse caso, como visto no Exemplo 2.7 da secdo anterior, ndo existe o limite
limp_, s h(P), e, portanto, a fun¢do ndo é continua nesse ponto. Aqui, o valor
de h(0) = 0 ndo é importante: a fung¢do continuaria a ser descontinua nesse ponto
qualquer que fosse a escolha de h(0).
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Continuidade e ofimizacdo

Um problema interessante de otimizac¢do consiste em determinar o maior valor
assumido por uma dada funcdo f: D — R. Dito de outra forma, deve-se obter um
ponto Py € D com a propriedade de que f(P) < f(Py) para todo P € D. Um ponto
assim € dito ponto de maximo absoluto.

max abs

. ‘ max local
= ___c;—-“/
min local

min abs

—

Outros pontos de interesse sdo os de maximo lo-
cal, que sdo aqueles pontos Py em que a fungéo as-
sume o maior valor entre todos os pontos P préximos
a Py. Assim, Py é ponto de mdximo local se existe
0 > 0 com a propriedade de que f(P) < f(Py) para
todo P € DNB(Py, §).

Analogamente se definem pontos de minimo ab-
soluto e de minimo local. Por exemplo, um ponto
Py € D é de minimo absoluto se f(P;) < f(P) para
todo P € D. Ja o ponto P; é de minimo local se,
para algum 8 > 0, tem-se que f(P;) < f(P) para todo
P e DNB(R,0). A figura ilustra essas defini¢des.

Esses pontos especiais podem ou ndo existir, dependendo tanto da funcdo
quanto de seu dominio. Veja os exemplos a seguir.

A fungio f: R? — R dada por f(x,y) = x> +y°

ndo tem maximo absoluto.

escolhidos pontos P € R? tdo afastados da origem
quanto se queira, e, portanto, f(P) = ||P||> pode ser
tornado tdo grande quanto se queira. Isso mostra
que, se o dominio for ilimitado, a funcdo pode ndao
ter maximo absoluto. Veja o grafico ao lado.

Isso porque podem ser

Mesmo se limitado, o ponto de maximo pode ndo
existir se o dominio ndo for fechado. E o caso da
funcao 1

8(P)=+—mm
1Pl

definida em D = {P € R%;||P|| < 1}. Veja grafico ao
lado. E claro que o dominio é limitado, mas podem
ser tomados pontos P € D com 1 — ||P||? tdo préximo

de zero quanto se queira, e, portanto, g(P) = 1—\|1P\|2

pode ser tornado tdo grande quanto se queira.
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Outra questdo importante para a otimizacio - Zl
¢ a continuidade. Mesmo que o dominio seja fe-
chado e limitado, o ponto de miximo pode ndo
existir se a fun¢do nao for continua. Por exem- ' )
plo, no dominio D = {P € R?;||P| < 2}, que é = ==l
fechado e limitado, a fungdo (ver gréfico ao lado) o '

0 se|P|<1
h(P)=4q 2 -
IRE se 1 <||P|| <2.
ndo tem ponto de maximo absoluto. De fato, tem-se que 4(P) < 2 e, escolhendo-se
1 < ||P|| = 1, obtém-se que a fungdo assume valores tdo proximos de 2 quanto se
queira. Mas ndo existe Py € D com a propriedade de que h(Py) = 2, e portanto a
funcdo ndo possui ponto de méaximo absoluto. E claro aqui que o problema é a
falta de continuidade da funcao.

Pode-se mostrar, entretanto, que, se uma fun¢do ndo tem ponto de miximo
absoluto, entdo ocorre um dos motivos mencionados acima, isto €, o dominio nao
¢ limitado ou nao € fechado, ou entdo a funcido nio € continua em seu dominio.
Esse é o contetido do surpreendente

Teorema 2.1 Suponha D C R? fechado e limitado e f: D — R uma fungio
continua. Entdo existem Py e P; em D tais que

F(P) < f(P) < f(Ry) paratodo P € D.

E dificil imaginar a variedade de situagdes possiveis para as fungdes de duas
varidveis. Além da diversidade de relacdes entre o ponto e imagem, deve-se consi-
derar que os dominios podem assumir as mais variadas formas. No entanto, quais-
quer que sejam os casos, apenas as trés condi¢des acima (dominio fechado e limi-
tado e fungdo continua) sdo suficientes para assegurar a existéncia tanto de maximo
como de minimo absolutos. Esse ¢ mesmo um resultado surpreendente, e ponto de
partida de uma grande drea da Matematica conhecida como Calculo das Variacdes.

Resta ainda um porém. Com as hipéteses do teorema, ele garante a existén-
cia de maximos e minimos absolutos, mas ndo faz referéncia em como encontrar
esses pontos! Nesse sentido ele ndo é um resultado construtivo. Isso se deve a
forma com que o teorema é demonstrado, por reductio ad absurdum (redugdo ao
absurdo): supde-se que 0 maximo ou 0 minimo ndo existam, e chega-se a um ab-
surdo. Conclui-se assim que tanto 0 mdximo como o minimo existem, mas é claro
que ndo se tem a menor ideia de onde eles podem estar.



2.0 Exercicios 53

Por exemplo, a fungdo cujo grafico esta ilus-
I trado ao lado estd definida em um conjunto fe-
i \ chado e limitado, e é também continua. Logo,
de acordo com o teorema, ela tem um ponto de
maximo e um ponto de minimo absolutos. Pelo
gréfico, ja se pode antecipar que o minimo estd
na fronteira dD e 0 maximo estd no interior do
dominio D. Mas como encontrar as coordenadas
precisas desses pontos?

Bem, esse € outro problema, que serd resolvido por meio das derivadas parciais.
E este € o assunto do préximo capitulo.

Exercicios

1) A figura abaixo ilustra o grafico da pressdo P(¢,v) = 10¢/v de um gds em um
recipiente de temperatura ¢ e volume v, com (¢,v) € (0,10) x (0, 10). Nesse caso,
as curvas de nivel de P(t,v) sdo ditas isobaricas do gds; a funcdo g(r) = P(t,vo)
fornece a pressdo a um volume constante vy e h(v) = P(to,v) fornece a pressdo a
uma temperatura constante #y. Julgue os itens a seguir.

a) As curvas isobdricas do gds sdo segmentos de retas.

b) A temperatura constante, a pressio € in- t
versamente proporcional ao volume {

c) O grifico da fungdo g(r) é um arco de
hipérbole.

d) Para 17y € (0,10), existe o limite
lim, ) 4.,0) P, V).

e) Nio existe o limite lim, ,)_,(9,0) P(t,V).

2) Indique por Py = (0,0) a origem do plano &xy e por P = (x,y) um ponto ge-
nérico. Indique ainda por f: R?> — R a funcio f(x,y) = +/|xy|, cujo grifico estd
ilustrado abaixo.

a) Esboce as curvas de nivel de f nos niveis 0, 1 e 2.

b) Esboce os grificos das fungdes g(x) = f(x,x) e h(x) = f(x,—x).

¢) Use a desigualdade (|x| —[y|)? > 0 para estimar o valor de f(x,y) em termos
da distancia /x2 + yZ.
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- d) Enuncie a  definicdo do  limite

! .'| limp_”DO f(P) =1L
\II."' e) Use os itens anteriores para verificar se f é
—_-'-_‘"-‘-—-.I "

continua em Py.

3) Suponha que a chapa D = (0,0) X (0,00) tenha temperatura dada pela fungdo
T(x,y) = %arctan(y/x). Nesse caso, o calor flui na dire¢do e sentido do ve-
tor F(x,y) = (—=Ti(x,y),—Ty(x,y)), em que as derivadas parciais sdo dadas por

Ti(x,y) = %xiﬁ e Ty(x,y) =2 o iy2 . A figura abaixo ilustra o campo F.

a) Para yo > 0, calcule lim(, ) (0,,)7 (x,¥)
usando as propriedades do limite.

A

— e X
b) Esboce as curvas de nivel (isotermas) de

T(x,y) nos niveis 30/6 e 30/4, identifi- =~ N A
cando cada uma dessas curvas. — NN
¢) Justifique o fato de que ndo existe W\ “i LY t

limy ) 0,0 7 (%, ).
d) Determine o vetor unitdrio U (x,y) na diregdo e sentido do fluxo do calor a
partir do ponto (x,y). Em seguida, esboce o vetor U(1,1).

e) Verifique que U (x,y) é tangente ao circulo de centro na origem que passa por
(x,y) € D. Isso significa que ndo hd fluxo de calor através desses circulos.

4) Suponha que a temperatura da chapa D = {(x,y) € R%;x> +y> < 1 ey > 0} seja

dada pela fungédo T (x,y) = 2—7? arctan <1_§fy_y2>, cujo gréfico estd ilustrado abaixo.

a) Verifique que as isotermas sio arcos de cir-
culos com centros no eixo Oy e passam pe-
los pontos (—1,0) e (1,0).

b) Esboce a isoterma de temperatura igual a 5.

¢) Use o item a) para verificar que nio existe
limp_,1.0) 7 (P).

d) Use as propriedades do limite para decidir quando a existéncia do limite
limp_,p, T (P) no caso em que Py = (xp,yo) € tal que x(z, —i—y(z, =1leyy>0.

e) Da mesma forma, estude a existéncia do limite limp_,p T(P) no caso em
que Py = (x0,0) e |xo| < 1.
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Derivadas parciais

Uma ideia importante no estudo de func¢des de vdrias varidveis €, a menos de uma,
fixar todas as demais. Com isso, o estudo fica reduzido ao caso de uma variavel, e
é possivel usar tudo o que ja se sabe sobre derivada de fungdes de uma varidvel. E
essa a ideia por trds das derivadas parciais.

Definicdo e interpretagcdo geométrica

um ponto interior a D, isto é, B(Py,8) C D para
(x0,y0 +1) uma parametrizacdo da reta por Py e \?’;
0

T
Sejam f: D — R uma fungdo e Py = (x0,y0) 4=
algum & > 0. Seja ainda P(t) = Py +1(0,1) = .
paralela ao eixo ¢'y. Como Py € interior, o ponto y :‘“‘HH

P(t) estd no dominio D se |t| é pequeno, e fica ‘R
definida a composta f(P(z)). —

S

Essa composta € funcdo de uma varidvel, e ji se sabe como derivé-la, por
exemplo. A figura ao lado ilustra a reta P(¢) (no plano Oxy) e o gréfico da fungdo
composta (curva acima da reta P(¢) contida no gréfico da f).

Definicdo 3.1 Caso exista, a derivada parcial de f em relagdo a y no ponto Py
¢ dada por
d

H(B0) = f(P(©))], _y = lim f(xo0, 0 +t3 — f(x0,50)

Assim, f,(Py) é ainclinacdo da reta tangente ao grafico de f(P(f)) no instante
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t =0, e € claro que esse nimero é importante no estudo da fung¢do f. Veja a figura
acima. Podem ser usadas outras notacdes, como por exemplo

£(Py) = a%f(Po) = 3,f(Po) = Dy f(Py) = Daf(Ro)

Analogamente define-se a derivada parcial com respeito a x como sendo

fo(Py) = }E% f(xo +t,yoz — £(x0,y0)
e sdo usadas também as notagdes f,(Py) = %f(Po) = 0 f(Py) =Dy f (Py) = D1 f(Py)

= Exemplo 3.1 Calcule as derivadas parciais da fun¢io f: R?> — R dada por
f(x,y) = x*> +y? em um ponto genérico Py = (xo,y0)- .

Solugdo. Comegando com a derivada parcial em relagdo a y, tem-se que

S (0,50 +1) — f (x0,50) x5+ (vo+1)* =G — ¥

, =i =i
Fy(0:30) = iy t o ,
2 2 2 2
2yot +t° — 2yot +1
— pim TR TN gy, DI
t—0 t t—0 t 0

A interpretacdo geométrica desta derivada estd ilustrada na figura abaixo, deri-
vada que € negativa se yg < 0, é nula se yg = 0 e é positiva se yy > 0.

E claro que, em um ponto arbitrario P = (x,y),
a derivada é f,(P) = 2y, valor obtido apenas deri-
vando a expressdo f(x,y) = x> 4 y? em relacio a
y (e mantendo x fixo). Essa € a ideia das deriva-
das parciais: sao faceis de calcular, por serem as
derivadas ordindrias em uma varidvel.

Da mesma forma, a derivada com respeito a x é f(x,y) = 2x e tem interpreta-
¢do andloga a f,.

Funcdo de Cobb-Douglas

As derivadas parciais ocupam um lugar de destaque tanto na Fisica como na
Matemdtica, e isso desde meados do século XVIII. Mais recentemente, muitas
outras 4reas t€ém buscado modelar seus problemas usando a linguagem matemética
e fazem uso exaustivo das derivadas parciais. E o caso da Economia, com a fungéo
de produgdo de Cobb-Douglas. Charles Cobb e Paul Douglas usaram um modelo
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matematico para descrever o produto interno americano, e os resultados foram tao
bons que o modelo passou a ser usado em muitas outras situagdes.

Para descrever o modelo, considere, primeiro, o caso em que a produgdo g(x)
de uma industria seja funcdo do nimero x de horas trabalhas. Em geral, em uma
industria, x assume valores muito grandes e, comparado com ele, o nimero 1 é
préximo de zero. Assim
~ lim g tt) —g(x) =g'(x) 3.1

t—0 t

glx+1)—gx)

De fato, os economistas assumem que g(x+ 1) — g(x) = g’(x), o que fornece
uma interpretacdo interessante para a derivada: é o aumento correspondente na
produgdo caso o nimero de horas seja aumentado em uma unidade. Devido a
essa interpretagdo, a derivada g’(x) é conhecida como a produtividade marginal do
trabalho. Os economistas estudam essa derivada para saber se vale a pena aumentar
o nimero de horas trabalhadas em uma determinada industria.

Uma forma de estudar a produtividade marginal € compara-la com a produti-
vidade média g(x)/x, que é o total da produgéo dividido pelo total de horas traba-
lhadas. No modelo proposto por Cobb-Douglas, uma quantidade é proporcional a
outra, isto é, supde-se que

8(x)

Essa € uma maneira interessante de modelar problemas, por meio de equagdes
diferenciais. No caso, por uma equacdo diferencial ordindria, pois é a derivada or-
dindria em relacdo a uma tnica varidvel. A equacio (3.2) pode ser escrita na forma
g (x)/g(x) = at/x, que, integrada, resulta em In(g(x)) = In(x*) + k. Finalmente,
tomando a exponencial, obtém-se que

g(x) = Kx*

para alguma constante positiva K. Assim, como consequéncia do modelo proposto
pela equagdo (3.2), a funcdo g(x) deve ser necessariamente da forma acima.

Mas por que essas observagdes estdo relacionadas com fungdes de duas va-
ridveis? Porque, em uma industria, os gastos estdo classificados segundo duas
categorias: a quantidade x de trabalho e a quantidade y de capital usadas na pro-
dugdo. Nesse caso, a producdo é uma fungdo f(x,y) de duas varidveis, e vale a
interpretagdo feita acima, isto é:

i) fi(x,y) = produtividade marginal do trabalho;
ii) fy(x,y) = produtividade marginal do capital.
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O modelo de Cobb-Douglas nesse caso faz as mesmas hipéteses usadas acima,
e isso em cada uma das varidveis separadamente. De fato, o modelo supde que

f(x,y) Fily) = Bf(x,y)
x e y
Estas s@o equagdes diferencias parciais, por envolverem as derivadas parciais.
Entretanto, sdo equac¢des muito simples e, comparando com o que se fez acima,
ndo é dificil perceber que as solu¢des agora sdao da forma

flx,y) = Kx*yP

Esta € a fun¢do de producdo de Cobb-Douglas, que ilustra bem o uso das derivadas
parciais em dreas distintas da Matemadtica e da Fisica. Essa funcdo serd estudada
em detalhes no capitulo 5, em conexdo com os multiplicadores de Lagrange.

(3.3)

fx(xvy) =o

Derivadas segundas

Em geral, as derivadas parciais podem ou nio existir. Por exemplo, a fungdo
f(x,y) = 1/x2 + 2, definida em R?, tem derivadas parciais em (x,y) # (0,0), onde

Y

X :
felx,y) = \/TT)/Z e filx,y) = \/TT)/Z \\

No entanto, na origem (0,0), ndo existe o limite

t—0 t t—0 t

e, portanto, a func¢do nao tem derivada parcial com respeito a y nesse ponto. Veja
o grafico da func¢do na figura acima.

Se f: D — R tem derivada parcial com respeito a y em todos os pontos de
D, entdo fica definida a fun¢do f,: D — R. Nesse caso pode-se perguntar pelas
derivadas parciais de f,, ditas as derivadas parciais segundas. Essas derivadas sdo
indicadas por (f)x = fyx € (fy)y = fyy. Analogamente para a derivada parcial f..
A figura abaixo ilustra a relacdo entre essas derivadas.

/f\fy
o

/ " \ \
fxx fxy fyy
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» Exemplo 3.2 Calcule as derivadas parciais segundas da fungdo f(x,y) = x”,
comx>0eyecR. "

Solucdo. A fungdo pode ser escrita na forma f(x,y) =¢” In(x) e as derivadas sdo

Y Y

feloy) =M= =2 =07l e fi(xy) =" n(x) =2 In(x)

que estdo definidas para x > 0 e y € R. Pode-se entdo estudar as derivadas de f:
[ y) =y =127 e foloy) =) Hy@ )y =27+ in(x)
Ja as derivadas de f, sdo dadas por
fir(,y) = (@)xIn(x) +2"(In(x))y =y In(x) +271

Fiy(r,y) = (@)yIn(x) =2 In? (x)

De acordo com o grifico ao lado, a funcdo
f(x,y) = x¥ é bastante assimétrica em relag¢do as va-
ridveis x e y. No entanto, apesar dessa assimetria,
parece curioso o fato de as derivadas parciais mis-
tas coincidirem, isto €, que fy,(x,y) = fux(x,y). De
acordo com o préximo teorema, cuja demonstracdo
pode ser encontrada nos bons livro de Calculo, isso
— » ndo é uma coincidéncia, mas uma consequéncia da
s = continuidade das derivadas.

g

Teorema 3.1 Sejam f: D — R e Py € D um ponto tal que B(Py,d) C D para
algum & > 0. Se as fungdes f;, f, e fyy existem em B(F,d) e, além disso, sdo
fungdes continuas nessa bola, entdo existe fix(Fy) € fix(Po) = foy (Fo).

A igualdade entre as derivadas parciais mistas serd muito usada ao longo do
texto. E necessario, entretanto, verificar com cuidado as hipéteses do teorema, pois
existem casos em que essas derivadas ndo coincidem. Esse é o contetdo do

= Exemplo 3.3 Seja f: R? — R dada por

¥ —y?
) S e £ 00

0 se (x,y) =(0,0).

a) Calcule f,(0,y) e fy(x,0) usando a definicdo de derivada parcial.



60 Capitulo 3. Diferenciabilidade

b) Use o item anterior para verificar que fi,(0,0) # £,,(0,0) .

Solucdo. a) Usando a defini¢do, obtém-se que

. f(0+t,y)7f(0,y) . y(t27y2)
£:(0,y) Jm : [ 212 y
) ( ) — f(x,0) (=17
o J0+1)— f(x,0) o x(xt—17)
Fn0) = fip = e =l =

b) Usando o item anterior, segue-se que

. f:(0,041) - £(0,0) . —t
:1[[] :1[[]—:—1
fxy (O’O) tlao t tlao t
© f3(0+1,0) — £,(0,0)
: +1,0)— .t
_ y ’ yWU) b
1x(0,0) _}g% t _}g%t !
0 que mostra que as derivadas parciais mistas sdo de fato distintas. U

O resultado desse exemplo pode ser explicado por meio dos grificos das fun-
coes f, fx € fy, ilustrados nas figuras abaixo. Dos gréficos percebe-se que as
funcdes f e f. s@o continuas em toda uma vizinhanga da origem. No entanto, a
fun¢do f, apresenta uma forte descontinuidade na origem, e portanto a fungdo f
ndo satisfaz as hipéteses do Teorema 3.1 (pdgina 59).

Grifico de f Grifico de f; Grifico de fyy

Vale notar uma analogia interessante entre os casos de uma e vérias varidveis.

No caso de uma funcdo de uma varidvel g(x), os pontos criticos x( sdo aqueles
para os quais g'(xo) = 0. Além disso, esses pontos podem ser classificados como
de minimo ou méximo local de acordo com o sinal da derivada segunda: o ponto
xo é de minimo local se g”(xp) > 0, e de maximo local se g”(xp) < 0.

No caso de fung¢des de duas varidveis f(x,y), os pontos criticos (xgp,yp) sdo
aqueles para os quais fi(xo,y0) = fy(%0,y0) = 0. A pergunta natural agora é se
as derivadas segundas podem ser usadas para classificar esses pontos como de
minimo ou de maximo local. Para isso, o primeiro passo € organizar as derivadas
parciais de acordo com a matriz Hessiana
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fxx(X,)’) fxy(x’y)
fyx(x7y) fyy(xa)’)

Nas hipéteses do teorema acima, essa matriz é simétrica, o que facilita muito
o seu estudo. Por exemplo, sendo simétrica, ela certamente tem dois autovalores
reais A; e A,. Pode-se mostrar entdo o seguinte critério: o ponto critico (xg,yo) é
de minimo local se 4; > 0¢e A, > 0, e de méaximo local se 41 < 0e A, < 0. Esse
fato € curioso por estabelecer um paralelo interessante entre os casos de funcdes
de uma e de duas variaveis.

Hy(x,y) =

Diferenciabilidade

Ja se conhece a importancia de estudar a reta tangente ao grafico de uma fungédo
de uma varidvel. O andlogo dessa reta para fun¢des de duas varidveis é o plano
tangente. Para compreender bem o que significa esse plano, vale fazer uma leitura
apropriada de como a reta tangente ¢ obtida.

Lembrando: infinitésimos

Uma observacdo simples, mas importante, é que o quociente p/q é uma compa-
racdo de tamanho entre o niimero p relativamente ao nimero ¢g. Por exemplo, os
ndmeros p =2 x 1072 e ¢ = 1072 sio ambos pequenos se comparados com a uni-
dade 1, e, no entanto, o quociente é p/q = 2 ndo é pequeno, isto &, p ndo é pequeno
se comparado a g. Como outro exemplo, os nimeros p =2 x 107> e g = 1072 sdo
pequenos se comparados com a unidade 1 e, além disso, p € muito menor do que
¢, uma vez que o quociente p/q = 2 x 1072 é pequeno.

Esta observagdo sugere uma definicdo interessante. Suponha que se queira
comparar o tamanho de duas fun¢des p(t) e g(t), onde g(¢) é conhecida e se torna
cada vez menor a medida que t — o, isto &, lim,_;, ¢(r) = 0. Suponha ainda que
exista o limite
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Nesse caso, se [ # 0, entdo p(r) ~ Iq(t) para valores de t ~ fy. Assim, p(t)
e ¢(t) sdo pequenos e compardveis, uma vez que um é mdltiplo do outro. Mas,
se [ =0, além de p(r) ser pequeno, ele é muito, muito menor do que g(z): é
infinitamente menor do que g()! Isso justifica a

Definigdo 3.2 Suponha que lim,_,;, (1) = 0. Se p(t) é tal que

im 20

= (1)
entdo p(t) é dito um infinitésimo em relagdo a ¢(¢) quando ¢t — f.

E uma defini¢io simples, de facil entendimento. E, no entanto, ela é a chave
para se compreender o significado de diferenciabilidade, tanto em uma como em
vérias variaveis.
= Exemplo 3.4 Suponha 7y # 0 um niimero dado e seja g(t) =t — fy. Verifique se
as fungdes pi(t) = (t —19)? e pa(t) = 1> — 13 sdo infinitésimos em relagdo a ¢(t)
quanto ¢ — . "

Solugdo. Comegando com a fun¢do pj(z), tem-se que

t t—19)?
fim 2100 :1imQ:1imt—10:O
=i q(t) 1= t—1 1—1p

e, portanto, p;(z) € um infinitésimo em rela¢do a ¢(¢) quanto r — #;. Ja em relagio
a p2(t), usando a decomposigio 12 — 12 = (¢ +19)(t — to), obtém-se que
pa2(t) 2 —1t5

lim —% = lim =limt+1=2t#0
=ty q(t N tho 07

e assim p;(¢) ndo é um infinitésimo em relagdo a
q(t) quanto t — 1.

A diferenca entre as duas funcdes pode ser
percebida por meio da figura ao lado, que ilustra
os graficos dessas funcdes para valores de ¢
préoximos a fy. Apesar de p; ser pequeno, o seu
tamanho € quase o dobro de g. Por outro lado, p; é também pequeno, mas é
infinitamente menor do que q. (]

——

#o t

Aprecie a importancia dos infinitésimos na no¢ao de derivada dada a seguir!
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Lembrando: diferenciabilidade em uma varidvel

(o) Sejam / C R um intervalo e g: I — R uma
funcdo dada. Sejam ainda #y € I um ponto interior
e y(t) = g(to) + a(t — 1p) a equagdo da reta que
passa por (fo,g()) e tem inclinag@o a, conforme
a figura. Caso a func@o g(¢) seja aproximada pela
reta y(t), entdo

| n(t—10) = g(t) = y(t) = g(r) — [g(to) +alt —10)]
fo t

é o erro nessa aproximacdo. E claro que o erro depende da inclinagio a, e uma
forma de estima-lo é comparar com a distancia entre ¢ e typ. Comparando, obtém-se

n(t—t)

n(t—1)| _ ‘8(1) —[8(t0) +a(t —1)]
[t — 19 t—1

) ‘gm —gl)
t—1y

Suponha agora g(r) derivavel e y(r) a reta tangente, isto é, que a = g’(fo). Nesse
caso, usando a defini¢do de derivada, o erro 1 (r —t) é tal que

8(t) —s(to)
t—1y

t—t,
fim =0l
t—to |t—to| t—to

—8/(l0)‘ =0 (34)

Surpresa! Se for escolhida a reta tangente para aproximar a fungdo, entdo o
erro 1 (¢t —fp) é um infinitésimo em relac@o a distancia ¢ — fo quanto ¢ — fo.

Além disso, o que é mais surpreendente, vale também a volta, no seguinte
sentido: suponha que a reta y(t) = g(#y) + a(t — to) seja escolhida de modo que o
erro 1 (t —to) = g(¢) — y(¢) seja um infinitésimo em relagdo a r—#y quanto ¢ — fo.
Entdo, dos cdlculos acima, tem-se que

t—1y
e, portanto, a = lim w
t—1y 0
Assim, a reta tangente € a tinica que faz com que o erro seja um infinitésimo.

lim

t—ty

—a‘ — lim M -0
t—to |[—[0|

é aderivada e y(r) = g(to) +a(t —tp) é areta tangente.
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Resumindo, pode-se dizer o seguinte: a funcdo g(¢) é derivavel em 1y se, e
somente se, existe a € R tal que o erro n(r —ty) = g(t) — [g(to) + a(t —1p)] é um
infinitésimo em relacdo a t —fy quanto t — fy. Nesse caso a é necessariamente
igual a derivada g(19).

O préximo exemplo ilustra essa caracterizacio da reta tangente.

= Exemplo 3.5 Verifique que a fungdo g(¢) =1%,¢ € R, é derivivel emfp =2. m

Solugdo. A equagdo da reta por (19,g(f0)) = (2,4) de inclinagdo a ¢é
y(t)=4+a(t—2). Logo,

Nt—2)=gt)—y(t) = —4—a(t-2)
=(t+2)(t—2)—a(t—2)=(t—-2)(t+2—a)

(¢

de onde se segue que %}2) =1+2—a. E claro agora que existe a = 4 tal que o

erro N (t — fp) é um infinitésimo em rela¢do a r — 2 quanto ¢t — 2, isto &, tal que

r—=2
HmM =lim|t4+2—4| =0,
=2 |t —2| =2
Assim, a funcdo ¢ derivdvel em 7y = 2 e, claro, a derivada é g'(2) = 4. O

Diferenciabilidade em varias varidveis

A discussio no caso de uma varidvel ¢ um modelo muito bom para se compreender
o caso de duas varidveis. De fato, conceitualmente, os dois casos sdo idénticos!

As perguntas agora sio as seguintes: dado um dominio D C R?, uma fungio
f: D — R e um ponto Py = (xo,yp) interior a D, o que significa um plano ser
tangente ao grifico de f no ponto (xo,yo,f(x0,y0))? Uma vez respondida essa
pergunta, como obter a equacgdo desse plano?

Ora! Como no caso de uma varidvel, a ideia € aproximar a fung¢do por um plano,
e isso de forma que o erro na aproximacio seja o menor possivel. Um plano por
(%0, 0, f(¥0,¥0)) tem equagdo na forma z(x,y) = f(x0,y0) +a(x —x0) +b(y — o),
onde a e b sdo quaisquer dois nimeros dados. Usando a notagdo P = (x,y), se a
fungdo f(P) for aproximada por esse plano, o erro 1(P — Py) nessa aproximagio é

NP —Py) = f(P)—z(P) = f(P) — [f(P) +alx—x0) + b(y —yo)]

Em vista do que j4 se sabe sobre infinitésimos, a préxima defini¢do ¢ bastante
natural. O nome diferencidvel é usado para distinguir essa definicdo do caso em
que a funcéo € derivdvel (tem derivada parcial) em relagdo a uma de suas varidveis.
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Definicdo 3.3 A funcdo f: D — R é diferencidvel em um ponto Py = (xo,0)
interior a D se existem a e b em R tais que o erro

N(P—Py) = f(P)—[f(Po) +alx—xo) +b(y—yo)]

n(P—PR)|

=0.
1P — Pyl

tem a propriedade de que limp_, p,

Se a fungdo € diferencidvel, entdo ela pode ser escrita na forma
f(P)=z(P)+n(P—R)=f(P)+alx—x0)+b(y—yo) +n(P—P) (3.5

onde o erro é muito pequeno se comparado com a distancia ||P — Py||. Nesse caso,
o plano z(P) = f(Py) +a(x—xo) +b(y —yo) € uma boa aproximagio para a fungio,
e ¢ dito o plano tangente ao grafico de f no ponto (xo,yo, f(x0,¥0)). O plano z(P)
¢ dito ainda a aproximacdo de primeira ordem da fun¢do f no ponto Fy.

No caso de uma varidvel, para uma funcdo ser diferencidvel, ela tem que ser
continua. De acordo com o préximo resultado, isso é também verdade para funcdes
de duas varidveis.

I Lema 3.1 Se f é diferencidvel em Py, entdo ela é continua nesse ponto. =

Demonstragdo. Da equagdo (3.5) tem-se que f(P) = z(P) + n(P — P), onde é
claro que limp_,p, z(P) = f(P). Como 1 (P — Py) é um infinitésimo, tem-se que

_ \77( )!

Desses dois limites segue-se que

lim f(P) = lim [2(P) +n(P—P)] = f(P)

P*}P() %P()
e, portanto, f é continua em F O

O préximo ponto é em relagdo aos nimeros a e b que determinam o plano z(P).
Também como no caso de uma varidvel, eles ficam unicamente determinados pela
condicdo de diferenciabilidade.
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Lema 3.2 Suponha f diferencidvel em Py = (xo,yo). Entdo f tem as derivadas
parciais nesse ponto, € o plano tangente tem equagao

Z(P) = f(Ro) + fu(Po)(x —x0) + fy(Po) (y — o)

Demonstragcdo.  Como f ¢ diferencidvel,
existem a e b em R tais que o plano

z(P) = f(Ry) +a(x—xo) +b(y—yo)

faz com que o erro N(P — Ry) = f(P) — z(P)
seja um infinitésimo. Escolhendo o ponto P na
forma P = (xp,y), que estd sobre uma reta para-
lela ao eixo Oy (veja a figura ao lado), tem-se que

1P = Pol| = ly—yol e

n(P—Po) = f(x0,y) —z(x0,y) = f(x0,¥) — [f (x0,0) +b(y = yo)]
= f(x0,y) = f(x0,50) = b(y — o)

Dai se segue que

nP—h)| _ ‘ f(x0,y) — f(x0,0) —b'
1P —Poll Y=o
Finalmente, como o erro é um infinitésimo, tem-se que
— P—F
fim | SG0Y) = fo.30) IR
Y=o y—=>Yo P=hy [P — Pl
Isso mostra que f tem a derivada parcial em relagdo ay e f,(Py) = b. Analoga-

mente mostra-se que f tem a derivada parcial em relagdo ax e fy(Py) = a. U

Este lema é um resultado sobre inclusio de conjun-
Z tos, como ilustra a figura ao lado. Indicando por & o
conjunto das fungdes diferencidveis em Py e por & o
conjunto das func¢des que t€m derivadas parciais nesse
ponto, o lema afirma que ¥ C &.
Assim, por exemplo, se uma fun¢do ndo tem
derivadas parciais, ela ndo € diferencidvel. Mas pode
acontecer de a funcdo ter derivadas parciais, e, mesmo assim, nao ser diferenciavel.
Essas situacdes estdo bem ilustradas nos préximos exemplos.
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» Exemplo 3.6 Verifique se a funcio f: R> — R, f(x,y) = x? +?, é diferencidvel
em um ponto genérico Py = (xp,Yo)- "

Solucdo. Ja foi visto que f tem as deriva-
das parciais, que sdo dadas por fi(Py) = 2xg ¢ /
fy(Py) = 2yo. Dai se segue que o candidato a \ — 1 __—=
plano tangente tem equagdo

z2(P) = f(Py) + fx(Po)(x—x0) + f,(Po) (y — yo) . y_o
= X3+ y5 + 2x0(x — x0) + 2y0(y — yo) /

Resta ainda verificar se o erro n(P — Py) = f(P) — z(P) é de fato um infinité-
simo em relag@o a distancia ||P — Py||. Ora! O erro é dado por

N(P —Py) = x> +y> — [x§ +y3 + 2x0(x — x0) + 2y0(y — y0)]

— 2 fx% — 2xp(x —xp) +y2 *)’% —2y0(y — y0)

— (@ — 2005+ 23) + (57 — 250y +33)
= (x—x0)> + (y —y0)* = |P— P|)?

P—P
e é claro agora que limp_, p 7‘7‘( ) =limp_,p, ||[P — Po|| = 0.

P—PR||
Assim, o erro ¢ mesmo um infinitésimo, e, portanto, a fungdo é diferencidvel

em Py. Por exemplo, se Py = (1, 1), entdo o plano tangente ao grafico de f nesse
ponto tem equagdo z=2+2(x—1)+2(y—1) =2x+2y—2. O

» Exemplo 3.7 Verifique se f(x,y) = +/|xy|, é diferencidvel em Py = (0,0). =

Solugcdo. Como a raiz ndo € derivavel na origem, pode-se imaginar que f ndo

tenha derivadas parciais em Py. No entanto, da defini¢do de derivada, obtém-se que
t —

_ i £0.0+0) - f(0,0) _ . 0

t—0 t t—0 1

Esse resultado pode ser percebido a partir
do grafico da funcdo, ilustrado ao lado, uma vez
que f(0,y) =0 para todo y € R. Analogamente
obtém-se que f;(Py) = 0.

Como as derivadas parciais e a fun¢do se anulam em Py, segue-se que o candi-
dato a plano tangente tem equagio z(P) = 0, isto é, o candidato é o plano Oxy.

Resta verificar se o erro (P — Py) = f(P) — z(P) é de fato um infinitésimo.
Ora! Como ||P — By|| = ||P|| e z(P) = 0, segue-se que
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nP-r) fP)  Vml )0 sex=0

[P=Pll — |IPIl  /2+y2 % sex=y

Assim, para P — Py, o quociente 1(P — Py)/||P — Py|| tem limites distintos ao

longo das retas x = 0 e x = y. Da regra dos dois caminhos, segue-se que nao existe

o limite limp__ p, Tyt

, €, portanto, a funcao ndo € diferencidvel em Fy. O

Em resumo, se uma fung¢do € diferencidvel, entdo ela tem as derivadas parciais,
e € facil obter a equagdo do plano tangente. No entanto, como ilustra o Exemplo 3.7,
a fun¢do pode ter derivadas parciais e ndo ser diferencidvel. Esse fato € natural,
uma vez que as derivadas parciais dao informacdes ao longo de duas retas, e isso
ndo é suficiente para caracterizar o plano tangente.

Critério de diferenciabilidade

A verificacdo da diferenciabilidade por meio da defini¢céo € trabalhosa, e vale pro-
curar maneiras de simplificar essa tarefa. A seguir serd visto um critério apenas
suficiente para a diferenciabilidade. Mesmo ndo sendo equivalente a defini¢do, é
um critério pratico e muito conveniente.

Continuidade das derivadas parciais
A continuidade das derivadas parciais ¢ um fator importante para a diferenciabili-
dade. Para ilustrar essa afirmacdo, considere o problema de verificar se a funcao

2
=) T B0 E00)

0 ,se (x,y) =(0,0)

é diferencidvel em Py = (0,0). Veja o grifico de f acima.

Como f(0,y) = 0 para todo y, segue-se que existe a derivada parcial
£4(0,0) = 0. Analogamente, f,(0,0) = 0. Assim, o candidato a plano tangente ¢ o
plano Oxy, e o erro na aproximagdo da fungdo por esse plano é n(P — Py) = f(P).
Segue-se entdo que

1
nP—p) _fP)_ ) 5 s r=r=0

1P=poll — lIPI

0 ,se x=0

e, portanto, ndo existe lim n(P—F)

. Isso mostra que f nao € diferenciavel em P.
PR, P=hl
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Este é mais um exemplo em que a existéncia das derivadas parciais ndo basta
para a diferenciabilidade. Para entender melhor esse exemplo, pode-se estudar
o comportamento das derivadas parciais ndo sé em Py, mas também nos pontos
préximos a ele. Entdo, calculando, obtém-se que

x2(x2 —y2
Hxy) = ﬁ ,se (x,y) # (0,0)
0 ,se (x,y) =(0,0)

Em particular, ao longo dos caminhos y = 0 e x = 0, essa derivada é dada por
(veja o grafico de fy acima)

fy(X,y) = {

1 ;se x#0ey=0

0 ,se x=0

Da regra dos dois caminhos, segue-se que ndo existe o limite limp_,p, f,(P),
e, portanto, a derivada fy ndo € continua em F,. Essa falta de continuidade de f,
explica, em parte, o fato de a funcdo f ndo ser diferencidvel no ponto Py. Esse é o
conteudo das préximas secoes.

Lembrando: teorema do valor médio

O teorema serd usado a seguir, e vale lembra-lo rapidamente. Considere uma fun-
¢do g: [a,b] — R que é continua no fechado [a,b] e derivavel no aberto (a,b).
Nesse caso, o nimero % ¢ a inclinagdo da reta que passa pelos pontos
(a,g(a)) e (b,g(b)), e o Teorema do Valor Médio (TVM) afirma que essa incli-

nagdo € igual a inclinac@o da tangente g’(c¢) em algum ponto ¢ entre a e b.

Assim, como ilustra a figura,
) g(b)
g(;ig(a) =g'(c) para algum c entre a € b
—da
Equivalentemente, o TVM afirma que
8(a)
g(b)—g(a)=g'(c)(b—a) para algumcentreaeb

a c b

Voltando as fungdes de duas varidveis, considere f: D — R e um ponto
Py = (x0,y0) tal que B(Py,8) C D para algum 6 > 0. Suponha que as derivadas
parciais fy e f, existam em todos os pontos de B(Py,8) e que P = (x,y) € B(Py,0).
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Entdo a diferenga f(x,y) — f(x0,y0) pode ser estudada usando o TVM e o
“argumento da esquina”.

Com efeito, somando e subtraindo o valor de
f(x0,y), obtém-se

D) fy) — f(x0uy0) = F(y) — Fr0,)
+ [f(x0,y) — f(x0,y0)] (3.6)

S (x0,50) ==

f('x‘.y) /
onde uma das varidveis permanece fixa em cada
X Yo . .
. ¢ “"“‘fm“.’_ﬁl_ﬂ_. um dos colchetes. Por exemplo, o primeiro col-
el chete, com y fixo, refere-se a variacdo da funcgéo

8(x) = f(x,y), cuja derivada ¢ g'(x) = fi(x,y).
Pode-se entdo usar o TVM para obter (ver figura acima)
fly) = f(xo.y) = g(x) — g(x0) = g'(c) (x —x0) = fulc,y) (x = x0)
para algum ntimero c entre x e xo. De forma andloga, o segundo colchete refere-se
a variagdo da fungdo h(y) = f(xo,y), cuja derivada é /'(y) = fy(x0,y). Pode-se
entdo usar o TVM para obter
f(x0,) = f(x0,y0) = h(y) = h(yo) = ' (d)(y = o) = fy(x0,d)(y = yo)

para algum d entre y e yg. Substituindo essas igualdades em (3.6), obtém-se que

fey) = f(xo0,y0) = [f(6,) = £ (x0,9)] + [f (x0,5) = f (x0,0)]
= fu(e,y)(x=x0) + f3(x0,d) (y = yo) 3.7)

Essa igualdade serd usada com P = (x,y) — Py = (x0,)0), e, portanto, x — xp €
y — ¥o. Como o niimero c estd entre x e xp € 0 nimero d entre y € yg, segue-se que
também ¢ — xp e d — yo. Assim, (¢,d) — (x0,y0) quando P — F.

Critério de diferenciabilidade

Agora sim, t€m-se as ferramentas para abordar o critério de diferenciabilidade.

Considere entdo uma fung¢do f: D — R e um ponto Py = (xp,y0) tal que
B(Py,8) C D para algum § > 0. Como anteriormente, suponha que as derivadas f
e fy existam em todos os pontos da bola B(Fy,d). Foi visto que apenas a existéncia
dessas derivadas ndo garante que a funcdo seja diferencidvel em Fy. Ora! O que
mais, além da prépria defini¢do, garantiria a diferenciabilidade?

Neste sentido, como existem as derivadas parciais, o candidato a plano
tangente tem equacio

2(P) = z(x,y) = f(Ro) + fulPo)(x —x0) + fy(Po) (y — o)

e o erro na aproximacao da fungdo por esse plano é
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n(P—Py) = f(P)—z(P)
= f(x,3) — f(x0,50) — fx(Po) (x — x0) — £, (Po) (y — y0) (3.8)

Nessa igualdade, a diferenga f(x,y) — f(xo,0) jd foi estudada em (3.7), e dessa
equacdo obtém-se que

NP —Py) = f(x,y) — f(x0,50) — fx(Po) (x —x0) — fy(Po) (y — yo)
= file,y)(x—x0) + fy(x0,d) (y —yo) — fx(Po) (x — x0) — f,,(Po)(y — yo)
= [fx(c,y) = flx0,30)] (x — x0) + [fy(x0,d) — f3(x0,50)](y —y0) (3.9)

para algum c entre x e xo e algum d entre y e yy.

P—P
A funcido serd diferencidvel em P se, e somente se, hrr}l) IU(D Po(\)l) = 0. Oral
P—=h

Dividindo a equagéo (3.9) por ||P — P/, obtém-se

TI(P—P()) (X—XO)

= — Jx\C, — Jx(Xo, - 7

HP_POH [fx(e,y) = falxo yO)]HP—POH

(y = o)
+ 0o, d) = fylxo,yo)lyp—p (3.10)

[fy(x0,d) — fy(x0,¥0)] PR
onde \|‘; P‘H <le le’ i? lH < 1. Dessas desigualdades e da desigualdade triangular,

obtém-se que
P—P

H < | file,y) — fe(xo,0) |+ \fy(xo,d) _fy(XOJ/O)‘ (3.11)

Agora ¢ fécil entender as hipdteses do teorema a seguir!

Teorema 3.2 Suponha f: D — R uma fungéo e Py um ponto tal que B(Py,5) C
D para algum 6 > 0. Suponha ainda que existam as derivadas parciais f; e f,
em B(Py,0) e que sejam fungdes continuas. Entdo f é diferencidvel em F.

Demonstragdo. Por hipdtese, as fungdes fy € f, sdo continuas, €, portanto,

[}1_?}1) L(P)=fi(Po) € [}i_%ofy(P) = fy(P)
Além disso, como observado logo abaixo de (3.7), o par (c,d) que aparece em
(3.11) é tal que (c,d) — (x0,y0) quando P = (x,y) — Py = (x0,y0). Usando entdo
(3.11), segue-se que
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P—R)

0.< i =0 < iy (1) = 00,30 15 10.) = 5 3030)]

= | fx(x0,y0) — fx(x0,y0)| + | fy(x0,¥0) — fy(x0,¥0)| = O

n(P-Fk)
[P—Po]]

Isso mostra que [}in}) =0, e, portanto, f é diferencidvel em Fy. O
— ko

Como ilustra o exemplo a seguir, o critério de diferenciabilidade em termos da
continuidade das derivadas parciais é muito fécil de ser usado.

= Exemplo 3.8 Sejam D= {(x,y);y >0} e f(x,y) = —arctan(x/y) para (x,y) € D.
Verifique que f € diferencidvel em um ponto genérico Py = (xo,yo) € D. .

Solucdo. A verificagdo direta da diferenciabilidade, usando a defini¢o, seria
trabalhosa nesse caso, e vale usar o teorema acima. Nesse sentido, € claro que

-1 1 -y
1+(3)7y 2+

fx(xay) =

e ja foi visto anteriormente que lim y=ype
(x.y)—=(x0.y0)
que  lim  (x2+y?) =x3+y3. Comoyy > 0, pode-
(x.y)=(x0.,30)
se usar as propriedades do limite para concluir que

() o) >
. x,y) = (X0,Y0 —)o :
lim fy(P)= = = fr(Py).
P—>P0fx( ) lim  (2+)?) x3+)3 f(Fo)
(x.)=(x0.30)
e portanto f, € continua em Fp. ' Grifico de f
X o .
Analogamente para fy(x,y) = T Da continuidade dessas derivadas e do
X7 Ty

Teorema 3.2, segue-se que a funcio é diferencidvel em Fy. U

Cabe um observacdo importante sobre o Teorema
3.2. Ele é um resultado sobre inclusdo de conjuntos.
Se € é o conjunto das fungdes com derivadas parci-
ais continuas e Z o das fungdes diferencidveis, entdo
€ C 9. Mas, como ilustra o exemplo abaixo, existem
funcdes em Z que ndo estdo em €.
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u Exemplo 3.9 Verifique se f(x,y) = (xy)?/? é diferencidvel em Py = (0,0). =

Solucdo. Calculando, obtém-se que

1/3
%(%2) ,se x#0 e y#0
0 ,se x=0

Assim, ao longo dos caminhos y = x> e x = 0 que passam por Py, tem-se que

fy(x,x*) =2/3¢ £,(0,y) = 0. Logo, da regra dos dois caminhos, ndo existe o limite
limp_,p, fy(P), e, portanto, f, ndo é continua em P,. Essa falta de continuidade
pode ser percebida pelo grafico da fungdo fy, ilustrado abaixo juntamente com a
curva ao longo da qual a fungdo € constante.

Grifico de f (-};éﬁco de f
Isso mostra que o Teorema 3.2 ndo se aplica. Mas, ainda assim, a funcio pode
ser diferencidvel. E, de fato, como f(Py) = fi(Py) = f,(Po) = 0, o candidato a
plano tangente € o plano Oxy. O erro na aproximagdo de f por esse plano € entdo
n(P—Py) = f(P). Usando a desigualdade [xy| < 3(x* +?) = 1| P||, obtém-se

o< PR _IrP) _ PR _ GIPIPE <1>2/3 G

It R 7 15 2

Passando o limite com P — Py nesta desigualdade, segue-se que
. PP o .
limp_, p, —ﬂ;_ Po)l\) = 0, e, portanto, a fungdo ¢é diferencidvel em Fy. g

Vale uma pequena reflex@o do que foi feito até aqui. Anteriormente, a nocao de
plano tangente era conhecida apenas para algumas superficies, como a esfera. Em
seguida, foi introduzida uma outra nocao de tangé€ncia usando infinitésimos, no¢ao
que pode ser aplicada a muitas outras superficies. E natural entdo perguntar: nos
casos em que se pode comparar, essa nova nogao coincide com a anterior? Como
esperado, a resposta é sim, e esse € o contetido do Exemplo 3.10.

» Exemplo 3.10 Sejam D = {(x,y);x> +y* < 1} e f: D — R dada por f(x,y) =

\/ 1 —x% —y2. Verifique que f € diferencidvel em qualquer Py = (xo,yo) € D, € que
o plano tangente nesse ponto é ortogonal ao vetor posi¢do (xo, o, f(x0,¥0))- .
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Solucdo. O grifico de f é o hemisfério superior da esfera de raio 1, conforme a
figura abaixo, e j se sabe que o plano tangente é ortogonal ao vetor posi¢do. Resta
entdo verificar que esse mesmo resultado € obtido por meio do novo conceito de
tangéncia, usando os infinitésimos.

E, de fato, calculando, obtém-se que f,(x,y) = \/ﬁ Como Py € D, tem-

se que 1 —x(z) — y% > 0 e, usando as propriedades do limites, segue-se que

. —X
-~ Jim fi(P) = == = £,(R)
/“ 5 XA 0 1 —x5—yp
[ 0 que mostra que f, € continua em Fy. Analoga-
{\h__ = mente para fy. Usando o Teorema 3.2, segue-se que
o f é diferencidvel em Py e
Z:f(Po)+fx(Po)(xfxO)+fy(Po)(xfy0) (3.12)

¢ a equacdo do plano tangente. Para verificar que esse plano é ortogonal ao vetor
posicdo, observe que f;(Py) = —xo/20 € fy(Po) = —Yo/z0, onde zo = f(P). Subs-
tituindo essas igualdades em (3.12), segue-se que z =z — 7} (x —xo) — 22(y — o).
Finalmente, multiplicando por z9, a equagdo do plano tangente é

XoX +yoy + 202 =X +yi+ 2 =1
cujo vetor ortogonal € o vetor posigdo (xg,o0,20), como esperado! (]

Aproximacades por diferenciais

Se f: D — R é diferencidvel em Py € D, entdo ela pode ser escrita na forma

f(P) = f(Po) + fu(Po)(x —x0) + fy(Po)(y —yo) + N (P — Ry)

£ . cl . L 1. P—P,
onde 1 € um infinitésimo, isto &, limp_,p, M
pontos P préximos a Py, o erro n(P — Py) é muito menor do que a distancia

||P — Py||. Para pontos préximos a Py, pode-se entdo usar a aproximagao

= 0. Isso significa que, para

f(P) = f(Po) = fi(Po)(x —x0) + fy(Fo) (¥ — o)

em que o lado direito € dito a diferencial da funcdo no ponto Py, e a aproximacio
¢ dita por diferenciais. Como ilustra os préximos exemplos, essa aproximagao é
bastante apropriada em vdrias situacdes.
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= Exemplo 3.11 Estime o erro na drea de uma chapa retangular decorrente de
erros maximos de 1% em um dos lados e de 2 % no outro. ]

Solugcdo. Para x > 0 ey > 0, indique por A(x,y) = xy a drea da chapa de lados de
medidas x e y. Indicando por xy e yy as medidas ideais, supor erros maximos de
1% e 2% corresponde a supor que |x — xo| < 145X0 € |y — Yo| < 13570

E claro que as derivadas parciais A(x,y) =y e A,(x,y) = x sdo fungdes conti-
nuas, e, portanto, a funcdo € diferenciavel.

De acordo com a figura abaixo, tem-se que

A(x,y) — A(x0,¥0) = Yo(x — x0) +x0(y —Yo) + (¥ —Yo) (x — x0)
onde yo = A(x0,y0) € xo = Ay(X0,y0). Assim, tem-se que
A(x,y) —A(x0,¥0) = Ax(x0,¥0) (x —x0) +Ay(x0,50) (y — yo) + (y — yo) (x — X0)

Dessa dltima igualdade e da defini¢do do erro,

obtém-se que N (P —Py) = (y—yo)(x—xp). Além T a0—0)
disso, das estimativas dos erros nas medidas dos o
lados segue-se que
B
(P —Po)| = [(y —y0)(x—x0)| L
< 1 2 2/100 =
—X)——Y0 = ——X
100"°700°° = "100 00
o que corresponde a 0,02% da 4rea. X0 x

Esse valor estd fora do grau de precisdo das medidas e inclui-lo nos cédlculos
ndo traz uma melhor estimativa para o erro. Assim, pode-se aproximar pela dife-
rencial, e obter a estimativa

|A(x,y) —A(x0,¥0)| 2 [yo(x — x0) +x0(y — yo)|

1 2 3
< ——x0y0 + —=YoXo = ——=A(x0,¥0)

100 100 100
Isso mostra que, a menos de um fator que pode ser desconsiderado, o erro na
drea corresponde a soma dos erros nas medidas dos lados. U

A drea é funcdo simétrica das medidas dos lados, o que permite um estimativa
também simétrica do erro na drea: ele é a soma dos erros dos lados. O Exemplo 3.12
ilustra uma situagdo em que o erro € mais sensivel em relacdo a uma das varidveis.

= Exemplo 3.12 A resisténcia elétrica R de um fio de comprimento x e didmetro y
é R(x,y) = kx/y?, onde k > 0 é constante. Use diferenciais para estimar o erro em
R decorrente de erros mdximos de 2% em x e de 3% em y. L]
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Solugdo. Indique por D = {(x,y); x> 0ey > 0} o dominio natural da fungéo R.
Indique ainda por (xp,yo) as medidas ideais e por (x,y) a medidas reais do fio. De
acordo com o enunciado, deve-se ter que |x —xo| < 135%0 € [y —Yo| < 1250

E claro que as derivadas parciais

Ri(x,y) =k/y* e Ry(x,y) = —2kx/y’

sdo continuas no dominio D, e, portanto, R ¢ uma funcdo diferencidvel. Aproxi-
mando pela diferencial, obtém-se que

R(x,y) — R(x0,y0) = Ry(x0,¥0)(x —x0) + Ry (x0,y0) (y — Yo)

k 2kx
= = (x—x0) — 5>y =)
Yo Yo

Usando agora as estimativas dos erros, segue-se que

k ZkX()
IR(x,y) = R(x0,50)| < |5 (x—x0)|+ |—=-(—y0)

Yo Yo

B N B L
¥ 1007|7337 100"
2 kxg 3 kxp 2 3

pu— _— —_— 2—
100 12 ' 100 2. <1ooJr 1oo> Rixa,0)

Isso significa que o erro na resisténcia € menor do que o erro no comprimento
mais duas vezes o erro no didmetro. E claro que essa diferenca de sensibilidade
no erro decorre do fato de que a resisténcia é diretamente proporcional ao compri-
mento e inversamente proporcional ao quadrado do didmetro, diferenca que esta
refletida nas derivadas Ry e R,. |

Exercicios

1) Indique por P = (x,y) um ponto de R?, por Py = (0,0) a origem e considere o
problema de determinar os valores de & > 0 para os quais a fun¢do f(x,y) = |xy|* é
diferencidvel em Py. A figura abaixo ilustra o grafico de f para um valor especifico
de a. Se necessdrio, use a estimativa |xy| < 1(x* +)?) e julgue os itens a seguir.

a) Dada uma margem de tolerdncia € > 0, basta escolher a margem de
seguranca & = (2&'/*)1/2 para se ter que |f(P) — f(P)| < & sempre
que ||P— Pyl < .
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b) Para a > 0, a funcdo f ndo tem as derivadas parciais em Py.

c) Para0 < a0 < 1, as derivadas parciais de
Jf ndo sdo continuas em Fy.

d) Para 0 < o < 1/2, ndo existe o

Jim £(P)/IIPI-

e) Para @ > 1/2, a fungdo f ndo é diferen-
cidvel em Py.

2) O periodo ¢t de um péndulo de comprimento s € dado por t = 271\/7 , € essa

férmula pode ser usada para calcular uma aproximagdo da aceleragdo g da gravi-

dade nas proximidades da Terra. Para isso, indique por sy 0 comprimento e por fy 0

periodo do péndulo, e por s e t as medidas dessas quantidades feitas por aparelhos

que estdo sujeitos a pequenos erros.

a) Obtenha a expressdo de g = g(s,#) como fungdo
das variaveis s e ¢.

b) Justifique a afirmagdo de que g(s,¢) é diferen-
/s cidvel no dominio s >0et > 0.

.- ¢) Obtenha a aproximacdo de g(s,z) usando dife-
P renciais em torno do ponto (s, ).

d) Estive o erro percentual na medida de g(s,#) supondo erros méaximos de
0,5% em s e de 0,25% em ¢.

e) Supondo que os erros percentuais maximos em s e ¢ sejam iguais, determine
esse erro para que o erro percentual em g(s,7) ndo exceda a 0,6%.

3) Considere um sistema de eixos Oxyz de origem & no centro da Terra. Nesse
sistema, se um satélite estd no ponto P, a forca F(P) com que a Terra atrai o
satélite tem direc@o e sentido dados pelo vetor unitirio U = —P/||P||. Além disso,
se as massas da Terra e do satélite sdo M e m, a intensidade da forga é diretamente
proporcional ao produto dessas massas e inversamente proporcional ao quadrado
da distancia ||P||, com constante de proporcionalidade G. Segundo os itens abaixo,
a funcdo f(P) = a/||P|| estd estreitamente relacionada com a forga F'.

a) Obtenha a expressdo da forca F (P).

b) Calcule a derivada f; e obtenha f e f; por simetria.
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¢) Verifique que, escolhendo a apropriada-
mente, se tem F(P) = (fy(P), fy(P), fz(P)). ‘/,'n
Nesse caso, f € dita uma fungo potencial o
para a forga F. '

d) Calcule a derivada segunda fy, e obtenha |
as outras derivadas fy, e f;; por simetria. ~J

e) Verifique que f satisfaz a equagdo de La- g’
place fi+ fyy + fz = 0.

4) Suponha que a chapa retangular D = {(x,y) € R?; x € (0,10) e y € (0,10)}
tenha temperatura f(x,y) = y> —x%. As linhas de fluxo da chapa sdo aquelas por
onde o calor flui, e sdo curvas ortogonais as curvas de nivel de f. O surpreendente
¢ que as linhas de fluxo s@o as curvas de nivel de uma outra fungdo g(x,y), dita

a fungdo conjugada de f(x,y). A menos de constante aditiva, essa nova funcéo é
definida pelas igualdades g, = f, e g, = — f.

a) Esboce as curvas de nivel de f nos niveis

A / k=—-1,k=0ek=1.
) / b) Integre a igualdade g, = f, na varidvel x, no-
’ I | y
X e
s

tando que a constante de integracdo d = d(y)
pode depender de y.

¢) Derive o resultado do item anterior na variavel
y, compare com a igualdade g, = — f; e deter-
mine a funcdo d(y) a menos de constante.

d) Esboce a curva de nivel de g no nivel ¢ = 1 supondo a constante nula.

e) Justifique o fato de que as linhas de fluxo sdo as curvas de nivel de g(x,y).



4 Regra da cadei

__Foto: James Déann

Regra da cadeiall

A regra da cadeia € tdo importante para uma quanto para duas ou mais variaveis.
Além de facilitar os cdlculos, ela ¢ um importante instrumento de investigacdo
tedrica. Por exemplo, as incriveis propriedades do gradiente Vf = (fy, fy) sdo
todas consequéncias imediatas dessa regra.

Lembrando: regra da cadeia em uma varidavel

Considere as funcdes derivaveis h: I —+ R e g: / — R onde / e J sdo intervalos
abertos da reta. Indique por f uma varidvel em /, por x uma variavel em J e suponha
que h(t) € J para todo t € I. Nesse caso, fica definida a composta goh: I — R,
onde (goh)(r) = g(h(t)).

1 J
t /_\h\ /Tx T 8()
o Xo - T 8(x0)

goh

Sendo & e g derivaveis, é natural perguntar pela derivada da composta g o h.
Nesse sentido, dado #y € I, suponha que h(t) # h(ty) para todo ¢ suficientemente
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préximo de #y. Entdo, pode-se dividir por h(r) — h(ty) e obter que

(gom)(1) — (goh) (o) _ g(h(r)) —g(h(t0)) _ g(h(r)) — g(ht0)) h(r) — hlto)
t—1t t—1 h(t) — h(tp) t—1

_ 8(x) —g(x0) A(r) — (o) 4.1)
X — X0 r—1io

onde foi usada a notagdo x = h(t) e xo = h(ty) para indicar que esses niimeros estdo

no intervalo J. Ora! Sendo derivével, A é continua, e assim x = A(t) — h(fy) = xo
quando ¢ — fy. Dai se segue que %ﬁéxo) — g’ (x0) quando t — #y. Logo, passando

ao limite com ¢ — fy em (4.1), obtém-se

(80h)'(t0) = g (x0)h(t9) = &' (h(to) ' (to)

Esta € a regra da cadeia, que relaciona a derivada da composta goh com as
derivadas de g e de h. Grosso modo, a regra diz que a derivada da composta é
o produto das derivadas, o que facilita o estudo das fungdes compostas. Veja o
exemplo a seguir.

= Exemplo 4.1 Esboce o grifico da funcio sen?(t) para ¢ € [0,27]. .

Solucdo. A funcio é uma composta sen’(t) = (sen(t))? = g(h(t)), onde g(x) = x?
e h(t) =sen(t). Como g'(x) = 2x e W' (r) = cos(r), da regra da cadeia segue-se que

(goh)'(t) =g (h(t))h (t) = 2sen(t) cos(t).

Assim, os pontos criticos da composta sdo aqueles para os quais g'(h(r)) =
2sen(r) se anula ou A'(r) = cos(t) se anula. Calculando, os pontos criticos no
aberto (0,27) sdo m/2, we 3m/2.

Outra consequéncia interessante da regra da cadeia é que o sinal da derivada
(goh)’, que determina a monotonicidade da fung@o, depende do produto dos sinais
de ¢'(h(r)) e de i (). A tabela a seguir inclui o estudo do sinal dessas fungdes.

Sinal \ Intervalo ‘ (0,%) ‘ (5,m) ‘ (7T,37”) ‘ (377[,277)

g'(h(1)) + - -
K (1) + - - -
(goh) (1)) + - + -

Da tabela e dos valores de
(g0 m)(0) = (goh)(m) = 0 o
(goh)(n/2) = (goh)(31/2) = 1, o
gréfico é como ao lado.
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Regra da cadeia em vdrias varidveis
A ideia é adaptar os argumentos acima para o caso de funcdes de duas varidveis.
Suponha entio D C R? um dominio aberto,

f: D— R uma fungio diferencivel e P: (a,b) — R?
um caminho derivdvel tal que P(¢) = (x(¢),y(¢)) € D

F(P())
para todo ¢ em (a,b). Fica entdo definida a com-
\_/‘ posta foP: (a,b) — R, onde
| (FoP)(e) = F(P(1)) = £(x(r) (1))
/_J’_m__——___* e & natural perguntar pela derivada (f o P)(¢).
Veja a figura ao lado.

Escolha 7y € (a,b) e indique por Py = (x(t),y(t0)) = (x0,y0). Entdo, como f
¢ diferenciavel em Py, segue-se que

F(x,y) = f(x0,50) = f(Po)(x — x0) + f3(Po) (y — yo) + N (P — Fo),

—’ﬂﬁ;ﬁ‘ff =0. Além disso, como P(t) é derivédvel em 1), segue-se que

P() = P(o) _ . (x(0) =x(to) y(1) =y(00)\ _ ey
tip PO =ty (M) = W )

onde limp_, p,

Dessas igualdades segue-se que

HPO) I _ 0 30) g 30 00
L PO =Pl)

r—1t

4.2)

Suponha agora que P(t) # P(ty) para todo ¢ suficientemente préximo de f.
Pode-se entdo multiplicar e dividir por ||P(r) — P(t)|| para obter que

L (n(Pl) ~ P)) ‘ L <m<P<z> _Pw))] [P() - P<r0>u>

1=1o t—to =iy \_||P(t) — P(to)|| |t —to]
(PO =PI ([P0 Pl
‘%to( [P(1)— P(o)| )3%( 1 )

=0x|[P'(to)[| =0
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onde foi usado o fato de que P(r) — P(ty) quanto 7 — fy, pois P(z) é derivavel, e,
portanto, continuo. Finalmente, passando o limite em (4.2), obtém-se que foP é
derivavel em 1y e

@ o) = i TSPl

t—to r—1t

= fx(P(t0))x' (o) + f,(P(10))y' (to)

De fato, mesmo sem a hipétese de que P(1) # P(ty), pode-se demonstrar o

Teorema 4.1 — Regra da cadeia. Suponha D C R? aberto e f: D — R dife-
rencidvel. Suponha ainda P: (a,b) — R? derivdvel com P(t) = (x(¢),y(t)) € D
para todo ¢ € (a,b). Entdo a composta (f o P)(¢) é derivavel e

(FoP)(0) = K(POR O+ KON 0

Em termos das coordenadas de (x(z),y(¢)), a regra da cadeia escreve-se como

F(0,5(0) = Ale), ) 1)+ fx(0), () ()

e uma maneira de lembrar desta regra é escrevé la muito abreviadamente, como

_f fx +fy d ¢
s Exemplo 4.2 Determine os Valores minimo e mdximo da fungdo
f(x,y) = x> — xy+y* ao longo do circulo % de equagio x> +y* = 1. "

Solucdo. A figura ao lado ilustra o grafico da
funcdo f, o circulo € no plano Oxy e a restri¢do
de f ao longo desse circulo. Da figura percebe-se \ |
que a restri¢do tem dois pontos de minimo e dois \ N '
pontos de méaximo. ' /
Para determinar esses pontos, o pri-

meiro passo € notar que o circulo pode ser
parametrizado por P(t) = (cos(¢),sen(t)), com t € [0,27], e o valor da fungdo no
ponto P(¢) é dado pela composta (foP)(t) = f(P(z)).

Para derivar essa composta, calculam-se primeiro as derivadas parciais
fe(x,y) =2x—ye fy(x,y) = —x+2y. Entdo, da regra da cadeia segue-se que

E(FoP)(0) = A(POR (1) + APON 0
= (2cos(t) —sen(t))(—sen(z)) 4 (—cos(z) +2sen(r)) cos(t)

= sen’(t) — cos?(¢)
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Dai se segue que os pontos criticos da composta sdo aqueles para os quais
sen(r) = £cos(t), isto é,r = w/4+km/2 com k =0, 1,2,3. Nesses pontos tem-se

f(P(n/4)) = f(P(n/4+)) :% e f(P(n/4+m/2)) = f(P(n/4+37/2)) = %

e daf se segue que o valor minimo da composta é 1/2 ¢ o maximo é 3/2. U

A rigor, nem seria necessdria a regra da cadeia nesse exemplo, uma vez que
a expressdo da composta é f(P(t)) = 1 — cos(t)sen(z), e essa fungdo pode ser
derivada sem muita cerimonia. No entanto, como indicado a seguir, a regra da
cadeia tem uma interpretacdo geométrica que faz dela um importante instrumento
de investigacdo tedrica.

Interpretagcdo geométrica

Para a interpretacdo geométrica, o primeiro passo € dar um nome para o vetor
formado pelas derivadas parciais. Ele é conhecido como o vetor gradiente de f e
denotado por

VI(xy) = (f(xy), f(x,))-

Com essa notagdo, a derivada da composta %( foP)(t) =
fe(P(2))X () + f,(P(2))y (t) pode ser vista como o produto escalar entre o vetor
gradiente Vf(P(r)) = (fc(P(1)), fy(P(t))) e o vetor velocidade P'(t) = (x'(¢),y'(1)).

De fato, a regra da cadeia escreve-se como

%(foP)(t) = ((/:(P(1)), /,(P(1))), (' (1), (1))) = (VF(P(1)),P'(1))

em que o produto escalar que aparece no lado direito tem interpretagdes geométri-
cas importantes. Veja como uma dessas interpretacdes ¢ usada a seguir.

= Exemplo 4.3 Resolver o Exemplo 4.2 usando a interpretacdo geométrica da regra
da cadeia. "

Solucdo. J4 foi calculado o gradiente Vf(x,y) = (2x —y, —x + 2y). Além disso,
se (x,y) é um ponto do circulo % de equacio x> 4 y> = 1, entiio o vetor tangente a
% neste ponto tem a direcdo do vetor ortogonal (y, —x).

Feitas essas observacdes, procede-se como no Exemplo 4.2, procurando pontos
criticos da composta (f o P)(¢), onde P(t) é uma parametrizagdo de . Ora! Da
interpretagdo geométrica, em um ponto critico ¢ desta composta, deve-se ter que

0= %uom(z) — (VA(P)),P'(1)))
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onde P'(t)) é tangente a 4 no ponto P(¢). Dai se
segue que Vf(P(t)) é ortogonal a € no ponto P(t).
Assim, geometricamente falando, os pontos criticos
da restri¢cdo sdo aqueles para os quais o gradiente V f
¢ ortogonal a &, e essa condi¢do geométrica pode ser
verificada mesmo sem a parametrizacdo P(r)!

Veja a figura acima, que ilustra o circulo juntamente com alguns vetores gradi-
ente. Basta entdo procurar os pontos (x,y) € % para os quais o gradiente V f(x,y)
¢ ortogonal ao vetor tangente ao circulo. Como o tangente tem a direcdo do vetor
(y,—x), basta procurar os ponto (x,y) € ¢ para os quais Vf(x,y) é ortogonal a
(y, —x). Calculando, essa condigdo é equivalente a

0= <Vf(x7y)7(yv —)C)> = ((2x—y, —x+2y),(y, —)C)> :Xz—yz
2

Assim, os pontos criticos da restri¢io sdo as intersecdes das retas y> = x> com
o circulo, interse¢des que sdo os pontos (a,a), (a,—a), (—a,a) e (—a,—a), onde
a=+"2 /2. Finalmente, calculando a func¢@o nesses pontos, chega-se a0 mesmo
resultado do Exemplo 4.2. O

Gradiente e curva de nivel

Outra consequéncia da regra da cadeia € uma bonita relagdo entre o gradiente e as
curvas de nivel.

= Exemplo 4.4 Seja C; a curva de nivel, no nivel 1, da fun¢io f(x,y) = y* —x%,
Determine a equacio da reta L que é tangente a Cy no ponto Py = (2,v/5) € Cy. =

Solugdo. Um ponto (x,y) € C; se, e somente se, f(x,y) = y> —x*> = 1. Isolando y
nessa igualdade, obtém-se que |y| = v/1 +x2. Escolhendo x(1) =re y(t) = v 1+12,
obtém-se uma parametrizagdo P(t) = (x(),y(¢)) da parte de cima da curva Cj.
Com efeito, ao longo de P(z), tem-se que

FPW) = FtV/T+2) = (V1422 =2 =1

Além disso, no ponto ¢ = 2, tem-se que P(2) =
(2, V5 ) = Py é o ponto no qual se quer calcular a equa-
¢do da reta tangente L. Veja a figura. Ora! Como
f(P(t)) = 1 para todo ¢, segue-se que

0= S 1(PW) = (VF(P()), P 1)

C
5
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e, portanto, o gradiente V f(P(r)) é ortogonal ao vetor P’'(¢). Como P’(t) é tangente
a C| no ponto P(t), segue-se que Vf(P(t)) é ortogonal a C; no ponto P(t).

Em particular, Vf(P(2)) = Vf(Py) é ortogonal a C; no ponto Py. A partir do
vetor ortogonal, segue-se que um ponto P = (x,y) estd na reta L se, e somente se,

0=(Vf(R),P—P
Vi R) ) Vi(P)
Veja a figura ao lado. De forma mais explicita, como P

f(x,y) = y*> —x%, o gradiente dessa fungio é o vetor
Vf(x,y) = (—2x,2y). Assim, em termos das coor- ~~—
denadas do ponto Py = (2,/5), o vetor ortogonal é
V£(Py) = (—4,2/5) e a equagdo da reta L é

P

0=((—4,2V5),(x =2,y = V5)) = —4x+2V/5y -2
Equivalentemente, a equagdo é v/5y —2x = 1. U

Essa propriedade, de que o gradiente é ortogonal as curvas de nivel, vale em
geral, e € mais uma consequéncia importante da regra da cadeia.

1 De fato, dada uma fungdo diferencidvel
f: D — R, o conjunto Cy = {(x,y) € D; f(x,y) = k}
S ¢ a curva de nivel de f no nivel k. Logo, se

P(t) = (x(¢),y(t)) é uma parametrizagdo de Cy, com

M t € (a,b), entdo f(P(t)) = f(x(r),y(t)) = k para todo

t € (a,b), e da regra da cadeia segue-se que

0= 2 1(P()) = (V/(PW).P (1))

Assim, Vf(P(t)) é ortogonal a P'(r) para todo 7 € (a,b). Como P’(r) é tangente
a curva Cy no ponto P(t), segue-se que Vf(P(t)) é ortogonal a Cy no ponto P(z).

Abreviadamente diz-se que o gradiente Vf é ortogonal a curva de nivel Cg,
entendendo que a ortogonalidade se verifica em cada ponto da curva.

= Exemplo 4.5 Esboce alguns vetores do campo magnético B = V f associado ao
potencial f(x,y) = arctan(x/y) definido no dominio D = {(x,y) € R?*; y >0}. =

Solugdo. O primeiro fato a notar é que as curvas de nivel do potencial sdo
semirretas pela origem, uma vez que essas curvas sdo dadas por

G ={(x,y) €D; f(x,y) =k} = {(x,y) € D; x/y = tan(k)}
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Por exemplo, as curvas C.y/4 s80 as semir-
retas x = £y com y > 0, que estdo ilustradas ao
lado. Ora! O campo B = Vf € ortogonal as cur-
vas de nivel, e daf j4 se tem a direcdo. Para saber Confi Cuja
o sentido, deve-se olhar o sinal das coordenadas.

Entdo, calculando, ndo ¢ dificil ver que o campo magnético é dado por

B()C,y) = (fx(xvy)vfy(xvy)) = <.ﬁyz’.ﬁxy2>

Daf se segue que, no primeiro quadrante, a primeira coordenada é positiva,

A = . _~,—., ~_ » cenquanto que a segunda € negativa. Ja no segundo
. quadrante as duas coordenadas sdo positivas. Logo,
o campo deve ser como o ilustrado na figura acima.

K / * A figura ao lado ilustra vérias curvas de nivel junta-
1 L | mente com mais alguns vetores do campo. O

Regra da cadeialll

A regra da cadeia tem ainda duas outras consequéncias. Uma é em relacdo as
derivadas direcionais, com as quais é possivel determinar a dire¢cdo de maior cres-
cimento. Outra é uma demonstracdo da lei de conservacdo da energia mecanica.

Derivada direcional
As derivadas parciais s@o as inclinag¢des das retas tangentes ao grafico de uma fun-
¢do ao longo dos eixos coordenados. E ao longo de uma outra reta qualquer, qual a
inclinagdo desse grafico? Essa pergunta pode ser respondida com a derivada dire-
cional, cuja interpretacdo € exatamente esta, a de fornecer a inclina¢do do grafico
da funcdo ao longo de uma reta dada. Assim, as derivadas direcionais sdo uma
extensdo natural das derivadas parciais.

A derivada direcional € definida como segue. Seja
f: D — R uma fungéo e Py = (x0,yp) um ponto tal
que B(Py,8) C D para algum 6 > 0. Escolhida uma
dire¢do v = (a,b), considere a reta P(t) = Py+tv
= (xo+at,yo+bt), que passa por Py e tem a dire¢do v.
Assim, se [¢| for pequeno, entdo P(t) € B(Py,8) C D,
e fica definida a composta (ver figura ao lado)

f(P(t)) = f(xo +at,yo+bt)

que representa a restricdo da funcgdo f ao longo da reta P(t).
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Definicdo 4.1 Caso exista, a derivada direcional de f no ponto Py e na direcio
v € o limite

_d . flxo+at,yo+bt) — f(x0,y0)
) = PO, =l ,

Parav = (1,0), areta é P(t) = (xo +¢,0), e, portanto, a derivada direcional

fo(Py) = lim f(xo+1,50) — f(x0,0)

t—0 t

¢ a derivada parcial f;(Py). Da mesma forma f,(Py) = f,(Py) no caso em que
v=(0,1). Assim, as derivadas direcionais sdo uma generaliza¢do das parciais.

Assim como as parciais, as derivadas direcionais podem ou nao existir. Podem
inclusive ndo existir em todas as direcdes, como ilustrado a seguir.

= Exemplo 4.6 Determine as dire¢des em que a fun-

. \ | ¢io f: R* = R, f(x,y) = /x2 +)?2, tem derivada di-
/ // recional no ponto Py = (0,0). n

Solugdo. Considere uma dire¢do v = (a,b) com
] |lv]| # 0. A reta por Py e na diregdo v tem equagio
B P(t) = Py+tv = (at,bt), e dai que

t t
onde va? +b* = ||v|| # 0. Ora! Como ndo existe o limite lim,_,o |¢| /7, ndo existe
também a derivada direcional f,(Py). Conclui-se entdo que a fungdo ndo tem deri-
vada direcional em todas as direcdes. U

f(P@) — f(PO) _ V(@) +(br)? _ []Va+b>
t

s Exemplo 4.7 Determine as dire¢des em que a fungio f: RZ — R,
f(x,y) = /|xy|, tem derivada direcional no ponto Py = (0,0). n

Solugdo. Novamente, seja P(t) = Py+tv = (at,bt)
a reta por Py e na dire¢do v = (a,b) com |[|v| # 0.
Entao

f(P@) = F(PO) _ V/T@)®N] _ Jrly/Tab]
t

t t

Como no exemplo anterior, a fun¢do ndo tem derivada direcional nos casos em
que \/|ab| # 0, pois ndo existe o limite lim,_,¢ [¢|/z.
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No entanto, pode-se ter y/|ab| = 0 com ||v|| # 0. Basta escolher, por exemplo,
v = (1,0). Neste caso, o quociente M se anula identicamente, e, por-
tanto, existe a derivada f,(Py) = 0. Esta é a derivada parcial f,(Py), uma vez que a
dire¢do é v = (1,0). Analogamente obtém-se f,(Fy) = f,(Py) = 0 parav = (0,1).
Esse exemplo ilustra o caso em que as derivadas direcionais podem existir em al-
gumas direcdes e ndo em outras. U

= Exemplo 4.8 Determine as direcdes em que a funcio f: R?> — R tem derivada

2
direcional em Py = (0,0), onde f(Py) =0e f(P) = x% para P = (x,y) # Py. m
y

Solugdo. Considere de novo a reta P(t) = Py+tv = (at,bt) por Py na diregdo
v# (0,0). Entdo

fP@)—f(PO) 1 2(ar)*(bt) _ 2a%
ot [(a)t+ (Bt)?] @ttt b2

e deve-se considerar os casos em que b = 0 e
b # 0. No primeiro caso, em que b = 0, o quoci-
ente w se anula identicamente, e, portanto,
existe a derivada f,(Py) = 0.

No segundo caso, com b # 0, também existe a derivada direcional e é igual a

O FPO) - FPO) . 2b 2
Py) =1 =lim - —— = —.
folo) = ling z M e " b
Assim, a funcdo tem derivada direcional em todas as diregdes. U

Esse exemplo é chocante! A mesma fun¢do foi estudada no Exemplo 2.7 da
Secdo 2 e, usando a regra dos dois caminhos, foi visto 14 que ela nem € continua em
Py. Assim, em um determinado ponto, a func¢do pode ter derivadas direcionais em
todas as diregdes e, apesar disso, ndo ser continua no ponto. Nao sendo continua,
ela também nio € diferencidvel.

Deste exemplo conclui-se que a existéncia das derivadas direcionais ndo im-
plica diferenciabilidade. No entanto, de acordo com o préximo resultado, vale a
implicagdo contraria.

Teorema 4.2 Se f ¢ diferencidvel em Py, entdo, neste ponto, ela tem derivada
direcional em qualquer direcdo v = (a,b) e f,(Py) = fc(Po)a+ fy(Po)b.
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Demonstracdo. Esta é uma consequéncia simples da regra da cadeia. De fato,
indicando por P(t) = Py+tv a reta por Py na direcdo v, f,(Py) é a derivada da
composta f(P(t)) em t = 0. Ora! E claro que P(t) é derivavel com P'(0) = v.
Como f ¢é diferencidvel em Py = P(0), da regra da cadeia segue-se que a composta
f(P(t)) é derivavel em ¢ = 0 e, além disso, a derivada é

AR = S FP@)| = (VFP0).P(0)) @3
= (VAR = fB)at fBD

Otimo! Nos pontos em que a funcio é diferencidvel, ela também tem derivada
direcional em qualquer dire¢do. Além disso, a derivada direcional é dada por um
produto escalar! Isso € interessante porque o produto escalar pode ser interpretado
em termos da projecdo ortogonal.

Vale, entdo, lembrar que a projecio ortogonal do
vetor Q = (c,d) sobre o vetor v = (a,b), com ||v|| # 0,
é dada por rv, onde r = (Q,v)/||v||*>. Mais explicita-
mente, a projecdo ortogonal é dada por

_ Q) :< L>L
YEE TAGT T

No caso em que a diregdo v é um vetor unitario, isto €, em que ||v|| = 1, entdo a
projecdo é dada por rv = (Q,v)v, onde |r| = |[(Q,v})| € o comprimento da projecao.
Em particular, no caso em que Q = Vf(Py) # (0,0), de (4.3) segue-se que

|fv(Po)| = [(Vf(Py),v)| = comprimento da proje¢do de Vf(Py) sobre v

Vi Com essa interpretacdo, e com o auxilio da fi-
gura, segue-se que, entre todas as direcdes v com
[lv]| = 1, o maior valor de f,(Py) é obtido quando
se escolhe v na dire¢do de V£ (R)!

Como f,(Py) é também a inclina¢do do gra-
fico da funcdo ao longo da reta por Py e na dire-
cdo v, segue-se que a direcdo do gradiente é a de
maior inclinagdo.

Dito de outra maneira, no ponto Py o gradiente Vf(Py) aponta na direcéo de
maior crescimento da fungdo. Essa justificativa geométrica pode ser demonstrada
analiticamente como segue.



Q0 Capitulo 4. Regra da cadeia

Lema 4.1 Supor f diferenciavel em Py com ||V f(P)| # 0. Entdo a direcéo

V(P
w= _VS(R) é tal que f,(Py) < fww(Po) para toda direcdo v com |[v||=1. =

V£ (o)l

Demonstragdo. Como w = Vf(Ry)/||Vf(R)

_ s VIR VAR
Ful) = (V1 (R)w) = s P < IVAR) @

Por outro lado, para uma diregdo v com ||v|| = 1, da igualdade acima segue-se que

So(Bo) = (VI (Po),v) = [V f(Ro)ll[[vlcos(8) < [[Vf(Ro)l| = fu(Po) (4.5

onde 6 é o angulo entre v e V f(Py), o que demonstra o lema. U

, € claro que

O exemplo a seguir € uma aplicacdo interessante do Lema 4.1, em que as linhas
de fluxo do calor s@o as linhas ao longo das quais o calor flui.

m Exemplo 4.9 Determine as linhas de fluxo do calor para a chapa
D ={(x,y);x* +y* < 1 e y > 0} com temperatura T (x,y) = 2 arctan (%) n

Solucdo. O primeiro passo € estudar as curvas
de nivel Cy = {(x,y) € D: T(x,y) =k}, que sdo
as isotermas da chapa. Indicando por ¢ = tan(4%),
¢ facil concluir que C; é um arco do circulo
K+ (y+1/c)?> =1+ 1/c?, de centro no ponto

(0,—1/c) eraio /1+1/c2. -1 ' 1

Todos esses circulos passam por (1,0) e (—1,0), conforme a figura acima.

y

y Ora! Em cada ponto P € D, o calor flui na di-
re¢do da menor temperatura, e pelo Lema 4.1 essa
direcdo é —VT(P), isto é, a direcdo contrdria a
de maior crescimento. Além disso, o gradiente ¢
ortogonal a curva de nivel.

-1 1x

Assim, as linhas de fluxo sdo aquelas ortogo-
nais as isotermas, conforme a figura acima.

Veja o grafico da fun¢do temperatura ilustrado
ao lado. De 14 percebe-se que a temperatura € alta
em pontos perto do arco de circulo, e baixa em
pontos perto do eixo Ox.




4.0 Regra da cadeia ll Q1

O calor flui entdo da maior para a menor temperatura, ao longo de linhas que
sdo ortogonais as isotermas. Este exemplo ilustra bem como as propriedades do
gradiente podem ser usadas em estudos de termodinamica. O

For¢cas conservativas
A regra da cadeia pode ser usada no estudo de algumas leis de conservacao.

Por exemplo, considere a forca gravita-

= cional com que a Terra atrai um satélite que

{ | }\ estd em Orbita. Escolha um sistema de coor-

denadas Oxy em que o centro de massa da

" Terra estd na origem e indique por P = (x,y)

a posi¢do do satélite, por M a massa da Terra, por m a massa do satélite e por F(P)
a forca gravitacional com que a Terra atrai o satélite.

Segundo as leis de Newton, a intensidade da forca é ||F(P)|| = GMm/||P|]?, a
direcdo € aquela que liga os centros de massa e o sentido € do satélite para a Terra.
Assim, a forga F(P) tem a dire¢do e sentido do vetor unitdrio U(P) = —P/||P||
e sua expressdo é F(P) = ||F(P)|| U(P) = % H%\)I = —% P. Em termos das
coordenadas P = (x,y) do ponto P, a for¢a escreve-se como

GMm —GMmx  —GMmy
F(X,y) = >

(V2 2) (x,y) = ((xz 22 (24 22
Com essa notagdo percebe-se agora uma igualdade impressionante: a funcio

() = T = G (2 457) 12

é tal que
—GMm x
(x2 +2)3/2
Assim, f; € a primeira coordenada do campo F'! Analogamente, f, € a segunda
coordenada, e daf se segue que a forca F ¢ igual ao gradiente da funcgdo f, isto é,

Fx,y) = (felx,), f(x,y) = Vf(x,y)

Como serd visto a seguir, essa igualdade é o motivo de fundo pelo qual a forga
gravitacional € conservativa. A partir dela € possivel mostrar que a funcdo f for-
nece o trabalho realizado pela forca F ao longo de uma trajetéria. Além disso,
como o trabalho e a energia potencial tem sinais contrrios, se o satélite estd no
ponto P = (x,y), entdo a sua energia potencial é Ep(x,y) = —f(x,y).

fely) = 5 GMm (2 +32) 2 (22) =
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A energia total é a soma Ec(x,y) + Ep(x,y) das energias cinética e potencial.
Em relagdo a energia cinética, indicando por P(t) = (x(t ) y()) a posi¢do do saté-
lite no instante 7, a velocidade vetorial é P'(r) = (¥'(¢),y'(t)), a velocidade escalar
év(t) = ||P'(t)|| e a energia cinética é

1

Ec(P(1) = 3mv(1)? = 2ml|P (1) = 3m(< 0V +3/ (1))

s Exemplo 4.10 Com a notagdo acima, verifique que a energia total
E(t)=Ec(P(t))+Ep(P(t)) se conserva, isto é, que &(f) ndo muda com o tempo. =

Solucdo. Basta que a derivada de &'(¢) seja nula. E, de fato, derivando obtém-se

& Ec(P() = 5m(2¢ (02 (1) +25 (1) (1)

= ((mx"(6),my" (1)), (¥ (1), (1)) = (mP"(t), P’ (1))

onde P"(t) = (¥"(¢),y"(r)) é o vetor aceleragdo do satélite.

Por outro lado, a energia potencial Ep(P(t)) = —f(P(t)) é uma composta, e
sua derivada € dada pela Regra da Cadeia. Assim, usando que Vf = F, obtém-se
d

S Ep(P0) = (=Vf(P()),P'(1)) = (=F(P(1)),P'(1))

Agora é hora de usar mais uma das leis de Newton, a que afirma que a forca
¢ igual a massa vezes a aceleracdo. No caso em questdo, essa lei assegura que
F(P(t)) = mP" (). Usando essa lei e somando as derivadas acima, obtém-se que

d

%g( 1) = S-Ec(P(1)) + %EP(P(t))

= (mP" (1), P'(t)) + (= F (P(1)),P'(t)) = (mP"(t) = F(P(t)),P'(t)) = 0

Isso mostra que &'(f) tem derivada nula, e, portanto, é independente do paré-
metro ¢, 0 que significa que a energia total se conserva ao longo da trajetéria. [

N3ao hd nada de muito particular em relacao a forca gravitacional. O importante
¢ que a forca F seja o gradiente F' = V f de alguma func¢do f, que é dita a funcio
potencial do campo. Se esse for o caso, 0 mesmo argumento mostra que a energia
total é conservada, e a forga ¢ dita conservativa.
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Exercicios

1) Considere o problema de comparar a média aritmética (xo + yo)/2 com a mé-
dia geométrica ,/Xpyo dos nimeros ndo negativos xo € yp. Nesse sentido, sejam
f(x,y) =xy,c=x0+yo e P: [a,b] — R?, P(t) = (x(t),y(t)), uma parametrizagio
regular do segmento de reta entre os pontos P(a) = (¢,0) e P(b) = (0,¢), conforme
a figura. Julgue os itens a seguir.

a) Tem-se necessariamente que
x(1) +3(1) = c.

b) P(t) # (xo,y0) para todo 7 € [a,b].
¢) f(P(t)) assume o valor minimo em al-

gum ponto interior ao intervalo [a, b].

d) Em um ponto critico 7o de f(P(t)), tem-se que x(ty) # y(to)-

e) amédia aritmética € maior ou igual 3 média geométrica.

¥(t)

2) Considere uma distribui¢cdo de carga ao longo de £’z com densidade constante
0 = 1. No dominio D = {(x,y);y > 0} e para K > 0, a distribui¢do gera um campo
elétrico que é o gradiente E(x,y) = —V f(x,y) da fungdo f(x,y) = —KIn(x* +y?).
Suponha que uma particula de massa m e carga 1 se desloca ao longo da trajetéria
P(t) = (x(2),y(t)) sujeita apenas ao campo E. Nesse caso, E ¢ a resultante das for-
cas sobre a particula e vale a lei de Newton E(P(t)) = mP"(r). Com essa notagdo,
&(t) = (m/2)||P'(t)||* + f(P(t)) é a energia total da particula no tempo ¢.

a) Calcule as derivadas f,(P) e fy(P).

b) Calcule a norma ||[E(P)|| e o vetor unitdrio
U(P) na dire¢do e sentido do campo em um
ponto genérico P = (x,y) € D.

P T c¢) Esboce o vetor U (P) e a curva de nivel de f por
um ponto genérico P € D.

d) Verifique que a energia total é conservada, isto é, que d&'(¢)/dt = 0.

e) Use o item anterior para verificar que, se a particula estiver se movendo
sobre uma curva de nivel de f, entdo ||P'(¢)|| € constante.

3) Sabe-se que, para funcdes de uma varidvel, uma limitacdo na derivada implica
limitacdo da prépria funcdo, e um fato semelhante pode ser mostrado para fung¢des
de duas varidveis. Para isso, sejam R >0, D ={P € R%;||P|<R}e f: D - R
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uma fungdo diferencidvel com |f(P)| <6 e |fy(P)] <8 V P& D. Dados P, e
P, em D, considere o caminho P(t) = P; +t(P, — P}) e a fungdo g(r) = f(P(1)).
Segundo o Teorema do Valor Médio, tem-se g(1) — g(0) = ¢’(c) parac € (0,1). Se
necessdrio, use a desigualdade |{u,v)| < |jul|||v| V u,v € R

A

a) Obtenha K, > 0 tal que ||V f(P)|| < Ky para todo
(P PeD.

b) Obtenha a expressdo de g(1) —g(0) em termos
de f e dos pontos P; e P;.

f(Py) s

¢) Obtenha a expressdo da derivada g'(r) em termos
das derivadas parciais de f e dos pontos P; e P;.

d) Obtenha uma constante K tal que
o [f£(P1) = f(P)|| < Kil|Pr—P|| YV P, P, €D

e) Obtenha L > 0 tal que a imagem de f esteja contida em um intervalo de
comprimento L.

e

4) Seja u(x) a solugdo do problema de valor de contorno
—u"(x) = f(x), x€(0,1), u(0)=u(1)=0. (4.6)

que modela a temperatura da barra [0, 1] sujeita a uma fonte interna de calor f(x).
A solugdo pode ser escrita na forma u(x) = g(x,x) + h(x,x), onde
1

sy = [[=nifdr e hixy) = [ 1-0f@)ar

X

E uma forma conveniente, pois permite relacionar as propriedades de f(x) e u(x).

a) Use o teorema fundamental do Calculo
para calcular as derivadas parciais das fun-
¢es g(x,y) e h(x,y).

b) Use a regra da cadeia para calcular a deri- )
vada da composta g(x,x).

c) Calcule agora a derivada da composta
h(x,x) e obtenha a expressdo de u/(x). x —x 1

d) Calcule u” (x) e verifique que u(x) é solugdo do problema (4.6).

e) Suponha que f(x) tem a simetria f(1—x) = f(x). Use amudanca de varidvel
t = 1 — s para mostrar que u(x) tem a mesma simetria.



Problemas de maximos e minimos

Partindo do principio de que a luz percorre o caminho de tempo minimo, Fermat
(1607-1665) demonstrou a lei de Snell, conhecida na época apenas como uma lei
experimental. A partir dai muitos outros principios de minimo foram formulados
para explicar outros fendmenos. Essas pesquisas deram origem a area da Mate-
mética conhecida hoje como Célculo das Variagdes, drea inteiramente dedicada ao
estudo de problemas de maximos e minimos.

Lembrando: maximos e minimos em uma variavel
N3ao hé nada de novo em problemas de maximos e minimos em varias varidveis.
As ideias sdo as mesmas usadas em uma variavel, e vale lembrar este caso.
Suponha / C R um intervalo e g: I — R uma funcdo dada. Um problema
interessante ¢ o de verificar se a funcido tem um ponto de miximo absoluto, isto &,
um ponto xy € I com a propriedade de que g(x) < g(xp) para todo x € I. O valor
g(xp) é dito, entdo, o valor maximo da fun¢do. Analogamente para os pontos de
minimo absoluto.

Outros pontos de interesse sdo os de maximo
local. Indicando por Iz = (xo — €,x9 + €) uma
vizinhanga de xp, este ponto € de maximo lo-
cal se existe € > 0 com a propriedade de que
g(x) < g(xo) paratodo x € [, N1.

Assim, um ponto de mdximo local é um ponto de mdximo absoluto restrita a
alguma vizinhanga I N 1. Analogamente para os pontos de minimo local.
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Na figura acima, a origem € de minimo local, enquanto que xp e x; sdo de
maximo local. De fato, xy € ponto de maximo absoluto. Esses pontos sio interiores
ao intervalo I = [a,b] e, supondo que a fungdo seja derivédvel, a derivada se anula
em todos esses trés pontos. Isso ilustra a importancia da derivada na pesquisa de
pontos de maximo e minimo.

No entanto, o ponto a ¢ também de minimo local, mas a derivada lateral cor-
respondente ndo se anula nesse ponto! Mesma observagdo para o ponto b, que é
de minimo absoluto. Assim, nos pontos do bordo dI = {a,b}, as derivadas laterais
ndo sdo de muita ajuda. O que se pode dizer com certeza € o seguinte:

Lema 5.1 Supor g: I — R uma funcao derivavel e xo um ponto de maximo (ou
minimo) local. Supor ainda xo um ponto inferior de I. Entdo g'(xg) = 0. n

Demonstragcdo. Suponha xy méximo local. Como x € interior, existe € > 0 tal
que (xo — €,x0+ €) C I e, além disso, g(x) < g(xp) para todo x € (x9 — €,x9+ €).

Assim, g(x) — g(xp) < 0 para todo x € (xo — €,xp + €), mas o sinal de x — xp
depende de x ser menor ou maior do que xg. De fato, tem-se que

MZO Vxe (xo—€,x) € MSO Vx € (xg,x0+€)
X —Xo X—=X0
Veja a figura ao lado. Ora! Como g ¢ derivavel, as

derivadas laterais sdo iguais, de onde se segue que

i i i X=X X — X0 Xy X—X0
X X0 X
e, portanto, g’(xo) = 0. Analogamente se xy for minimo local. U

O lema explica o fato de que, em pontos de minimo que estdo no bordo, a de-
rivada lateral correspondente pode ndo ser nula. A explicacdo € que nestes pontos
s6 é possivel calcular uma das derivadas laterais, e sdo necessdrias as duas para
concluir que a derivada se anula.

Os pontos interiores onde a derivada se anula sdo ditos pontos criticos. Se-
gundo o lema, esses sdo candidatos a pontos de miximo ou de minimo. No entanto,
como o critério da derivada nio pode ser usado nos pontos do bordo, esse pontos
devem ser tratados em separado.

O Exemplo 5.1 fornece um roteiro para se determinar maximos e minimos ab-
solutos de uma funcdo continua definida em um intervalo fechado e limitado. De
acordo com o Teorema 2.1, da Sec¢do 2, as condi¢cdes de dominio fechado e limitado
e fun¢do continua sdo suficientes para garantir a existéncia de mdximos e minimos
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absolutos. Assim, o problema nfo € saber se eles existem, mas sim onde eles estao.
O interessante aqui é que os mesmos passos podem ser usados na determinacdo de
maximos e minimos em vdrias varidveis.

O exemplo considera o percurso de um raio
de luz que parte do ponto A} = (0,3) que estd 3
no ar, incide na superficie da dgua no ponto
P = (x,0) e alcanca o ponto Ay = (L,—3) den- x L
tro da 4dgua, conforme a figura ao lado. Indique P
por c; a velocidade da luz no ar, por ¢, a veloci-
dade da luz na dgua e por k = ¢ /c; o indice de
refragdo correspondente.

Ay

-3 Az

E claro que o tempo de percurso depende tanto de ¢; € ¢» como também do
ponto de incidéncia P = (x,0), e o problema estd em determinar x para que o tempo
de percurso seja minimo.

» Exemplo 5.1 Suponha L =4+9/4, k =4/3 e use o principio do tempo minimo
de Fermat para determinar o ponto x de incidéncia do raio de luz. "

Solucdo. Indique por d; a distancia entre A; e P e por d; a distancia entre P e
Aj. Entdo o tempo 77 gasto pela luz para fazer o percurso de A; a P é tal que
T\ c; = di, e analogamente 75 c, = dp para o tempo 7T, entre P e Ay. Assim, o
tempo total é T =T} +T» = d; /c; +da/cp. Em termos da coordenada x, tem-se

que dy = Vx?+3%2ed, =+/(L—x)?+32, e portanto, T = T'(x), onde
1 1 1
T(x)=—Vx2+3+—/(L—x)?+3>= — (\/x2+32+k\/(L—x)2+32>
C1 (&) 1

Segundo o principio de Fermat, o caminho efetivamente percorrido pela luz é
aquele que minimiza o tempo 7'. Assim o problema estd reduzido a se determinar
o minimo absoluto da fun¢do 7 definida no intervalo / = [0,L]. Como a fungdo
¢ continua e o intervalo é fechado e limitado, a existéncia de minimos ja estda
garantida, e o problema é o de determinar onde esse ponto estd. Para isso, basta
seguir os passos abaixo.

1° Passo: Determinar os pontos criticos interiores ao intervalo /.

Calculando a derivada, obtém-se

1 X L (L—x)

a\Va2+3 JL—x2132

de onde se segue que os pontos criticos sdo as solu¢des da equagdo

T'(x) =
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Xy (L—x)
Va2 432 (L—x)>+32
Essa equacdo é um pouquinho trabalhosa de ser resolvida. Mas, com um pouco
de paciéncia, elevando ao quadrado ambos os lados, usando os valores L =4+9/4
e k =4/3 e simplificando, obtém-se que a equagdo é equivalente a
0 = 112x* — 1400x” + 5383x* — 28800:x + 90000
= (x—4)(112x° — 952x* 4 1575x — 22500)

onde o polindémio cibico ndo tem raizes no intervalo [0,L]. Assim, o Gnico ponto
critico interior ao intervalo / € o ponto x = 4.

S.D

2° Passo: Determinar o minimo da func¢ao no bordo de 1.

Usando L =4+9/4 e k =4/3, os valores da fungﬁo no bordo dI ={0,L} sdo
12,24 10,93
7(0) (3 N 32> e (\/L2 132y 3k)

Logo, no bordo, o minimo é assum1d0 no ponto x = L € 0 maximo no ponto x = 0.
3° Passo: Determinar o minimo absoluto da fun¢do no intervalo 1.

No interior do intervalo /, o tnico candidato a m4ximo ou minimo ¢ o ponto
critico x = 4. Deve-se entdo comparar o valor da fun¢io nesse ponto com os valores
da fun¢@o no bordo. Calculando, obtém-se que 7 (4) = 10/c;, e, portanto,

T(4)<T(L)<T(0)

\ﬁJ/‘ Desta comparacdo segue-se finalmente que

o ponto critico x = 4 ¢ de minimo absoluto e

o ponto do bordo x = 0 é de maximo abso-

luto. De outra forma, o tempo minimo de per-
‘ ‘ curso é aquele em que o ponto de incidéncia é
1 4.}%9/4 P = (4,0), e esse é o percurso efetivo da luz.

Com essas informagdes, e estudando o sinal da derivada T’(x), ndo é dificil
perceber que o gréfico da fun¢do T'(x) é como ilustrado na figura acima. O

Esse exemplo ilustra como Fermat mostrou a lei de Snell. De fato, de acordo
com (5.1) e com a notagdo da figura abaixo, os pontos criticos de 7 (x) sdo tais que
X L—x ¢ L—x

- —
di dy cy dy
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Mas x/d; = sen(6;) e (L —x)/dy = sen(6,),

onde 6; € o Angulo de incidéncia e 6, é o angulo  [\_ x
de refracdo. Segue-se que os pontos criticos de
T (x) sdo aqueles para os quais A6
L
sen(6;) ¢
L 6.\
sen(6,)
L—x

que é exatamente a lei de Snell.

O surpreendente aqui € que a lei de Snell é puramente experimental e pertence
ao mundo fisico. Ja o principio de Fermat é puramente tedrico e pertence ao mundo
das ideias. Assim, o principio de Fermat estabelece uma inesperada ponte entre
esses dois mundos.

Mdximos e minimos em vdrias variaveis
O modelo agora segue de perto o caso de uma varidvel estudado acima.

Suponha f: D — R uma fungdo dada, onde

\\_/ D C R2. O problema é o de verificar se a f tem

\ um ponto de maximo absoluto, isto é, um ponto

Py € D com a propriedade de que f(P) < f(Py)

AT T para todo P € D. O valor f(Py) é dito, entéo, o va-

Py / P lor m4ximo da funcdo. Veja a figura ao lado. Ana-
5! ' logamente para os pontos de minimo absoluto.

Outros pontos de interesse sdo os de maximo local. Indicando por B(Py,€) a
bola de centro Py e raio €, este ponto é de mdximo local se existe € > O tal que
f(P) < f(Py) para todo P € B(Py,€)ND. Assim, um ponto de maximo local é um
ponto de maximo absoluto para a fungdo f restrita a alguma vizinhanga de P,. Por
exemplo, na figura acima o ponto P, é de maximo local. Analogamente para os
pontos de minimo local.

Ainda na figura acima, tanto Py como P, s@o pontos interiores ao dominio D
e, supondo que a fungdo seja diferencidvel, os planos tangentes sdo horizontais
nesses pontos. Equivalentemente, as derivadas parciais se anulam nesses pontos.
Essas observacdes ilustram a importancia das derivadas parciais na pesquisa de
pontos de maximo e minimo.

No entanto, no ponto P, que é de minimo local, o plano tangente ndo € hori-
zontal! De fato, como P, € dD, ndo se pode nem falar em plano tangente nesse
ponto. Assim, nos pontos do bordo dD, as derivadas parciais ndo sdo de muita
ajuda. O que se pode dizer com certeza é o seguinte.
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Lema 5.2 Supor f: D — R uma funcao dife- B
rencidvel e Py um ponto de méximo (ou mi- £i(R)
nimo) local. Supor ainda Py um ponto interior A
de D. Entdo f(Py) = f;(Py) = 0. . /£ '\\
Demonstragdo. Suponha Py = (xp,yp) ponto C_/
de méximo local. Como F, € interior, existe € > 0
tal que B(Py,€) C D e, além disso, f(P) < f(Py) o N "

para todo P € B(Py,€). Em particular f(xq,y) <
f(x0,y0) para todo y € (yo — €,y0 +€). i

Assim, yo é ponto de maximo local da fungéo h(y) = f(xo,y), e aplicando o
Lema 5.1 conclui-se que /' (yo) = fy(x0,y0) = 0. Analogamente, f,(xo,y0) =0. O

Os pontos interiores ao dominio D onde as duas derivadas parciais se anulam
sdo ditos pontos criticos da fungdo f: D —R.

O Exemplo 5.2 segue 0 mesmo roteiro do Exemplo 5.1 para obter os pontos de
maximo e minimo absolutos de uma fun¢do continua definida em um dominio
fechado e limitado. Vale repetir que, de acordo com o Teorema 2.1 da Secédo 2, a
existéncia dos maximos e minimos ja estd garantida, e o problema é o de saber
onde esses pontos estdo.

m Exemplo 5.2 Entre os paralelepipedos de lados
x>0,y>0ez>0, com (x,y,z) sobre o plano
de equacdo x +y+z = 1, determine aqueles de
maior e de menor area lateral. n

Solucdo. O paralelepipedo tem drea total (soma

At ly | das areas das seis faces) igual a (veja a figura)
1

A =2[xy+xz+yz] =2[xy+ (x +y)2].

Como o ponto (x,y,z) estd sobre o plano, segue-se que z = z(x,y) =1 —x—y
¢ uma fung@o de (x,y) e, portanto, a drea é também uma fungéo de (x,y), dada por

A(x,y) = 2[xy + (x+y)z(x, )] = 2[xy + (x +y) (1 —x —y)].

O dominio de A é o conjunto D = {(x,y);x >0, y>0 e z=1—x—y >0},
pois a medidas devem ser ndo negativas.

Agora o problema estd reduzido a se determinar o mdximo e o minimo absoluto
da funcdo continua A definida no dominio fechado e limitado D. Para isso, basta
seguir os passos abaixo.
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1° Passo: Determinar os pontos criticos interiores ao dominio D.

Calculando as derivadas parciais, obtém-se
Ar(x,y) =2(1=2x—y) e Ay(xy) =2(1-2y—x)

Resolvendo o sistema A, (x,y) = Ay(x,y) =0, obtém-se que x =y = 1/3. Além
disso, o ponto (1/3,1/3) é interior ao dominio D, uma vez que 1 —1/3—1/3 =
1/3 > 0. Assim, o dnico ponto critico interior é o ponto (x,y) = (1/3,1/3).

2° Passo: Determinar o0 maximo e o minimo da fung¢do no bordo de D.

De acordo com a figura abaixo, o bordo de D
¢ a unido de trés segmentos: dD = L; UL, ULs.

Em L; = {(x,0); 0 <x < 1} tem-se que
A(x,0) =2x(1 —x) é uma pardbola de raizes x =0 L Ls
e x = 1. Dai que, para todo x € [0,1], tem-se
0 =A(0,0) < A(x,0) <A(1/2,0)=1/2 . Veja
a figura da esquerda abaixo.

Ly 1

Em L, ={(0,y); 0 <y <1} o mesmo argumento mostra que A(0,0) <A(0,y) <
A(0,1/2) =1/2 paratodo y € [0,1].

1172 1/2 1/2

—

3 / .|/2 12
| | o\ [ e\

Em L3 = {(x,1 —x); 0 <x < 1} obtém-se também que 0 = A(0,0) <
A(x,1—x) <A(1/2,1/2) = 1/2 para todo x € [0, 1]. Veja as figuras acima

Desses resultados segue-se que, ao longo do bordo dD, o valor minimo é
A(0,0) =0 e o valor mdximo ¢ A(1/2,0) =A(0,1/2) =A(1/2,1/2) =1/2.

3° Passo: Determinar o0 maximo e o minimo absoluto da fun¢@o no dominio D.

No interior o Gnico candidato a miximo ou
minimo é o ponto critico (1/3,1/3). Deve-se,
entdo, comparar o valor da fungdo nesse ponto
com os valores da fung¢do no bordo. Calculando, 7 1
obtém-se que A(1/3,1/3) =2/3, e, portanto, o

A(0,0) < A(1/2,0) <A(1/3,1/3)

Desta comparagio segue-se finalmente que o ponto critico (1/3,1/3) é o ponto
de maximo absoluto. Jd o ponto de minimo absoluto é o ponto do bordo (0,0).
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De outra forma, o paralelepipedo de drea méaxima tem ladosx =y=z=1/3,eo0
de drea minima tem lados x =y =0e z = 1. Veja o gréfico acima. (]

O préximo exemplo ilustra o fato de que pequenas alteragdes nos dados do
problema podem causar grandes alteragdes nos resultados.

m Exemplo 5.3 Mesmo problema do exemplo anterior, mas supondo agora que o
o ponto (x,y,z) esteja sobre o plano de equagdo x+y+4z = 1. .

/41 Solucado. E claro que a 4rea total continua
z}\ sendo A = 2[xy+ (x +y)z]. A mudanga estd em
1 que, como o ponto (x,y,z) estd sobre o plano
N\ | Xx+y+4z=1, a expressdo de z em funcdo de
L T (xy) éagoraz(x,y) = z(1-x—y).
Assim, a drea total € a funcdo

A(x,y) = 2[y+ (x+y)z(x,y)] =2 |xy + %(Hy)(l —x—y)

com o mesmo domfnio anterior D = {(x,y);x >0, y>0 e z=(1—x—y) >0}.
A figura acima ilustra um paralelepipedo juntamente com o dominio D.
Seguem-se agora os mesmos passos do exemplo anterior.

1° Passo: Determinar os pontos criticos interiores ao dominio D.
Calculando as derivadas parciais, obtém-se
Ady) = 3(1-2042y) e Any) = 5(1-2y+2)
Mas, agora, o sistema A,(x,y) = A,(x,y) = 0 ndo tem solu¢do! Assim, a fungio
ndo tem ponto critico, € 0 maximo e o minimo devem estar sobre o bordo dD.

2° Passo: Determinar 0 maximo e o minimo da fun¢do no bordo de D.

O domimio e o bordo dD = Ly UL, U L3 sdo os mesmos do exemplo anterior.

Como antes, o valor da fungdo em de L; é A(x,0) = $x(1 —x), que é uma par4-
bola de raizes x=0 e x=1. Dai se segue que 0=A(0,0) <A(x,0)<A(1/2,0)=1/8
para todo x € [0, 1]. Em L, obtém-se que 0 = A(0,0) <A(0,y) <A(0,1/2) =1/8
para todo y € [0, 1]. Veja as figuras a seguir.

2]

1/8 1/8

s S = T /)2 T
12 . e e /
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Ja em L3, em que z = 0, obtém-se exatamente a expressdo anterior, isto &,
0=A(0,0) <A(x,1 —x) <A(1/2,1/2) =1/2 para todo x € [0, 1].
Desses resultados segue-se que, ao longo do

bordo dD, o valor minimo da fungio é A(0,0) =0
e o valor maximo é A(1/2,1/2) =1/2.

3° Passo: Determinar o0 maximo € o minimo ab-
soluto da funcdo no dominio D.

Como ndo existem pontos criticos, os valores mdximo e minimo da funcao
estdo sobre o bordo e j4 foram obtidos no passo anterior. Segue-se que, agora, o
paralelepipedo de drea médxima tem lados x =y =1/2 e z =0, e o de drea minima
tem lados x =y =0e z = 1 /4. Veja o gréfico da nova fungéo A acima. U

Neste exemplo, a fungdo A € continua e o dominio é fechado e limitado, o que
¢ suficiente para garantir a existéncia de maximo e minimo. No entanto, ndo deixa
de ser estranho falar que “o paralelepipedo de drea maxima tem lados x =y =1/2
e z =07, porque, a rigor, isso ndo é um paralelepipedo, e sim um retangulo!

Para evitar esse problema, a funcdo A deveria ser considerada no dominio
aberto D = {(x,y);x >0,y >0e 1 —x—y > 0}. Mas af aparece outro problema:
nesse dominio, a funcdo ndo tem nem maximo nem minimo! De fato, em rela-
¢do0 ao maximo, dado qualquer paralelepipedo com lados positivos, exite um outro
com lados também positivos e com drea maior do que o primeiro: basta escolher
os lados como sendo x =y =1/2— 8§ com & > 0 suficientemente pequeno. Mesma
observagdo em relacdo ao minimo.

Isso ilustra o caso em que, mesmo ndo sendo inteiramente natural, vale pri-
meiro estudar o problema em um dominio fechado e limitado, garantindo a exis-
téncia de solugdo. Em seguida, as solugdes podem ser analisadas no contexto
natural do problema.

Multiplicadores de Lagrange

Em muitos casos € interessante determinar o0 méximo ou o minimo de uma fungio
restrita a um subconjunto de seu dominio. Por exemplo, em uma chapa com tem-
peratura conhecida, determinar o maximo da temperatura ao longo de uma curva
sobre a chapa. Nesse caso o método mais indicado é o dos multiplicadores de
Lagrange, como apresentado a seguir.
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Maximo com restricoes orcamentdrias

A Economia tem bons exemplos de problemas de mdximo com restri¢des

Por exemplo, suponha que a produgcao de um determinado bem seja modelada
pela fungdo de produgdo de Cobb-Douglas f(x,y), introduzida na Segéo 3. Neste
modelo a varidvel x € o nimero de unidades de trabalho, y é o nimero de unidades
de capital e f(x,y) é a produgdo correspondente. A expressdo de f(x,y) foi obtida
a partir das equacdes

x’
e f(xy) ﬂi@ (5.2)
a primeira das quais supde que a produtividade marginal f,(x,y) seja proporcional
a produtividade média @ do trabalho. Analogamente em relag@o ao capital na
segunda equacio.
A partir (5.2), conclui-se que a fun¢do de Cobb-Douglas é da forma

Fuly) = af();y)

f(x,y) = Kx*y# onde K > 0 & constante.

Essa func¢do tem a propriedade (desejdvel!) de ser crescente tanto na varidvel x
como na varidvel y, e os expoentes o e 3 espelham a forma com que o trabalho e
o capital influenciam a produgdo. Assim, se o > f3, o trabalho influencia mais a
produgio do que o capital, e o bem é dito intensivo em trabalho. Se @ < f3, 0 bem
¢ dito intensivo em capital.

Outra propriedade interessante é que, se &+ 8 = 1, entdo a fungido é homogé-
nea de grau um, no sentido de que, para todo ¢ > 0, a func¢fo satisfaz

flex,ty) = K(1x)*(ty)P = 12T PRxP = 1 (x,y)

Em particular, para t+ = 2, a igualdade
f(2x,2y) =2f(x,y) significa que a producdo é do-
brada se forem dobrados tanto o trabalho quanto
o capital. Esse caso é conhecido como o de retor- |
nos constantes de escala, e serd o caso estudado . \Y
aqui, isto é, supde-se que ¢+ f3 = 1. *

/

A figura acima ilustra o gréifico da fungdo f(x,y) no caso homogéneo e no
dominio natural x >0ey > 0.

A homogeneidade tem uma consequéncia interessante. O que se procura é
maximizar a produg@o, isto é, obter um ponto de maximo (xo, o), em que f(xo,yo)
seja o maior possivel. Ora, sendo homogénea, a fungdo ndo tem esse ponto! De
fato, basta escolher # > 1 para se ter que f(txo,7yo) =11 (x0,v0) > f(x0,y0). Assim,



5.0 Multiplicadores de Lagrange 105

a produgdo é maior em (7xg, 7y ) do que em (xo,yo), €, portanto, o ponto de maximo
ndo existe.

Esta conclusio é bem natural do ponto de vista econdmico: aumentando-se 0s
recursos de (xo,yo) para (¢xo,7yo), a produgdo também aumenta de f(xo,yo) para
tf(x0,y0). Dito de outra maneira, é sempre possivel aumentar a produgio se for
possivel aumentar os recursos.

No entanto, € claro que os recursos sao limitados e ndo podem ser aumentados
indefinidamente, e é af que entram as restricoes.

Uma restricdo importante € a de custos fixos, no seguinte sentido. Indique por
a e b os custos de uma unidade de trabalho e de uma unidade de capital, respecti-
vamente. Entéo, se foram aplicados x unidades de trabalho e y unidades de capital,
o custo correspondente é g(x,y) = ax+ by. Agora sim faz sentido estudar o

Problema: Calcule o maximo de f(x,y) com restri¢do de custos fixos g(x,y) =k.

Dito de outra forma, o problema agora €, a partir de uma quantidade fixa de k
unidades monetdrias, como distribuir esse recurso entre x unidades de trabalho e y
unidades de capital de forma a maximizar a producao final.

A restri¢do g(x,y) =k corresponde a supor que o ponto
(x,y) estd sobre a curva de nivel Cx, = {(x,y); g(x,y) =k}
da fungéo g(x,y). Néo é dificil perceber que, no primeiro
quadrante, essa curva corresponde ao segmento de reta
que liga os pontos (k/a,0) e (0,k/b). Além disso, o gradi-
ente da fungdo g(x,y) é o vetor constante Vg(x,y) = (a,b),
. k/a que ¢é ortogonal a Cy em todos os pontos desta curva.

k/b

vC

A figura acima ilustra tanto a curva como o vetor gradiente.

A notagdo f | c € usada para indicar que a fun-
¢do f(x,y) estarestrita a Cy. A figura ao lado ilus-
tra o grafico da fungdo f(x,y) juntamente com a
curva de nivel C; (no plano Oxy). Ilustra ainda o
gréifico da restricio f ! ¢, que ¢ uma curva acima

de Cy e contida no gréfico de f(x,y).

Pela figura percebe-se que, agora sim, o problema de determinar o mdximo da
funcdo f ‘ ¢, certamente tem solucgdo, e o préximo passo € o de buscar maneiras de
se determinar esse ponto de miximo.

Neste sentido, indique por P(z) = (x(¢),y(¢)) uma parametrizacdo da curva
Cy, com ¢ em algum intervalo [c,d]. Por exemplo, da igualdade ax + by = k
que define Cy, tem-se que y = (k — ax)/b, e pode-se escolher a parametrizagio
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P(t) = (x(¢),y(t)) = (t,(k —at)/b) com t € [0,k/a]. Pode-se também escolher a
combinagdo convexa entre os pontos (k/a,0) e (0,k/b), que é a parametrizagdo
P(t) = (x(¢),y(t)) = ((1 —1t)k/a,tk/b) com t € [0,1]. Em qualquer caso, o vetor
velocidade P'(t) = (x'(¢),y'(¢)) é tangente a curva Cy, e, portanto, ortogonal ao
gradiente Vg(P(t)) = (a,b).

Com uma parametrizagdo P(r) de Cy, t € [c,d], a restri¢do f | ¢, corresponde
a fungdo composta p(r) = f(P(t)) = f(x(¢),y(t)), que avalia a fung¢do f sobre a
curva de nivel Cy. E claro entdo que os pontos criticos de p(t), isto é, os pontos t €
(¢,d) para os quais p’(r) = 0, sd3o pontos importantes para a solu¢do do problema.
Até aqui nada de muito novo.

A novidade estd em que a derivada p’(r) tem uma interpretagdo geométrica
curiosa. De fato, usando a regra da cadeia, obtém-se que

P = L 1P) = (VA(P), P (0) 5.3

Assim, p/(t) é o produto escalar entre o gradiente Vf(P(z)) e o vetor veloci-
dade P'(r). Em particular, em um ponto critico, em que p’(¢) = 0, esse produto
escalar se anula, e, portanto, V f(P(r)) é ortogonal a P'(). Ora, como P'(t) é tam-
bém ortogonal a Vg(P(r)) em todos os pontos de C, segue-se que, nesse ponto
critico, o vetor Vf(P(¢)) € um mdltiplo de Vg(P(t)).

Entdo, em um ponto critico de p(t), tem-se que Vf(P(t)) = AVg(P(t)) para
algum A € R. Resumindo, os pontos criticos P de f ‘ C sdo solucdes do sistema

{v f(P)=AVg(P) (5.4)

8(P) =k

e o nimero A € dito o multiplicador de Lagrange. Esse método de se obter os
pontos criticos € dito, entdo, o Método dos Multiplicadores de Lagrange. O curi-
0s0 € que ndo ¢ necessdrio parametrizar a curva C; para obter os pontos criticos.
A parametrizacdo foi importante para se chegar ao sistema, mas nio ¢ usada para
obter os pontos criticos.

k/b k/b k/b

N o

k/a k/a Xo k/a
diregdes de Vg diregdes de V f dire¢des de Vge de Vf
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A figura da esquerda acima ilustra o campo de dire¢des do gradiente Vg, a do
meio ilustra o campo de direcdes do gradiente V f e a da direita ilustra os dois
campos simultaneamente.

Acompanhe, na figura do meio, o movimento do vetor V f ao longo da curva
Cy. Perto do ponto (k/a,0) do eixo Ox, o vetor V f é quase vertical e, a medida
que avanca ao longo de Cy, ele se torna cada vez mais inclinado, até se tornar
praticamente horizontal perto do ponto (0,k/b) do eixo Oy. Entre o inicial e o
final, certamente existe um ponto em que Vf é ortogonal a Cj, ponto que estd
indicado como (xo,yp) na figura da direita. Segundo o que foi visto, este é um
ponto critico de f | e © ¢ claro que, neste ponto, o vetor V f € um multiplo de Vg.

Assim, conhecendo-se os campos Vf e Vg, é possivel obter os pontos criti-
cos de f | ¢, apenas por inspec¢do. Para uma solugdo analitica, o sistema em (5.4)

escreve-se como
fx(xvy) = )Lgx(xvy)
fr(x,y) = Agy(x,y) (5.5)
glx,y) =k

onde A # 0, pois Vf ndo se anula. Assim, dividindo-se a primeira equagéo pela
segunda, obtém-se

fe(x,y) _ g:(x,y) _4a
Hxy)  gloy) b
onde foi usado que Vg(x,y) = (a,b). Agora, da equagéo (5.2), segue-se que
frley) of(xy)/x _ ay
Ly Bflxy)/y  Bx

Das duas dltimas equacdes segue-se que ax/o = by/f. Finalmente, usando a
condi¢do de custos fixos g(x,y) = ax+by =k e que o+ f = 1, obtém-se que 0s
pontos criticos de f‘ck sdo os pontos x = atk/aey = Bk/b.

Para se obter o mdximo, deve-se ainda comparar o valor da fun¢do no ponto
critico com os valores nos extremos (k/a,0) e (0,k/b) da curva Cy. Mas é claro
que o valor de f(x,y) = Kx* yP no ponto critico é positivo, enquanto que os valores
nos pontos extremos sdo f(k/a,0) = f(0,k/b) = 0. Assim, o ponto critico é de
fato o ponto de maximo de f | e

Como exemplo, considere o caso em que o = 4/5 e B = 1/5, e, portanto,
flx,y) = Kx*/y!/5 ¢ uma fungio de produgio intensiva em trabalho, uma vez que
o > f. Considere ainda que o custo de uma unidade de trabalho seja a = 10 e de
uma unidade de capital seja b =5, de modo que a fungéo custo é g(x,y) = 10x+ Sy.
Neste caso, além se ser intensiva em trabalho, o custo do trabalho é o dobro do
capital, e deve-se gastar muito em trabalho para se produzir o bem.
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E, de fato, se forem aplicados k = 100 unidade monetérias, deve-se gastar
x = ak/a = 8 unidades de trabalho e y = Bk/b = 4 unidade de capital para se
maximizar a produ¢do. O custo do trabalho € entdo 10x = 80 e o do capital é
Sy =20. Assim, apenas 20% dos recursos devem ser aplicados em capital.

Multiplicadores de Lagrange

No exemplo anterior foi importante que Vg(x,y) = (a,b) # (0,0) para todos os
pontos da curva Cy. Isso porque, sendo nio nulo, o gradiente determina uma di-
recdo ortogonal a Cy. Foi isso que permitiu concluir que, em um ponto critico de
f ‘ e © gradiente V f é um multiplo de Vg.

2

Situacdo diferente acontece com g(x,y) = y> — x2, cujas curvas de nivel estido

ilustradas abaixo.

~ N

PN TN

k>0 k=0 k<0

O gradiente de g é o vetor Vg(x,y) = (—2x,2y), que s6 se anula na origem
(0,0). Assim, em um nivel k # 0, como a curva Cy ndo passa pela origem, segue-
se que Vg(x,y) # (0,0) para todo (x,y) € Cy. Nesse caso k € dito um nivel regular.

Ja no nivel k = 0, a curva Cy, inclui a origem, e Vg(0,0) = (0,0). Assim, nesse
ponto, a curva Ci ndo tem uma direcio ortogonal, e k = 0 € dito um nivel critico.

Em geral, definem-se nivel regular e nivel critico como a seguir.

Definic&o 5.1 Parag: D — R de classe C!, o nivel k € R é regular se Vg(x,y) #
(0,0) para todo ponto (x,y) da curva Cy = {(x,y) € D; g(x,y) =k}. Se Vg(x,y) =
(0,0) para algum (x,y) € Cy, entdo k é um nivel critico de g.

Agora sim pode-se enunciar o

Teorema 5.1 — Multiplicadores de Lagrange. Supor f,g: D — R de classe
C' e k € R um nivel regular de g. Entdo os pontos criticos de f { C sdo as solucdes

do sistema Fuly) = Aga(x,y)
H(xy) = Agy(x,y) (5.6)
g(xy) =k
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A demonstragdo desse teorema foi feita no exemplo anterior, e usa basicamente
a equacido (5.3). Vale enfatizar que ndo € necessério parametrizar Cy para obter os
pontos criticos. Outro fato importante € que o sistema (5.6) tem trés equagdes e
trés incégnitas (x, y e A1), e, portanto, é um sistema razodvel de ser resolvido.

Distancia de ponto a curva

Como outro exemplo, considere o problema de calcular a distdncia do ponto
Py =(2,0) a curva de equagio y> —x*> = 1. Essa curva corresponde & curva de nivel
C da fungio g(x,y) = y*> — x%, curva ilustrada abaixo juntamente com o ponto F.

A

1 A distancia de Py a curva C; é, por definigao,
\ » G a menor das distincias entre Py € um ponto gené-
rico P da curva C;. Para evitar a raiz quadrada,

> ¢ mais conveniente trabalhar com o quadrado da

/ P distancia. E claro que, se for obtido o minimo do

quadrado, basta extrair a raiz para se ter o minimo
da distancia.

Considere, entdo, a fungdo f(x,y) = (x —2)? +y?, que calcula o quadrado da
distancia do ponto Py = (2,0) a um ponto genérico P = (x,y) de R?. Assim, a
funcao restrita f ‘ ¢ calcula o quadrado da distancia de Py a um ponto genérico P
da curva Cy, e é o minimo dessa fun¢do que se estd procurando.

O primeiro passo € calcular os pontos criticos de f ‘ o Como no exemplo
anterior, ¢ possivel ter uma ideia dos pontos criticos apenas por inspe¢ao.

Nt N N4
< N

diregdes de Vg diregdes de V f dire¢des de Vg e de Vf

Acompanhe, na figura do meio, o movimento do vetor V f ao longo da curva
Cy. Para x < 0, o vetor Vf € quase horizontal e, a medida que avanca ao longo
do eixo Ox, ele se torna cada vez mais vertical. Entre um extremo e outro, certa-
mente existe um ponto em que V f é ortogonal a C;, ponto que estd indicado como
(x0,£y0) na figura da direita. Deve-se entdo encontrar dois pontos criticos, um no
ramo superior e outro no ramo inferior de C;. E claro que, nesses pontos, o vetor
Vf € um miltiplo de Vg, e esse é o multiplicador de Lagrange do problema.
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Para a solucdo analitica, como Vg(x,y) = (—2x,2y) e Vf(x,y) = (2(x—2),2y),
o sistema (5.6) escreve-se como

2(x—2)=—A2x
2y = A2y \ P
y2 _ X2 =1
E claro que y # 0, e da segunda equacio fo
obtém-se que A = 1. Substituindo esse valor na / B
primeira equagdo, obtém-se que x = 1.

Finalmente, usando a terceira equagdo, obtém-se que y = +1/2. Assim, os
pontos criticos de f‘cl sdo P = (1,\/5) eP= (1,—\/5). A figura acima ilustra os
pontos P; e Py, e de 14 € claro que sdo pontos de minimo. Como f(P;) = f(P,) =3,
obtém-se que a distancia de Py a curva C; é V3.

Exercicios

1) Para fungdes de uma variavel g(¢), se g(0) =0 e g"(0) > 0, entdo t = 0 ¢
minimo local. Se usado para fungdes de vdarias varidveis, esse critério conduz
a alguns resultados surpreendentes, como mostra o exemplo da fungéo f(x,y) =
(v —3x?)(y — x?). Para isso, dada uma dire¢iio v = (a,b), indique por g(t) = f(tv)
arestricao de f ao longo desta dire¢do. Julgue os itens a seguir.

a) Estudando as derivadas parciais, conclui-se
que f € diferencidvel na origem.

b) Usando a regra da cadeia, obtém-se que,
para alguma dire¢do v, t = 0 ndo € ponto
critico da fungdo g(t).

¢) Calculando g"(¢), conclui-se que, para alguma dire¢do v, t = 0 nio é
ponto de minimo local de g(7).

d) Ao longo da curva (¢,2¢?), a fungio f tem um méximo local em ¢ = 0.
e) A origem (0,0) é ponto de minimo local da fungéo f.

2) Considere o problema de determinar o paralelepipedo de maior volume que
2
pode ser inscrito no elipsoide & de equagao ;“—2 + Z—z + i—i =1, onde a, b e ¢ sdo

2
constantes positivas. Para isso, seja D = {(x,y);x >0,y >0e z—i + 97 <1}
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a) Paracada (x,y) € D, determine z = z(x,y) > 0 de forma que o paralelepipedo
retangulo de lados 2x, 2y e 2z esteja inscrito no elipsoide &.

b) Defina agora a funcdo V: D — R que for-
nece o volume do paralelepipedo acima.

¢) Justifique a afirmacio de que o maximo de
V € assumido no interior de D, e, portanto,
€ um ponto critico.

d) Calcule os pontos criticos de V.

e) Usando os itens anteriores, determine os lados do paralelepipedo de maior
volume que pode ser inscrito no elipsoide, justificando a sua resposta.

3) Considere a situagdo em que uma calha deve ser fabricada a partir de uma chapa
de metal de largura igual a L m. A figura abaixo ilustra uma sec¢fo transversal da
calha, que é simétrica e com trés lados retos. Observe que a drea A da secdo trans-
versal é uma funcdo A = A(s, 0) das medidas s e 0 indicadas na figura, e o dominio
dessa fung@o é o conjunto D = [0,L/2] x [0,7r/2]. Como a vazdo é proporcional a
drea da secdo transversal, o problema consiste em escolher os valores de s e 6 que
maximizam esta area.

a) Obtenha a expressdo da fungio A(s, 0).
b) Esboce o bordo dD do dominio D. /0 0

s s

¢) Determine o valor maximo de A(s, 0)
sobre o bordo dD. L—2s

d) Calcule os pontos criticos de A(s, 0) que sdo interiores a D.

e) Determine os valores de s e 8 que maximizam a 4rea da se¢do transversal.

4) Suponha que um tronco de drvore tenha secdo transversal elitica de semieixos
a e b. Introduzindo o sistema ¢'xy como na figura, considere o problema de deter-
minar as dimensdes da viga de maior resisténcia que pode ser extraida do tronco,
onde a resisténcia € proporcional a largura [ = 2x e ao quadrado da altura 2 = 2y da
viga. Para as funcdes f(x,y) = k(2x)(2y)? e g(x,y) = Z—i + Z—i, definidas no domi-
nio D = {(x,y); x>0 e y > 0}, o problema corresponde a determinar 0 maximo
da restri¢do f| ., onde C € a curva de nivel de g no nivel 1.
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a) Justifique a afirmacéo de que f | ¢ tem pon-
7 tos de maximo e de minimo absolutos.

b!

yr\ b) Calcule os gradientes V f(x,y) e Vg(x,y).
" i——--—--x—- 24 ¢) Obtenha o sistema que fornece os pontos
\ ! | criticos de f| o

d) Verifique se f ‘ ¢ tem pontos criticos.

e) Obtenha as dimensdes da viga de maior resisténcia, justificando a resposta.
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Integrais em duas varidveis

As integrais simples s@o usadas para medir drea, centro de massa, temperatura
média de barras etc. As integrais duplas sdo uma generalizacdo natural dessas
medidas para volume, centro de massa e temperatura média de chapas etc.

Lembrando: integragdo em uma variavel

Vale comegar do inicio, com a integral em uma varidvel. Assim, suponha que, até o
momento, sé se conhega a drea de retangulos, que é o produto da base pela altura.
A partir dai, como calcular, por exemplo, a drea A abaixo do grafico da fun¢do
g: [0,2] — R dada por g(x) = 1 +x*?

2 2 2
Adrea A O retangulo menor O retangulo maior

O problema, claro, é que o grafico de g ndo é uma reta, e a drea ndo pode
ser calculada diretamente. No entanto, ela pode ser aproximada observando o
seguinte: como a funcdo é crescente, tem-se que g(0) < g(x) < g(2) para todo
x € [0,2]. Logo, a drea A estd entre as dreas de dois retdngulos, o menor de base 2
e altura g(0) e o maior de base 2 e altura g(2). Daf se segue que



116 Capitulo 6. Integrais duplas

2=2x1=2xg(0)<A<2xg(2)=2x5=10 6.1)

Veja as figuras acima. Bem, concluir que a drea A estd entre 2 e 10 ndo chega
a ser emocionante! No entanto, o importante é que esse é o primeiro passo de
aproximacdes cada vez melhores.

O segredo estd em dividir o dominio em intervalos menores, e aplicar o passo
acima em cada um desses pequenos intervalos. Por exemplo, considere a parti¢cdo
0 < 1 < 2 do intervalo [0,2].

1 1 1/

2 2 2
A drea A Uma soma inferior Uma soma superior

z

Entdo, como g é crescente, tem-se g(0) < g(x) < g(1) para x € [0,1] e
g(1)<g(x)<g(2) para x€[1,2]. Com o auxilio das figuras acima, segue-se que

3=g(0)x1+g(1)x1<A<g(l)x1+g(2)x1=7 (6.2)

Otimo. J4 melhorou em relagio 4 aproximacdo anterior. Além disso, repetindo-
se esses passos, as aproximacoes ficam cada vez melhores.

O lado esquerdo das desigualdades (6.1) e (6.2) é dito uma soma inferior da
funcdo g, por calcular aproximagdes a menor da drea A. Como no caso acima,
passando do valor 2 para o 3, essas somas aumentam com o aumento do nimero
de parti¢Ges do intervalo.

O lado direito das desigualdades (6.1) e (6.2) é dito uma soma superior da
funcdo g, por calcular aproximagdes a maior da drea A. Também como no caso
acima, passando do valor 10 para o 7, essas somas diminuem com o aumento do
nimero de parti¢des do intervalo.

Esta é uma boa maneira de calcular aproximacdes, por meio das somas inferi-
ores e superiores. As primeiras aumentam e as segundas diminuem, e a drea estd
sempre entre elas.

No entanto, as somas inferiores e superiores apresentam um problema pratico
importante. E necessdrio saber o minimo e o maximo da fungdo em cada subinter-
valo do dominio. No exemplo anterior isso foi facil porque a funcdo € crescente: o
minimo ocorre no lado esquerdo e 0 miximo no lado direito de cada subintervalo.
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Mas isso ndo seria tdo facil, por exemplo, para
a funcdo cujo gréafico estd ilustrado ao lado. A fi-
gura mostra uma soma inferior, e percebe-se que, — /
dependendo da particio do dominio, ndo é tarefa | | A

facil determinar o valor minimo da fung@o em
cada subintervalo.

Somas de Riemann

O problema com essas somas pode ser contornado com as somas de Riemann.
Considere entdo uma particdo & = {0 =xp < x] < -+ < Xp—1 < X =2} do

intervalo [0,2]. Para cada i = 1,2,...,m, escolhe-se um ponto s; € [x;_,x;]. Com

essas escolhas, e com a mesma func¢do g acima, forma-se a soma de Riemann

m

SR(g,2) =Y g(si)Ax;
i=1

onde Ax; = x; — x;—; é o comprimento de [x;_;,x;]. Cada termo desta soma repre-
senta a drea de um retangulo de altura g(s;) e base Ax;, e a soma dessas dreas é
uma aproximacao para a area A.

As figuras a seguir ilustram essas somas no caso da particio 0 < 1 < 2 e com
duas escolhas diferentes dos s;’s. De 14 percebe-se que, se forem escolhidos s; =0
e s» = 1, entdo a soma de Riemann coincide com a soma inferior. Analogamente,
se forem escolhidos s; = 1 e sp = 2, entdo a soma coincide com a soma superior.

5 5 5
1 1 1=
2 S1 s2 2 S1 52 2
A drea A Uma soma de Riemann Outra soma de Riemann

Assim, as somas inferiores e superiores sdo casos particulares das somas de
Riemann. E claro que sdo casos particulares importantes porque, para cada parti-
¢do &, a soma inferior € 0 menor € a soma superior 0 maior valor que as somas
de Riemann podem assumir. Em particular, uma soma de Riemann qualquer esti
entre a soma inferior e a superior.

Daf se segue que também as somas de Riemann se aproximam da 4rea & medida
que se aumenta o nimero de pontos da particdo. De fato, o que é importante
ndo é aumentar esse nimero, mas diminuir os tamanhos Ax;. O que se quer é
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que todos esses tamanhos diminuam. Para isso, define-se a norma da particdo
P ={0=xp<x; < <Xp_1 <Xy =2} por

|| Z|| = maior dos comprimentos Ax; com i =1,2,....m

E claro que, se ||Z?|| diminui, entdo todos os comprimentos Ax; também dimi-
nuem, e pode-se finalmente definir a integral como sendo o limite

2
x)dx= lim SR(g, &
| sdx = tim sR(e.2)
Esta é a defini¢do, e dela decorrem todas as propriedades da integral. Por
exemplo, € facil deduzir da definicdo que a integral de uma soma é a soma das
integrais. A definicdo permite também calcular boas aproximagdes para a integral.

De fato, conforme a figura ao lado, obtém-se
uma boa aproximacgado para a drea A dividindo o
intervalo [0,2] em 10 subintervalos e escolhendo
os s;'s como sendo os pontos médios desses inter-
valos. Neste caso o valor da soma ¢é

10
SR(g, 2) =Y g(s)Axi=4,660  (6.3)
) i=1

Teorema fundamental do Calculo

As somas de Riemann, ou equivalentes, ji eram conhecidas dos antigos gregos,
que calcularam a drea do circulo com ideias semelhantes. A novidade do Célculo é
que a integral pode ser calculada de uma forma indireta, mais facil que a defini¢do.
Para isso, é importante lembrar o

Teorema 6.1 — Valor médio. Se G(x) é continua em [a,b] e derivdvel em
(a,b), entdo existe s € (a,b) tal que

G(b) — G(a) — G/(s)

b—a

A figura a seguir ilustra o significado geométrico do teorema. Ele afirma que
a inclinagdo da reta por (a,G(a)) e (b,G(b)) é igual a inclinagdo da tangente ao
grfico em algum ponto s € (a,b).
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A igualdade pode ainda ser escrita como
G(b)
G(b) —G(a) =G (s)(b—a)
e ser interpretada como uma proporcionalidade
entre a diferenca G(b) — G(a) (no eixo Oy) e a 6la)
diferenca b — a (no eixo Ox). R —

O surpreendente € que esse teorema faz uma ponte extremamente elegante en-
tre as derivadas e as integrais. E ndo sé elegante, mas revela um vinculo profundo
entre essas duas ideias.

Com efeito, suponha que G seja uma primitiva de g(x) = 142, isto &, tal que
G'(x) = g(x). Por exemplo, pode-se escolher G(x) = x + x> /3, mas poderia ser
qualquer outra primitiva. Entdo, do Teorema 6.1, existe algum s € [0,2] tal que

G(2)-G(0)=G'(5)(2-0) =g(5)(2—-0)

Veja que igualdade interessante. No grifico de G(x), ela significa uma propor-
¢do entre os tamanhos G(2) — G(0) e 2—0. Ja no grifico de g(x), ela significa uma
area retangular, de base 2 — 0 e altura g(s). Esta situacfo estd ilustrada na coluna
do meio da figura a seguir.

A 'y
G(2) G(2) G(2)
2 s 2 ST 1 s 2
Grifico de G Um intervalo Dois intervalos
A 'y
8(s2)
8(s)
/ 8051 e
2 N 2 st 1 522

A drea A Primeiro passo Segundo passo
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Acompanhe agora a terceira coluna. Ela ilustra o uso do Teorema 6.1 nos subin-
tervalos da particdo 0 < 1 < 2. Assim, existem s; € [0,1] e s, € [1,2] tais que

G(2)—-G(0)=G(2)—-G(1)+G(1)— G(0)
=G'(s2)2-1)+G'(s1)(1-0)
=g(s2)(2—1) +g(s1)(1-0)
= g(52)Axz + g(s1)Ax

em que o ultimo termo é uma soma de Riemann da fungdo g. O truque usado
acima, de somar e subtrair G(1), é conhecido como soma telescopica.

Ora! Dada uma particdo & = {0 =xp < x] < -+ < Xp—1 < Xy =2} de [0,2],
pode-se entdo somar e subtrair G(x;) e concluir que existem s; € [x;_1,x;] tais que

m m m

G(2) — G(O) = Z G(Xi) — G(xifl) = Z G/(Si)AX,' = Zg(s,')Axi

i=1 i=1 i=1

Resumindo: para cada parti¢do & de [0,2], existem s; € [x;_;,x;] tais que
m
G(2) - G(0) =Y g(si))Ax; = SR(g, P)
i=1

Agora fica claro que, passando ao limites com || Z?|| — 0, obtém-se o

Teorema 6.2 — Fundamental do Cdlculo. Se g: [a,b] — R é continua com
primitiva G, entdo

Em particular, como G(x) = x+ x> /3 é uma primitiva de g(x) = 1 +x2, segue-
se que a drea A sob o grifico de g no intervalo [0,2] é

2
/ g(x)dx = G(2) — G(0) = 2+ 23/3 ~ 4,66667
0

Otimo. Esse é o valor exato da drea. Comparando com (6.3), percebe-se que
aquela aproximacdo ja ¢ muito boa. No entanto, o teorema fundamental ndo s6
calcula areas, mas estabelece uma relacdo inesperada entre areas e derivadas, e
essa € a grande novidade do Calculo.
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Integracdo em duas varidaveis

Suponha que, até o momento, s6 se conhecga a integral de fun¢des de uma variavel.
A partir daf, como calcular, por exemplo, o volume V abaixo do grafico da fungdo
f:D—R,onde D=[0,2] x [0,2] e f(x,y) = 1 +x*>+y>?

d
=i //\\‘h_ o /’//\x____ e // \\x.__
- /
‘u.____‘__..a/
x X x 2, x L
O volume V O paralelepipedo menor O paralelepipedo maior

O problema, claro, € que o grafico de f ndo € um plano, e o volume V ndo pode
ser calculado imediatamente. No entanto, ele pode ser aproximado notando que
£(0,0) < f(x,y) < f(2,2) para todo (x,y) € D. Logo, o volume V esta entre os
volumes de dois paralelepipedos, o menor de base 2 x 2 e altura f(0,0) e o maior
de mesma base e altura f(2,2). Veja as figuras acima. Daf se segue que

4=2x2x%f(0,0) <V <2x2x f(2,2) =36

Bem, de novo, concluir que o volume V estd entre 4 ¢ 36 ndo parece muito
animador! Mas agora ja se sabe que o segredo estd em dividir o dominio em
retdngulos menores, como ilustram as figuras a seguir, e aplicar o passo anterior
em cada um desses pequenos retangulos.

A . y

2 Y3 3

2 y2

V1 1

2 X1 X2 X1 X2 X3 X4

Em geral, sejam &2 = {0 =xp < x; < -+ < Xp—1 < X, = 2} uma parti¢do de
[0,2] ao longo do eixo Oxe P, ={0=y) <y < -+ <yu—1 < yp =2} uma parti-
¢do de [0,2] ao longo do eixo Oy, e indique por Ax; = x; — xj—] €
Ay; =y;—yj—1 0s comprimentos dos respectivos intervalos.

A parti¢io & = F| x &, do dominio D corresponde a fazer o produto car-
tesiano dos intervalos R;; = [x;_1,x;] X [yj—1,y;], obtendo retingulos R;; de dreas
Ax;Ay;. A norma desta parti¢do €, por defini¢do, o niimero
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121 = /1222 + | 2

| = 0e| 2] —O0.

Correspondente a particdo &, podem ser definidas a soma inferior, a soma
superior, ou mesmo uma soma de Riemann qualquer. Essas dltimas sdo mais faceis
e, para isso, devem ser escolhidos s; € [x;_1,x;] e £;€[yj_1,y;]. Com essas escolhas
a soma de Riemann correspondente é

SR(f, 2 ZZf sistj)Ax; Ay,

j=li=1
Cada termo da soma é o volume de um paralelepipedo de altura f(s;,?;) e drea
da base Ax;Ay;, e a soma desses volumes € uma aproximagdo para o volume V.

A figura ao lado ilustra essa soma no caso
das particdes & =0<1/2 <1<3/2<2
e P =0<2/3<4/3 <2 e com (s;,t))
sendo o centro do retdngulo R;;. Neste caso,
. Ly Ax;j=1/2eAy;=2/3 paratodoie j, e a aproxi-

—_ = magcdo correspondente para o volume é

SR(f Z Z Fsit)Ax; Ay; =~ 14,44 (6.4)
j=li=

Exatamente como antes, define-se a integral dupla de f sobre D como sendo
J[ fxdsay= tim SR(f.2)
D |22]|—0

Desta definicdo seguem todas as propriedades da integral dupla, o que serd
visto na secdo 6. No entanto, também como no caso de uma varidvel, a defini¢do
ndo é uma maneira prética de calcular a integral dupla, e vale procurar maneiras
alternativas de se fazer esse cdlculo.

Integrais iteradas

As integrais duplas podem ser calculadas, e de maneira mais facil que a definicao,
por meio das integrais iteradas, como indicado a seguir.

Para isso, considere a particio & = &) x &, como definida anteriormente,
onde & é uma parti¢do de [0,2] ao longo de Ox e &7, uma parti¢do de [0,2] ao
longo de Oy. A soma de Riemann correspondente pode ser organizada na forma

sz Sistj)Ax; Ay = Z (Zf Sistj) )ij (6.5)

j=li=1 j=1
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o que corresponde a, primeiro, fixar j e somar em i de 1 a m e, em seguida, somar
os resultados em j de 1 a n. Organizada desta forma, obtém-se que a soma interna
Y, f(si,tj)Ax; € uma soma de Riemann da fung¢do de uma varidvel g(x) = f(x,t;).
Muito interessante, pois ja se sabe tudo sobre fungdes de uma varidvel!

De fato, cada termo (Y72, f(si,;)Ax; ) Ay; da soma em (6.5) é o volume de um
sélido formado por paralelepipedos, de largura Ay; e laterais que sdo aproximagdes
da drea abaixo do grafico da fungdo g(x) = f(x,?;). Veja a figura do meio a seguir.

.

y

“— v \ | [P / N 4
¥ LT e
Passando o limite com [|Z7;| — 0, obtém-se o sélido que esta ilustrado na
figura da direita acima, de volume

2

onde foi usada a notagdo A(y) = foz f(x,y)dx, que é a drea abaixo do grifico da
funcdo g(x) = f(x,y). Esta drea ¢ dita a drea da secdo transversal pelo ponto (0,y).
Finalmente, como || Z?|| — 0 se, e s6 se, | 1| — 0 e || 22| — 0, segue-se que

m

/Df(x,y)dxdy— lim ZZfs,,z, Ax; Ay;

HJHHOJ 1i=1

n m
szu_mz <|J1|—>OZ (Si,yj)Axi> Ay; = lim ZA t;)Ay;

[22[|=0

Ora! O iltimo termo é o limite das somas de Riemann da fun¢do A(y). Por
defini¢go, este limite ¢ a integral da fun¢do A(y) no intervalo [0, 2], e, portanto,

//Df(x,y)dxdy=/02A(y)dy=/02 </02f(x,y)dx> dy

Surpresa! A integral dupla pode ser calculada por meio de duas integrais sim-
ples. Calcula-se a integral da fun¢do f(x,y) na varidvel x para se obter a drea da
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secdo transversal; em seguida, integram-se essas areas para se obter o volume. Essa
forma de calcular, integrando uma integral, ¢ conhecida como integrais iteradas.
No exemplo em estudo, em que f(x,y) = 1 +x* +y?, tem-se que

//Df()c,y)dxdy:/o2 (/02(1+x2+y2)dx> dy

2
= [ (242 /3+2) dy = 44/3 ~ 14,6667
0

Otimo. Esse é o valor exato do volume. Novamente, comparando com (6.4),
percebe-se que aquela aproximagao ja é muito boa. Mas € claro que, além de obter
o valor exato, as integrais iteradas sdo mais faceis nesse caso. De fato, as integrais
iteradas tém implicacdes tedricas que nao sdo faceis de ser obtidas diretamente das
somas de Riemann, e dai a importancia dessas integrais.

Propriedades da integral

Depois de introduzidas as ideias principais, agora serd feito um estudo mais cui-
dadoso da integral dupla, incluindo um detalhamento das principais propriedades.
Serd visto inclusive um exemplo curioso, de uma funcio que nao € integravel.

Primeiras definicoes

A partir das motivacdes introduzidas anteri- , —
ormente, o interesse agora ¢ definir e estudar as /f“* = x
propriedades da integral dupla de uma fungdo e '}'_'__'Ci___-\ d .
f: D — R definida em um dominio retangular 2~ 3
D = [a,b] X [c,d].

<

Para isso, o primeiro passo € definir as somas de Riemann correspondentes.
Sejam, entdo, Z} = {a =xp < x| < --» < Xp—1 < X = b} uma parti¢do de [a,b]
e Zy={c=yo<y1 < <yu-1 <y, =d} uma parti¢do de [c,d], e indique por
Ax; = x; —x;—1 € Ay; =y; —y;_1 0S comprimentos respectivos.

d 3 3
Y2 Y2
Y1 1
c Yo Yo

a b X0 XX X0 X1 X2 X3
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A parti¢do produto & = | x &, do dominio D corresponde a fazer o pro-
duto cartesiano dos intervalos R;; = [x;_1,x;| X [yj—1,y;], obtendo retangulos R;;
de dreas Ax; Ay;. As figuras acima ilustram algumas dessas partigdes.

A norma || 2| de &) é o maior dos comprimentos Ax;, e analogamente para
2. A partir dai, define-se a norma de & como sendo | 2| = /|| 21 |2 + || 222
de modo que || Z|| — 0 se, e s6 se, || Z1| — 0 e || F,| — 0. Escolhem-se agora
pontos s; € [x;_1,x;] et; € [yj_1,y;] e forma-se a soma de Riemann

SR(f,2) =Y. Y f(si,1))Ax; Ay;

j=li=1

onde f(s;,7;)Ax;Ay; é o volume de um paralelepipedo de altura f(s;,7;) e base
Ax;Ay;. Veja a figura abaixo. Pode-se agora definir a integral como a seguir.

Definicdo 6.1 A fungdo f: D — R ¢ integra-
vel em D se existe o limite

//Df(x,y)dxdy: lim SR(f, %)

|2]—=0

que ¢é dito a integral dupla de f sobre D

Essa definicdo pode parecer estranha, pois toda func@o deveria ser integravel.
Mas o surpreendente é que existem fungdes que ndo sdo integraveis, isto €, fungio
para as quais o limite acima nao existe! Isso serd visto em um exemplo a seguir.

A partir da defini¢do, o proximo passo ¢é estudar as propriedades da integral du-
pla. Como as integrais simples e duplas sdo definidas por meio do limite das somas
de Riemann, espera-se que as integrais duplas tenham as mesmas propriedades que
as integrais simples. E esse de fato o caso, como pode ser visto com o

Teorema 6.3 Suponha f,g: D — R funcdes integraveis e seja k € R. Entao
f+g kf e|f| sdo também integrais e, além disso,

1) £f [f(x,y) +g(x,y)] dxdy = £f f(x,y)dxdy + Lf)f g(x,y)dxdy
2) £f kf(x,y)dxdy = kgf f(x,y)dxdy

3) £f f(x,y)dxdy < gf g(x,y)dxdy se f(x,y) <g(x,y) V(x,y) €D

4 ‘ £ff(x,y)dxdy' < Jf17c)ldsdy
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Demonstracdo. Essas propriedades sdo quase imediatas, como indicado a seguir:

1) para cada termo da soma de Riemann de f + g, tem-se que

[f(sintj) +&(si,t;)|AxiAy; = f(si ;) AxiAyj+ g(si,tj) AxiAy;

de onde se segue que SR(f + g, %) = SR(f, )+ SR(g,Z?). Em seguida,
basta usar a propriedade de que o limite de uma soma € a soma dos limites;

2) essa propriedade segue de que SR(kf, ) = kSR(f, ) e das propriedades
do limite;

3) se f(x,y) < g(x,y), entdo SR(f, ) < SR(g, ) para toda particio &, e
essa desigualdade é mantida passando-se ao limite.

4) a demonstragdo de que |f| € integrdvel é longa e ndo serd feita aqui. Assu-
mindo esse fato, da definicdo das somas de Riemann, tem-se que

n m n m
ISR(f, 2)| =Y Y f(si,t))AxiAy; | < Y Y | f(sint)|Axi Ay; = SR(| f|, )
j=1i=1 j=1i=1
e basta novamente usar as propriedades do limite. g

Como no caso das integrais simples, essas propriedades facilitam muito a mani-
pulacdo com as integrais duplas, e € curioso notar que elas seguem imediatamente
da defini¢do. No fundo, as propriedades sdo das proprias somas de Riemann.

Integrais iteradas

As somas de Riemann sdo fundamentais para se definir a integral dupla, e daf obter

as propriedades listadas acima. Sdo também fundamentais para se obter a relacio

da integral dupla com as integrais iteradas, que é a maneira efetiva de calculo.
Suponha, entdo, que f seja continua. Organizando as somas de Riemann de

uma maneira especial, obtém-se que

Z S,,l] A)C ij Z (Zf sl7t] )ij

”MS

em que o nimero (Y7, f(s;,tj)Ax;)Ay; corres-
ponde ao volume do sélido ilustrado na figura =T

anterior. Ora! Para j fixo, Y70, f(si,t;)Ax; é /-*--__ x
uma soma de Riemann da fun¢do de uma varié- ;
vel g(x) = f(x,t;), soma correspondente a parti- “ _ el || |.:;_}

cio Py ={a=xp<x; < <Xxpy_1 <Xy =Db}. hijw
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Passando ao limite com ||.27; || — 0, segue que

’ ""‘" )
/}.\\ /} Mh]ﬂlo (Zf Sistj) )ij: (/ f(x,tj)dx> Ay;

_-Xy_-,-___"""""-- - = A(f j)Ay fi

onde foi usada a notacdo A(y) = | ab f(x,y)dx para indicar a integral da fungdo
g(x) = f(x,y), integral que é a drea da sec@o transversal pelo ponto (a,y).

A figura anterior ilustra o sélido de volume A(z;)Ay;. Somando esses volu-
mes, obtém-se que };_;A(tj)Ay; € uma soma de Riemann da fungdo A(y) cor-
respondente a particdo &, = {c =yo <y < -+ < yu—1 < x, = d}. Finalmente,
lembrando que a particio & = | x &, é tal que || Z|| — O se, e somente se,
| 21| = 0e | Z| — 0, obtém-se que

//f(x,y)dxdy: lim SR(f,Z)= 1lim Z( lim Zfs,,z, )ij
D

[0 | #2[|—0 [2111-0=

:n}iﬂloZA ;= /ch(y)dy:/c </ f(x’y)dx> »

Esta é a relacdo entre as integrais duplas e as integrais iteradas. Integra-se
primeiro em uma varidvel e, em seguida, integra-se o resultado na outra varidvel.
E claro que as somas de Riemann podem também ser organizadas na forma

Z f(siytj)Axi Ay = Z (Z f(SiJj)A)’j> Ax;

i=1 \j=I
onde, para i fixo, ¥}_; f (s,-,tj)ij ¢ uma soma de Riemann da funcdo h(y) =
f(si,y). Logo, repetindo o mesmo argumento, € claro que se pode primeiro integrar
na varidvel y e, em seguida, na varidvel x. Esses argumentos justificam o

HME

Teorema 6.4 Suponha D = [a,b] X [c,d] e f: D — R uma fung@o continua.
Entdo f € integravel em D e, além disso,

//Df(X,y)dxdyZ/cd </abf(x,y)dx> dyZ/ab </Cdf(x,y)dy) dx

» Exemplo 6.1 Calcule a integral da fun¢do f(x,y) =2 —x —y no dominio
D =10,1] x [0,1]. .
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Solugcdo. Como a integral corresponde ao volume
abaixo do grafico da funcio, ilustrado ao lado, da
figura percebe-se que a integral deve ser igual a 1.
Isso porque, se retirar o que estd acima do plano
z =1 e colocar abaixo desse plano, obtém-se um
cubo de aresta 1. E, de fato, a integral

1 1 ) 1 3
[ reas= [ @-x-yan= (25w =3

calcula a drea da sec@o transversal pelo ponto (0,y). Por exemplo, da figura é claro
que, para y = 0, a drea da se¢do transversal é 1 +1/2 = 3/2 (drea de um quadrado
de lado 1 mais a 4rea de um tridngulo retdngulo de catetos iguais a 1).

Usando o teorema acima, segue-se que a integral dupla da funcdo f é igual a

//Df(x,y)dxdyz/ol (/Olf(x,y)dx> dy:/ol (;—y>dy: <%y_y;> ‘(1):1

que € o resultado esperado. U

m Exemplo 6.2 Calcule a integral da funcio
f(x,y) =x—ynodominio D=[0,1] x [0,1]. =

Solucdo. O exemplo é semelhante ao anterior.
A diferenca € que, agora, a fungdo assume valores
negativos, conforme ilustra a figura, e vale inter-
pretar a integral nesse caso.

A ideia é muito simples: nas somas de Riemann, o termo f(s;,7;)Ax;Ay; cor-
responde ao volume de um paralelepipedo nos casos em que f(s;,7;) é positivo;
ja nos casos em que f(s;,?;) é negativo, o temos f(s;,7;)Ax;Ay; corresponde a um
volume com o sinal trocado! Como a soma considera todos esses termos, inclusive
com o sinal, um valor pode cancelar com o outro.

O resultado € entdo um “volume liquido”, isto €, o volume que estd acima do
plano z = 0 menos o volume que esté abaixo desse plano.

A partir desta interpretagcdo, e consultando a figura anterior, percebe-se que a
funcdo € positiva na regido em que x > y, € negativa na regido em que y > x. De
fato, f é antissimétrica em relagdo a reta y = x, isto é, f(y,x) = —f(x,y). Assim,
espera-se que a integral seja zero, pois os volumes acima e abaixo do plano z =0
sdo iguais. E, com efeito, a integral



6.0 Propriedades da integral 129

/Olf(x,y)dxz /Ol(xy)dxz <%2 yX> (; = % —y

calcula a “drea liquida” da secéo transversal pelo ponto (0,y). Por exemplo, como
ilustrado na figura, essa integral se anula para y = 1/2 uma vez que, nesse ponto,
a area acima do plano z = 0 € igual a drea abaixo desse plano.

Usando novamente o Teorema 6.4, segue-se que a integral dupla € igual a

s ([ rersfi- (- ()

que € o resultado esperado. O

No Teorema 6.4 foi incluida a condicdo de a fungdo ser continua. Sem essa
condi¢do as coisas podem ficar bem complicadas, como ilustra o Exemplo 6.3.

» Exemplo 6.3 Verifique se f: D — R é integravel, onde D = [0, 1] x [0,1] e

0 ,se (x,y) =1(0,0)

flxy) = (;:;3 ,se (x,y) # (0,0) .

Solucdo. O dominio é o mesmo do exemplo

anterior, e a fungcdo é também antissimétrica em /

relacdo areta y =x. Assim, a expectativa é de que /

a integral seja zero. ;
No entanto, ao contrario do exemplo anterior, - “"\7 -

agora a fun¢do ndo € continua! Veja o gréfico da /

fungdo ao lado. d

Do gréfico percebe-se que a funcdo é descontinua na origem, uma vez que
f(x,0) = 1/x*> — o0 com x — 0, enquanto que f(0,y) = —1/y*> — —co com y — 0.
Logo, ndo existe o limite limy ;) (0,0) f (x,y), e a fun¢@o ndo é continua na origem.

Apesar disso, as integrais iteradas podem ser calculadas, como a seguir.

Usando a substitui¢do u = x 4y, segue-se que x —y = u — 2y, e, portanto,

x—y u=2 L, 4
Gy e T
Logo, como du = dx, tem-se que
1 I+y 1+y -1
X, dx:/ u =2y HNdu=(—u"+yu? =
[ seae= [ - an = ()| = s
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Integrando esse resultado na varidvel y, obtém-se

/01 (/Olf(x’y)dX> dy:/ol_(l—i-y)Zdy:(l-i—y)l ;:_% 6.6)

Bem, essa ndo é uma boa noticia, pois a expectativa era de que a integral fosse
zero. Pior ainda, se for invertida a ordem de integracdo, um argumento andlogo ao
anterior mostra que

/01 (/Olf(x,y)dy> dx = /01(1 +x) 2dx = —(14x)"! ;: % (6.7)

A diferenca entre as integrais iteradas em (6.6) e (6.7) enfatiza a suspeita de
que a fungdo ndo deve ser integrdvel em seu dominio! Se fosse, essas integrais
iteradas deveriam ser iguais.

Para mostrar que, de fato, a fun¢do ndo ¢ integrdvel, deve-se verificar que nio
existe o limite das somas de Riemann. Para isso, suponha que o intervalo [0, 1] ao
longo do eixo Ox seja dividido em m partes iguais pelos pontos x;, e que se escolha
s; como sendo o ponto médio do intervalo [x;_1,x;]. Analogamente, suponha que o
intervalo [0, 1] ao longo do eixo Oy seja dividido em n partes iguais pelos pontos
y;j € que se escolha ¢; como sendo o ponto médio do intervalo [y;_1,y;].

Com essa notacdo, e com o auxilio de um computador, as somas de Riemann

SR(f,2) =Y Y f(si,yj)AxiAy,
j=1li=1

podem ser calculadas para vérios valores de m e n. Por exemplo, fixado n = 10
e escolhendo-se sucessivamente m = 10, m = 20, m = 30 e m = 40, obtém-se 0s
resultados a seguir:

|m=10 | m=20| m=30 | m=40
n=10] 0,00 | —0,27 | —0,38 | —0,42

Esses valores explicam o resultado da integral iterada em (6.6). Integrar pri-
meiro na varidvel x corresponde a escolher uma quantidade maior de pontos no
eixo Ox do que no eixo O, e, procedendo dessa forma, as somas tendem ao valor
em (6.6), que € de —0,50.

Invertendo a ordem, fixando por exemplo m = 10 e escolhendo-se sucessiva-
mente n = 10, n = 20, n = 30 e n = 40, obtém-se os resultados da tabela a seguir.

|n=10|n=20|n=30| n=40
m=10] 0,00 | 0,27 | 0,38 | 0,42
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Esses ultimos valores explicam o resultado da integral iterada em (6.7). Inte-
grar primeiro na varidvel y corresponde a escolher uma quantidade maior de pontos
no eixo ¢y do que no eixo Ox, e, procedendo dessa forma, as somas tendem ao
valor em (6.7), que € de 0,50.

Pode-se agora usar a “regra dos dois caminhos”: escolhendo-se parti¢des com
mais pontos no eixo O’x, as somas de Riemann se aproximam de —0, 5; escolhendo-
se particGes com mais pontos no eixo &'y, as somas de Riemann se aproximam de
0,5. Como esses valores sdo distintos, ndo existe o limite lim| 5,0 SR(f, P), isto
é, a funcgdo ndo ¢ integravel. U

Dominios R, e R,

Um exercicio bem conhecido, relacionado as inte-
grais simples, é o de calcular a 4rea de regides limita- ¢ )
das pelos graficos de duas funcdes. Veja a figura ao
lado. Esse tipo de regido é importante no contexto hx)
das integrais duplas, tanto que recebem um nome
especial: regides ou dominios na forma R,. a e b

Primeiro exemplo

Suponha que, até o momento, s6 se conheca a integral de fungdes definidas em
retdngulos. A partir dai, e com a, b e ¢ > 0 constantes, como calcular o volume
V abaixo do grifico da fungdo f(x,y) = ax+ by + ¢ definida no disco unitério
D={(xy); ¥ +y* <1} ?

O problema, claro, é que o dominio ndo é um retangulo, e o volume nio pode
ser calculado imediatamente. No entanto, a partir do grifico da func¢ao ilustrado
abaixo, pode-se inferir o que segue.

A area do disco unitario (o dominio) ¢é
A=m; se a=>b =0, o grifico da funcdo € um
plano horizontal pelo ponto (0,0,c), e o volume é
V =A x altura = 7c; se a # 0 ou b # 0, o gréfico
da fung¢do é um plano inclinado pelo ponto (0,0,c¢),
mas o que se retira abaixo do plano z = c € o que se
acrescenta acima desse plano. Assim, em qualquer
caso, o volume deve ser igual a V = 7c.
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Para de fato calcular o volume, desse e de outros exemplos, a ideia € usar o
que j4 se sabe para o caso de dominios retangulares. Nesse sentido, o dominio D
pode ser incluido no retangulo D = [—1,1] x [—1,1], e pode-se definir uma nova
funcdo f: D — R dada por

A ) fxy) L, se(x,y)eD
USHA {O , se (x,y) €D

A figura ao lado ilustra o grifico de f. Ela
coincide com f no dominio D, e se anula fora dele.
Assim, € claro que os volumes abaixo dos graficos
de f e de f sdo os mesmos. A vantagem é que f estd
definida em um retdngulo, e pode-se usar as integrais
iteradas, como visto anteriormente.

Supondo entio que f seja integravel, tem-se que

Vv ://lsf(x,y)dxdy = /_11 (/_1] f(x,y)dy) dx (6.8)

1
e o problema fica reduzido a se calcular uma integral iterada, o que ja € muito bom!

Vale ressaltar que o disco D ¢ limitado pela
y2(x) circunferéncia x> +y> = 1, de onde se segue que
[y| = v/ 1 —x2. Daf se conclui que D € a regido limi-
x 1 tada pelos gréficos das fungdes y (x) = —vV1—x%e
y2(x) = V1 — x%, conforme ilustra a figura ao lado.
De fato, D pode ser descrito na forma

D={(x,y) € R% —1<x<1le yi(x) <y<wmx)} (6.9)

e por isso D € dito uma regido do tipo R,, que € uma regido entre os grificos de
duas funcdes na variavel x.

Da figura acima segue-se ainda que, para cada x € [—1, 1] ao longo do eixo O,
o intervalo [—1, 1] ao longo do eixo &) pode ser decomposto na forma

(L1 = [=Ly1(x) Uyi (6),y2 ()] U (v2(x), 1].

Essa decomposicio é importante porque a funcdo f se anula nos intervalos
[—1,y1(x)) e (y2(x), 1], uma vez que eles ndo estdo contidos no dominio D. Volte
a olhar o gréfico de f acima. Destas observagdes segue-se que
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o, yi(x) ya(x) o
/ f(x,y)dyz/ f(x,y)dy+/ f(x,y)dy+/ flx,y)dy
-1 -1 yi(x) y2(x)

v (x)

= f(x,y)dy

yi(x)
e, substituindo esse resultado em (6.8), obtém-se que

V:{Aéfﬁdﬁhﬁwzfl(/1f@&ﬁh>dv:[1(AZ?f&J%@)dx

O lado direito desta igualdade sé inclui pontos que estdo na regido D, onde a
funcdo f coincide com a fun¢@o f. Assim, pode-se “tirar o chapéu” e obter que

V= / < f X y)dy> dx (6.10)

Otimo! Como no caso de retﬁngulos, o volume V pode ser calculado com
integrais iteradas. A diferenca é que, na integral da varidvel y, os extremos de
integraco sdo as fungdes y; (x) e y2(x) que limitam a regido D, conforme (6.9).

Ja foi visto que o valor esperado do volume é V = mc, 0 mesmo de um cilindro
de 4rea da base 7 e altura c. Esse valor pode agora ser comparado com a expressao
de V em (6.10). Para isso, lembrando-se das expressdes de f, y; e y,, segue-se que

y2(x) y2(x)
/ f@ﬂ@z/'<m+w+o@=Qm+
yi(x) y1(x)

=2ax\/1=x242cV1—=x2

e, substituindo esse resultado em (6.10), obtém-se que

y2(x)
y1(x)

by C

V= / < f X y)dy> dx = /_11 <2axm+2cm> dx

Essa tltima mtegral pode ser calculada a partir dos graficos das fungdes
h(x) = xv'1—x? e g(x) = v/1—x2, conforme figuras a seguir. Com efeito, a par-
tir do grafico de h, conclui-se que f_ h(x)dx = 0, pois esta é uma funcdo impar,
isto é, h(—x) = —h(x). O gréfico de g é uma semi-circunferéncia, e, portanto,
[, g(x)dx = /2, igual & metade da drea do disco de raio 1. Usando esses resul-
tados, obtém-se o valor esperado, isto €,

! T
V:/ <2axx/1—x2+2cx/l—x2> dx:2c§:7tc
-1
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Caso geral

Em geral, um dominio D C R? est4 na forma
R, se for um dominio limitado acima e abaixo por
grificos de funcdes derivdveis na varidvel x. De

y2(x)

outra forma, indicando as fungdes por y; (x) e y2(x), o b
com x € [a,b], o dominio D estd na forma R, se M1
puder ser descrito na forma (veja a figura ao lado).
D={(xy)eR* a<x<b e yi(x) <y<y(x)} (6.11)

Por exemplo, foi visto acima que o disco x> 4 y? < 1 é um dominio R, em que

as fungdes sdo y;(x) = —v1—x2 e y(x) =v1—x% comx € [—1,1].

Considere agora f: D — R uma funcio dada,
e suponha que D C R? seja um dominio R,.
Entdo, mesmo nesse caso geral, seguindo os passos
do exemplo anterior pode-se definir o que seja a inte-
a b gral dupla de f sobre D.

De fato, como ilustra a figura ao lado, se D é da
forma R,, existem constantes ¢ e d tais que D esta
contido no retangulo D = [a,b] x [c,d].

Como no exemplo anterior, define-se ento a fungo f: D—R por

flxy) ,se(xy)eD
0 , se (x,y) €D

fwa{

Assim, f coincide com f no dominio D, e se anula fora dele. O interessante

¢ que f estd definida em um retdngulo, e pode-se usar o que ja é conhecido nesse
caso. A partir dessas observacdes, a defini¢do a seguir é bastante natural.
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Definicdo 6.2 A fungio f é integrivel em D se f for integravel em D e, nesse
caso, define-se
/ /D f(xy)dxdy = / /ﬁf(x,y) dxdy

Uma vantagem dessa definicdo é que a integral de f tem as mesmas proprieda-
des da integral de f, propriedades que ja foram estudadas anteriormente e podem
ser usadas sem cerimonia! Outra vantagem € em relacdo ao cdlculo da integral.
De fato, para cada x € [a,b], f se anula nos intervalos [c,y;(x)) e (y2(x),d],
conforme ilustra a figura abaixo.

Logo, se f for integravel e sua integral puder d
ser calculada iteradamente, entdo 2

/5f(x,y)dxdy=/ab (/Cdf(x,y)dy> dx — .

y1(x)

L rea)e

Além disso, o lado direito da tdltima igualdade sé inclui pontos que estdo em
D, onde as fungdes f e f coincidem. Dai se pode “tirar o chapéu” e concluir que

//Df(x,y)dxdy://ﬁf(x,y)dxdy
([ )i [ ([ rrar) a

A conclusio € que, como no caso de retangulos, a integral de f sobre D pode
ser calculada por meio de integrais iteradas. A diferenca é que, na integral da
varidvel y, os extremos de integracdo sdo as fungdes y;(x) e y»(x), conforme a
expressdo em (6.11). Esses passos justificam o

Teorema 6.5 Se D é da forma R, e f: D — R € continua, entdo f € integravel e

/ f(x,y)dxdy = / b< yZ(X)f(x,y)dy> dx
D a y1(x)

Antes do proximo exemplo, vale introduzir os dominios R,. De fato, ndo ha
nada de particular na escolha de x como varidvel independente.
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Dependendo do caso, € mais conveniente esco-
i lher y como varidvel independente, o que d4 origem
aos dominios R,.
Assim, D C R? est4 na forma Ry, se for limitado
a esquerda e a direita por graficos de fungdes deri-
vaveis na varidvel y. De outra forma, e indicando
as fungdes por x; (y) € x2(y), D estd na forma R, se
x1(y) () puder ser descrito como (veja a figura ao lado)

D:{(x,y) ERZ; c<y<de X]()/)SxSxZ(y)}

Seguindo os passos anteriores, pode-se agora enunciar o

Teorema 6.6 Se D € daforma Ry e f: D — R € continua, entdo f € integravel e

/ /D f(x,y) dxdy = / ‘ ( / l;()y) f(x,y)dX> dy

m Exemplo 6.4 Calcule a integral da funcdo f: D — R onde D € o tridngulo de
vértices (0,0), (2,0) e (0,1) e f(x,y) =y. n

Solucdo. As figuras abaixo ilustram o dominio e o grafico da fungao.

1—x/2

Como a fungdo é maior ou igual a zero, a integral corresponde ao volume
abaixo do grafico. Além disso, esse volume ¢ igual ao de um tetraedro em que a
dreadabaseéA=(2x1)/2=1caalturaé H=1. Segue-seque V=(AxH)/3=
1/3, e esse é o valor esperado da integral.

Para o cdlculo da integral, da figura percebe-se que o dominio estd tanto na
forma R, como na forma R, e, para ilustrar, os célculos serdo feitos na forma Ry.

E claro que D é limitado pelos eixos coordenados e pela reta L que passa por
(0,1) e (2,0). A equacdo dessa reta é x+ 2y = 2 e, isolando x, obtém-se x = 2 — 2y.
Consultando a figura, percebe-se entdo que D pode ser descrito na forma

D={(x,y) eR%0<y<le 0<x<2-2y}
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Usando essa descri¢do, obtém-se o valor esperado, isto &,

//Df(x,y) dxdy = /01 </022yde> dy= /01 (yX‘§_2y> dy

! 2 5) ! 2 1
= 2-2y)dy = (=23 ‘:1,_:_
/Oy( y)dy (y 3y>0 33 O

Até aqui os dominios sdo tanto R, quanto Ry, € ndo € muito diferente fazer
os célculos usando-se uma forma ou outra. No entanto, como ilustra o préximo
exemplo, isso ndo é sempre assim. H4 situagdes em que uma escolha apropriada
facilita muito os célculos. Veja o préximo exemplo.

= Exemplo 6.5 Calcule [/,f(x,y)dxdy, onde f(x,y)=,/ysen(x,/y) e D é o do-
minio limitado por baixo pela pardbola y = x?, por cima pela reta y = /2 e pela
esquerda pelo eixo OYy. "
Solugdo. As figuras ilustram o dominio e o grafico da fungdo, que é maior ou
igual a zero, e a integral corresponde ao volume abaixo do grafico. No entanto,
agora nao é possivel obter um valor esperado, e o tinico instrumento para o célculo
do volume € mesmo a integral.

/2

VY xy/m/2
Da figura segue-se que D é da forma Ry, e pode ser descrito como

D={(x,y) eR*» 0<x<+/m/2 e ¥ <y<m/2}

Assim, a integral pode ser escrita como

//Df(X,y) dxdy = /0\/772 </xﬂ/2 Vysen(xy/y) dy> dx

2

Ora! Tentando resolver a integral na varidvel y, percebe-se que ela é terrivel!!
Essa é daquelas que qualquer um quer evitar! No entanto, resta ainda tentar o
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célculo com a forma R,. Para isso, consultando novamente a figura anterior, segue-
se que D pode ser descrito na forma

D={(xy) R 0<y<7/2 e 0<x<,/y}

Assim, a integral pode também ser escrita como

//Df(x,y) dxdy = /Oﬂ/z </0\/y\/§sen(x\/§) dx> dy

Ora! Tentando resolver a integral na variavel x, percebe-se que ela é trivial!!
Essa € daquelas que qualquer um quer calcular! Basta usar a substitui¢do u = x,/y,
uma vez que du = ,/ydx, e portanto ,/ysen(x,/y)dx = sen(u)du. Usando essa
substitui¢cdo, segue-se que

//Df(x,y) dxdy = /ON/2 (/Oﬂﬁsen(xﬁ) dx> dy

/2 y

:/ </ sen(u)du> dy
0 0
/2

:/ (1—cos(y))dy = 1/2—1 0
0
Exercicios
1) Considere o tetraedro limitado pelos planos coordenados e pelo plano
Xy z
24242
a+b+c ’

em que a, b e ¢ sao constantes positivas. Como ilustra a figura, o tetraedro corres-
ponde a regido abaixo do grafico de uma func¢do f: D — R, onde D ¢ um dominio
que pode ser descrito na forma D = {(x,y);x €l e g;(x) <y < ga(x)} comI CR
um intervalo e funcdes apropriadas g1, g>: I — R. Julgue os itens a seguir.

a) O intervalo I é dado por I = [0,D].
b) A fungdo g, é dada por g>(x) = $(a—x)}.
¢) A fung¢do f € dada por \

fxy) = 35 (ab—bx —ay). o

b e h-
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d) Calculando, obtém-se que [ ;2((;;) fxy)dy =5 (a—x)>.

e) Dos itens anteriores segue-se que o volume do tetraedro é um ter¢o do
volume do paralelepipedo de lados a, b e c.

2) Seja D a chapa triangular de vértices em (0,0), (0,+/7) e (/7,/7) com densi-
dade &: D — R dada por §(x,y) = 2sen(y?).

Nz a) Determine por inspecao os valores maximo
e minimo de J.

b) Descreva D na forma R,.
c¢) Descreva D na forma R,.
> d) Calcule a massa M de D.

Nz
e) Calcule a densidade média de D e compare com os valores do item a).

% apresenta uma forte des-
X+Y

continuidade na origem. Assim, ela serd integravel no dominio D = [0, 1] x [0,1]

caso exista o 1,1
550)s Je f( ,y) Yy

£—0

3) De acordo com a figura, a fungdo f(x,y) =

Para verificar esse fato, considere as funcdes

wve)= [ e dx e Hie.8)= [ hneay

a) Calcule a expressao de A(y, €).
b) Calcule a expressdo de H(g,0).

¢) Calcule o limite lim,_,o H (€, €)

d) Calcule o limite limg_,0 H (€,2€)

e) Decida se a fungdo f € integrdvel em D.

4) Em integrais iteradas, uma escolha adequada da ordem de integracdo pode faci-
litar muito os célculos. Por exemplo, considere a regido D limitada pelas curvas
y+1=0,y>+x—4=0ex++/4—y2=0, como ilustrado a seguir, e indique por
o/ asua drea. Se necessdrio, use [v/4 —12dt =2arcsen(3t) + 3tvV4 — 12 +k.
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f a) Identifique as trés curvas e determine
A as coordenadas dos pontos A = (aj,az),

B= (bl,bz), C= (Cl,Cg) eD= (dl,dz) in-
dicados na figura.

b) A regido D pode ser dividida em quatro regides do tipo R,, com x variando
nos intervalos [a;,b1], [b1,0], [0,c1] € [c1,d;]. Descreva essas regides.

¢) Use o item anterior para calcular a area .7

d) Observe que D € também uma regido do tipo R, e descreva D nesta forma.

e) Do item anterior, a drea .o/ pode ser calculada por meio de uma tnica inte-
gral. Proceda a esse célculo e compare com o resultado do item c).
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Aplicagoes da integral

Como em uma varidvel, a integral mdltipla tem aplicagdes nas mais diversas dreas.
Aqui serd ilustrado como essa integral pode ser aplicada ao célculo de areas e vo-
lumes, de médias ponderadas, de massa, de centro de massa e momento de inércia.

Lembrando: aplicacdes da integral simples
Uma aplicacdo interessante da integral é o calculo de médias. No caso de n nu-
meros yi,ys,---,Yn, @ média é dada por M, = %):?:1 y;. Mas, dada uma funcio
f:[a,b] = R, como calcular a média dos infinitos nimeros f(x) com x € [a,b]?
A resposta estd na integral De fato, suponha que a funcio seja integrdvel. Para
cada n € N escolha Ax = 2=2 e defina os nimeros xo = a, x] = a+ Ax, x = a+2Ax,
., Xy =a-+nAx =b. Esses nimeros determinam a parti¢do {xo,xp,...,x,} de
[a,b], que fica dividido em n partes iguais de comprimento Ax. Nesse caso, a
média dos ndmeros f(x), f(x2),..., f(x,) é dada por

- 1 & “ 1 .

Fu= Y fl) = Y £ e

ni i=1 n P (x;

Além disso, da escolha Ax = b%“ segue-se )
que % = %, que, substituida na igualdade

aCima, fornece X0 Xj Xi—1 Xi Xn

g L

n

1

Surpresa! Y, f (x,)Ax é uma soma de Riemann correspondente a parti¢cio
{x0,X1,...,X,}, € ja se sabe que existe o limite dessas somas com n — oo, pois a
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funcdo € integravel. Isto € interessante uma vez que, escolhendo-se n cada vez
maior, estd-se calculando a média de uma quantidade cada vez maior de termos
f(x;). Passando o limite com n — oo, espera-se obter a média de todos os termos
f(x). Isso justifica definir a média da func@o f no intervalo [a,b] como sendo

Y. flx)Ax= 1 / " fx)dx

A integral faz o papel de somar todos os nimeros f(x), soma que fica divida
pelo comprimento b — a do intervalo [a,b]. Alids, o comprimento € a aplicagdo
mais simples da integral, uma vez que

b
/ dx =b—a= comprimento do intervalo [a,b] (7.1)
a

Usando essa igualdade a média f pode ser escrita como

b
s a2

S dx
e nessa forma ela pode ser generalizada para fungdes de mais de uma varidvel.
Antes disso, porém, vale ressaltar uma curiosa interpretacdo geométrica da média,
ilustrada na figura a seguir. Para isso, multiplicando-se a média pelo comprimento
do intervalo, obtém-se

b _
/a F)dx = F(b—a).

onde o lado esquerdo ¢ a 4rea abaixo do gra-
fla) fico da fungdo, e o lado direito € a drea de um
retdngulo de base (b — a) e altura f.

a

Essa é a interpretacio da média f: ela é a altura que faz com que a drea do
retangulo seja igual a drea abaixo do grafico da fungao!

Mais geralmente, pode-se definir a média ponderada de uma func¢do como se-
gue. Suponha que o peso seja uma fungdo p(x) > 0 com | : p(x)dx > 0. Nesse
caso, seguindo novamente a média ponderada finita como exemplo, define-se

b
5 _ ISt 7.

Jo p(x)dx
como sendo a média ponderada de f com peso p. Veja o préximo exemplo.
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» Exemplo 7.1 Compare a média da funcdo f(x) = x, com x € [0, 1], com a média
ponderada da mesma fungdo com peso p(x) = 1 +x. .

Solucdo. O grifico da fung@o esta ilustrado ao
lado, e do gréfico € claro que a média da fun¢do
¢ exatamente a metade do intervalo [0,1]. E, de
fato, calculando, obtém-se 1/2

_ 1,0 1
f_l—O/ dx_/de_Ex‘o_E

Em rela¢do a média ponderada, o peso p(x) aumenta com o valor de x, e 0s
pontos proximos de 1 tém peso maior do que os pontos que estdo proximos de 0.

Assim, a média ponderada deve estar deslocada para a direita, e ser maior do
que 1/2. E, de fato, calculando, obtém-se

/f dx—/l x(1+x)d /p dx—/( )dx:%

Daf se segue que a média ponderada € dada por

JifWp)dx 25 5
ffp(x)dx 36 9

0 que confirma que a média ponderada é mesmo maior do que a média. U

1

fr=

Médias em vdrias variaveis
Com as adaptacdes Obvias, a situacdo em duas varidveis € idéntica ao que se fez
acima. Por exemplo, andlogo a (7.1), se D C R? é um dominio R, ou Ry, entdo

f i / dxdy = area do dominio D
i,_e:_m:_,__ > D
/ E claro também que, se f: D — R é integrdvel, entio
w a sua média ¢ dada por
Ap—— 7:M
o o Jfpdxdy

que € andlogo a equagdo em (7.2). Conforme a figura acima, essa média tem a
mesma interpretacio geométrica vista anteriormente, uma vez que

| rxy)asdy =7 [[ axay
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onde o lado esquerdo representa o volume abaixo do grafico, e o lado direito repre-
senta o volume de um sélido de drea da base [, dxdy e de altura f.
Finalmente, seguindo (7.3), a média ponderada com peso p(x,y) é dada por

7 _ Jp /(o) plx,y)dxdy
! JIp p(x,y)dxdy

» Exemplo 7.2 Calcule a média da fungéo f(x,y) =y definida no tridngulo de
vértices em (0,0), (2,0) e (0,1). n

Solucdo. A figura ao lado ilustra o grafico da
funcdo juntamente com sua média. A fungdo ja p
foi estudada no Exemplo 6.4 do capitulo anterior.
L4 foi visto que o dominio pode ser descrito na
forma Ry, por

D:{(x,y)€R2;0§y§1 e 0<x<2-2y}

e que a integral é [, f(x,y)dxdy = 1/3. Logo, para a média estd faltando apenas
a drea de D, que ¢ dada por

//DdXd)’:/ol </022de> dy:/01(22y)dy= (2y—3?) ;: 1

Esse é o valor esperado para a drea, uma vez que D é um tridngulo de base 2 e
altura 1. Desses célculos segue-se que a média é igual a

7 Hp fx,y)dxdy 1
Jfpdxdy 3 -

Massa de uma chapa

O célculo da massa de uma chapa € outra aplicacdo da integral dupla. Nesse sen-
tido, suponha que um dominio D C R? represente uma chapa de 4rea A e massa .
Entdo a densidade superficial média da chapa é &y = . Em particular, se & for
conhecida, entdo a massa é dada por m = &y X A.

Essa igualdade € importante nos casos em que a chapa € homogénea, e a den-
sidade é constante. Mas, se ndo for homogénea, entdo a densidade pode variar de
um ponto para outro. Para considerar essas variagdes, pode-se calcular a densidade
média em regides cada vez menores em torno de um ponto, o que da origem ao
conceito de densidade “no ponto”.
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Para tornar clara essa ideia, considere um

/’—\ ponto P = (x,y) da chapa e um retingulo de cen-
- tro em P e lados Ax e Ay como ilustra a figura ao
y Ay 2 A .

. ’, lado. E claro que o retangulo tem drea AxAy.

\—/’ Assim, indicando por Am a massa, a den-

sidade média desse retingulo e a densidade no
x ponto P = (x,y) sdo definidas por

Am Am
densidade média = —— ¢ O = lim ——
AxAy (x,) Ax,Ay—0 AxAy
Essa € uma definicdo natural, em que a densidade no ponto é o limite das
densidades médias quando a drea tende a zero. E uma defini¢io semelhante 2 da
velocidade instantinea, definida como o limite das velocidades médias quando o
tempo tende a zero.
Suponha agora que se conheca a fungdo densidade §(x,y). Entdo, se Ax e Ay
forem pequenos, da definiciao segue-se que
5(x,y) ~ 2 anto Am ~ 3 (x, y)AxA
X,y) & —— eportanto Am ~ 0(x
YR Ay p Y Y
De outra forma, a massa infinitesimal Am pode ser aproximada pela densidade
0(x,y) no ponto P = (x,y) vezes a drea AxAy do retidngulo, aproximagio tdo melhor
quanto menor forem Ax e Ay. Usando as somas de Riemann, dai se segue que a

massa total ¢ dada por
m= // O (x,y)dxdy
D

Essa € outra bonita aplicagcdo da integral dupla, em que sdo somadas todas as
massas infinitesimais 6 (x,y)dxdy com (x,y) € D. Daqui se segue uma conclusio
6bvia, porém interessante: a densidade média &y é exatamente a média da fungio
densidade! De fato, basta observar que

1) dxd
S = % — Jp O (x,y) dxdy = média da funcdo &(x,y)

Jfpdxdy

Além disso, se a densidade for constante §(x,y) = ), entdo a massa é dada por

m://D&)dxdy:&)//Ddxdy:&)xA

que coincide com o caso homogéneo visto acima.
A préxima secdo inclui varios exemplos do cdlculo de massa.
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Centro de massa

Grosso modo, o centro de massa é o ponto em que, se pendurada a partir dele, a

chapa permanece na horizontal, ndo se inclinando para um lado ou para outro.
Para explicar melhor, considere uma dnica particula de massa m situada a uma

distancia x da origem de um eixo orientado. O momento de massa € definido por

m
| >
momento de massa = mx P 1 s >

Se for multiplicado pela aceleracdo g da gravidade, entdo mg € a forca peso e o
momento de massa fica igual a (mg)x, que é o torque em rela¢do a origem. Assim,
o momento de massa € um multiplo do torque e uma medida do quanto a particula
forca o eixo em relacdo a origem.

A observacdo importante é que, se a origem for transladada para o ponto x, en-
tdo o momento de massa correspondente se anula, e a particula estd em equilibrio:
ndo forca o eixo para um lado ou para o outro. O ponto x é dito entdo o centro de
massa. De outra forma, o centro de massa é o ponto em que, em relacio a ele, o
momento de massa se anula.

Considere agora o caso de duas particulas de massas m; e my que estdo locali-
zadas a distancias xj e x, da origem, respectivamente. O momento de massa deste
sistema ¢ a soma dos momentos de massa de cada uma das particulas, e € dado por

mj m my
Il >

PR > - > momento de massa = mj x| + mpxp

A ideia agora € reduzir esse caso ao anterior, de uma Unica particula. Supo-
nha entdo que essa Unica particula tenha massa m = m| +my. A pergunta é: qual a
distancia da origem a que essa particula deve estar para que ela tenha o mesmo mo-
mento de massa das outras duas particulas? A resposta é bem simples: indicando
por X a distdncia procurada, deve-se ter que mj x| +myx; = mx = (m) +my)X, de
onde se segue que
my Xy +myxp

mj +my

Em relagdo ao ponto X, a particula de massa m tem momento de massa nulo, e
isso é também verdade para as outras duas particulas, uma vez que os momentos
de massa sdo os mesmos. Resumindo, em relagdo ao ponto X, o sistema de duas
particulas tem momento de massa nulo, e o ponto X é dito o centro de massa.

Vale notar que a expressdo de X é a média ponderada das distincias x; e xp,
média ponderada pelas massas m; e my. Por exemplo, se m; = m,, entdo o centro
de massa € o ponto médio entre x; € x, isto €, X = %(xl +x3). O préximo exemplo
mostra que esse € também o caso para uma distribuicdo continua de massa.

x:
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» Exemplo 7.3 Suponha que [a,b] corresponda a uma barra de densidade linear
constante §(x) = &. Verifique que o centro de massa é o ponto X = 3(a+b). m

Solugdo. Adaptando os argumentos anteriores, nao € dificil perceber que a massa
infinitesimal em torno de um ponto x da barra é dm = §(x)dx. Além disso, o
correspondente momento de massa em relagdo a origem é xdm = x§(x)dx. Dai
se segue que a massa total, 0 momento de massa e o centro de massa sdo dados
respectivamente por

[P x8(x)dx

a

[28(x)dx

a

b b M
m:/ O(x)dx, M:/ x6(x)dx e X=—
a a m

Como no caso das particulas, X € igual ao momento de massa dividido pela
massa total. E ainda igual 2 média ponderada das distancias x, média ponderada
pela densidade O(x). Ora! No caso particular em que d(x) = & € constante, é
claro que m = fabS(x)dx =06)(b—a)e

M= /abx5(x)dx = %&(bz—az) = %%(b—f—a)(b—a)

e, portanto, X = % = %(b +a), que é mesmo o ponto médio da barra. U

Considere agora o caso de uma chapa D C R? com densidade &(x,y). O centro
de massa é agora um ponto do plano C = (x,y), e deve-se calcular as duas coorde-
nadas. Para isso, a ideia € calcular o momento de massa em relagcdo a cada um dos
eixos Ox e Oy separadamente.

Comegando com o momento em relagdo a &'y,
dado um ponto P = (x,y) € D, a massa infinite- ¥
simal em torno desse ponto é dm = §(x,y)dxdy.
Assim, o momento de massa dM,(x,y) desta par-
ticula em relagdo ao eixo Oy é dado por

dM,(x,y) = distancia ao eixo Oy X massa
=xdm =x6(x,y)dxdy o

=l
=

uma vez que a distancia de P = (x,y) ao eixo Oy é o préprio x.
Somando esses momentos, obtém-se que 0 momento em relagdo ao eixo Oy é

M, = //Dx5(x,y)dxdy

Suponha agora que toda a massa da chapa esteja concentrada em uma tnica
particula, isto €, uma tnica particula de massa m = [, 0(x,y)dxdy. A pergunta
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agora € a mesma anterior: a que distncia X do eixo Oy essa particula deve ser
colocada para que ela tenha 0 mesmo momento de massa M, da chapa? A resposta
¢ bem simples: deve-se ter que

ffst(xay) dXdy
JIp & (x,y) dxdy

Assim, transladando o eixo Oy para o ponto X, 0 momento de massa da parti-
cula em relagdo a este novo eixo ¢ nulo, e 0 mesmo ¢ verdade para o momento de
massa da chapa. O ponto X € dito entdo a coordenada x do centro de massa. Como
antes, X ¢ uma média ponderada das distincias x, média ponderada pela funcio
densidade 6(x,y). Mesmas observagdes para y, que de forma andloga é dado por

5= Hpyd(x.y)dxdy
JIp 8(x,y)dxdy

m Exemplo 7.4 Calcule o centro de massa da chapa D corresponde ao tridngulo
de vértices em (—+/3,0), (v/3,0) e (0,3) e densidade 5(x,y) = . n

Solucdo. A chapa é um tridngulo equilatero, cujos lados medem 2+v/3 e a altura é

3. Portanto, a drea é 3v/3. Além disso, é sabido nesse caso que o centro de massa

estd a um tergo da altura, isto é, que y = 1. Isso pode ser verificado como segue.
Descrevendo a chapa como um dominio Ry, obtém-se que

//xﬁ(x,y) dxdy :X/ O(x,y)dxdy e portanto X =
D D

D={(x,y) €R%0<y<3 e 7§<3y)§x§%<3y)}

Dai se segue que, como esperado, a massa da
3 chapa é dada por

3 7 3-y)
m://&)dxdy:&)/ dx | dy
D 0 \/5#6B-y

39
=& [ (3-9dy=3V35

G V3

O momento de massa em relacdo ao eixo €y é nulo, uma vez que

]% —y 3
M, = //xSxy dxdy = / ( 1 x%dx)dy:éo/ 0dy=0
== (3—y) 0

V3

e, portanto, X = My /m = 0.
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Ja em relagdo a Ox, o momento de massa € dado por

3( 176Gy
Mx://y5(x,y)dxdy=/ © ybpdx |dy
D 0 -y)

7
—&i/3(3 —y)dy =336
=%z f, Brmy)dy=

Dai se segue que y = M,/m = 1. Finalmente, o centro de massa da chapa é o
ponto C = (x,y) = (0, 1), como esperado. O

Mudanca de varidavel |

A mudancga de varidvel é uma ferramenta indispensavel no estudo das integrais, e
tanto simples como multiplas. A intencdo geral dessas mudancas ¢ simplificar o
integrando. No entanto, no caso da integral mdltipla, é também importante simpli-
ficar a geometria do dominio, pois ela interfere diretamente no célculo da integral.

Lembrando: mudanc¢a nas integrais simples
O melhor é comecar com uma situacdo conhecida, que é a mudanca de varidvel
nas integral simples.

Como exemplo, considere a funcio
f(x) = VR?—x%, com R >0 e x € [-R,R|,

e o problema de calcular

/if(x)dx:/i\/Iﬂdx. |

—R R

A integral deve ser igual a TR?/2, que é a metade da 4rea do disco de raio R,
uma vez que o grafico da funcgio f é o semicirculo superior de mesmo raio.

R No entanto, o integrando vR2?—x? ndo é
i muito simpatico, e as identidades trigonométricas
sugerem que ele pode ficar mais amigdvel com a

Xt -
‘

—z2 61 6 /2 mudangax = g(6) = Rsen(6). Para que x perma-
ne¢a no intervalo [—R, R|, pode-se escolher 6 no
R intervalo [—7 /2, /2]. Veja a figura ao lado.

Assim, amudanga é g: [—n/2,7/2] — [-R,R], com g(0) = Rsen(0).
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Para implementar essa mudanca é necessario olhar para as somas de Riemann,
pois todas as propriedades da integral sdo consequéncias dessas somas.

Considere, entdo, a particio —7m/2 =6y < 6; < 0, --- < 6, = m/2 do intervalo
[—m/2,7/2], e indique por x; = g(6;) as imagens correspondentes. O passo im-
portante é comparar os tamanhos do dominio A8; = 6; — 6;_; com os respectivos
tamanhos da imagem Ax; = x; — x;_1, € para isso basta olhar para a derivada

8(61+A0) —g(6i1)

AIGiIBO A6 =8(01)
De fato, como %W ~ g'(6;_1) se A6 for pequeno, basta multiplicar

por AO para obter que
(61 +A8) — g(6i1) ~ g'(61)A6.

Usando essa aproximacdo com Af =A6;, tem-se

a
que 6,1 +A6; = 6;, e, portanto, Xi /
Ax; '(6:-1)A6;
Ax; = x;—xi1 = g(6;) —g(6i-1) = &'(6,1)A6; (7.4) K (0
A6;
aproximacgdo tanto melhor quanto menor for A6;. A
figura ao lado ilustra essas aproximacoes. 6i-1 6;

E isso o que é importante, que os tamanhos Ax; e A6; possam ser comparados
por meio da derivada g’ (6,1 ).

A aproximagdo Ax; =~ g'(6;_1)A6; é muitas vezes abreviada como dx = g'(6)d0,
que ¢ uma igualdade muito popular nos cursos de calculo de uma varidvel.

Otimo, a parte dificil, de comparacio entre Ax; e A6}, j esta pronta, e pode-se
agora passar ao estudo das integrais propriamente ditas. Nesse sentido, a pergunta
agora é: seria possivel escolher uma fungéo (simpdtica!) 4(6) de maneira que

/”/2 1(6)d6 — /if(x)dx ?

—7/2

R;

—m/2 0 0.1 6; /2 —R V7 Xi-1 Xi R

A figura acima ilustra a pergunta, cuja resposta € mais fécil do que parece. De
fato, como g € crescente, a particio & ={—-7m/2=60y< 0, < 6,--- < 0, =7/2}
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do intervalo [—m/2,7/2] induz a uma particio & = {—R =xp < x;--- < x, = R}
do intervalo [—R,R]. Além disso, com a notac@o da figura acima, a drea de R; é
f(xi-1) X Ax;. Assim, usando a aproximagdo Ax; ~ g’ (6,-1)A6; e que x;; = g(6;_1),
a drea de R; pode ser escrita em termos de 6 como

S(xin) x Axi = f(g(61)) x ['(6-1)A8:] = [f(2(6:-1))g' (6:i-1)] x AB;

Ora! Usando novamente a notacdo da figura, basta escolher a funcdo
h(6) = f(g(6))g'(0) para se ter que a drea de R; esteja proxima da drea de R;,
aproximagdo tdo melhor quanto menor forem os A6;. Essa é a escolha de 1(6) que
faz com que as area de RiedeR; sejam proximas.

E também a escolha que faz com que as integrais sejam iguais. Isso porque,
em termos das somas de Riemann, as aproximacdes acima correspondem a

zn: S i) x Axi Z 0:-1))g (6-1)] x A6;
- .n h(6;-1) x AG; = SR(h,@’T)

E claro agora que, passando o limite com a || 9/77]] — 0, obtém-se que
R /2 /2 ,
| rwax= [ weyae= [ f(s(6)¢'(8)as
-R —7/2 —m/2

que € a conhecida férmula de mudanca de varidveis para as integrais simples.
Otimo, mas /& € uma funcdo simpatica? Sim, com certeza, uma vez que
g'(68) = Rcos(0) é positivo no intervalo (—x/2,7/2) e, portanto,

h(6) = £(2(6))¢'(6) = /R — R25en?(8) Reos(6)
= R*|cos(0)|cos(8) = R*cos*(0)

Além disso, usando a identidade cos?(6) = 1(1+cos(26)), obtém-se finalmente

R /2 1 /2 1
/ f(x)dx :/ R*cos*(0)d6 = —R* (1+cos(26))d6 = —R’%
-R /2 2 —7/2 2

que € o valor esperado para a integral.
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Area de paralelogramos

A versao 2D da férmula de mudanga de varidvel faz uso do célculo da drea de um
paralelogramo, e vale lembrar rapidamente como esse cdlculo ¢ feito.

Considere o paralelogramo gerado pelos vetores ndo nulos P = (a,b) e
0 = (c,d), como ilustra a figura, que tem base ||P|| e altura h = ||Q||sen(6), onde
6 ¢ o angulo entre os vetores. Dai se segue que a drea A do paralelogramo ¢é
dada por A = ||P||||Q||sen(0). Essa drea pode ser expressa apenas em termos das
coordenadas de P e Q como segue.

Lembrando da identidade (P,Q) = ||P||||Q|| cos(6), obtém-se que

A? = ||P|*||Q]* sen*(6)
= [PIP|QIP*(1 —cos*(6))
= [PIPll]* ~ [IPI|Ql* cos*(6)

2110112 2
= [PlI7lel” - (Po)
Usando as coordenadas dos vetores e cancelando alguns termos, obtém-se a
surpreendente igualdade

A? = (@ +b*)(* +d*) — (ac+ bd)*

= (ad)* —2(ad)(be) + (be)* = (ad — be)* = (det[ c Z Dz

que envolve o determinante da matriz cujas linhas sdo as coordenadas dos vetores.

Assim,
a b
det[ e d ]

o que é uma bonita interpretacdo geométrica do determinante.

A=

Coordenadas polares
A érea do disco pode ser calculada com uma substitui¢do trigonométrica. Para o
volume da esfera, serdo usadas as coordenadas polares, como a seguir.

A relagdo entre as coordenadas cartesianas (x,y) e as polares (r,0) é dada por

x=rcos(6) e y=rsen(0),

cuja interpretacio geométrica estd ilustrada na figura abaixo.

A coordenada r € o raio, e € a distncia do ponto (x,y) até a origem, uma vez
que x*> +y*> = r*(cos?(0) +sen?(0)) = r>. Ja a coordenada 6 é o angulo entre o
vetor (x,y) e o eixo Ox, uma vez que y/x = (rsen(0))/(rcos(6)) = tan(0).
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]

r X
No entanto, para que seja de fato uma mudanca de coordenada, os valores de
(x,y) e (r,0) devem ser escolhidos de modo que a fungéo

g(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) = (rcos(0),rsen(0))

seja bijetiva com inversa continua. Uma escolha usual para o dominio é
D=1{(r,6);r>0 e 0< 6 <2} e, para o contradominio, D = g(D). Neste
caso D exclui o semieixo positivo Sy = {(x,0);x > 0}, mas essa exclusdo garante
que a cada (r,0) eD corresponde um tnico (x,y) € D, e vice-versa. Além disso, a
passagem de uma coordenada para a outra se faz continuamente.

6 }7
8
27 [x : T b
D B, B
\/ Pz x
. -1
P &

A figura acima ilustra as imagens g(P;) = P; e g(P,) = P, com as respecti-
vas transformagdes inversas g~ (P) = P, e g~ (P,) = P,. Da figura percebe-se a
importancia de excluir os angulos 8 = 0 e 6 = 27 do dominio D: se fossem inclui-
dos, a transformagio inversa g~ ! nio seria continua ao longo do semieixo positivo
So ={(x,0);x > 0}.
= Exemplo 7.5 Considere o disco B = {(x,y);x* +y* < R?} de centro na origem
e raio R > 0 e o semieixo positivo Sp = {(x,0);x > 0}. Descreva o conjunto
D, = B\S (o disco menos o semieixo) em coordenadas polares, isto é, determine
D, C Dtal que g(ﬁd) =Dy "

Solucdo. A necessidade de excluir o semieixo Sy € para que o conjunto D, esteja
na imagem da mudancga g(r, 0). A figura a seguir ilustra a situag@o.

Da figura abaixo é claro que g(r,0) = (x,y) € Dy se, e somente se, 0 < r <R
¢0< 6 <27 Assim, Dy =g(Dy), onde Dy ={(r,0):0<r<R e 0< 6 <27}.
Nesse caso, diz-se que Dy“é”0 conjunto D; em coordenadas polares. O
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2 r Y

/s
| RN,
r R "

Esse exemplo ilustra uma das vantagens das coordenadas polares: a menos
da exclusdo de um semieixo, o disco Dy € descrito por meio do retdngulo Dy
e, em termos de integrais, o retidngulo é bem mais simples que o disco. Essa
simplificacdo serd importante a seguir.

Outro aspecto importante das coordenadas polares é as curvas coordenadas.
Uma dessas curvas corresponde a, por exemplo, fixar 6 = 6 e considerar a curva

Py(r) =g(r,60) = (x(r,60),y(r,00)) = (rcos(6y),rsen(6p))

na varidvel r. A imagem dessa curva é um raio que parte da origem e forma um
angulo 8y com a horizontal, conforme a figura a seguir.

g0 (r0,60)

gr(r0,60)

ro
/’\90

Em um ponto ry > 0, o vetor velocidade da curva P; é dado por

P(ro+Ar)—P Ar, 80) — g(ro, 6
Pi(rg) = lim (ro+Ar) = Plro) _ lim 8(ro+Ar,60) — g(ro, 60)
Ar—0 Ar Ar—0 Ar

6o

ro

Ar ’ Ar

. <X(V0+AV, 60) — x(ro,60) y(ro+Ar, 90)—)’(r0790)>
Ar—0

= (xr(ro, 90),yr(r0, 90)) = (COS(OQ),SCH(OQ))

onde x, e y, indicam as derivadas parciais em relagdo a r. E usual denotar esse
vetor velocidade com a notagdo P{(ro) = g(ro,60) = (x-(ro, 60),yr(r0,60)) para
indicar a derivada parcial de g(r, 0) na varidvel r. Com essa notagéo tem-se que

. ro + Ar,8y) — g(ro, 6
gr(ro,Oo)zAI;gog(o z)r £(rn, &) (7.5)
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Analogamente, para r = ry fixo, pode-se considerar a curva coordenada

Py(6) = g(r0,0) = (x(r0,6),y(r0,0)) = (rocos(6), rosen(6))

na variavel 0, cuja imagem € o circulo de raio ry e centro na origem, conforme
ilustra a figura anterior. De forma semelhante ao que se fez anteriormente, obtém-
se que o vetor velocidade desta curva em um ponto 8y € dado por

le(eo) = ge(ro,e()) = ()Ce(r(), 9()),))9(1‘0,90)) = (—rosen(Go),rocos(Oo))

As curvas coordenadas e seus respectivos vetores velocidades serdao usados na
comparagdo entre dreas, a ser vista na proxima secao.

Comparacdo entre dreas

Como no caso de uma varidvel, um passo importante para a mudanga de coordena-
das polares € a comparacdo entre o tamanho de uma pequena regiao R do dominio
com o tamanho da sua imagem R. A figura a seguir ilustra essas regides.

0+A0

r r+Ar

~

Assim, o problema é comparar a drea do retdngulo R = [r,r+ Ar] x [6,0 + A6)]
com a drea da sua imagem R = g(R), onde g(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) é a mudanca
de coordenadas polares.

Com o auxilio da figura, a drea da regido R pode ser aproximada pela 4rea do
paralelogramo gerado pelos vetores g(r+ Ar,0) — g(r,0) e g(r,0 +AB) — g(r,0).
Por outro lado, da igualdade em (7.5) segue-se que, se Ar for pequeno, entdo pode-
se usar a aproximagao

ro+ Ar,8y) — g(ro, 6
80 z)r 80 O)Qgr(roﬁo)

Logo, multiplicando por Ar, obtém-se que

g(r+Arn0)—g(r,0) =~ g.(r,0)Ar = (x,(r,0)Ar, y,(r,0)Ar)
Analogamente, se A8 for pequeno, entao

g(r0+A0)—g(r,0) ~go(r,0)A0 = (xg(r,0)A8, yo(r,0)A0)
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Destas aproximagdes, e do cdlculo de area de paralelogramos obtido na secio
anterior, segue-se que (veja a figura acima)
drea deR =~ area do paralelogramo gerado pelos vetores

(x-(r,0)Ar, y.(r,0)Ar) e (xg(r,0)A0, yo(r,0)A0)

:‘ det{ x(r,0)Ar  y,(r,0)Ar H_ x(r.0) ¥ (r.0)

xo(r,0)A0 yg(r,0)A0 || ‘det[ xg(r,0) yg(r,0) ] Arad

=|J,(r,0)| drea deR

onde J,(r,0) é o determinante jacobiano da mudanca de coordenadas. Lembrando
que x(r,0)=rcos(0) e y(r,0) =rsen(6), um célculo rdpido mostra que J(r,0)=r.

Esta é a comparacdo que se estava procurando: a drea da imagem € aproxi-
madamente a drea do dominio multiplicada pelo jacobiano. Esta comparagio faz,
para as integrais multiplas, o mesmo papel que a comparagdo em (7.4) faz para
as integrais simples, e é fundamental para a férmula de mudanga de varidveis nas
integrais duplas, a ser obtida na préxima secdo.

Férmula de mudanca de varidveis

Com as coordenadas polares, € possivel fazer um paralelo entre o célculo da area
do disco, feito no inicio da secdo, e o cdlculo do volume da esfera, feito a seguir.

Considere a fungdo f(x,y) = /R?> —x?—y?
definida no disco B = {(x,y); x> +y* < R?}, com
R > 0. O gréfico de f é o hemisfério superior da
esfera de raio R, e, portanto, a integral

//Bf(x,y)dxdy://B R% — x2 — y2 dxdy.

deve ser igual a 27R*/3, que é a metade do volume da esfera. No entanto, o
integrando +/R? — x% — y2 ndo é muito simpdtico, e as identidades trigonométricas
sugerem que ele pode ficar mais amigdvel com uma mudanga de coordenadas.
Considere entdo a mudancga de coordenadas polares g: B — B definida no re-
tangulo B = {(,0);0 < r <R e 0 < 6 < 2m}. Rigorosamente falando, e de
acordo com o Exemplo 7.5, a imagem g(g) ndo € todo o disco B, pois exclui o se-
mieixo Sp = {(x,0);x > 0}. No entanto, por ser apenas uma linha, Sy pode ser
excluido sem prejuizo para o cdlculo da integral. Com essa notagdo a pergunta

importante é: seria possivel escolher uma funggo (simpdtica!) i(r, ) de modo que
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//Eh(r,e)drde = //Bf(x,y)dxdy ? (7.6)

As figuras abaixo ilustram a pergunta, cuja resposta é mais fécil do que parece.
A figura da esquerda ilustra o sélido P, cuja base é o retangulo
R =[r,r+Ar x [6,0 + A6] ¢ cuja altura é a funcdo a ser escolhida h(r,0). A
figura da direita ilustra o sélido P, cuja base é a imagem R = g(ﬁ) e cuja altura é
f(x,y), onde (x,y) = g(r,0)).

_ ]h<r9>

Em relagdo aos volumes de P e P, como drea de R ~ |detJ(r,0)|ArAB, segue-
se que o volume de P pode ser descrito em termos das variaveis r e 6 na forma

f(x,y) x dreade R~ f(g(r,0)) x [|detJ(r,0)|ArA0]
=[f(g(r,0))|detJ(r,0)|] x ArAB (7.7)

Ora! Basta entdo escolher a fungdo h(r,0) = f(g(r,0))|J(r,0)| para se ter
que o volume de P seja aproximadamente igual ao volume de P, aproximacdo tdo
melhor quanto menor forem Ar e AB. Essa é a escolha que faz com que os volumes
de Pede P sejam proximos.

E também a escolha de h(r,0) que faz com que as integrais em (7.6) se-
jam iguais. De fato, com partiges P, = {0=rn<r<r<r=R}e

2 = {0 = 90 < 0 < 92 - < 6, = 2w}, constréi-se a parti¢io produto
P = 91 X 352 do retangulo B, que corresponde a unido de todos os sub-retangulos
R = = [ri—1,ri] X [0j—1,0;]. A parti¢do Z induz uma outra partlgao & da imagem

g(B), que corresponde 2 unido de todas as sub-regides R;; = = g(R; i)

Usando a aproximacdo em (7.7) com a notacdo Ar;, = r; — ri_] €
AB; = 6; — 0;_1, e indicando por (x;_1,yj—1) = g(ri—1,0j—1), a relacdo entre as
somas de Riemann dessas parti¢des é

SR(f, @) = Z Zf(x,;l,yjfl) X area de Rij
i=1 j=1
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Q
M=
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f(g(ric1,0;-1)) [ (riz1,0;-1)| x Ar;A8;

—

h(l’,;l, 9]’,1) X AI’,’AQJ' = SR(]’I, ﬂ)

I
-
D=

Il
_
~.
Il
_

E claro agora que, passando o limite com || 22| — 0, obtém-se que

//Bf(x,y)dxdyZ//Eh(r,e)drde ://Ef(g(”,e))|-](i’,9)|drd9

que € a férmula de mudanca de varidveis para as integrais duplas. Essa é uma
férmula importante, e serd usada ao longo de todo o restante do texto.
Otimo, mas /& € uma fungo simpéatica? Sim, com certeza, pois

h(r.0) = £(8(r,0))J(r,0)] = \/R — 2(cos?(8) + sen?(8)) r = /R — 12 r

onde foi usado que |J(r,0)| = r. Além disso, como B é um retangulo, usando a
mudanca u = R — r?, obtém-se finalmente

//}E}f(x,y)dxdy://g\/l?zfrzrdrd@z/(ir (/f\/ﬁ;’cﬁ) do

2z (1 R2 2m /] 2
— - 124 de:/ ~R3)do = ZnR?
/0 (2/0 “ ”) 0 \3 37

que € o valor esperado para a integral.

Mudanca de varidvel I

Depois das primeiras motivacdes, € hora de olhar com detalhes para a férmula de
mudanca de varidveis. Sera visto que ela € bastante geral, que pode ser aplicada a
uma variedade de situacdes, e capaz de realizar “mdgicas” inacreditdveis!

Coordenadas polares
Foi visto que, para r > 0e 0 < 6 < 27, as coordenadas polares (r,0) estdo relaci-
onadas com as coordenadas cartesianas (x,y) = (x(r,0),y(r,0)) pelas igualdades

g(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) = (rcos(0),rsen(0))
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r " X

x(r,0) y.(r,0) }

=r, que
x0(0) yo(r0) | "1
€ o fator de comparacg@o entre dreas de pequenas figuras dos planos &r6 e Oxy.

Foi introduzido ainda o jacobiano J,(r, 6) =det [

A partir das coordenadas polares, a férmula
de mudanca de varidveis foi introduzida na se¢do _ —
anterior usando o cdlculo do volume da esfera / \
como exemplo. Para isso, foi escolhido o retin- /
gulo D = (0,R) x (0,27) em coordenadas pola- p ' ' \\
res, cuja imagem D = g(D) é o disco de raio R 3
menos a parte ndo negativa do eixo Ox. - D R

Usando somas de Riemann e o jacobiano J,(r, 8), foi visto que vale a igualdade

Zlf&yﬁh@wz[éf@@e»ugneﬂmde (7.8)

onde f(x,y) = \/R?>—x?>—y? é a fun¢do cujo grafico é o hemisfério superior da
esfera de raio R, e, portanto, a integral acima € a metade do volume desta esfera.

A igualdade em (7.8) é a férmula de mudanca de varidvel aplicada a este exem-
plo. O importante é que, como Vvisto na sec¢do anterior, a integral do lado esquerdo
€ muito dificil, enquanto que a do lado direito é muito facil de ser calculada.

Mais adiante serd visto que a férmula (7.8) pode ser aplicada a uma variedade
de situacdes. Antes, porém, vale ilustrar o uso dessa férmula no caso em que D
ndo é um retangulo.

s Exemplo 7.6 Calcule a densidade média da chapa D limitada pelo circulo
2 +y? = 4y com densidade §(x,y) = /2% + 2 ’

Solucdo. Completando quadrado, a equacgdo
x% +y* = 4y é equivalente a

21, A=4—dy 1y 2= (y—2)2 +22,

cujo gréfico é o circulo de raio 2 e centro (0,2).
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Agora ja se pode inferir que a densidade média deve estar entre 2 e 4. Isso
porque a chapa é mais leve na origem, em que 8(0,0) = 0. A partir desse ponto, a
densidade aumenta com a distancia do ponto a origem, alcangcando o valor maximo
no ponto (0,4) em que a densidade é §(0,4) = 4. Além disso, a regido da chapa
com densidade maior que 2 tem drea maior do que a regido com densidade menor
que 2. Assim, o valor médio da densidade deve ser maior do que 2.

Para verificar essa expectativa, o préximo passo é descrever D em coorde-
nadas polares. Para isso, substituindo 2 = x> +y? e y = rsen(0) na equagio
x? +y? = 4y, obtém-se que r = 4sen(f). Com o auxilio da figura, segue-se en-
tao que D é descrito como

D={(r6):;0<6<me 0<r<4sen(6)}

-

4sen(0) 4

A figura acima ilustra a relacdo entre D e D. Usando essa descricdo de D,ca
férmula de mudanca de varidvel, a massa M da chapa pode ser calculada como

M://D5(x,y)dxdy://Bé(rcos(G),rsen(O)) rdrd@
_/ </4 r dr> 6 :/On <4;sen3(9)> 6

43 43 434 256
=3/, (l—cosz(O))sen(Q)dQZ? (1—u?)du = 33= 9
Finalmente, como a drea de D é A = 722, a densidade média da chapa & igual a
= % = % = 2,26, valor que estd de acordo com a expectativa inicial. (]
Caso geral

Indique por (u,v) as coordenadas de um dominio D e por (x,y) as coordenadas de
outro dominio D. Uma func¢do g: D— Déuma regra que a cada (u,v) € D associa-
se um tnico (x,y) = g(u,v) € D. Nesse caso, as coordenadas x = x(u,v) e y =
y(u,v) sdo fungdes de (u,v), e a fungdo g é indicada por g(u,v) = (x(u,v),y(u,v)).
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Definicdo 7.1 A funcdo g: D — D é uma mudanga de varidvel se for bijetiva
com inversa continua, as fungdes x(u,v) e y(u,v) forem diferencidveis e, além
disso, J4(u,v) # 0 para todo (u,v) € D, onde

—_ Xu(uvv) yu(u,V)
Jo(u,v) = det X (u,v)  yo(u,v)

A condicdo de continuidade da inversa € para que seja possivel tanto ir de D
para D como também voltar de D para D de forma continua.

m Exemplo 7.7 Seja D a chapa no primeiro quadrante limitada pelas retas y =x e
y = 4x e pelas hipérboles xy = 1 e xy = 9. Use uma mudanga de coordenadas para
descrever D em termos de um dominio retangular. "

Solucdo. A primeira observagdo é que y/x é constante ao longo das retas e xy
¢ constante ao longo das hipérboles. Assim, uma escolha natural seria y/x = u e
xy = v. Isso porque, por exemplo, a hipérbole xy = 1 corresponderia a reta v = 1
no plano Ouv, e analogamente para os outros casos. Segue-se que o dominio D
seria um retangulo no plano Juv.

No entanto, apenas por facilidade, as escolhas mais convenientes sdo y/x = u
exy= v2, comu > 0ev > 0. De fato, nesse caso, expressando x e y como fungdes
de u e v, obtém-se que x =v/u e y = uv. Além disso, asretas y/x=1ey/x =4
no plano Oxy correspondem as retas # = 1 e u = 2 no plano Ouv, e as hipérboles
xy =1 e xy =9 correspondem as retas v=1e v = 3. Veja a figura.

2

W=

X

Assim, com D = [1,2] x [1,3], a fungdo g: D — D, g(u,v) = (v/u,uv), & bije-
tiva com jacobiano

2
Jg(u,v) = det Ha,v) - yi(u,v) ] :det[ —v/ut v } S #0 V(u,v)eD
x,(u,v)  yo(u,v) l/u u u
E também claro que as fungdes x(u,v) = v/u e y(u,v) = uv sdo diferencidveis
em D e que a fungdo inversa g~ : D — D, g~ (x,y) = (v/y/x), /%), & continua.
Isso conclui a verificacdo de que g € uma mudanca de coordenadas que descreve
D em termos de um dominio retangular D. U
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Voltando ao caso geral, a condi¢do de que J,(u,v) ndo se anule em D¢ para que
seja possivel comparar dreas do dominio com 4reas da imagem. Essa comparagdo
é feita por meio dos vetores velocidades das curvas coordenadas u — g(u,vp) (com
vp fixo) e v +— g(up,v) (com uy fixo). A figura seguinte ilustra essas curvas.

4
v

Vo

> >

ug u X

Ilustra também os respectivos vetores velocidade, que sdo dados por

gu(ug,vo) = lim 8(uo + Au,vo) — g(uo, vo)
u 5 =

7.9
Au—0 Au ( )

. 8 M(),V()—f—Av —g(MOH’O
R

Considere agora um pequeno retingulo R = [u, u+ Au] X [v,v+Av] no dominio
D e indique por R = g(R) a sua imagem, conforme ilustra a figura a seguir.

v+ Av

=)

u u+Au

Com o auxilio da figura, a drea de R pode ser aproximada pela drea do para-
lelogramo gerado pelos vetores g(u+ Au,v) — g(u,v) e g(u,v+ Av) — g(u,v). Por
outro lado, se Au e Av forem pequenos, das definicdes em (7.9) segue-se que

g+ Auyv) — glu,v) = gulu,v) Au e g(u,v-+Av) — g(u,v) ~ g, (u,v) Av
Dai que a area de R pode ser aproximada pela area do paralelogramo gerado por

gu(u,v) Au = (x,(u,v)Au,y, (u,v)Au) e g,(u,v)Av = (x,(u,v)Av,y, (u,v)Av)
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Ora! Essa area é o médulo do determinante da matriz cujas linhas sdo esses vetores:

Area de R ~

det [

yu(Z,:) } ‘ AuAv = |Ty(u,v)[Audv  (7.10)

Resumindo, tem-se que Area de R = |/, (u,v)|Area de R, e essa aproximagio
justifica a importancia do jacobiano J,(u,v) ndo se anular em D, para nao prejudi-
car a comparagdo entre dreas. Além disso, essa aproximacao € o passo-chave para
se deduzir a férmula de mudancga de variaveis.

s Exemplo 7.8 Com a mudanca do exemplo anterior, compare as dreas de
Ri=g(R))eRy=g(Ry),onde Ry =[1,1,1] x [1, 1,1] e R, =1, 1,1] X [2,9,3] =

Solugdo. A mudanga é g(u,v) = (v/u,uv) com Jg(u,v) = —2v/u.

Ry
R
Ry
Ry
R corresponde ao ponto (1,1) com lados Au= Av=0,1. Como J,(1,1) = -2,

segue-se que drea de Ry ~ |/4(1,1)|AuAv =2-0,1-0,1 = 0,02.
Ji R, corresponde a (1,2,9) com lados Au = Av = 0,1. Como J,(1,2,9) =
—5,8, segue-se que drea de Ry ~ |Jy(1, 2,9)|AuAv =5,8-0,1-0,1 = 0,058.
Assim, apesar de as dreas de R1 e Rz serem iguais, a drea de Ry = g(Rz)
quase o triplo da 4rea de R| = g(Rl). Isso ilustra o quanto as mudangas podem
alterar as dreas. O

Férmula de mudanca de coordenadas

Com a notagdo da secdo anterior, em que g: D — D éuma mudancga de coordena-
das genérica, suponha que f: D — R seja integravel. Suponha ainda que, apesar de
integravel, seja importante procurar maneiras de simplificar o cdlculo da integral.
Nesse sentido, uma pergunta interessante €: seria possivel escolher uma funcio
simpética h(u,v) de maneira que

//Bh(u,v) dudv = /Df(x,y) dxdy ?
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Essa pergunta é a mesma da se¢éo anterior e, como antes, tem uma resposta
afirmativa. De fato, nas figuras abaixo, a da esquerda ilustra o sélido P, cuja base
é o retangulo R = [u,u+ Au] X [v,v+ Av] e cuja altura ¢ a funcfio a ser escolhida
h(u,v). A figura da direita ilustra o sélido P, cuja base é a imagem R = g(R) e cuja
altura € f(x,y), onde (x,y) = g(u,v).

) - . fn] i

o)
v
3
A
A

[y v+ Ay A
utAu " el e

Da comparacio entre dreas obtida em (7.10) segue-se que o volume de P pode
ser descrito em termos das varidveis u e v na forma

f(x,y) x drea de R~ f(g(u,v)) x [|detJ, (u,v)|AuAv]
= [f(g(u,v))|detJ,(u,v)|] x AuAv. (7.11)

Ora! Basta entdo escolher a funcao h(u,v) = f(g(u,v))|Jg(u,v)| para se ter
que o volume de P seja aproximadamente igual ao volume de P, aproximagao tdo
melhor quanto menor forem Au e Av. Essa é a escolha que faz com que os volumes
de P e de P sejam proximos.

E também a escolha que faz com que as integrais sejam iguais. De fato, seja
2 uma partlgao do dominio D que consiste da unido de todos os sub-retangulos
da forma R;; = ij = [i—1,ui] X [vj_1,v;]. A particdo 2 induz uma outra particio 2 da
imagem g(D), que corresponde a unido de todas as sub-regides R; = g(R; i)-

Usando a aproximacdo em (7.10) com Au; = u; —u;—1 ¢ Av; =v; —v;_q, e
indicando por (xi—1,yj—1) = g(#i—1,vj—1), a relagdo entre as somas de Riemann
dessas parti¢des é

I
M=

Il
_
~.
Il
_

SR(f, & f(xio1,yj-1) x drea de R;;

2
-
D=

Il
—
~.
Il
—

F(8(uimr,vj—1)) g (i1, vj1)| ¥ AuiAv;

N

h(u,-,l,vj,l) X Au,-Avj = SR(]’I, tﬁ)

I

Il
—_
~.
Il
—_
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E claro agora que, passando o limite com || 2| — 0, obtém-se que

//Df(x,y)dxdy = //Bh(u,v)dudv = //ISf(g(M,V))|J(u,V)|dudv

que € a férmula de mudanca de varidveis para as integrais duplas. Essa férmula
abre a possibilidade de, escolhendo-se criteriosamente a mudanga g, fazer com
que a integral do lado direito seja mais facil de calcular do que a do lado esquerdo.
Veja o préoximo exemplo.

m Exemplo 7.9 Seja D a chapa do Exemplo 7.7. Calcule o centro de massa da chapa
supondo que ela tenha densidade 0 (x,y) = \/y/x. .

Solugcdo. A figura ilustra novamente a chapa D, que € a
unido de trés dominios na forma R,. Assim, um calculo direto
seria longo e trabalhoso, pois seria necessdrio o célculo de
trés integrais, e cada uma delas deveria ser dividida em outras
: trés partes.

i Vale entio usar a mudanca g : D — D do Exemplo 7.7, onde

| D=1[1,2] x[1,3] e g(u,v) = (v/u,uv) com J,(u,v) = —2v/u.

1 Assim, lembrando que y/x = u’ e usando que o(x,y) =
e \V/v/x, segue-se que 8(g(u,v))|J, (u,v)| = u =2v.

Daqui, e da férmula de mudanga de varidveis, obtém-se que a massa é

M= // (x,y)dxdy = // g(u,v)) |y (u,v)|dudv
3/ 2 3 3
://A2vdudv:/ </ 2vdu> dv:/ 2vdv:v2‘ =38
D 1 \J1 1 1

Como x = v/u, 0 momento de massa em relagdo a Oy é

My:/DJCB()c,y)dxdy://l3 £2vdudv
—/ (/ —du>dv—ln /2v dv—2ln(2)236

Analogamente, como y = uv, 0 momento de massa em relacdo a Ox é
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Mx:/y5(x,y)dxdy://Auv2vdudv
D D

3/ 2 3
:/ </ 2uv2du> dv:3/ Vv dv =26 ~
1 1 1 y

Destes célculos segue-se que as coordenadas X e y do
centro de massa da chapa sao dadas por

=l

M, M
T=—~1,50 ¢ y=—~3,25
M M

O ponto (X,y) estd ilustrado acima juntamente com a chapa D, e da ilustragdo
conclui-se que os calculos estdo bem coerentes. (]

Exercicios

1) Considere a chapa D limitada pela elipse x> — xy 4+ y*> = 2, conforme figura, e
suponha que D tenha densidade 8(x,y) = x> — xy + y?. Indique por M a massa e
por C = (X,y) o centro de massa de D. Escolhendo a > 0 e b > 0 apropriados, a
mudanga (x,y) = g(u,v) = (au — bv,au+ bv) transforma D em um disco unitario D
nas varidveis u e v. Julgue os itens a seguir.

a) O jacobiano J,(u,v) nao depende das varidveis u e v.
b) Nas novas varidveis tem-se que ¥
M = [[5(a*u?® +3b*?) dudpv.
c) As escolhas apropriadas sdo a = /2/3
eb=12. x"
d) Calculando, obtém-se que M > 27.
e) O centro de massa € tal que X > y.

2) Seja D C R? a chapa no primeiro quadrante limitada pelas pardbolas y = x?,

— 8x? e pelas hipérboles xy = 1, xy = 27, e com densidade & (x, y) (y/x*)'/3
kg/m Definindo as varidveis u> Oev>0 tals que x = u/v e y = u’v, obtém-se
uma mudanga de varidveis g: D — D, onde D é tal que g(D ) D.
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a) A partir do esboco da chapa ao lado, determine
as coordenadas de todos os pontos de interse-
\ ¢do das curvas que limitam a regio.

b) Do item anterior, obtenha a e b tais que
a <y <bparatodo (x,y) € D.

¢) Descreva do dominio D.

d) Calcule a massa M de D.

e) Calcule agora a coordenada y do centro de massa de D e verifique se o
resultado estd de acordo com aqueles do item b).

3) Em um sistema Oxy em que o Sol estd na origem ¢, indique por
P(t) = (x(t),y(t)) a posicdo da Terra no tempo ¢, e por x(t) = r(t)cos(6(t)) e
y(t) = r(t)sen(6(t)) as coordenadas polares de P(z). Indique ainda por A(x) a
area varrida pelo raio vetor da Terra entre os angulos 0 e ¢, conforme figura. Como
a gravidade € uma forga central, pode-se mostrar que o0 momento angular é conser-
vado, isto &, que r%(¢)0’(t) = K, onde K # 0 é uma constante.

a) Justifique a afirmag@o de que a fungdo 6 = 6(r)

y
tem inversa ¢t = ¢(0), e, portanto, o raio r(t) ¢
pode ser expresso em fungdo do angulo 0, isto / 4
é r(t) =r(t(0)) =r(6). \ 5

b) Usando as varidveis r e 0, obtenha a expressao
da fung¢do A(a) em termos de uma integral no
intervalo [0, &t].

¢) Supondo que o = 6(r), obtenha a expressao da comporta A(a) = A(6(r)).

d) A fungdo A(r) = A(6(t)) fornece a drea varrida pelo raio vetor em termos
do tempo ¢. Calcule a derivada A’(¢) dessa fung@o.

e) Usando o item anterior, conclua que A(¢) pode ser expressa apenas em ter-
mos dos dados fornecidos no enunciado. Em seguida, use essa expressao
para demonstrar a 2¢ Lei de Kepler: o raio vetor da Terra varre 4reas iguais
em tempos iguais.
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4) Um modelo simplificado para estimar o volume de um lago € assumir que a sua
2
superficie seja limitada pela elipse z—z + Z—Q = 1 e que a profundidade em cada ponto

(x,y) da superficie seja dada pela func¢do p(x,y) = H cos (% \/ z—z + Z—i) , em que

H ¢ a profundidade médxima. Uma vez estimado o volume, a profundidade média
¢ a razdo entre o volume e a drea da superficie do lago.

a) Expresse o volume V do lago por meio de

— 1“11;'13__:-__: uma integral dupla.
- — = e ., .
b) Use uma mudanca de varidveis para trans-
p SR— formar a integral do item anterior em uma
' integral sobre um disco de raio um.
c¢) Calcule o volume do lago usando o item b).
d) Calcule a drea A da superficie do lago.

e) Verifique que a altura média do lago é independente das constantes a e b.



Integrais em trés variaveis

A motivagdo usual de dreas e volumes deixa de ser natural para as integrais triplas.
Isso porque, para fungdes de trés varidveis, a regido abaixo do grafico estd em R* e
ndo pode ser visualizada, o que prejudica a motivagdo. Daf ter sido escolhida uma
motivagado diferente, como a seguir.

Pressdo atmosférica

A pressdo atmosférica em um ponto da superficie da Terra corresponde a pressao
que a coluna de ar imediatamente acima deste ponto exerce sobre ele. A pressio,
por sua vez, corresponde ao peso da coluna de ar por unidade de drea.

A pressio atmosférica padrio é 101.325 N/m?. Assim, indicando por g~ 9,8 a
aceleracdo da gravidade, a coluna de ar acima de um metro quadrado exerce sobre
ele uma for¢a de F =101.325 N, e a massa dessa coluna é F'/g~10.340 kg.

Um estudo mais detalhado requer que se saiba calcu-
lar a massa de regides da atmosfera. O interessante desse
calculo € que a densidade varia enormemente, e principal-
mente com a altitude. Por exemplo, na superficie da Terra,
o volume de 1 m? de ar tem massa de 1,2 kg. J4 a uma
altitude de 10.000 m a massa deste mesmo volume ¢ de
0,41 kg, uma redugdo de quase 2/3 da massa original.

A atmosfera alcanga 100.000 m, e modelar a densidade nesta extensao € dificil.
Mas, até uma altitude de 30.000 m, a densidade pode ser modelada como segue.
Considere a regido Q de 1 m? de base e com altura de 30.000 m, isto &,
0={(xy2:;0<x<1,0<y<1e 0<z<30.000}
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Um bom modelo para a densidade dessa regido € o polindmio
8(x,y,z) = a — bz + cz> — dz’, em unidades de kg/m? e com coeficientes dados
pora=1,2,b=1,006x10"*% ¢=0,342x 108 e d = 0,036 x 10712, A figura
a seguir ilustra a variacdo da densidade em relacdo a altitude, de onde se percebe
que ela decresce rapidamente de §(0,0,0) = 1,2 para §(0,0,30.000) ~ 0,02.

O problema € o de calcular a massa de Q com

1,20 essa densidade varidvel. A dificuldade, claro, é

que a densidade ndo é constante, e a massa M ndo
pode ser calculada imediatamente.

Em uma primeira estimativa, ela pode ser

aproximada notando que, como o volume € de

0,02 30.000m> e 0,02 < 8(x,y,z) <1,20, segue-se que
10.000 20.000 30.000

600 = 0,02 x 30.000 < M < 1,20 x 30.000 = 36.000
Bem, essa estimativa nio chega a ser emocionante! Mas, como antes, o segredo

estd em dividir Q em paralelepipedos menores, e aplicar o passo acima em cada
um desses pequenos paralelepipedos. As figuras seguintes ilustram essas divisoes.

0,80

0,40

Em geral, sejam & = {0 =xp < x; < -+ < X—1 < X, = 1} uma parti¢do de
[0,1] ao longo do eixo Ox; P, ={0=yp <y; < --- <yp—1 <y, = 1} uma parti¢do
de [0, 1] ao longo do eixo Oy; e P3 ={0 =120 <z1 <--- < -1 < 2z, = 30.000}
uma parti¢do de [0,30.000] ao longo do eixo O7z.

Indique por Ax; = x; —x;—1, Ay; =y —yj—1 € Azx = Zx — Zx—1 0 comprimentos
dos respectivos intervalos, e lembre-se de que a norma || || da particio & é o
maior dos comprimentos Ax;, ¢ analogamente para &7, e &s.

A partigdo & = P x P, x &3 do dominio Q corresponde a fazer o produto
cartesiano R;jx = [xi—1,%i| X [yj—1,¥;j] X [2zk—1,zk], obtendo paralelepipedos R;j; de
volumes Ax; Ay; Az;. A norma dessa parti¢do € o nimero

121 = \/H%H2+ 1221 + (|25

de modo que || Z|| — O se, e somente se, || 2| — 0, | 2| — 0e || P3| — 0.
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Resta ainda escolher pontos s; € [x;—1,x;], ; € [yj—1,Y;] € ux € [zk—1,2;], € com
eles montar a soma de Riemann correspondente, que é dada por

SR(8,2)=) ) Z (si,2, ux) Ax; Ay Az (8.1)
j=li=1k=1

Cada termo dessa soma representa a massa de um paralelepipedo de densidade
O(si,tj,ux) e volume Ax; Ay; Az, e a soma dessas massas € uma aproximagao para
a massa de Q, aproximacao tao melhor quanto menor for a norma da particio .

Matematicamente falando, as somas acima em nada diferem das somas de Rie-
mann das integrais duplas, e estd-se lidando essencialmente com o mesmo objeto,
com as mesmas propriedades. Ao invés de um significado geométrico, agora as
somas tém um significado fisico, e um significado tdo importante quanto antes.

Como nas outras integrais, a integral tripla é definida como sendo o

// 8(x,y,z)dxdydz = lim SR(8,2)
0 21—0

Esse limite de fato existe, e por constru¢io é exatamente a massa da regido Q!
Falta agora como calcular esse limite, o que serd feito na préxima segao.

Integrais iteradas

Como as duplas, as integrais triplas podem ser calculadas por meio das integrais
iteradas. De fato, considerando a particio & = &| x &, x S5 anterior, e reorga-
nizando a soma em (8.1), obtém-se

Ly

0 que corresponde a, primeiro, fixar os indices i e j e somar em k, e s6 depois
somar em i e j. Organizada nesta forma, a soma interna ):f:1 O(si,j,ux)Azi € uma
soma de Riemann da fun¢do de uma varidvel g(z) = 6(s;,?;,z). Assim, passando
ao limite com || %] — 0, obtém-se que

I\Ms

P n m [ p
Z (8istj,ux)Ax; Ay j Az = ZZ Z (sistj,ur)Aze | AxiAy;  (8.2)
k=1 ] 1i= k=1

30.000

lim O(si,tj,ur)Azx | AxiA </ O(si,t,2 dz) Ax;Ay;

HJ3H—>0]; irlj k) k Vi = 0 (l J ) iAYj
= G(s,',tj)Ax,-ij

onde foi usada a notagdo G(x,y) = f030‘000 o(x,y,2)dz.
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O termo G(s;,;)Ax;Ay; é uma aproximagao para
a massa da coluna de ar que estd sobre o retdngulo g
[xi—1,x] % [yj—1,y;] e de altura igual a do sélido Q, |
conforme ilustra a figura ao lado.

O préximo passo € somar essas aproximacoes,
passo que, surpreendentemente, resulta em uma soma
de Riemann de G(x,y)! De fato, até aqui se tem que

n m P
lim O(siyt,up)Azg | Ax;Ay;
125 H—>0JZI,Z (,; i) s

n m
(si,7,ux)Azg | AxiAy;
ZZ (l‘)*'HOk istj k) k) iRAYj

i=1i=1
30000
(/0 O(xi,yj,z )dZ> Ax;Ay;

G(xi,tj)Axiy; (8.3)

~.

I
M=
™=

~.
Il
—_
Il

™=

i

j=1i

.
Il
—_

onde (8.3) é uma soma de Riemann de G(x,y) associada a parti¢io & x &, do
dominio D = [0, 1] x [0, 1], soma que estd relacionada com a integral dupla. Assim,
X P|| — 0e || P3| — 0, segue-se que

n

m p
/// 8(x,y,z)dxdydz = lim Y Y'Y 8(si,tj,ux)Ax; Ax; Ay;
0

12110 =1 i=1 k=1

n m
O(si,yj,ur)Azx | Ax; A
- i g;(w Okz o) ) Y,
n m
ZZ (si,1j)Ax; Ay; = //G y)dxdy

H@]X@z”%() _

Essa igualdade torna muito facil o célculo das integrais triplas: basta calcu-
lar a integral simples em uma das varidveis para reduzir o problema a situacio
conhecida de uma integral dupla.

No exemplo em estudo, em que & (x,y,z) = a — bz + cz> — dz’>, tem-se que

30.000 1 1 1 3x10*
s dz = | az— =bz* + ¢z’ — ~d7*
/0 (x,y,2)dz <az b+ ger = gd ||
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B 1 1 5, 1,4 3x10*
= <a2bz+3cz f4dz >z o

3 32 33
:<a§bx104+§cx108de1012>3><104

Usando os valores de a = 1,2, b =1,096 x 107%, ¢ = 0,342 x 1083 e d =
0,036 x 10~!2 dados no inicio da sec¢io, obtém-se que

3

32 3 4
0,342 — 10,036> 3% 10* =10.170

30.000 3
/ o(x,y,2)dz=1{1,2—=1,096+ —
0 2 3

Finalmente, como D = [0,1] x [0, 1] tem drea 1, a massa M da regido Q é

30.000
M:/// 6(x,y,z)dxdydz=// (/ 5(x,y,Z)dZ> dxdy
0 D 0
:// 10.170dxdy = 10.170
D

Esse valor deve ser comparado com a massa de 10.340 kg de toda a coluna de
ar da atmosfera sobre um m?. Além de préximo, o valor acima é menor do que o
valor total, o que é perfeitamente coerente. Isso indica que o modelo é muito bom!

Caso geral

Em geral, a integral tripla é definida de forma semelhante & integral dupla, por
meio das somas de Riemann, e segue 0os mesmos passos ja feitos anteriormente.

Considere entdo a regido Q = [ay,az| X [by,b2] X [c1,¢2], que é o produto car-
tesiano de trés intervalos, conforme ilustra a figura abaixo.

Escolha particdes de [aj,az], [b1,Dy]

e [c1,c] dadas,  respectivamente  por
Pr={a; =x0<x1 <+ <Xy <X =a2};
Py ={bi=yo<y1 < <Y1 <Yu=h2}; e
93={C1 =720<71 <...<Zk-1 <Zp=C2}.

Como antes, indique por Ax; = x; — xj_1,
by Ay;=y;j—yj-1 € Azx = Zx — Zx—1 OS comprimen-
tos dos respectivos intervalos.

Vale repetir que a norma || || da particdo #?; é o maior dos comprimentos
Ax;, e analogamente para &) e &5
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A parti¢do & = A x ¥y x &3 do dominio Q corresponde a fazer o produto
cartesiano R;jx = [Xi—1,%i| X [yj—1,¥;j] X [2x—1,2k], obtendo paralelepipedos R;j; de
volumes Ax;Ay;Azi. A figura anterior ilustra os paralelepipedos. A norma dessa
particdo € o nimero || 2| = /|| 2 ||> + || 2, |? 2 de modo que || 2| — 0
| —0e | 2] — 0.

Suponha agora que seja dada uma funcdo f: Q — R e que se queira definir
a integral dessa fungdo sobre a regido Q. O primeiro passo € definir as somas de
Riemann, para o que é necessério escolher pontos s; € [x;_1,X;], tj € [y i—1,Y j] e
Uk € [zk—1,2;]. Com essas escolhas a soma ¢

n
=)

j=li

p
Zf Sl7t]7uk A)C A}’]AZk
lk=1

™=

Finalmente pode-se agora definir

Definicdo 8.1 A fun¢do f: Q — R ¢ integral se existe o limite
/ / f(x,y,2)dxdydz = lim SR(f,2)
0 2]—0

Esta definicdo € idéntica a da integral dupla, e, portanto, as integrais dupla e
tripla t€m as mesmas propriedades. Essa ¢ mais uma vantagem da semelhanca
entre essas integrais.

Em relacdo a integrabilidade, assim como no caso de duas varidveis, existem
funcdes de trés varidveis que nado sio integraveis. No entanto, de acordo com o
préximo resultado, a continuidade € condig@o suficiente para a integrabilidade.

Teorema 8.1 Se f: Q — R é continua, entdo f ¢ integravel sobre Q e

///Qf(x,)%Z) dxdydz = //D </: fx,y,2) dz> dxdy

onde D é o retangulo D = [ay,az] X [by,bs].

Otimo! Como a dupla, a integral tripla pode ser calculada iteradamente, ¢ isso
decorre apenas de organizar adequadamente as somas de Riemann, como indicado
na secdo anterior.

Agora pode-se fazer vérias aplicacdes. A primeira delas é quase 6bvia, e diz
que o volume da regido Q é a integral [/ fQ dxdydz. Para isso basta notar que, como
o retdngulo D = [ay,ay] X [by,b;] tem érea (a, —ay)(by — by ), segue-se que
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(%)
// dxdydz = // (/ dz> dxdy
0 D \Jc
= //D(C2 — cl)dxdy = (ag — al)(bz — b])(Cz — C])
que é o volume de Q. Outra aplicacdo é a média que, como antes, € dada por

ffo f(x,y, Z) dXdde
JfJpdxdydz

Vale ainda para médias ponderadas, como é o caso do centro de massa.
De fato, se 6: O — R é a densidade, entdo a coordenada X do centro de massa
¢ a média das distancias dos pontos P = (x,y,z) € Q ao plano Oyz, média ponde-
rada pela densidade, isto €,

7

[1px8(x,y,2) dxdydz
[11o 8(x,y,2)dxdydz

x:

Volta a pressdo atmosférica

Como ilustra¢do, pode-se agora voltar ao estudo da pressdo atmosférica e calcular
a densidade média da regido Q cuja massa ja foi calculada nas se¢des anteriores.
Como o volume & 30.000 m? e a massa é 10.170 kg, a densidade média é

J1g8(x.y,2)dxdydz  10.170

g = =
JI[pdxdydz 30.000

=0,339

o0 que significa que, em média, um metro cibico da regido Q tem massa de aproxi-
madamente 340 g. Outro cdlculo interessante € o do exemplo a seguir.

» Exemplo 8.1 Calcule o centro de massa C = (X,y,Z) da regido Q. .

Solu¢cdo. Como visto acima, a coordenada x é dada por

1 1 30.000

X:M///Qx5(x,y,2)dxdde=M//D (/0 x5(x,y,z)dz> dxdy
1 1 1 1
:M//DIO.WOxdxdy:/o (/0 xdx> dy=

o que sem didvida € o valor esperado. Também € claro que y = 1/2.

O valor de 7 é mais interessante. E claro que Z deve ser menor do que a metade
da altura de Q. Além disso, como a densidade diminui muito com a altura, 7 deve
ser muito menor do que a metade, e € curioso saber quao menor ele €. Para isso,
usando os valores dos coeficientes a, b, c e d, primeiro € preciso calcular a integral
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3x10%

2 3 4 5

1 1 1 1
~az> — bz’ + —c7 — —dz5> o

1 3x10*

1 1 1
= (561 — —bz+—cz* — —dz3> 2

3 4 5

32 3
1,2 1,096 + -0,342 - §0,036> 32 % 108

0

=0,7119 x 108

Agora sim, o valor de 7 pode ser calculado e € dado por

Y/
1 30.000
:M//D </0 Z6(%)’,Z)dz> dxdy

~0,7119x 10°
=— [/ 0,7119 x 10® dxdy =7.000
// = 070 < 100

Esse valor € surpreendentemente pequeno: menor do que um quarto da al-
tura. Isto é mais um indicativo de que a densidade decresce mesmo muito rdpido.
A figura acima ilustra a posicao relativa do centro de massa. U

Dominios R,,, R, € Ry,

Os dominios R,, desempenham, para as integrais triplas, 0 mesmo papel que os
dominios R, desempenham para as integrais duplas. Sdo maneiras de descrever os
dominios de forma a calcular as integrais triplas por meio de integrais iteradas.

Primeiro exemplo 10

Considere o sélido Q no primeiro octante li-
mitado pelo plano & de equagdo 2x+5y+z =10,
conforme figura, e com densidade constante &.

O plano &7 intercepta o plano Oxy ao longo
da reta 2x+ 5y = 10, e indique por D o tridngulo

no plano @xy limitado por essa reta e pelos eixos. 5/~ 5y=10
2x+35y =
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Entdo, o sélido Q pode ser descrito como a regido entre os graficos das fungdes
z1(x,y) =0e z2(x,y) = 10 — 2x — Sy. De fato, Q pode ser descrito como

0={(xyz2) €R% (xy) €D e z(xy) <z< 2(xy)})

Por esse motivo a regido Q € dita da forma R,,, em que o intervalo de variagdo
de z depende das varidveis independentes (x,y).

Como Q tem densidade &, e € fcil calcular seu volume, € facil também cal-
cular a sua massa M, e isso sem integrais. Mas, para o cdlculo do centro de massa,
a integral € inevitdvel. Por exemplo, a coordenada X do centro de massa seria dada
por X = % JJJpx 80 dxdydz caso ja se soubesse calcular integrais triplas sobre Q.

O problema fica entdo reduzido a calcular essas integrais, e é claro que é
importante usar o que ja se sabe sobre integrais triplas em paralelepipedos.

i Considere entdo Q = [0,5] x [0,2] x [0,10] o
paralelepipedo ilustrado na figura ao lado, e com
densidade 0: Q — R dada por

R 8, se (x,y.2)€Q
5()6,)’71) - {07 se (x,y,Z) ¢ Q

E claro que Q C Q Além disso, eles t€m
) ~—— * amesma densidade nos pontos em comum, € a
o densidade de Q se anula fora de Q.

Assim, os dois s6lidos tém as mesmas propriedades. Mas o bom € que, sendo
um paralelepipedo, j4 se sabe como calcular integrais triplas sobre Q

Por exemplo, como os momentos de massa de Q e Q s80 0s mesmos, pode-se
definir o momento de massa M, de Q em relagio ao plano &yz como sendo

Myz:///Qxﬁodxdydzz///ng(x,y,z)dxdydz

pois a integral do lado direito € bem conhecida, e pode ser calculada como segue.
Indique por D = [0,5] x [0,2] a base de O, e observe que a base D do sélido
Qétalque D C D. Além disso, com o auxilio da figura acima, € fécil ver que a
densidade se anula fora de D, e essa regido pode ser desconsiderada na integral.
Usando entdo integrais iteradas, o que pode ser feito em Q, daf se segue que

M,, = //ﬁ </010x3(x,y,z)dz> dxdy = //D (/Oloxg(x,y,z)dz> dxdy

Na integral interna do lado direito, para cada (x,y) € D fixo, z varia de 0 a 10,
passando pelo gréfico da func@o z(x,y).
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Mas a densidade também se anula se z > z(x,y),
conforme ilustra a figura, e daif se segue que

M, = // (/ x8(x,y, )dz)dxdy
_// (/ 8(x,vz )dz> dxdy

Finalmente, a dltima integral do lado direito sé inclui pontos da regido Q, onde
a densidade 6 é constante e igual a &. Chega-se assim a conclusdo de que

Myz:///x&)dxdydz:///Axg(x,y,z)dxdydz
_// (/ 8z dz)dxdy // (/ xsodz>dxdy

O resultado final € que, sendo Q uma regido Ry, da forma

0={(x,52) €R* (x,y) €D e zi(x,y) <2< 2(x,)}

as integrais sobre essa regido podem ser calculadas iteradamente como

///xéodxdydz_// (/ 0 x50dz>dxdy

Perfeito! Agora ja se pode calcular as integrais necessdrias para se obter o
centro de massa. Lembrando a expressdo de zp(x,y) = 10 — 2x — Sy, obtém-se que

///stOdXdde://D (/OZZ(X’y)X&dZ> dXdy=5o//Dx(10—2x—5y)dxdy

Ja o dominio D, limitado pelos eixos e pela reta 2x+ 5y = 10, pode ser descrito
como D = {(x,y) ER%, 0<x<5 e 0<y<(10—2x)/5}, e daf se segue que

///xéodxdydz—&)// (10 —2x —5y) dxdy

(10—2x)/
:50/0 </0 (10 2x— 5y)dy>dx— 50/ (5-x)d :12550

Finalmente, como o volume de Q é V = (drea da base X altura)/3 = 50/3,
segue-se que a massa é M = &)V = 500 /3 e a coordenada x é dada por
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_ 1 3 125 5
%= M///XM‘ZW 06 4

Calculos andlogos mostram que y = 1/2 ¢
7 =>5/2. A figura ao lado ilustra a posi¢do rela-
tiva do centro de massa.

!

Veja que, em razdo da geometria do sélido, o centro de massa estd mais
préximo da origem do que se podia imaginar de inicio.

Caso geral

O caso geral segue de perto as ideias introduzidas anteriormente. De fato, uma
regidio Q C R3 é dita na forma R,y se existe um dominio D C R? e fungdes z;: D —
R, i=1,2, tais que Q pode ser descrita na forma

0={(xyz) €R (x,y) €D e z1(x,y) <z< 22(x,y)}

A figura ilustra a definicdo. Abreviadamente
diz-se que Q é uma regido entre dois graficos.

N3ao hé nada de muito especial em relacdo as
coordenadas x e y, e definicdes andlogas valem
para regides da forma R, e R,;. A regra € que o
subindice indica as varidveis independentes, e a
outra € a variavel dependente.

Considere agora a questdo de definir o que seja a integral de uma fungdo
f+ Q — R. Para isso escolhe-se um paralelepipedo | Q [ar,az] X [by,b3] X [c1,¢3]
de modo que Q C Q e define-se uma nova fung@o f Q — R por

f(x,y.2), se(xyz)€Q
0, se (x,5,2)  Q
Tanto f como ftém as mesmas propriedades, com a diferenca de que festai

definida em um paralelepipedo. Como j4 se sabe calcular integrais em paralelepi-
pedos, faz sentido a defini¢do

fleyz) = {

Definicdo 8.2 A funcdo f € integravel sobre Q se ffor integravel sobre Q e,

nesse caso,
//Qf(xLy’Z) dxdydz = //Q]?(x,y,z) dxdydz
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O préximo resultado é bastante razodvel e a sua demonstra¢io segue essenci-
almente os mesmos passos apresentados na se¢@o anterior.

Teorema 8.2 Se Q C R? é da forma Ry e f: Q — R é uma fung¢do continua,
entdo f & integrdvel sobre Q e, além disso,

/ / /Q f(x,y,2)dxdydz = / /D ( /Z ]Z:(y)y) f(x,y,z)dz> dxdy

Analogamente para os casos em que Q € da forma R,; ou Ry,.

Esse teorema ¢ uma 6tima noticia, pois diz que uma integral tripla pode ser
reduzida a uma integral dupla por meio de uma integral iterada. E de se esperar que
esse padrido valha para dimensdes maiores, e pode-se imaginar que uma integral
em quatro dimensdes possa ser reduzida a uma integral tripla por meio de uma
integral iterada! Argumentos como esse sdo muito usados em Estatistica, onde o
nimero de varidveis em geral é grande.

Uma vez definida a integral, todas as aplicacdes a ela associadas seguem natu-
ralmente. Por exemplo, € claro que o volume de Q ¢ a integral V = [/, dxdydz.
Também pode ser calculada a média e a média ponderada de func¢des definidas em
Q. Os préximos exemplos ilustram esses casos.

m Exemplo 8.2 Calcule o centro de massa do hemisfério Q supondo densidade
constante &, onde Q = {(x,y,z) ER*; x> +y*+72<R*> e >0} eR> 0. n

Solugcdo. Indicando por D = {(x,y) € R?; x> +y*> < R?} o disco de raio R,
é claro que o hemisfério é a regido entre os gréficos das fungdes z;(x,y) =0 e
22(x,y) = /R?> —x*> —y. Logo, Q ¢ uma regido R,, e pode ser descrita como

0={(x,3z) €R* (x,y) €D e 0<z< /R?—x2—)?}

' Em relagdo ao centro de massa (X,y,Z), como
o hemisfério ¢ homogéneo, € claro que x =y = 0.
J4 em relacdo a z, como o hemisfério tem uma
maior quantidade de massa abaixo do plano z =

R/2, espera-se que Z < R/2. Veja a figura ao lado.

E, de fato, calculando o0 momento M,, em relagio ao plano Oxy, obtém-se que
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Mxy:///Qz&)dxdydz:&)//D (/0 R2_xz_y2zdz> dxdy
:%&//D(szzyz)dxdy

Ora! Ja se conhecem as mudancas de coordenadas para as integrais duplas.
Usando entdo as coordenadas polares, obtém-se

1
My =36 [[ (2= =) dudy

1 2r R 1
= 550/0 (/0 (Rz—rz)rdr> do = ZER450

Finalmente, como a massa do hemisfério €
M = %nR350, segue-se que Z = My,/M = %R.
Como % < % = %, a expectativa inicial, de que o
centro de massa estaria abaixo da metade do raio,

estava correta. Veja a figura ao lado. U

s Exemplo 8.3 Calcule o centro de massa do
e cone Q de raio da base R > 0, altura H > 0 e den-
) sidade constante &y > 0. "

Solucdo.  Novamente, € claro que o cone é
a regido entre os graficos das fungdes z;(x,y) =

\ B\/x?+y* e zp(x,y) = H definidas no disco D
VN _—5 de raio R. Veja a figura ao lado. Assim, o cone é
— uma regido R d descri fi

gido Ry, e pode ser descrita na forma

H
0 ={(x.y2) ERY (xy) €D e —/x2+)? <z < H}

Como no caso do hemisfério, por simetria é claro que X =y = 0. O célculo da
coordenada 7 € mais interessante. Calculando o momento de massa M,, em relagdo
ao plano Oxy, obtém-se que

MW:///Qzﬁodxdydz:&)//D </;:/mzdz> dxdy

& H?
= jﬁ//l)(szxzfyz)dxdy
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Em seguida, usando mais uma vez as coordenadas polares, segue-se que

& H?
Moy = 5 7 [, (& =2 =) dady
60H2/ / 5, 15,
=2 R — — —_7mH’R
) 0( ro)rdr | do A" 1o

Como amassaé M = %ERZH&), a coordenada 7 € entdo igual aZ = A}/{,, = %H.
A primeira observagdo é que Z > H /2, o que estd de acordo com o fato de o
cone ter uma maior quantidade de massa acima do plano z = H/2. Veja a figura
abaixo. A segunda observacgdo ¢ bastante curiosa: 7z ndo depende de R! De outra
forma, e olhando de novo a figura, a altura 7 ndo se altera com a mudancga do raio.

Assim, fixada a altura H, chega-se a conclu- e 1 o
sdo surpreendente de que 7 = Z(R) é uma fungio A\ w4
descontinua da varidvel R! e

De fato, o caso em que R = 0 corresponde ao H/2

de um fio homogéneo de comprimento H, cujo

centro de massa é H/2, e, portanto, z(0) = H /2. _
Assim, a fungdo Z(R) é dada por g

+—— R
z1 3
3H 7H,se R>0
! Z(R) =
e 1H,seR=0

O grafico dessa fungdo estd ilustrado ao lado, e
r esse € mesmo um fato surpreendente. (]

» Exemplo 8.4 Calcule o centro de massa do sélido Q de densidade &y que é
limitado pelas superficies y=4 —x*,y=2—x,z=4+x’>ez=0. "

Solucdo. As superficies estdo ilustradas nas figuras abaixo
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O primeiro passo € descrever o s6lido em uma das trés formas possiveis. Para
isso observe que a equacio y = 4 — x2, que corresponde a uma paribola no plano
Oxy, no espago corresponde a um cilindro parabdlico, como ilustra a figura da
esquerda acima. Da mesma forma para as equagdes y =2 —x e z = 4 +x%, que
correspondem as outras figuras.

A partir das duas primeiras figuras, percebe-se que aquelas superficies deter-
minam uma regido no plano Oxy, regido que esta ilustrada na figura da esquerda
abaixo. Indicando por D essa regido, ela pode ser descrita como segue: as curvas
y=2—xey=4—xseinterceptam nos pontos de abscissas x = —1 e x = 2; como
a reta estd abaixo da pardbola no intervalo [—1,2], segue-se que D é da forma

D={(x,y) eR* —1<x<2e2-x<y<4-x}

Veja a figura do meio a seguir.

N
. ] -/', - l
2‘x \—1 - J/|
- !
| O .
~. D} AR ~ \
\\"M.__h_ 7 \“x_\\4/*x2 \\“'-,.____ 7
\ R \

Finalmente, acrescentando a superficie z = 4 + x%, o s6lido Q tem o aspecto
ilustrado na figura da direita acima, e pode ser descrito como

Q={(xy2) €R’ (x,y) €D e 0<z<4+x"}

Pronto! Com essa descri¢cdo a massa do sélido é dada por

M:///Qéodxdydz://D< 04+XZ60dz> dxdy:&)//D(4+x2)dxdy
— 50/21 (/24;x2(4+x2)dy> dx = 60/21(4+x2)(2+x—x2)dx: %60

O restante dos calculos é semelhante. Por exemplo,
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1 5 1 4422 5
X=— X dxddz:—// / x0pdz | dxd
M///Q Y M JJp\ Jo Y

= i60/2 x4+ 2 +x—x)dx = 22 . 0,5957
M) 4237 .

Da mesma forma para as outras coordenadas, cujos ) :
valores sdo y & 2,2796 e 7 ~ 2,4225. L

A figura ao lado ilustra a posi¢ao do centro de massa, \x“
e de 14 se percebe que os cdlculos estdo bem razodveis. []

Momento de inércia

Uma das aplicagdes da integral tripla é o momento de inércia, com o qual se pode
explicar, por exemplo, porque € importante balancear os pneus de um carro. Pode-
se ainda explicar o silencioso dos celulares, bem como calcular a energia cinética
de rotagdo da Terra em torno de seu eixo!

Primeiras nocoes
O momento de inércia estd relacionado ao movimento de rotacdo de um sélido em
torno de um eixo, e, para entendé-lo bem, vale comparar com o movimento linear.

Considere entdo o movimento de uma particula
de massa m ao longo de uma reta, particula que estd
sujeita a uma forca F. Indique por s(¢) a posicdo, s(t) ol
por v(t) = /() a velocidade e por a(t) =V/(r) a ace-
lerag@o da particula no tempo ¢. De acordo com as G,
leis de Newton, essas quantidades estdo relaciona-
das pela equagdo F = ma, ou ainda por m = F /a.

Assim, para uma dada forca, a massa € inversamente proporcional a aceleracio.
Se a aceleracdo for grande, a massa serd pequena, e vice-versa. Dito de outra
forma, a massa € a capacidade de a particula resistir a aceleracdo: quanto maior a
resisténcia a aceleracdo, maior a massa.

Ja no movimento circular, aparece um fator novo, que é a distancia da
particula ao eixo de rotacdo. Considere entdo uma particula de massa m girando
com raio r em torno de um eixo, particula que estd sujeita a uma forga tangencial
F. Veja a figura a seguir.
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A distancia funciona como um “brago de alavanca”
e interfere no efeito que a forca provoca no movimento
da particula. De fato, o efeito da forca depende do
torque que ela gera, torque que € dado por T = rF.

Indique por 6(¢) o angulo, por @(t) = 6'(t) a velo-
cidade angular e por ¢() = @’ () a aceleragdo angular
da particula no tempo ¢#. Com essa nota¢do, 0 momento
de inércia I € definido pela equacdo

T=1Ia, ouaindapor =T/«

Assim, para o movimento de rotacdo, o momento de inércia desempenha o
mesmo papel que a massa para o movimento linear. Em particular, vale a interpre-
tacdo de que [ € a capacidade de a particula resistir a aceleragdo angular: quanto
maior a resisténcia a acelera¢do angular, maior o momento de inércia.

Agora, o espago percorrido pela particula é um arco de circulo dado por s(¢) =
rO(t). Derivando essa igualdade, segue-se que também v(¢) = ro(t), e dai que
a(t) = ro(t). Isso permite escrever o momento de inércia em termos das quantida-
des lineares. De fato, isolando 7 da igualdade rF =T = Ia = Ia/r e usando que
F/a = m, obtém-se que

I=rFla=rm

A interpretacdo dessa igualdade é que a capacidade de a particula resistir a
aceleragdo angular depende tanto da massa da particula quanto do quadrado de sua
distancia ao eixo de rotacdo. Segue-se que / é mais sensivel a mudangas em r do
que em m.

Assim como a massa esté relacionada com a energia cinética dos movimentos
lineares, também o momento de inércia estd relacionado com a energia cinética
de rotagdo. De fato, se uma particula de massa m tem velocidade escalar v(z),
entdo a sua energia cinética é K(t) = mv?(t)/2. Se a particula gira com raio r em
torno de um eixo com velocidade angular @(z), entdo a sua velocidade escalar é
v(t) = ro(t) e a sua energia cinética é

1 2 1 21,2 2 12
K(t)==mv°(t) = zm(ro(t))” = =(rrm)o°(t) = zIo*(t) (8.4)
2 2 2 2

Essa igualdade enfatiza, mais uma vez, que o momento de inércia desempenha,
para os movimentos circulares, 0 mesmo papel que a massa desempenha para os
movimentos lineares.
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Quantidade de movimento angular

Outro paralelo interessante entre a massa € o0 momento de inércia esta no célculo
das quantidades de movimento, tanto linear quanto angular.

Para os movimentos lineares, a quantidade de movimento ¢é definida por ms'(r),
onde m é a massa e s'(¢) a velocidade da particula. A for¢a F(z) é entdo definida
como a taxa de variagdo da quantidade de movimento, isto &, F(t) = 4 (ms'(t)).
Em particular, a quantidade de movimento se conserva se a forca for nula.

Para os movimentos circulares, os andlogos da massa m, da velocidade s'(r)
e da forca F sdo o momento de inércia I = mr?, a velocidade angular 6’(1) e o
torque 7. Assim, por analogia, 16’(t) = mr?6'(t) é a quantidade de movimento
angular, e o torque € definido como a taxa de variagdo dessa quantidade, isto &,
T(t) = 4(mr?6'(r)). Ora! A quantidade de movimento angular deve ser conser-
vada nos casos em que o torque for nulo.

Um caso particular importante em que o torque se anula é o da forca de atragao
gravitacional, como no estudo a seguir.

Considere entdo um sistema de coordenadas
Oxy em que o Sol estd na origem. Nesse sistema, p
se a Terra estd no ponto P = (x,y), a forca com
que o Sol atrai a Terra é

\4

GMm P
F(P)=-——""1T—"_
P[> 1P|l

onde M e m sdo as massas dos planetas e G € a
constante gravitacional.

Essa forga € dita central porque esta direcionada para o centro, que é o Sol.

Suponha, entdo, que P(z) = (x(¢),y(t)) seja uma parametrizacdo da Grbita
da Terra e indique por x(z) = r(t)cos(0(z)) e y(t) = r(t)sen(6(t)) as coordena-
das polares do ponto P(¢). Entdo ||P(r)|| = r(z) é a distancia entre os planetas,
U(t)=P(@t)/||P(t)|| = (cos(6(z)),sen(0(z))) é o vetor unitdrio na direcdo e sen-
tido de P(t) e a expressio da forca é F(P(t)) = —GMmU (t)/r*(t).

O que se quer é mostrar que a quantidade de movimento angular mr?(¢)0’(¢)
se conserva. Equivalentemente, o que se quer é mostrar que a derivada

d

E(mrz(t)el(t)) =m [2r(t)r’(t)9’(t) + rz(t)O”(t)] (8.5)

¢ identicamente nula. Para isso, calculando, obtém-se que
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X (t) =7 (t)cos(0(t)) — r(t)sen(6(t)) 6 (¢)
Y (t) =7 (t)sen(0(t)) +r(t)cos(0(t))6 (¢)

Com essas igualdades o vetor velocidade
P(r) pode ser escrito na forma

onde U(t) = (cos(0(t)),sen(6(t))) é como de-
finido acima e V(¢) = (—sen(0(t)),cos(0(¢))).
Uma conta rdpida mostra que esses dois vetores
s80 unitarios e ortogonais, isto &,

WOl =V =1e (U@)V{F) =0 (8.6)

Um célculo andlogo, e com um pouquinho de paciéncia, mostra que

P"(e) = ("(1),y" (1)) = [r"(t) = ()6 (1)*] U (1) + [2r/ (1) 6' () + (1) 8" ()] V (1)

onde o coeficiente de V (¢) é muito interessante: de acordo com (8.5), e a menos
da massa, ele ¢ a derivadas % (mr*(¢)@'(t)), derivada que deve ser nula. E, de fato,
da expressdo da forga e da 2¢ lei de Newton mP" (t) = F(P(t)) segue-se que
GMm
———~-U(t) =F(P(t)) = mP"(t
U0 = F(P@) = mP ()
=m[/(t) = r(t)0' ()] U(t) +m [2/ (1)0' (1) +r()0" (1) V()

Fazendo agora o produto escalar desta igualdade com V (¢) e usando (8.6) obtém-se
m[2r(1)6' (1) + r(t)0" (1)] =0

De acordo com (8.5), isso mostra que a derivada da quantidade de movimento
angular se anula, e, portanto, essa quantidade é conservada. Essa propriedade € o
principal ingrediente para o estudo da 2¢ Lei de Kepler, como sera visto adiante.

Momento de inércia de barras

Uma vez conhecido o momento de inércia de uma particula, pode-se usar argu-
mentos infinitesimais para calcular o momento de inércia de barras, de chapas ou
mesmo de sélidos, e isso de maneira relativamente simples.
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No caso de uma barra, suponha que ela
gire em torno de um eixo perpendicular a
barra, que a densidade linear 8 (x) s6 dependa
da posicao x, com x € [a, b], e indique por r(x) [ X x4 Ay —
a distancia de x ao eixo de rotacio. b

r(x)

Veja a figura acima. A parte da barra que estd no intervalo [x,x + Ax], com Ax
pequeno, estd aproximadamente a uma distancia r(x) do eixo de rotagdo. Como
a densidade € linear, a massa desse intervalo é aproximadamente Am =~ 8 (x)Ax, e,
portanto, o momento de inércia correspondente é Al = r?(x)8 (x)Ax, aproximago
tao melhor quanto menor for Ax. Assim, ja se pode calcular o momento de inércia
de cada elemento infinitesimal da barra.

Considere agora uma parti¢io &2 = {a = xp < x] < -+ < x, = b} do intervalo
[a,b], e indique por Ax; = x; — x;—; o comprimento de cada intervalo
[Xi—1,%] = [xi—1,%—1 + Ax;]. Como visto acima, o momento de inércia de cada
um desses intervalos é 7% (x;_1 )8 (x,_1)Ax;, e 0 momento de inércia total I da barra
pode ser aproximado pela soma de Riemann

n
I~ ZrZ(xi,1)5(xi,1)Axi
i=1
Finalmente, passando o limite com ||Z?|| — 0, o momento de inércia é igual a

I— /abrz(x)é(x)dx

o que é mais uma bonita aplicag¢do da integral. Uma maneira resumida de entender
essa igualdade é assim: &(x)dx é a massa e dI(x) = r?(x)&(x)dx é o momento de
inércia do ponto x; a integral representa entdo a soma de todos esses momentos
infinitesimais, resultando no momento de inércia total. E claro que isso é apenas
um resumo, mas representa bem o processo de constru¢do das somas de Riemann.

O momento de inércia serd calculado em relacdo a um eixo perpendicular e
passando por algum ponto da barra. Abreviadamente, diz-se que 0 momento é em
relagdo a esse ponto.

= Exemplo 8.5 Considere o intervalo [0,2] com densidade constante &. Calcule
a energia cinética de rotacdo em torno de X = 1 com velocidade angular @y. "

Solugdo. Esse é facil! Como a distancia de um ponto x € [0,2] ao eixo de rotagdo
é r(x) = |x— 1|, segue-se que o0 momento de inércia é dado por

= /02r2(x)50dx: /Oz(x 1)280dx — %50
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Usando a relagdo entre o momento de inércia e a energia cinética vista em
o _ 172 _1s 2
(8.4), segue-se que a energia € dada por K = 51ay; = 500 @, U

Neste exemplo o ponto X = 1 € o centro de massa do intervalo. De acordo com
o préximo resultado, conhecido como o Teorema dos Eixos Paralelos, o momento
aumentaria se fosse calculado em relag@o a qualquer outro ponto.

Teorema 8.3 Eixos paralelos. Suponha que I seja 0 momento de inércia de
uma barra em relagdo ao seu centro de massa e / o momento em relagdo a um
outro ponto. Entio I =1+ d?M, onde d é a distancia entre os eixos e M é a
massa da barra.

Demonstracdo. Fazendo uma translacao, se

| ‘ necessdrio, pode-se supor que o centro de

massa seja a origem X = 0. Nessas coorde-

— nadas, suponha que a barra corresponda ao
intervalo [a,b] com densidade & (x).

Entdo, como a distancia de x € [a,b] ao eixo de rotagdo em torno de X =0 é

7(x) = |x|, segue-se que 7 (x) =x’ e

b b b
M:/ §(x)dx, x:%/ x6(x)dx =0 e 7:/ 26 (x) dx

Por outro lado, se I € calculado em relacdo ao ponto xp, entdo a distincia de

X € [a,b] a esse eixo & ro(x) = |x — xo|. Daf se segue que r3(x) = (x—x)* e

b b
I:/ (xfxo)zﬁ(x)dx:/ (x* — 2x0x +x3)8 (x) dx
b b b _
:/ x25(x)dx—2x0/ x5(x)dx+x%/ S(x)dx =1+d°M
pois a integral [ x8(x)dx é nula e d = |xy| é a distancia entre os dois eixos.  []

» Exemplo 8.6 Repita o Exemplo 8.5 supondo rota¢do em torno de xp = 1/2. "

Solugdo. De acordo com o Exemplo 8.5, a barra tem massa M = 28, ¢ 0 momento
em torno do centro de massax =1¢é [ = %60. Como a distincia entre X e xg é
d= %, do teorema acima segue-se que 0 momento em torno de xg é

_ 2 1 7
I=1+d*°M="= —28) = —
+ 360+4 1o 660

A nova energia cinética € entdo K = %I 0} = %50603. O
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Momento de inércia de chapas
N3ao hd muito mais o que fazer, pois as principais ideias ja foram introduzidas.

Com efeito, considere uma chapa D C R? S
de densidade §(x,y) girando em torno de um e o dm—
eixo L perpendicular a chapa, e indique por < D )

r(x,y) a distancia de (x,y) ao eixo L. P —

Usando uma linguagem abreviada, a massa do ponto (x,y) é dm = 6(x,y) dxdy,
e o momento de inércia correspondente é dI = r?(x,y)dm = r*(x,y)8(x,y) dxdy.
Somando-se os momentos de todos os pontos da chapa, obtém-se que o momento
de inércia total é dado por

I://Drz(x,y)5(x,y)dxdy

Esta expressdo pode ser usada, por exemplo, para calcular a energia cinética de
um pneu. Um pneu tipico de um carro de passeio tem massa de cerca de my = 13,8
kg e raio ro = 0,3 m. Fazendo as conversdes necessarias, a velocidade de 60 km/h
corresponde aproximadamente a velocidade angular do pneu de @, = 55,6 rad/s.

m Exemplo 8.7 Calcule a energia cinética do pneu descrito acima supondo que ele
seja um disco de densidade constante. "

Solucdo. Pode-se supor que o pneu seja o disco D de raio ry e centro na origem.
Como a massa € mg e a area € A = nr(z), pode-se supor que D tenha densidade
constante &y = my/A. Como D gira em torno de seu centro, a distdncia de um
ponto (x,y) ao eixo de rotagdo € r(x,y) = y/x*+y%. Assim, usando coordenadas
polares € a expressdo & = mq/(7r3), o momento de inércia de D é

21 T 1
I:// (x2+y2)6odxdy: 50/ </ 0;"3dr> do = Eéorg = —mor%
D 0 0 2 2

Finalmente, se D gira com velocidade angular @y, a sua energia cinética é
K = 11w3. Substituindo os valores dados obtém-se que K ~ 959,87 J. O]

Como uma observagao, se o carro passa de 60 km/h para 80 km/h, a velocidade
angular passa de 55,6 rad/s para 74,1 rad/s, e a energia cinética de 959,87 J para
1.704,9 J. Assim, um aumento de 33% na velocidade acarreta um aumento de mais
de 77% na energia cinética!

O teorema dos eixos paralelos vale para chapas. Indicando por M a massa, por
I 0 momento em torno do eixo L pelo centro de massa, por / 0 momento em torno
de um outro eixo L e por d a distancia entre os eixos, obtém-se que I = I + d*M.
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Em particular, I é o menor momento de
inércia da chapa.
] _ Esse teorema explica por que é im-
\ / portante balancear os pneus de um carro.
S Balancear significa fazer com que o centro de
massa coincida com o centro geométrico.

Assim, um pneu balanceado tem o menor momento possivel. Suponha agora
que, nos pneus da frente, um esteja balanceado e o outro ndo. O que ndo estd
balanceado tem um momento de inércia maior do que o outro, pois gira em torno
de um eixo que estd fora do centro de massa. Logo, esse pneu tem uma maior
resisténcia a aceleracdo angular, e o carro “puxa” para o lado deste pneu.

Momento de inércia de sélidos

Para o momento de inércia de sélidos basta adaptar os argumentos anteriores.

Considere entdo Q C R? de densidade d(x,y,z) girando em torno do eixo L, e
indique por r(x,y,z) a distdncia de um ponto (x,y,z) € Q ao eixo L.

Usando novamente uma linguagem abreviada (veja figura abaixo), a massa do
ponto (x,y,z) é dm = d(x,y,x)dxdydz, e o momento de inércia correspondente é
dl = r?(x,y,2)8(x,y,z) dxdydz. Somando-se os momentos de todos os pontos do
s6lido, obtém-se que o momento de inércia total é dado por

I:///Qrz(x,y,z)5(x,y,z)dxdydz ﬂ_»

Muitas vezes € necessario minimizar 0 mo- r dm X
mento de inércia. J4 no caso dos silenciosos o
dos celulares, o importante é maximizar esse mo-
mento. De fato, a vibragao do silencioso é obtida W
por meio da rotacdo de uma cunha em torno de | M
um eixo que gera 0 maior momento possivel.

g T,

= Exemplo 8.8 Calcule o momento de inércia da cunha ilustrada abaixo supondo
densidade &y = 1 g/cm3, angulo central de 6y = m/6 rad, raiode rp=1/2 cm e
altura de zo = 1/5 cm. n

Solu¢do. Introduza um sistema de eixos como na figura, em que L é o eixo 07z,
e indique por Q a regido ocupada pela cunha. Nesse sistema, a distdncia de um

ponto (x,y,z) € Q ao eixo de rotagdo é r(x,y,z) = \/x2+y2, e, portanto,

1= ///Q(xz +y%) 8o dxdydz
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Indique por D o setor circular ilustrado na
figura. Com essa notacdo, a cunha é a regido
Q={(x,yz) €R* (x,y) €D e 0<z<z)},
e, portanto,

1://D </0Z0(x2+y2)50dz> dxdy

= //D(x2 + ) 2080 dxdy

Em polares, D é o retangulo D={(r,0); 0<r<ry e 0< 6 < 6y}, e daf que

2,2 b, 1 4
I://D(x +y )105odxdy:/0 </0 r 1050rdr> dez:ZGOZoﬁoro

E curioso notar que / depende de rg, e, portanto, é muito sensivel em relagdo a

essa varidvel. Finalmente, substituindo os valores dados, segue-se que I/ = 355. [J

O momento de inércia pode ser usado tanto para se entender os silenciosos dos
celulares como para se ter uma ideia da energia cinética de rotacdo da Terra!

m Exemplo 8.9 Calcule a energia cinética de rotag@o da Terra em torno de seu eixo

supondo que ela tenha raio R = 6.380 km e densidade &y =5.200 kg/m°. "
Solucdo. Primeiro o momento de inércia. ——
Introduza um sistema de coordenadas em que
o0 eixo de rotacdo seja o eixo Oz e que o centro de T dm
massa seja a origem, e indique por Q a esfera de |
raio R nesse sistema. i 1= 1
A distancia de um ponto (x,y,z) € Q ao eixo
de rotagdo € r(x,y,z) = \/x% +?, e daf que 0 mo-
mento de inércia é dado por
P e 1= [[] o2+ dayaz
y ~\ \\ 0
. A Para o calculo da integral, primeiro indique
:('D 3 | Y *7- por D = {(x,y) € R?; x> +y> < R?} o disco
W - — | no plano do equador. Isolando z da inequagdo
\"\_ /”J 2+ y2 + 72 < RZ, conclui-se que a Terra é uma
\ SN ’_',,.// regido do tipo R,, que pode ser descrita na forma
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0={(xyz2) €R% (x,y) €D e z1(x,y) <z< 22(x,y)}

onde z1(x,y) = —/R?2 —x*>—y? e z22(x,y) = /R?> —x?> —y?. Assim, 0 momento

de inércia é dado por

(x.y)
I= // (/Z2 (x* +y2)dz> Sodxdy = // (x* +y%)2/R? — x2 — y2 8y dxdy
D \Jzi(xy) D

A integral pode ser calculada usando coordenadas polares, uma vez que nessas
coordenadas o disco D é o retangulo D = {(r,0) € R*; 0< 8 <27 ¢ 0 <r <R},
Usando essa mudanga, obtém-se que

2 R R
I:/ (/ r22\/R2r2r5odr> d9:27r50/ PR —r22rdr
0 0 0

Finalmente, usando a substituicio u = R? — 12, segue-se que

R2
1=2mdy [ (R du= 2, / (R — ) du

2 2 R 8
_ 22 3/2 45/ ‘ _ 5
27y <R 3 Su > o lsxéoR

Otimo! Com o momento de inércia, é facil agora calcular a energia cinética:

1 2 4 5 .2
K= -1 = — 18R
S 107 = 5TOR @

onde w é a velocidade angular da Terra, igual a 27 /24 rad/h.

Vale medir essa energia em Joules, para se ter uma ideia de sua magnitude.
Para isso, transformando todas as medidas para o sistema internacional de metro,
quilo e segundo, obtém-se R = 6,38 X 10° m, & = 5,2 x 10° kg/m3 e
® = 72,72 x 107 rad/s. Substituindo na expressdo da energia cinética, segue-se
que essa energia ¢ da ordem de

K~2,44%x10% ]

Para se avaliar bem esse nimero, a energia de uma bomba atdmica é de cerca
de 107 J. Assim, dez vezes, cem vezes, mil vezes ou um milhdo de vezes a energia
da bomba atdmica é da ordem de 10 x 107 J, 10? x 107 J, 10* x 107 J ou 10* x 107 J,
respectivamente. Pois entdo, a energia K é mais do que 10%* x 107 J! U
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Exercicios

1) Denote por (X,y,Z) o centro de massa do sélido Q, de densidade 1, limitado pelo
paraboloide z = x> 4 y2, pelo cilindro x> 4+ y* = 4x e pelo plano z = 0, conforme a
figura. Se necessdrio, use que cos*(t) = g (cos(4¢) 4+ 4cos(2t) +3).

a) Em coordenadas cartesianas, tem-se que B )
0 ={(x,y,2);x* +y* <4xe0 < z< X2 +y*}. € |

b) Em coordenadas cilindricas, o sélido corres-
ponde 2 regido 0= {(n6,2); 0 <6 < 2m,
0<r<dcos(f)e0< z<r’}.

¢) A massa de Q € maior do que 257.
d) Tem-se necessariamente que 7 < 16. k
e) Tem-se necessariamente que y = 0.

2) Considere o cilindro Q = {(x,y,z); ¥+y?<32e0<z< 4}, com densidade 6y,
e o problema de calcular a forca gravitacional com que ele atrai uma particula de
massa my situada no ponto Py = (0,0,0). Denote por G a constante de gravitagdo
e por dF (P) a forga com que a massa dm = &ydxdydz do ponto P = (x,y,z) atrai a
particula. Por simetria, as componentes horizontais de dF (x,y,z) e dF (—x,—y,z)
se cancelam, restando apenas as componentes verticais dessas forgas.

a) Use as leis de gravitacdo para determinar

. . dF(P).

b) Use um argumento infinitesimal para obter a

[ 4 .
' componente vertical F, da forca F = (0,0, F,)
com que o cilindro atrai a particula.
c) Calcule a integral f(;‘ %.
d\\ = { ) d) Calcule F, usando os itens anterior e coordena-
T das polares.

e) Sejad > 0 tal que F, = GMmg/d?, onde M = 3?48, é a massa de Q. Ve-
rifique se d € menor, igual ou maior do que a distancia entre a particula e o
centro de massa do cilindro.
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3) Em estudos de formacdo das cordilheiras, € usual calcular o trabalho W neces-
sério para formé-las supondo que toda a massa estivesse inicialmente no nivel do
solo. Esse célculo pode ser feito para o Monte Fuji no Japao, que € aproximada-
mente um cone reto com base de raio R =2 x 10* m, alturade H =4 x 10° m e
densidade média de & = 3 x 10° kg/m?. Para o cdlculo, basta lembrar que o traba-
lho realizado para se deslocar uma particula de massa m do solo até uma altura 4 é
mgh, onde g é a aceleracdo da gravidade em m/s.

a) Indicando por Q a regido ocupada pelo e
Monte Fuji, obtenha a expressdo do traba- R - _
lho W em termos de uma integral tripla so- ﬂ
bre Q, justificando a resposta. _ _

b) Para ser usada adiante, obtenha a fun¢do f cujo gréifico € a lateral do cone
de raio da base R, altura H, eixo ao longo de O’z e vértice na origem.

¢) Use a funcdo f para descrever a regido Q em coordenadas cartesianas.
d) Use o item anterior e coordenadas polares para calcular o trabalho W.

e) Decida se o nimero obtido acima, dado em joules, ¢ menor ou maior do
que 57 megatons ~ 2,4 x 10'7 joules, que é a energia da maior bomba de
hidrogénio j4 testada até hoje.

4) Suponha que, do hemisfério sélido X2+ y2 +2< R% e z > 0, seja retirado o
cilindro sélido x% + y2 < R%, onde 0 < R; < R;, conforme figura. Seja Q o sélido
resultante com densidade &.

a) Obtenha a altura H de Q em termos dos raios
R 1€ Rz.

b) Descreva Q em coordenadas cartesianas.

c) Calcule a massa M de Q usando o item ante-
rior e coordenadas polares.

d) Verifique que M pode ser expresso apenas
em termos da altura H.

e) Calcule a coordenada 7 do centro de massa de Q, e verifique que também 7
pode ser expresso apenas em termos de H.
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9 Mudanca de variaveis em 3D

Coordenadas cilindricas

Além das cartesianas, outras duas coordenadas sdo importantes para as integrais
triplas: as coordenadas cilindricas, que fazem um paralelo interessante com as
coordenadas polares, e as coordenadas esféricas, que sdo importantes, por exemplo,
no estudo de gravitagao.

Volume de paralelepipedos
A versdo 3D da férmula de mudanca de varidvel faz uso do cédlculo do volume de
um paralelepipedo. Do caso 2D ja conhecido, espera-se que o volume seja dado
em termos de um determinante, mas agora o determinante de uma matriz 3 x 3.

E, com efeito, considere o paralelepipedo gerado pelos vetores Q = (a,b,c),
Py = (x1,y1,21) € P» = (x2,y2,22), como ilustra a figura, cuja base é o paralelo-
gramo gerado por P; e P;.

Considere ainda a matriz

a b ¢
M=1|x y1 2
X2 Y2 22

e indique por M;; a matriz 2 X 2 obtida de M retirando-se a i-ésima linha e a j-
ésima coluna. Entdo, desenvolvendo o determinante de M em relacdo a primeira
linha, obtém-se
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detM = adetM | — bdetM 5 + cdetM 3
= ((a,b,c), (detMU, —detMlg,detM13)>
=(Q, P x P) ©.1)

onde P; x P, é o produto vetorial entre P; e P>. Explicitamente esse produto é

P X Py = (y122 — y221,%221 — X122,X1Y2 — X2)1)

Substituindo Q por P; na igualdade (9.1), conclui-se que (P;,P; X P,) = 0, pois
¢ igual ao determinante de uma matriz com duas linhas iguais. Da mesma forma
(P, Py x Py) =0, e, portanto, o produto vetorial é ortogonal tanto a P quanto a P».
Outra propriedade do produto vetorial é o resultado do préximo lema, onde vale
lembrar a identidade

(P1,P2) = ||P1]|[P2] cos(x) (9.2)

em que ¢ € o Angulo entre os dois vetores.
I Lema 9.1 A norma ||P; X P;|| é a drea do paralelogramo gerado por P; e P,. =

Demonstragdo. O paralelogramo tem base ||P; || e altura & = ||P||sen(@). Veja
a figura a seguir. Dai se segue que a sua drea é dada por A = ||Py||||P2||sen(c).
Essa area pode ser expressa em termos das coordenadas de P; e P, como segue.
Da identidade (9.2) obtém-se que

A% = || P1|?|[Py]|* sen® ()
= 2|7 (P2 (1 = cos® ()
= ||PL[*[[P2])> = [P )1 |Po ]| cos® ()
= [|Py|[*||Pa]* = (P1, Py)?

Usando as coordenadas, cancelando e agrupando termos, o resultado segue da
surpreendente igualdade
A% = (] +y1+2) (3 + Y3+ 3) — (i +y1v2 +2122)°
= (=) +mu —x2)+ @y —xon)’ =P x PP O

Agora € facil calcular o volume. Como P; x P, é ortogonal tanto a P; como a
P, a altura do paralelepipedo € igual ao tamanho da projecdo de Q sobre P; X P».
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Dai se segue que a altura §é
——— H=||Q]||cos(6)|, onde 6 € o angulo en-
/ tre Qe P x P». Vejaafigura.
/,// Ora! Como a area da base €
i ||P1 % P5||, basta usar novamente as igual-
dades (9.1) e (9.2) para obter que o vo-
lume do paralelepipedo é dado por

V=P xPll|Qll[cos(6)] = [(Q, P x Py)| = |detM]|
Resumindo, o volume do paralelepipedo gerado por Q, P, e P, é o médulo do

determinante da matriz cujas linhas sdo as coordenadas desses trés vetores.

Coordenadas cilindricas
As coordenadas cilindricas correspondem a introduzir as coordenadas polares no
plano Oxy e manter a coordenada z inalterada, como ilustrado a seguir.

Assim, como antes, a relagdo entre (x,y,z) e (r,0,z) é por meio das equagdes
x=rcos(B), y=rsen(f) e z=z2
Para que seja de fato uma mudanca de coordenada, a fungdo
g(r,0,z) = (x(r,0,2),y(r,0,2),2(r,0,z)) = (rcos(0),rsen(6),z)

deve ser bijetiva e, além disso, ter inversa continua. Como no caso das coordenadas
polares, é usual escolher Q = {(r,0,2);r >0, 0< 8 <27 e z€ R} para o dominio
e Q= g(é) para o contradominio. Neste caso a imagem Q exclui o semi-plano
So = {(x,0,2);x >0 e z € R}, exclusio que garante que a cada (r,6,z) € O
corresponde um tnico (x,y,z) € Q, e vice-versa. Além disso, a passagem de uma
coordenada para a outra se faz continuamente.

m Exemplo 9.1 Sejam % o cilindro de raio ry e altura hg e Sy o semiplano como
acima. Descreva o conjunto 6y = %' \S (o cilindro menos o semiplano) em coor-
denadas cilindricas. n
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Solucdo. A necessidade de excluir o semiplano Sy é para que o conjunto %
esteja na imagem Q da mudanca g(r,0,z). A figura a seguir ilustra a situagdo.

Z

.. N
Fp ——O =

Da figura ndo é dificil ver que, se (r,0,z) sdo as coordenadas cilindricas de um
ponto (x,y,z) € 6, entdo (r,0,z) estd no paralelepipedo %), onde

(go:{(r,O,z);0<9<27r,0<r§ro e 0<z<hy}

Assim, 6y = g(‘go).

Esse exemplo ilustra o porqué do nome de coordenadas cilindricas: elas descre-
vem um cilindro em termos de um paralelepipedo; e isso serd ttil para simplificar
as integrais. U

Uma maneira de conhecer melhor as coordenadas cilindricas é por meio das
curvas coordenadas. Uma dessas curvas corresponde, por exemplo, a fixar ambas
as coordenadas 6 = 6 e z = zp e considerar a curva na variavel r

r— g(r,60,20) = (rcos(6),rsen(6p),z0)

A imagem dessa curva é um raio que parte do ponto (0,0,z), é paralelo ao plano
Oxy e forma um angulo 6, com o gixo Ox, conforme a figura a seguir.

8:(r0,60,20)

Em um ponto ry > 0, o vetor velocidade desta curva € dado por
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g(ro+ Ar, 69,20) — g(ro0, 60,20)

8r(r0,60,20) = Aligo Ar 9.3)
. (x(ro + Ar, 69,20) — x(r0,600,20)
Ar—0 Ar ’
y(ro + Ar, 89,z0) — ¥(r0, 60,20)
Ar ’
z(ro+ Ar, 60,20) — z(ro, 60,20)
Ar >

= (x,(r0,60,20),¥r(r0,60,20),2(r0,60,20)) = (cos(6p),sen(6p),0)

onde g, = (x,,y,,z,) denota o vetor formado pelas derivadas parciais de cada uma
das coordenadas de g. Veja a interpretacdo geométrica de g, na figura anterior.
Analogamente, para a varidvel 6, obtém-se
_ jm 8(r08+46,20) ~5(r0, 60, 20) (9.4)
A§—0 A6
= (—rpsen(6y),rocos(6p),0)

g6(r0,60,20)

e, para a varidvel z, obtém-se

. g(r0, 60,20 +Az) — g(r0,60,20)
6 =1 =(0,0,1 9.5
gZ(r07 0710) AZIEO AZ ( » ) ( )

As curvas coordenadas e seus respectivos vetores velocidades serdo usados na
comparagdo entre volumes, a ser vista na préxima se¢ao.

Comparacdo entre volumes

Como nos casos anteriores, um passo importante é a comparagdo entre o volume de
um pequeno paralelepipedo R = [r,r+Ar] x [0, 0 +A8)] x [z,z4 Az] com o0 volume
da sua imagem R = g(ﬁ) pelas coordenadas cilindricas. A figura abaixo ilustra
os pontos Py = (r,0,2), P = (r+Ar0,z), P = (n60+A6,7) e Py = (r,0,z+ Az2)
juntamente com as suas respectivas imagem P; = g(i’;), i=0,1,2,3.

Py
& —
] 8 0 -
Py |
A | P
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Com o auxilio da figura, o volume de R pode ser aproximado pelo volume do
paralelepipedo gerado pelos vetores P; — Py, P» — Py e P3 — P, isto é, pelos vetores

g(r+Ar,9,z)fg(r,9,z), g(r,9+A9,z)fg(r,9,z) € g(r’O’Z+AZ)7g(r’9’Z)

Por outro lado, usando as igualdade de (9.3) a (9.5), esses vetores podem ser
aproximados por

g(r+Ar6,z) —g(r,0,2) ~ g:(r,0,2)Ar = (x,(1,0,2), y,(1,0,2), z(r,0,2))Ar
g(r79+A97Z) —g(r,e,z) %ge(V,G,Z)AG = (XQ(V,G,Z), )’9(77971)7 ZQ(V,G,Z))AO

8(r,0,24A2) —g(r,0,2) ~ 8:(r,0,2)Az = (x:(r,0,2), y:(r,60,2), z(r,60,2))Az
Daqui e do volume de paralelepipedos obtido na se¢do anterior, segue-se que

x:(r,0,2)Ar  y.(r,0,2)Ar  z,(r,0,z)Ar
volume deR =~ |det | x¢(r,0,2)A0 yg(r,0,2)A0 z¢(r,0,7)A0
x(r,0,2)Az  y,(r,0,2)Az  z(r,0,2)Az

xr(r,e,z) yr(V,G,Z) Zr(r,e,Z)
=|det | xp(r,0,2) yo(r,0,2) zo(r,0,2) | |ArABAz
XZ(V,G,Z) yZ(r7e7Z) ZZ(V,G,Z)

=|J,(r,0,2)| ArABAz = |J,(r, 6,7)| volume deR

onde o determinante J,(r, 0,z) € o jacobiano da mudanga de coordenadas g. Essa é
a comparacdo que se estava procurando: o volume da imagem ¢ aproximadamente
o volume do dominio vezes o jacobiano. Essa comparacdo ¢ fundamental para a
férmula de mudanca de varidveis, a ser obtida na préxima se¢ao.

Lembrando-se das expressdes x(r,0,z) = rcos(0), y(r,0,z) = rsen(0) e
z(r,0,z) = z, ndo é dificil perceber que o jacobiano das coordenadas cilindricas
¢ dado por J,(r,0,z) = r. Esse valor é natural uma vez que, de R para R, a altura
permanece a mesma, e a mudanga € apenas nas base desses dois sélidos, bases que
estdo relacionadas pelas coordenadas polares.

Férmula de mudanca de varidveis

Suponha que um tronco de drvore seja modelado pelo cilindro ¢ de raio ry = 0,2
m, altura sy = 2 m e densidade

1.140
8(x,y.7) = ————— ke/m’

VX2+yr+1



9.0 Coordenadas cilindricas 203

A densidade € independente da altura z do tronco,

o que é uma hipétese razodvel. Além disso, o que T-h-o-'”
também ¢é razodvel, o tronco é mais denso no cen-
tro do que na borda. De fato, ao longo do eixo do
tronco, a densidade é §(0,0,z) = 1.140 kg/m>. Jd na
borda, em que o raio € \/x2 +y? = 0,2, a densidade é
8(x,y,z) = 1140/1,2 = 950 kg/m?. % —

Como a densidade da 4gua é de 1.000 kg/m?, o tronco é mais denso do que
a agua no centro, e menos denso na borda. Esse fato sugere uma pergunta inte-
ressante: se colocado na dgua, o tronco afunda ou flutua? A pergunta pode ser
respondida por meio da densidade média do tronco, para o que € necessdrio calcu-
lar a sua massa, dada pela integral

M:/// O(x,y,z)dxdydz
€

Para o cdlculo da massa, considere a mudanga de coordenadas cilindricas
g: € — ¥ definida no paralelepipedo

(gZ{(r,O,z);0<r§r0’()<9<27[ € nggho}

1hQ__

it

L

“ =5z *(70 —
Rigorosamente falando, e de acordo com o Exemplo 9.1 acima, a imagem
g(‘g) ndo é todo o cilindro &, pois exclui o semiplano Sp = {(x,0);x >0 e z€ R}.
No entanto, por ser apenas um plano, Sy pode ser excluido sem prejuizo para o
célculo da integral.
A pergunta agora é: como escolher uma densidade g(r, 0,z) de nAlodo que, com

ela, ¢ tenha a mesma massa de 4’? De outra forma, como escolher § de modo que

///ﬁ(r,e,z)drdedz :/// 8(x,y,2) dxdydz ?
&€ 4

Jé se tém todas as ferramentas para responder a essa pergunta! De fato, dado
um ponto (r,0,z) € € e um paralelepipedo R = [r,r+Ar| x [0,0 +A0] x [z,z+ Az,
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indique por g(r,6,z) = (x,y,z) € ¢ a imagem do ponto e por R = g(R) a imagem
do paralelepipedo. J4 se sabe que a relacdo entre os volumes de R e R é dada por

volume de R ~ |J,(r,0,z)|ArA6Az
Multiplicando esta iguAaldade pela densidade 8 (x,y,z), lembrando que (x,y,z) =
g(r,0,z) e indicando por 6(r, 0,z) = 0(g(r,0,2))|J, (1, 0,z)|, obtém-se que
O(x,y,z)volume de R ~d(x,y,z)|Jq(r,0,2)|ArAOAz
=8(3(r,0,2)) |, (r,0,2)|ArAOAZ = 5(r, 0,2) ArABAZ
Ora! Com essa escolha de SA a massa de R ¢ aproximadamente igual a2 massa

de R, aproximagao tdo melhor quanto menor forem Ar, AO e Az. Essa € a escolha

de § que faz com que as massas de RedeR sejam proximas.
Usando as somas de Riemann, ndo € dificil concluir que é também essa escolha
que faz com que as integrais sejam iguais, isto €,

[”Qé&yﬂﬁh@dz:/%Lgugdyhd&k
—/// 8(r,0,2))|J, (r,0,2)|drd6dz

Esta é a férmula de mudanca de varidveis para as integrais triplas, formula que
serd usada ao longo de todo o restante do curso.

Bem, mas a funcdo & € simpatica? Sim, pois \/x2 + y% = r, e portanto

5(r,0,2) = 5(g(r,0,2))|Jg (r,0,2)] = 1.140 —— +1

r+1-—1 1
=1.140 ——— =1.140 (1 — —
r+1 r+1

onde usou-se que |J,(r,6,r)| = r. Como ¢ é um paralelepipedo, segue-se que

J[[ stev.2rdrdvaz = [[[ 8(s(06.2)13:(6.2)] ardouz
_1140/%/ (/ ( i1>dz>drd9

ro 1
:1.14Oh027r/ <1 >dr
0 r+1

= 1.140ho 27(ro — In(rg + 1)) ~ 80,61 7 kg
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Em nimeros decimais a massa do tronco é M = 253,26 kg, o que parece ser
um valor alto. No entanto, como o volume é V = 7rr(2) hg =~ 0,087, a densidade
média do tronco é

Sy =M /V ~1.007,67 kg/m>

Assim, o tronco tem densidade média ligeiramente maior do que a da 4gua.
Se colocado na 4gua, ele afunda, mas muito devagar!

Coordenadas esféricas

E surpreendente que uma integral sobre uma esfera possa ser transformada em
outra sobre um paralelepipedo, e essa é a magica desta secdo. Outra mégica é
explicar como Arquimedes calculou o volume da esfera, e isso sem integrais!

Coordenadas esféricas

As coordenadas de navegacdo sobre a super- Greenwich
ficie da Terra sdo bem conhecidas. Elas medem y e N
a latitude e a longitude de um determinado ponto, £ A\
medidas em graus a partir do Equador e de Gre- [ Bauador \
enwich, respectivamente. EW = E)J
\ 16°}/ 48 |

Por exemplo, as coordenadas de Brasilia sdo, J
aproximadamente, 16° de latitude sul e 48° de
longitude oeste. Veja a figura ao lado.

A terceira coordenada € a altitude, medida a partir do nivel do mar, e que, no
caso de Brasilia, € de cerca de 1.100 m.

As coordenadas esféricas sdo basicamente as mesmas da navegacao, mas adap-
tadas para localizar qualquer ponto do espago, e ndo s6 sobre a superficie da Terra.

Assim € que a altitude p € medida a partir da origem do sistema de coordena-
das, e ndo do nivel do mar. Também a latitude ¢ é medida a partir do polo norte,
e ndo do Equador. Outra diferenca é que, em razdo das funcdes trigonométricas,
tanto a latitude quanto a longitude 0 sdo medidas em radianos, e ndo em graus.

0 z
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A figura acima ilustra a relag@o entre as coordenadas (x,y,z) e (p,0,9).
Para obter as equagdes que relacionam essas coordenadas, primeiro lembre-se
de que as coordenadas cilindricas (r,0,z) sdo dadas por

x=rcos(B), y=rsen(0) e z=z2

Usando essas coordenadas e a figura acima, percebe-se que r € o cateto oposto
ao angulo @, e, portanto, r = p sen(¢). Também a coordenada z é o cateto adjacente
a este angulo, e, portanto, z = p cos(¢). A partir dessas igualdades, conclui-se que

x=psen(¢)cos(0), y=psen(¢)sen(0) e z=pcos(o)

Essas s@o as expressoes de (x,y,z) em termos de (p,0,9).
Para que seja de fato uma mudanga de coordenada, os valores de (x,y,z) e
(p,0,¢) devem ser escolhidos de modo que

g(p,0,0) = (x(p,0,9),y(p,0,9),2(p,0,9))
= (psen(¢)cos(8),p sen(¢)sen(6),p cos(¢))

seja uma funcdo bijetiva e, além disso, tenha inversa continua. E usual escolher
0={(p,0,0); p>0,0<6 <27 ¢ 0< ¢ <} paraodominio e Q = g(Q) para
o contradominio. Neste caso Q exclui o semiplano Sp = {(x,0,z);x >0 e z€ R},
exclusdo que garante que a cada (p,0,9) € 0 corresponde um tnico (x,,2) € O,
e vice-versa, correspondéncia que é continua nos dois sentidos.

m Exemplo 9.2 Considere a esfera & de raio R > 0 e o semiplano Sy como acima.
Descreva &y = &\ So (a esfera menos o semi-plano) em coordenadas esféricas. m

Solucdo. A necessidade de excluir o semiplano Sy € para que o conjunto & esteja
na imagem Q da mudanga g(p,0,9). A figura a seguir ilustra a situacéo.

Ndo € dificil ver que, se (p,6,¢) sdo as coordenadas esféricas de (x,y,z) € &,
entdo (p,60,9) € & ={(p,0,9); 0< 6 <2m,0<p <Re0< ¢ <m}. Assim,
em coordenadas esféricas, & € o paralelepipedo &y no sistema pg¢.

Essa é a mégica das coordenadas esféricas: elas descrevem uma esfera em
termos de um paralelepipedo; e isso serd ttil para simplificar as integrais. (]
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Também aqui as curvas coordenadas desempenham um papel importante.
Por exemplo, fixadas as coordenadas 8 = 6y e ¢ = ¢y, obtém-se a curva

p > g(p. 60, 90) = (p sen(do) cos(6n), p sen(6) sen (), p cos(9o))

na varidvel p. A imagem dessa curva ¢ um raio que parte da origem com latitude
¢p e longitude 6, conforme ilustra a figura seguinte.
% ¢ gp(Po,60,00)

- g6(po,60,00)

,60,
o A 8¢(Po,60,¢0)

«//pVN. .%(\

Como nos casos anteriores, o vetor velocidade dessa curva em um ponto pg é

— lim g(p0+Ap7907¢0)_g(p07907¢0) (96)
Ap—0 Ap

= (xp(P0,60,90),Yp (Po, 60,90),2p (Po, 60, ¢0))
= (sen(¢o)cos(6o),sen(¢o)sen(6p),cos (o))

8p (pO; 905 ¢0)

onde gy = (xp,Yp,2p) denota o vetor formado pelas derivadas parciais de cada uma
das coordenadas da fungdo g. O vetor g, estd indicado na figura anterior.
Essa figura também ilustra as outras derivadas gg € g¢, que sdo dadas por

26(P0, 60, 90) = (—psen(¢go)sen(6y),p sen(dp)cos(6p),0)
29 (P0, 60, 90) = (pcos(¢o)cos(6p), p cos(o)sen(6p), —p sen(¢o))

As curvas coordenadas e seus respectivos vetores velocidades serdo usados na
comparagdo entre volumes, a ser vista na préxima secao.

Comparacdo entre volumes
Como antes, um passo importante é a comparagdo entre o volume de um pequeno
paralelepipedo R = [p,p + Ap] x [6,6 +A8] X [¢,¢ + A¢] com o volume da sua
imagem R = g(ﬁ) pelas coordenadas esféricas, como ilustra a préxima figura.

A comparagdo entre esses volumes € feita por meio do jacobiano J,(p,0,9¢),
que € o determinante da matriz cujas linhas sdo os vetores velocidades gg, gp € g¢-
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P

Calculando, obtém-se que

—psen(¢)sen(6) psen(¢)cos(H) 0
Jo(p,0,¢) =det sen(¢)cos(6)  sen(¢)sen(O) cos(9)
pcos(@)cos(6) pcos(p)sen(0) —psen(9)

= p2 sen ¢
Como antes, obtém-se que a comparacao entre os volumes de ReRédada por
Volume de R ~ |J,(p, 0, ¢)|Volume de R 9.7)

O jacobiano pode também ser calculado com um argumento geométrico. De
acordo com a figura a seguir, que ilustra trés lados da regido R, é claro que o
segmento entre g(p,0,¢) e g(p +Ap,0,¢) tem comprimento Ap; o arco entre
g(p,0,0)eg(p,0,¢+A¢) tem raio p e angulo central A@, e seu comprimento é
PA@; finalmente, o arco entre g(p,0,0) e g(p,0 + A6, ¢) tem raio r = psen(¢) e
angulo central AB, e seu comprimento é rA6 = p sen(¢)A6.

Como essas curvas sdo duas a duas orto-
gonais, segue-se que o volume de R € aproxi-

~ g(p+AP797¢) 1 &
50/ 0 0406 0) madamente igual ao produto desses trés com-
8(.6.9) primentos, isto &,
\¢ "-IIA‘P g(pa 0 3 ¢+A¢)

Vop Volume de R =~ (Ap)(pA¢)(p sen(¢)AB)

I~ S = p*sen(9)ApAOAY

— p?sen(¢)Volume de R

eJo(p,0,0) = p?sen(¢) é mesmo o fator de comparagio entre esses dois volumes.
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Férmula de mudanca de varidveis
O volume V de uma esfera de raio R > 0 é bem conhecido. Se a esfera tiver
densidade constante &, entdo a sua massa € simplesmente o produto M = &V .
Esse fato pode ser usado para se fazer um “Teste de Sdo Tomé”: serd que, se
calculada usando as coordenadas esféricas, obtém-se o mesmo valor para a massa
da esfera homogénea?
Para responder a essa pergunta, deve-se calcular a integral

M= ///éaéodxdydz

usando coordenadas esféricas, onde & € a esfera de raio R > 0.

4
T |

—

R o

Para esse cdlculo, considere a mudanga de coordenadas esféricas g: E— &
definida no paralelepipedo & = {(p,0,9);0<p<R,0<6<2me 0<¢<m}.
Rigorosamente falando, e de acordo com o Exemplo 9.2, a imagem g(gA ) ndo é toda
a esfera &, pois exclui o semiplano Sp = {(x,0,z);x >0 e z € R}. No entanto, por
ser apenas um plano, Sp pode ser excluido sem prejuizo para o célculo da integral.

Como anteriormente, a pergunta agora € a seguinte: como escolher uma densi-
dade g(p, 6,¢) de modo que, com essa densidade, & tenha a mesma massa de &?
Dito de outra maneira, como escolher 8 de modo que

JJ[.8(.0.0)dpaeas — ] &axayaz 2

Usando uma notagéo infinitesimal, pode-se argumentar como sempre: dado
um ponto (x,y,z) =g(p, 0,9) € &, arelagio entre um elemento de volume dpd0d ¢
em torno do ponto (p,0,¢) e o correspondente elemento de volume dxdydz em
torno de (x,y,z) € dxdydz = |J4(r,0,2)|dpd0d¢.

Multiplicando-se pela densidade &, e indicando por g(p, 0,¢)=20lJ,(p,0,9)
obtém-se que a massa infinitesimal &ydxdydz pode ser descrita em termos das co-
ordenadas esféricas como

8o dxdydz =8|Jy(p.0,0)|dpd6de = 5(p.6.9)dpdod¢

bl
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Somando essas massas infinitesimais (somas de Riemann!), obtém-se que

//g&)dxdydz:///gg(p,e,q))dpded(]) :///géolfg(p,e,¢)ldpd9d¢

e, portanto, € essa a escolha de s que faz com que as massas de & e de & sejam
iguais. A igualdade acima € a férmula de mudanca de varidveis no caso particular
em que a funcdo & é constate. E claro que, no caso geral, em que & = 8(x,,z)
depende das varidveis (x,y,z), a formula de mudanga de varidveis é dada por

J[[ 8ev.2)dxavaz = [[[ 5(s(p.0.0))1(p.6.0)|dpabag

Voltando ao caso em que §(x,y,z) = &, como ficam os cdlculos? Bem, como
& é um paralelepipedo, basta notar que

//g&)dmydz://gfsolfg(P,O,qﬁ)ldpdedqs

2 @ R
:50/0 /0 (/0 p2sen(¢)dp> d$do
3 m
— 6027tR?/0 sen(¢)d¢ = 6og7tR3

Surpresa! O valor de 47R3 /3 é exatamente o volume da esfera. Assim, usando
coordenadas esféricas, obtém-se que a massa da esfera homogénea € mesmo
M = &)V, como esperado. Nio deixa de serAcurioso que essa massa ¢ a mesma
do paralelepipedo & com densidade varidvel (p,8,0) = dop*sen(9).

Nem sempre a integral é sobre um paralelepipedo, como anteriormente, mas
ainda assim as coordenadas esféricas facilitam muito os célculos. Esse é o con-

tetido do préximo exemplo.

s Exemplo 9.3 Calcule o volume do sélido Q que € interior a esfera

x*+y? +72 = 2Rz e a0 cone 7 = \/x% + 2. ]
g ——
V. \\\
£ \
'Ilf = \II B 1
£ R+ < A / C\M@ =1p &
\\R },.- \ --?E/4.// X 71:/4 ' 4
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Solucdo. A equacio da esfera escreve-se na forma x> +y? +z> — 2Rz + R?> = R?
que, completando quadrados, é igual a x*> +y?> 4 (z — R)?> = R?. Assim, a esfera
tem raio R e centro no ponto (0,0,R), como ilustra a figura anterior.

Como p? =x*>+y*+z% e z=pcos(¢), a equacio da esfera em coordenadas es-
féricas é p? = 2Rpcos(¢), ou ainda, p = 2Rcos(¢). Também
r=+/x*+y*=psen(¢), e a equagdo do cone z = /x> + y? em coordenadas esfé-
ricas é p cos(¢) = p sen(¢), ou ainda cos(¢) =sen(¢). Como 0 < ¢ < 7, segue-se
que necessariamente ¢ = /4.

Finalmente, como ndo ha restrigdes em 0, o sélido em coordenadas esféricas é
0={(p,6,9); 0<6 <2, 0< ¢ <m/4 e 0<p<2Rcos(9)}

As préximas figuras ilustram tanto Q quanto Q.

”zr/‘l__ . ~

Agora ¢ fécil calcular o volume de Q, que é dado por
/ / dxdydz = / / _p?sen(¢)dpdOde
Q Q

= /027r /07r/4 (/OZRCOS(¢)pzsen(¢)dp> dodo

3 ,m/4
= 2%@/0 / cos(¢)sen(¢)d¢
(2R)* , cos*(9)
3 (= 4 ) 0

Este resultado é curioso porque TR> = R x R é o volume do cilindro % de
raio R e altura também R. Consultando as figuras anteriores, isso significa que,
se do volume do cilindro ¥ for retirado o volume do cone, entdo o que sobra é
exatamente o volume de um hemisfério de raio R.

Esta conclusio é de fato verdadeira, e estd relacionada ao método pelo qual
Arquimedes primeiro calculou o volume da esfera, sem usar integrais triplas!

Veja as figuras a seguir. A da esquerda ilustra o cilindro, o hemisfério e o
cone juntos. A do meio ilustra o hemisfério e a da direita o cilindro menos o cone.

/4
=2r

3
=T7R N
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As figuras ilustram ainda sec¢des transversais na altura 4 tanto do hemisfério quanto
do cilindro menos o cone. O que Arquimedes percebeu, e € surpreendente, é que
essas secdes transversais tém a mesma area.

€ 3 € . g = 3
- — — — ——

De fato, com a notac@o acima e usando Pitdgoras, o raio da se¢do transversal
do hemisfério & tal que r*> = R?> — h?. Logo, a 4rea dessa seciio é 1> = m(R*> — h?).

Por outro lado, na seco transversal da direita, o disco maior tem raio R. Por
semelhanca de tridngulos, o disco menor tem raio igual a altura 2. Como a 4rea
desta secao transversal € a diferenca entre as areas desses dois discos, segue-se que
a drea é TR> — mh*> = m(R? — h?), que é a drea da secdo transversal do hemisfério.

Como os dois solidos t€m secdes transversais de mesma area, Arquimedes
concluiu que eles ttm o mesmo volume. Como os volumes do cilindro e do
cone ja eram conhecidos, Arquimedes obteve pela primeira vez que o volume
do hemisfério € igual ao volume do cilindro menos o do cone, isto é, igual a
TR’ xR —7R>x R/3 = (2/3)7R>.

A conclusdo de que dreas de secdes transversais iguais implicam em volu-
mes iguais ficou conhecida posteriormente como o Principio de Cavalieri, mas
foi usada mesmo antes de Arquimedes por Eudoxo e Demdcrito no calculo do vo-
lume do cone. E um principio interessante que é usado até hoje para o célculo de
volume de prismas e outra figuras geométricas.

Outras aplicacoes da integral

Agora € hora de ilustrar a variedade de situagdes em que as integrais, duplas e
triplas, podem ser aplicadas.

Segunda lei de Kepler

Uma aplicagdo interessante de coordenadas polares € a dedugdo da 2¢ lei de Kepler,
segundo a qual o raio que liga a Terra ao Sol varre 4reas iguais em tempos iguais.
A lei é uma conclusio a sobre a velocidade da Terra ao longo de sua 6rbita: ela
aumenta a medida que a Terra se aproxima do Sol, e de tal maneira que a drea var-
rida permanega constante em intervalos constantes de tempo. Veja a figura abaixo.
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Como a forca gravitacional F(P) é central, o mo-
vimento de rotacdo da terra em torno do Sol conserva r
a quantidade de movimento angular (veja a Se¢céo 8), €
essa conservagdo ¢é o fato fundamental para a demons-
tracdo da lei de Kepler.

Considere entdo um sistema de coordenadas Oxy
em que o Sol estd na origem, e indique por P(x,y) a
posicdo da Terra nesse sistema.

A 4rea varrida pelo raio pode ser calculada usando coordenadas polares, e essa
¢ a ligacdo dessas coordenadas com a lei de Kepler. Indique entdo por & o angulo
do ponto P = (x,y) e por r = r(@) o raio correspondente. Veja a figura a seguir.

Fixado um angulo 6, indique por D a regido var-
rida pelo raio entre os dngulos @ =0 e o = 6, con-
forme ilustra a figura. Em coordenadas polares, essa
regido € descrita por

D={(na);0<a<86ec0<r<r(a)}

e dai se segue que a area de D é dada por

M(G)://l)dxdy://ﬁrdrda:/oe </0r(a)rdr> da:/oeérz(a)da

Nio se pode continuar esses calculos, pois ndo se conhece a fungéo r(a). No
entanto, do teorema fundamental do Calculo segue-se que a derivada de <7 (0) é

1
'(0) = =r*(6)
2
Otimo, j4 se t€ém boas informagdes, mas é preciso dar mais um passo. Isso
porque a lei de Kepler refere-se a drea varrida em intervalos de tempo, e ndo entre

angulos, como acima. Mas isso € fécil: certamente 8 = 6(¢) é fun¢éo do tempo, e
a drea varrida até o tempo ¢ é

61 ,
AW = (00) = [ 37 (e)da
0
Novamente, ndo se pode continuar esses cdlculos, mas pode-se derivar A(r).

De fato, sendo uma composta entre .7 (0) e 0(t), da regra da cadeia segue-se que

A1) = ' (0(0))6 (1) = 3(8(0))6' (1) = 5 Im(8(:)))0/ (1)
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onde m denota a massa da Terra. Essa igualdade é interessante: r(6(z)) é a dis-
tancia entre os planetas no tempo ¢ e, portanto, mr>(6(t)) é o momento de inér-
cia correspondente. Além disso, 6'(¢) é a velocidade angular no tempo ¢. Ora!
O produto mr?(0(t))@’(t), entre 0 momento de inércia e a velocidade angular, é a
quantidade de movimento angular, quantidade que se conserva segundo o que foi
visto na Secdo 8. Isso significa que o produto

mr(0(1))6'(t) = L

ndo depende de t. Essa é uma conclusdo interessante. Nao se conhece a fungdo
A(t); no entanto, pode-se calcular a derivada e concluir que A’(¢t) = L/2m é cons-
tante. Desta conclusdo, e usando de novo o teorema fundamental do Calculo, a
drea varrida entre os instante #; < t, ¢ dada por

Alt) —A(h) = /ttzA’(t)dt = %(rz —1)

Isso significa que a drea varrida entre dois instante é proporcional ao intervalo
de tempo. E clara agora a lei de Kepler: o raio varre dreas iguais em intervalos
iguais de tempo.

Nesse argumento o passo importante foi concluir que a derivada da fungdo A(t)
¢ constante, o que foi possivel gracas as coordenadas polares e a conservaciao da
quantidade de movimento angular (e ao teorema fundamental do Calculo!).

Outra observacdo interessante € que a propria conservagdo da quantidade de
movimento angular ja indica como a velocidade da Terra se comporta ao longo da
6rbita. Isso porque, como o produto m7>(0(t))@’(t) = L é constante, se a distancia
r(0(t)) diminui, entdo a velocidade 6’(r) aumenta de forma a manter o produto
constante. O que a lei de Kepler diz de interessante é que os aumentos e as dimi-
nui¢des ocorrem de forma a conservar a drea em intervalos fixos de tempo.

Energia potencial de um reservatério

Os exemplos de coordenadas cilindricas estudados até aqui introduziram as coorde-
nas polares no plano €xy e consideram z como fungdo de r ¢ 6. Nesses exemplos
os dominios eram na forma R,g, € claro que sdo exemplos importantes.

No entanto, vale considerar outras situagdo, em que z é variavel independente,
por exemplo. E o caso de um reservatério na forma de um hemisfério de raio R e
abastecido de dgua até a altura H. Veja as proximas figuras. A regido Q ocupada
pela dgua pode ser descrita por

0={(xy2:; X +yY+7 <R e 0<z<H}
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=)
=

Em coordenadas cilindricas, com % = x% + y2, a regido € dada por
0={(r6,2); P+ <R* e 0<z<H}

Nas figuras anteriores, a da esquerda ilustra a regido Q. De 14 se percebe que,
na forma R,g, Q € a unido de duas regides: uma em que z é limitado por H (a figura
do meio) e outra em que z é limitado pela fun¢do v R? — r2 (a figura da direita).

No entanto, Q ¢ uma regido na forma Rg,, em /é-/ I h“%
que r pode ser visto como funcgdo de 6 e z em Yy = r:” R; ;\2
toda a regido. De fato, isolando r da desigualdade I z Y
r? + 72 < R?, obtém-se que | T ™
R

0={(r6,2):0<0<2m, 0<z<He0<r< \/R27_Z2}

que € uma descricio pronta para a integracdo. Veja a figura acima. Por exemplo, o
volume de Q é dado por

2 rH VR2-72
V:/// dxdydz:///Ardrdez:/ / / rdr | dzd®
Q Qo 0 Jo 0

1 21 H 1 o H3 .
:_/ / (R* —2*)dz ) d6 = —/ RH—— ) d0 = ~H(3R*— H?)
2 Jo 0 2 Jo 3 3

Como verificacdo, o volume de Q se anula se H for nulo, que € o caso em que o
reservatorio esta vazio. Também, se o reservatorio estiver cheiro, isto €, se H = R,
entdo o volume € igual ao volume de um hemisfério, como esperado!

Considere agora o problema de calcular a energia potencial armazenada no
reservatorio, cdlculo que pode ser feito como nos outros casos, primeiro fazendo
um cdlculo local, usando parti¢des, e depois somando todos os resultados locais,
por meio das somas de Riemann.

Para o célculo local, deve-se lembrar que, se uma particula de massa m esta a
uma altura / do solo, entdo a sua energia potencial é mgh, onde g é a aceleracio

da gravidade.
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Considerando cada ponto (x,y,z) do reserva-
/ __ “‘\ tério como uma particula de volume infinitesimal
— dxdydz (usando particdes), a massa do ponto é
/ dm- \  dm= &ydxdydz, onde & ¢ a densidade da dgua.
g ___J. Como o ponto (x,y,z) estd a uma altura z do solo
B - (o plano Oxy), a sua energia potencial é

dE =dmgz = gz0pdxdydz

Somando-se todas essas energias infinitesimais (somas de Riemann), obtém-se
que a energia total do reservatério é dada por

E:///ngéodxdydz:///ngéordrdedz
—gao/zn/ (/ o zrdr) dzdezgao%/om </OH(R2zz3>dz> a6

o H2 H4
=g& 2/ < R*— - T) de = ggaon(szsz)

Novamente, como verificagdo, a energia potencial € nula se o reservatdrio
estiver vazio (H = 0). Também, néo ¢ dificil ver que E = E(H) é uma fungdo
crescente da varidvel H, alcangando o valor mdximo quando o reservatdrio estiver
cheio (H = R), como esperado!

Uma pergunta interessante € a seguinte: se toda a massa do reservatorio esti-
vesse concentrada em uma Unica particula, a que altura essa particula deveria estar
para ter a mesma energia potencial do reservatério? Ora! Se a particula estiver
a uma altura hg, a sua energia potencial é Mghy, onde M = &V é a massa do
reservatorio. Para que essa energia seja igual a do reservatério, deve-se ter

Mghy=E = /// g2 6y dxdydz
Qg

Isolando hg e cancelando g, obtém-se que

_ JfJpzdodxdydz c_/_/ M\
0 — f f fQ 6() d.x dy dZ ,/ __' . \“‘-.
z \
Surpresa! A expressdo de hg é a da coorde- fl_ 3 —3

nada z do centro de massa. Assim, sy = Z.
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Resumindo, a energia potencial do reservatério pode ser calculada concen-
trando toda a massa no seu centro de massa. Muito elegante!
Calculando, obtém-se que a expressdo de i é um pouco complicada:

3 2R?*—H?

ho=>"H>
0T 47 3R 2

No entanto, como verificacio, se o reservatorio estiver cheio, com H = R, esse
valor é hy = 3R/8, que coincide como o centro de massa de um hemisfério homo-
géneo. Muito bom.

Potencial gravitacional

O potencial gravitacional entre duas particulas é diretamente proporcional ao pro-
duto das massas e inversamente proporcional a distancia entre elas. Por exemplo,
se uma particula estd na origem, a outra em P = (x,y,z) e as massas sdo m; e my,

entdo o potencial é
Gm1 my Gm1 my

V(P) = -
1P VX2 +y2 4 72

onde G € a constante gravitacional. Calculando as derivadas parciais obtém-se que

Gm1 my Gm1 my

VV(P) = (x2+y2+z2)3/2 (x,y,z) - - HPH3

P (9.8)
Assim, o gradiente de V € a forca gravitacional, e daf a importancia do potencial.

No entanto, no cdlculo do potencial entre dois corpos que ndo sio particulas,
como calcular a distancia entre eles? No caso dos planetas, com simetria esférica,
Newton mostrou que basta calcular a distancia entre os centros de massa, e essa €
a situacdo a ser estudada a seguir.

mlp Suponha, entdo, que a Terra seja uma esfera
! de densidade & e raio R, e considere o problema

1Pl de calcular o potencial gravitacional entre a Terra
= e um satélite de massa m e a uma altura H do
in\ P centro de massa da Terra, com H > R.
_ "_.‘ﬂ E claro que cada ponto da Terra estd a uma
® — distancia diferente do satélite, e o potencial gra-

vitacional deve ser calculado considerando essas
diferencas. Veja a figura ao lado.

Introduza coordenadas @'xyz em que o centro de massa da Terra estd na origem
e o satélite estd em Py = (0,0,H), e indique por Q a regido ocupada pela Terra.
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Usando uma linguagem abreviada, um elemento de volume dxdydz em torno
do ponto P = (x,y,z) € Q tem massa dm = &ydxdydz e estd a uma distincia
|P— Py|| = /x> + 2+ (z— H)? do satélite.

Segue-se que o potencial gravitacional gerado por esse ponto é

Gmdm Gmoydxdydz
[P=Poll /x> +y>+(z—H)?
A grande vantagem da integral estd em que, por meio das somas de Riemann,

ela é capaz de somar todos esses potenciais infinitesimais dV’s, resultando no po-
tencial total entre a Terra e o satélite. Assim, o potencial total é

VZ///Q /2 +),Gzni6(()ZH)2 dxdydz

Mais ainda, pode-se usar coordenadas esféricas para o célculo desta integral.
De fato, a Terra é aregido Q = {(p,0,9); 0<p <R, 0<0<2m e 0< ¢ <7}
em coordenadas esféricas, onde x> +y? +z2 = p2 e 7 = p cos(¢). Daf se segue que

AV (P) =

P4y (z—H)P? =2 +y* +2 —2Hz + H* = p* —2Hpcos(9) + H’

Finalmente, usando a expressdo do jacobiano J(p,0,¢) = p%sen(¢) em coor-
denadas esféricas, segue-se que o potencial é dado por

G 2
V= ///A mop=sen(@) 4049
6 \/p?—2Hpcos(9) + H?
O cdlculo desta integral pode ser feito notando que —cos(¢) aparece no de-
nominador, e a sua derivada sen(¢) aparece no numerador. Isso sugere calcular
primeiro a integral na varidvel ¢ usando a mudanga u(¢) p%—2Hpcos(¢)+H?>.

Entio du = 2Hpsen(¢)d¢ e, além disso, u(0) = p> —2Hp +H> = (p —H)? e
u(rw) = p>+2Hp +H? = (p + H)?. Daf se segue que

] 2
[ Grip>sen(9) . Gndy [ Ly Gy 4]
\/p —2Hpcos(¢)+ H? 2H  Ju(0) 2H (p—H)?

~ Gmdy

Gmdy
——P(p+H|=|p—H|) = —=2p

onde foi usado que |[p —H|=H — p, pois p < H.
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Pronto, essa foi a parte dificil! Isso porque daqui em diante o célculo € trivial:
2
v::/%%\ Gmdop~sen(®) 404040
0 +/p2—2Hpcos(¢)+H?
21
_/ / / Gmdyp?sen(9) 46 | dpde
V/p2—2Hpcos(¢) + H?
2n R 3 2@
_1/ (/ Gm%z %m>d9_—ﬁaﬂ%- ML_QT&4 R
0

Incrivel! Nessa igualdade 47R3/3 é o volume e M = &y47nR*/3 é a massa
da Terra. Assim, o potencial € igual a V = GmM /H, que é o mesmo entre duas
particulas de massas m e M a uma distdncia H uma da outra. Foi isso o que Newton
demonstrou, que o potencial pode ser calculado considerando as distancias entre
os centros de massa. O impressionante € que ele fez isso sem as integrais!

Em relagdo a forca gravitacional, é claro que V =V (H) é uma fun¢fo da altura
H do satélite. Ora! Por simetria, se o satélite estiver em P = (x,y,z), o potencial é

GM GM
V=V(P)=-"2"= -
1Pl /a2 4y2+22
Calculando as derivadas parciais como em (9.8), obtém-se que VV (P) = (H;fA’/IHTP

¢é a expressdo da forga gravitacional entre a Terra e o satélite. Assim, também a
forca pode ser calculada a partir da distdncia entre os centos de massa.

Exercicios

1) Considere a ampulheta dada pela rotagdo da func¢do y(z) = cos(z) +1+h em
torno do eixo Oz, com 0 < z < 2w e h > 0, de modo que a areia passa do compar-
timento superior para o inferior através de um orificio de raio 4. Suponha que a
areia ocupe todo o compartimento superior no instante t = 0, e que o volume de
areia que passa pelo orificio até o instante ¢ > 0 seja igual a 7°th?. Indique por
T =T(h) o tempo que a areia leva para passar de um compartimento para o outro,
e por (r,0,z) as coordenadas cilindricas da ampulheta. Julgue os itens a seguir.

a) A coordenada r estd em um intervalo que depende apenas de z.
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b) Em coordenadas cilindricas, a ampulheta L2540,
corresponde a um sélido de base quadrada. ““:*————f” '
¢) Em termos de &, o volume da areia € igual a
n2(9/2+4h+h?).

d) T(1) é maior do que 4.

e) Se T(h) =3, entdo h > 2.

2) Considere uma antena parabdlica com 2 m de raio e 2 m de altura, cuja forma
¢ a de rota¢do de uma pardbola em torno do eixo &'z, conforme ilustra a figura a
seguir. Suponha que a antena esteja inclinada em 45°, de modo que a vertical fique
representada pelo vetor N = (0,—1,1). Nesse caso, a antena pode acumular dgua
da chuva, e indique por Q a maior regido que pode ser ocupada pela dgua.

a) Determine o dominio e a fungdo f: D — R de
modo que a antena possa ser descrita como o
gréfico de f.

b) Determine a equacio do plano que é ortogonal
a N e que passa pelo ponto (0,2,2).

¢) Descreva Q em coordenadas cartesianas.

d) Descreva Q em coordenadas cilindricas.

e) Calcule o volume de Q.

3) A atmosfera alcanga cerca de 100 x 10° m e tem massa aproximada de 5,1 x
10'8 kg. Suponha a Terra esférica de raio R m e denote por Q a regido da atmosfera
situada entre o nivel do solo e um altura de 4y m. Suponha ainda que a densidade
nessa regido, em kg/m> e na altura de & m, possa ser aproximada pela funcio
0(h) =a—b(R+h), em que a e b sdo constantes apropriadas.

a) Obtenha a expressdo da regido Q em coordena- _

y N
das cartesianas. y \>\/
f )
b) Obtenha a expressdo da regido Q em coordena- | \
das esféricas. In .j
¢) Calcule a massa M de Q em termos das cons- \\ //'
tantes a, b, R e hg. h y
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d) Suponha agora R = 6.370 x 10° e hy = 3 x 10>. Entdo as constantes
a=619,09 e b=9,7 x 107> fornecem um bom modelo para a densidade.
Verificar que, neste caso, M é maior do que 1,5 x 10'%.

e) Nas condicOes acima verifique que, apesar de a altura de Q ser de 3% da
altura total, essa regido concentra mais de 30% da massa da atmosfera.

4) O campo elétrico E(P) gerado por uma bola uniforme de raio R com carga
total ¢ é dado por E(P) = P se |P|| <R e por E(P)

= — P
ATEoR? ameo||PPT

|P|| > R, onde P = (x,y,z) é um ponto genérico de R®. A energia potencial U
correspondente a esse campo, que é o trabalho requerido para agrupar as cargas,
pode ser calculada por meio da integral

E &
o =2 [ 1B dxdyaz
4meyR? R3

I

a) Encontre a expressdo de ||E(P)||* nos casos

em que ||P|| <Re||P| >R.

b) Expresse o resultado acima em coordena-
, das esféricas.

&
c) Calcule 30 // | E (x,y,2)||* dxdydz, onde Bg é a bola de raio R.
Br

d) Calcule %// |E(x,y,2)||* dxdydz onde Q, = {P € R*; R < |P|| < a}.
Qa
Em seguida, passando o limite com a — oo, calcule a energia total U.

e) A energia de um sistema de duas cargas de magnitude ¢/2 separadas por
uma distancia d é ¢ /167&yd. Determine d para que a energia deste sistema
seja igual a energia U.
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10 Integrais de linha

Integrais de linha - |

Depois das derivadas parciais e das integrais multiplas, o préximo passo € estudar
a relacdo entre esses dois conceitos. No caso de uma varidvel, essa relacdo é o
Teorema Fundamental Calculo; no caso de varias variaveis, recebe os nomes de
Teorema de Green, de Gauss ou de Stokes.

Lembrando: teorema fundamental do Cdlculo
De inicio vale lembrar alguns conceitos bem familiares.

Para calcular a integral de uma fungdo
f:la,b] — R, basta determinar uma primitiva,
isto €, uma fungdo F(r) tal que F'(r) = f(t) su)
V't € (a,b). Nesse caso, segundo o Teorema Fun-

damental do Célculo, a integral é dada por

[ swar=rw) @

i b

s

O conjunto {a,b} dos pontos extremos € dito o bordo do intervalo, e ¢ comum
a notacdo d[a,b| = {a,b} para indicar esse bordo.O curioso da igualdade acima
¢ que a integral depende do valor da fungdo f ao longo de todo o intervalo [a,b],
enquanto que a diferenga F(b) — F(a) depende apenas dos valores da fun¢do F
sobre 0 bordo do intervalo. E mesmo interessante!

A pergunta agora € bem natural: haveria um andlogo do Teorema Fundamental
para o caso de fun¢des de duas varidveis?

Considere entio D C R e f: D — R uma fungio dada. Como se aumentou
uma dimenséo no dominio, aumentou-se também uma dimensio no bordo dD, que
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agora passa a ser uma curva no plano &xy, como ilustra a figura abaixo.

O andlogo do Teorema Fundamental seria re-
_ lacionar a integral dupla [f, f(x,y)dxdy com a
Lrp) N\ soma dos valores de uma outra funcdo F definida
/ apenas no bordo dD do dominio.
m Ora! A soma dos valores de uma funcio defi-
nida em um conjunto € igual a integral da funcdo
sobre o conjunto. Assim, o primeiro passo para
se generalizar o Teorema Fundamental é estudar
integrais de fun¢des definidas sobre curvas.

Essas sdo as integrais de linha estudadas a seguir.

Integrais de linha de 14 espécie

Como motivagdo, considere o problema de calcular a massa de um fio que corres-
ponda ao intervalo [a,b] e com densidade linear 5: [a,b] — R conhecida.

Como sempre, a ideia é dividir o intervalo [a,b] com uma uma parti¢do
P ={a=ty<t,--- <t,=b}. Aproximando a densidade em [t,_,t;] pelo valor de
g(t,-_l ), a massa desse intervalo é aproximadamente s (ti—1)At;, onde At; = t; — t;
¢ o comprimento do intervalo. Somando-se essas aproximagdes, obtém-se a soma
de Riemann )}, g(t,',l)At,', que é uma aproximacao para a massa do fio, aproxi-
macao tao melhor quanto menor forem os At;.

E claro, entdo, que a massa do fio € dada por

b no~ tiil
8(t)dt = lim 8(ti_1)Ay ! b
/a (Ot = Jm,, & 008

Otimo. Isso resolve o problema no caso em que o fio é reto. Mas suponha agora
que, como ilustrado a seguir, o fio corresponda a imagem de uma parametriza¢do
P(t) = (x(),y(t),z(t)), com € |a,b] e densidade conhecida 8 (P(¢)) no ponto P(r).
Entdo, como calcular a massa desse fio?

<p()

a /’_\
T ——— P Pt + A1),

b

Como j4 se sabe calcular a massa no caso de um intervalo, a pergunta pode ser
reformulada assim: como obter uma densidade & no intervalo [a,b] de modo que,
com essa densidade, o intervalo tenha a mesma massa do fio?
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Ora, essa ¢ uma pergunta familiar, e o segredo da resposta estd em comparar
tamanhos no dominio e na imagem. De fato, supondo que a parametrizacio tenha
vetor velocidade

P(t+ Atr) — P(t)

lim ————~ =P/(¢

L @

pode-se usar a aproximagdo P(t + At) — P(t) ~ P'(t)Ar para At é pequeno. Assim,
nesse caso, o comprimento do fio entre P(¢) e P(r + Atr) pode ser aproximado por

IP(t+Ar) = P(2) || ~ ||P'(¢) | At

Pronto! Af estd a comparagdo procurada: o comprimento do fio entre P(t) e
P(t + Ar) é, aproximadamente, o comprimento do intervalo [t,7 + At] multiplicado
pelo fator ||P'(z)||. Assim, para as integrais de linha, esse fator desempenha um pa-
pel semelhante ao que o jacobiano desempenha para as mudancas de coordenadas.

Voltando ao célculo da massa, divida o intervalo [a,b] com uma parti¢do
P ={a=ty<t - <t, =Db} e suponha que a densidade entre P(f;_;) e P(t;)
seja aproximada por 0 (P(#;—1)). Entéo, como #; = t;_1 + Af;, o comprimento do fio
entre P(t;_1) e P(t;) é aproximadamente

1P(t;) = P(ti-1)|| = [P (ti-1) | Ati
Multiplicando-se pela densidade, a massa entre P(t;_) e P(t;) é aproximadamente
S(P(ti1)|IP (1) 1At = 8(ti-1)As

onde foi usada a notagédo 3(;) =06(P(t))||P'(1)|. Ora, g(t,»_l )At; é a massa do in-
tervalo [t;,_1,%;] se for escolhida a densidade S em [a,D]. Assim, essa é a escolha
que faz com que, localmente, as massas do dominio e da imagem sejam aproxima-
damente iguais. E também a escolha que faz com que as massas totais sejam as
mesmas! De fato, as massas totais, do fio e do intervalo, podem ser aproximadas
pelas somas de Riemann

n
Y 8(P(ti-)|P (ti-1) | At = Z5tl 1)AL;
i=1

aproximacdes tdo melhores quanto menores forem os Af;. Passando o limite com
|Z|| — 0, é claro, entdo, que as massas sdo dadas por

b b
| seuniPola= [ 5w
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m Exemplo 10.1 Calcule a massa do fio de pa-
rametrizagﬁo P(t) = (cos(t),sen(t),t) com densi-
dade 8(P(r)) = ||P(1) [0,27]. n

Solucdo. O fio estd ilustrado ao lado, e de 14
se percebe que a sua projecdo sobre o plano Oxy
€ um circulo de raio 1. A componente vertical é
o proprio pardmetro ¢, que alcanca a altura 27 ao
longo do eixo ¢’z. Em razdo desta forma, o fio é
conhecido como uma hélice.

A massa é facil de calcular, pois P'(r) = (—sen(z),cos(t),1) tem norma cons-

tante |P'(t)|| = /2. Além disso,

M= /5
:ﬁ<2x+

Com densidade 1 a massa

como §(P(t)) = ||P(¢)||* = 1412, segue-se que

2r
HPmm:A(HfNMt

(27r)3> _ 27m\/2

2
3 3 (3+4n°)

O

coincide com o comprimento, que ¢ dado por

J%||P'(z)||dt. Em particular, o comprimento entre P(a) e P(t) é dado por

= [1P@as

A figura anterior ilustra essa igualdade. A derivada desta fungao é

e é comum a notagdo ds = ||P'(t

caminho. Essa notagdo significa

d /
SO =1P@)]

)|| dt, que é o elemento comprimento de arco do
que uma pequena variacdo df no comprimento do

dominio provoca uma variagio ds = ||P'(¢)|| df no comprimento da imagem.
Em geral, dada uma parametrizagdo P(t) = (x(¢),y(t),z(t)), com ¢ € [a,b],

indica-se por C a sua imagem,

e diz-se que C é o caminho de parametriza¢io

P(¢). Uma boa comparagio estd em supor que C representa uma estrada e P(t)
uma maneira particular de percorrer essa estrada.

Em vdrios argumentos € importante que o elemento comprimento de arco
ds = ||P'(1)||dt esteja definido e ndo se anule. Nesse caso, segundo a préxima
defini¢do, a parametrizacdo ¢ dita regular.
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Definicdo 10.1 A parametrizacdo P(t) = (x(z),y(t),z(t)), t € [a b] do cami-
nho C é dita regular se tem vetor velocidade P'(r) = (¥'(¢),y'(¢),Z () continuo
e, além disso, ||P'(¢)|| ndo se anula para todo € [a,b].

Se P(t) é uma parametrizagdo regular de um caminho C, usa-se a notagio

Lras= [ rewpipwia

para indicar a integral da funcdo f sobre C, integral que € dita a integral de linha
de 12 espécie de f sobre C. Por exemplo, se f for a densidade, entdo a integral € a
massa. Mas a integral pode ter outros significados, como se verd a seguir.

= Exemplo 10.2 Calcule o centro de massa do fio do Exemplo 10.1. n

Solucdo. O primeiro passo €, a partir de um comprimento infinitesimal
ds = ||P'(t)|| dt em torno do ponto P(t), determinar a massa infinitesimal

§ds = 8(P(1))||P (1) dr

O préximo passo € determinar o momento de massa desse ponto em relagdo aos
tr€s planos coordenados. Por exemplo, para o momento de massa em relagdo ao
plano Oyz, deve-se calcular a distincia x do ponto P(t) = (cos(t),sen(z),) a este
plano. Mas € claro que essa distancia é dada por x = x(¢) = cos(). Multiplicando-
se essa distincia pela massa 8 ds, obtém-se que 0 momento de massa do ponto P(r)
em relagdo ao plano Oyz é dado por

x8ds = x(1)8(P(1))|P'(¢)| dt

O ultimo passo é somar todos esses momentos ao longo de C. A rigor essa
soma deveria ser feita por meio das somas de Riemann. Mas esses passos ja sdo
conhecidos, e € claro que a soma de todos os momentos é dada pela integral

/xéds:/an(t)é(P(t))HP’(t)Hdt
C 0

Otimo. Essa é outra interpretacdo das integrais de linha de 1¢ espécie: podem
ser usadas para calcular o momento de massa do caminho em relacdo a um dos
planos coordenados. Serve também para calcular as coordenadas do centro de
massa, que, no caso da coordenada X, ¢ dado por

Joxods
Job6ds

X =
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onde a massa [0 ds foi calculada no Exemplo 10.1. A outra integral, dada por

2 2
/x5ds:/ x(t)é(P(t))HP’(t)Hdt:/ cos(t)(1+12)V/2dt
C 0 0

é um pouco chata de calcular, em razdo do fator #>. Mas ela pode ser calculada
usando integragdo por partes, e € igual a [-x0ds = 4m+/2. Juntando as pecas do
quebra-cabeca e simplificando, obtém-se que

6
¥x=—-—r~0,1412
T3 T
As outras coordenadas sdo calculadas de forma andloga, e sdo dadas por
—67 3r(1+27?) <
y= ~—0,4437 e 7= ——— ~4,6014
YT 3 “CT T3 i

A figura ao lado ilustra essas coordenadas, e pa-
rece estranho que 7 seja tdo alto. Mas isso se deve a
que a densidade € maior em pontos afastados da ori- N
gem, deslocando o centro de massa para cima. U e

= Exemplo 10.3 Calcule o comprimento da curva de equagdo x2/3 + y2/3 = ¢2/3,

Solucdo. A curva estd ilustrada na figura seguinte, e é conhecida como uma
hipocicloide. O comprimento pode ser calculado das maneiras indicadas a seguir.

Solucdo 1. Indique por C a parte da hipocicloide
que estd no primeiro quadrante. Por simetria, o
comprimento total € quatro vezes o comprimento
de C. Além disso, C é o gréfico da funcio

y=f(x) = (a®?=x*3)3? com xel0,d]

grifico parametrizado por P(x) = (x, f(x)), com
x € [0,a]. Veja a figura ao lado.

O vetor velocidade é entdo P'(x)=(1, f'(x)) e, portanto, o comprimento de C é

/Cds _ /0 1P (x)|dx = /0 J1+ ()2 dx

igualdade que € bem conhecida nos cursos de Cdlculo em uma variével.
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Em geral, e em razdo da raiz no integrando, o cdlculo do comprimento de
curvas ndo é muito simples. No entanto, para a hipocicloide, os célculo ficam bem
faceis. De fato, calculando, obtém-se f'(x) = —(a*3 —x?/3)1/2x~1/3 e, portanto,

1+f’()€)2 =1+ (02/3 7x2/3)x—2/3 — aZ/3X—2/3 — (al/3x—1/3)2

E fécil entdo extrair a raiz e obter que

a a 3
d:/\/1+’ 2d :/ By 1B gx==
/Cs A f(x)?dx | altx x=3a

Esse é o comprimento de 1/4 da hipocicloide. O comprimento total é 6a.

1/3 1/3

Solucdo 2. Com a mudanga u = x

(@'P)2 = /3 = 23 423 = (5132 L (313)2 = 42 112

ev=y/’, aequagdo da hipocicloide

transforma-se na equacio de um circulo de raio a'/3, circulo que pode ser para-

metrizado por u(t) = a'/3cos(t) e v(t) = a'/?sen(r) com ¢ € [0,27]. Voltando s
varidveis x e y, obtém-se que a hipocicloide pode ser parametrizada por

P(t) = (acos’(t),asen’(t)), t € [0,2x]

Essa parametrizacdo € curiosa porque, apesar de a hipocicloide ter “bicos”,
ou pontos onde ndo tem reta tangente, a parametrizacido é derivdvel em todos os
pontos ¢ € [0,27]. No entanto, ndo é uma parametrizagio regular, uma vez que

P'(t) = (—3acos?(t)sen(t),3asen*(t) cos(t)) = 3asen(t) cos(t) (— cos(t),sen(t))

e, portanto, ||P'(¢)|| = 3a|sen(t) cos(¢)| se anula nos pontos ¢ € [0,27] que sdo muil-
tiplos de 7/2. Vale entéo voltar a restringir a hipocicloide ao primeiro quadrante,
e considerar valores de ¢ € (0,7/2). Nesse intervalo, o comprimento da curva é
/2 , /2 3 ) /2 3
| IOl =3a [ sen(tycos()dr = a3 sen’(0)] = Sa
0 0 2 0 2
que € o mesmo valor obtido na solug@o anterior.
Esse exemplo ilustra a importancia de verificar se a parametrizacdo é regular.
Do contrério, um célculo desatento poderia concluir que o comprimento seria
2

4 4 3
/ 1P(1) || dt = 3a / sen(t)cos(r)dr = a sen(r)| " =0
0 0

0 que nao faz sentido! O
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Integrais de linha - I

Além do comprimento e da massa, as integrais de linha podem ser usadas para
calcular o trabalho de uma for¢ca ao longo de uma trajetdria, ou a diferenca de
potencial gerado por um campo elétrico ao longo de um circuito. Mas, antes, vale
estudar algumas propriedades bésicas dessas integrais.

Lembrando: mudanca de varidveis em integrais simples

Em uma parametrizacao reﬁular P:la,b —>/Rﬁ3, o elemento comprimento de arco
compara pequenos tamanhos df do dominio como os respectivos tamanhos

ds = ||P'(t)||dt da imagem. Assim, o comprimento de arco desempenha um pa-
pel semelhante ao do jacobiano dxdy = |J(r,0)|drd6® em coordenadas polares.

2 o /’p\ \ds

No entanto, chama a atenc@o um fato curioso. Todas as comparagdes de ta-
manho envolvem nimeros positivos. Afinal, tamanhos sdo sempre positivos. Mas
isso ndo acontece na mudanca de varidveis das integrais simples! De fato, com
uma mudanga x = g(¢), usa-se a comparacgdo dx = g’(¢)dt sem a menor cerimdnia,
mesmo que g’ () seja negativa.

O que explica essa curiosidade € o fato de a integral simples ser orientada, no
sentido de que [, f(x)dx = — |, ab f(x)dx. Veja os detalhes no lema a seguir.

Lema 10.1 Sejam f: [a,b] — R uma fungdo continua e g: [c,d] — [a,b] uma
fungio de classe C! tal que g'(¢) # 0 para todo ¢ € [c,d]. Entdo

b d
| r@dx= [ fenle o)l
a ¢ u

Demonstragdo. Como g'(7) ndo se anula, ela também ndo muda de sinal. Assim,
ou g'(t) > 0 ou g’'(t) < 0 ao longo de todo o intervalo [c,d], conforme ilustram as
figuras a seguir.

No caso em que g’(¢) > 0 ndo tem muito o que fazer, pois |g'(r)| = g’ () e g pre-
serva a orienta¢do dos intervalos, no sentido de que, quanto ¢ percorre o intervalo
[c,d] de ¢ para d, a imagem x = g(¢) percorre o intervalo [a,b] de a para b.
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g)>0 gt <0

Assim, a = g(c) e b = g(d), e, usando a mudanca em integrais simples j4 vista
anteriormente, segue-se que

/abf(X)dx: /Cdf(g( )t = / F2(0)1g (1) de

No caso em que g'(t) < 0, tem-se que |g'(r)| = —g'(¢), e a fungdo g inverte a
orientagdo dos intervalos, no sentido de que, quando ¢ percorre o intervalo [c,d] de
¢ para d, a imagem x = g(¢) percorre o intervalo [a,b] de b para a. Veja a figura
acima. Assim, a = g(d) e b = g(c), e usando mais uma vez a mudanga ji vista
anteriormente, obtém-se que

[ reas= [ rtgyg0a = [ 50
—/f War = [ riae)lg @)

Resumindo, em qualquer caso vale a igualdade | ab f(x)dx= | Cd flg(n)|g (2)|dzr.
Isso significa que, se mantidas as orientacdes dos intervalos, pode-se usar a com-
paragdo dx = |g/(¢)|dt, que inclui 0 médulo como nos outros casos. O

Reparametrizacdo de caminhos

Um caminho pode ser parametrizado de diferentes maneiras. Uma boa comparagao
é o caminho com a estrada, e a parametrizagdo com uma forma de percorré-la.
Entdo, para medir o comprimento da estrada, deve-se fazer o percurso, mas € claro
que o comprimento ndo depende da forma particular em que o percurso ¢ feito.

E isso que serd mostrado a seguir.

Por exemplo, considere o caminho C cor-
respondente ao semicirculo superior de equagdo
x?>+y?>=R? com y > 0. Como C é o gréfico da
fun¢do f(x) = VR? —x?, é claro que ele pode ser ~ —R X R

[
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parametrizado por P(x) = (x, f(x)), com x € [—R,R], como ilustra a figura acima.
O vetor velocidade é entdo P'(x) = (1, f'(x)) e, calculando, obtém-se que
ds = |P(x)]| dx = ——— dx
VR2 — 2
que ndo é uma expressdo facil de se integrar. Mas C pode ser reparametrizado de
forma a que o novo elemento comprimento de arco seja muito facil de se integrar.

De fato, seja g: [0,7] — [~R,R] a mudanga g(t) = Rcos(t). E uma mudanca
que inverte a orientag@o dos intervalos, pois a derivada g’ (1) = —Rsen(t) é negativa
para todo ¢ € (0,7m). Apesar disso, é uma mudanga conveniente, pois permite
definir uma nova parametrizagao P de C dada pela composta

B(r) = Plg(r)) = (g<r>, R —g<z>2) — (Reos(r). Rsen(1))

Surpresa!l A composta P € a parametrizacdo de C em coordenadas polares.
Pela regra da cadeia, o vetor velocidade desta nova parametrizagao é

(1) = P'(g(1)g (1) = (1, (g(¢)))g'(t) = (—Rsen(r), Reos(r))

e, portanto, ||P'(¢)|| = R. Em particular, como esperado, o comprimento de C é

T T
/w:/Hmmm:/Rm:m
C 0 0

Desses célculos vem uma pergunta interessante. O comprimento € calculado
por meio de uma parametrizacdo. Mas, se o caminho admite varias parametriza-
coes, qual delas usar para calcular o comprimento? De acordo com o préximo
resultado, pode-se usar qualquer uma: todas levam ao mesmo comprimento.

Teorema 10.1 — Independéncia da parametrizacéo. Supor P: [a,b]—R?
e P: [c,d] — R? parametrizagdes regulares de C e f: C — R uma funcio conti-
nua. Entao

d N b
| FEONPOldr = [ 1(P@)IP G dx
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Demonstragdo. Escolhendo-se uma mudanga de coordenadas g: [c,d] — [a,b],
pode-se supor que P(t) = P(g(t)), como ilustra a figura anterior. Entdo, pela regra
da cadeia, P'(r) = P'(g(t))g'(¢), e, portanto, |P'(1)|| = ||[P'(g(¢))|||¢’(¢)]. Usando
agora o Lema 10.1 com a mudanga x = g(7), tem-se que dx = |g'(¢)|dt, e, portanto,

[ @B @ = [ eI Old = [ PP @

0 que conclui a demonstracio. O

= Exemplo 10.4 Calcule o centro de massa do caminho C correspondente ao se-
micirculo de equacio 2+ y2 = R?, com vy > 0, e com densidade constante ). =

Solugcdo. O comprimento 7R de C ja foi calculado acima. Como a densidade ¢é
constante, a massa é M = TRJy.

Por simetria € claro que X = 0. Veja a figura. Para y, escolhendo a parametriza-
¢do P(t) = (Rcos(t),Rsen(t)), com ¢ € [0, ], tem-se que ||P'(r)|| = R. Logo

/yéodSZ/ﬂRsen(t)éoRdt:ﬂ?Zéo
c 0

e, portanto, ¥ = 3; [»y8ds = 2R/m. A figura ao
lado ilustra o ponto (X,). O

Como um exercicio, vale repetir esses cdlculos usando a parametrizacido
P(x) = (x,VR*—x?) de C.
Componente tangencial da forca

Para ser usado logo a seguir, considere o pro- F
blema de calcular a componente tangencial de iF_rP,
uma for¢a que atua no deslocamento de uma par- b
. . s . Ir
ticula. Esses cdlculos ja foram feitos antes, mas
vale lembré-los rapidamente.

De acordo com a figura acima, a projecdo ortogonal da for¢a F sobre o vetor
P’ é o vetor rP’, onde r deve ser escolhido de modo que F — rP’ seja ortogonal a
P'. Para isso, basta notar que esses vetores sdo ortogonais se, € somente se,

0=(F—rP P)=(FP)—r(P P)
Usando que (P, P') = ||P'||? e isolando r, obtém-se que r = <‘FP|2> , €, portanto,

1P|
o B <F P > P’
r = = s

1717 121/ 1P
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. / , o, . . .
Esta é a componente tangencial da forca. Como ﬁ € unitério, a intensidade
P/

da componente é ||rP'|| = |(F, m> |. Outro aspecto importante € o sinal do nimero
/ . . . . ~

(F, ﬁ% que ¢ o mesmo sinal de r. Ele indica o sentido da componente em relacao

ao vetor velocidade: se positivo, a componente tem o mesmo sentido de P’; se

negativo, tem sentido contrario.

 F F

rP' P P
r>0 r=0 r<o0

Integrais de linha de 2¢ espécie

Suponha que uma particula se desloca em linha reta de um ponto a até um ponto b
sujeita a uma forga F' que s6 depende da posigao ¢ da particula. A forca € positiva
se tem o sentido do deslocamento, e negativa caso contrdrio. Veja a figura a seguir.

F>0 Se F €& constante, entdo o trabalho Wap
D — . = ’
realizado por F ao longo do deslocamento é
a — t b R
F<0 W, = forga x deslocamento = F (b — a)

Se F = F(t) ndo é constante, divida o intervalo [a,b] com uma particio
P ={a=1ty<t---<t, =b} e suponha que a forca entre os pontos #;_; e t;
seja aproximada por F (ti—1). Entdo, o trabalho entre #;_; e #; pode ser aproximado
por AW, ~ F (t,-,l)ét,-, e o trabalho total pode ser aproximado pela soma de Rie-

mann Wy, =~ Y1 | F(t;_1)At;, aproximagdo tdo melhor quanto menor forem os Az;.
O trabalho total é dado entdo por

b/\
Wap = / F(t)dt
a

Otimo. Isso resolve o problema no caso em que a trajetdria é reta. Mas supo-
nha que, como ilustrado a seguir, a trajetdria seja o caminho C de parametrizacio
P(t) = (x(t),y(t),z(t)), com t € [a,b], e que se conhega a forga F(P(t)) no ponto
P(r). Como calcular o trabalho nesse caso?



10.0 Integrais de linha - |l 237

2(b)
F(P
a ; b m f - (P,g))
P (1)
P(1)

Como ja se sabe calcular o trabalho no caso de um intervalo, a pergunta pode
ser reformulada assim: como obter uma forca F em [a,b] de modo que o trabalho
realizado por essa forca seja igual ao trabalho realizado por F ao longo de C?

Ora, essa € uma pergunta familiar, e j4 ndo hd mais segredo em responde-la!
De fato, o primeiro passo € localizar os calculos em torno de um pequeno intervalo
[t,¢ 4 At] e supor que a forca seja constante e igual a F(P(t)) ao longo do trecho
entre P(1) e P(t + Ar).

Como apenas a componente tangencial realiza trabalho, deve-se projetar a
forca sobre o tangente, além de considerar o sentido da projecdo. Procedendo
assim, e ja considerando o sentido, a intensidade da forca tangente é dada por

P'(1)
Fr(Ple) = (F(PO). 10 )
1P/ (@)l
Como o deslocamento entre P(r) e P(¢ + At) é aproximadamente ||P'(¢)]|At, o tra-
balho AW realizado pela forca entre esses dois pontos é aproximadamente

P\,
0] > 1Pl

AW = Fr(P(1))||P'(t)||Ar = <F(P(’))’

— (F(P(1)),P'(t)) At = E (1)

onde foi usada a notagio F(t) = (F(P(t)),P'(r)). Ora, com essa escolha, o pro-
duto F(¢)At ¢ o trabalho realizado por F no intervalo [r,7 4+ Ar]. Assim, essa é a
escolha que faz com que, localmente, os trabalhos no dominio e na imagem sejam
aproximadamente iguais. Usando particdes e somas de Riemann, ndo € dificil ver
que essa também € a escolha que faz com que os trabalhos totais sejam os mesmos,

trabalhos que sdo dados por

W:/b<F(P(z)),P'(z)>dt:/bﬁ(z)dz

a
Em geral, se F' ¢ um campo de vetores (forca, velocidade, ...), diz-se que
P'(t)

b / b /
|eras= [ (F (PO, ) 1P (Ol = | F @) P o)
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¢ a integral de linha de 2¢ espécie de F sobre C, onde T = H P’gg\l ¢ o vetor tangente

unitdrio. Outra notagdo é usando as componentes F = (L,M,N) do vetor F. Nesse
caso, uma vez que (F(P(t)),P'(t)) = L(P(t))x'(1) +M ( () (1) + N(P()Z (1)
¢ comum a notacdo

b
L T)ds = [P 0+ M) O +N PO 0] ds
- /C Ldx+Mdy+ Ndz

s Exemplo 10.5 Calcule o trabalho da forca de gravidade ao se deslocar uma
particula de massa m ao longo da hélice P(t) = (cos(¢),sen(z),t), com t € [0,27].

n
"

Solucdo. Indicando por F a forca de gravidade
que age sobre a particula, é claro que ||F || = mg,
onde g é a aceleracio da gravidade. E claro
também que F tem a direcdo e sentido do ve-
tor (0,0,—1), e, portanto, a sua expressio ¢
F(P) = (0,0,—mg). Veja a figura ao lado.

e

Projetando a for¢a F(P) sobre P'(t) = (—sen(t),cos(z), 1), e usando a expres-
s@o do trabalho W obtida anteriormente, segue-se que

27r 2n
W= / '(t))dt = / —mgdt = —mg2m 0
0

Esse resultado concorda com o fato de que, se uma particula de massa m é
deslocada de uma altura A, entdo o trabalho realizado pela forca gravitacional é
W = —mgh. O curioso desse resultado é que o trabalho ndo depende da trajetéria
da particula, mas apenas das posicdes inicial e final.

Mais adiante serd visto que a forca gravitacional € um caso particular de forcas
conservativas, forcas que desempenham um papel central na fisica newtoniana.

O exemplo a seguir aborda o caso em que a parametrizac@o é regular por partes.

= Exemplo 10.6 Calcule a integral / xydx + zdy + ydz, onde C € o tridngulo de
c
vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) com orientagdo anti-hordria se visto de cima. m

Solucdo. A primeira observagdo € que, com a nota¢do de componentes introdu-
zida acima, deve-se calcular a integral
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/(F,T)ds:/xydx—i—zdy—i—ydz 1
c c

onde o campo de vetores é F(x,y,z) = (xy,z,y). A
segunda observacgao € que, com a notagao da figura,
o caminho é uma justaposi¢do C = C; UC, UGs3,
onde cada C; tem uma parametrizagdo regular. A
integral € entdo definida como a soma

/(F,T>ds:/(F,T>ds+ (F.T)ds+ | (F,T)ds
C C G G

Comecando com a integral em Cj, como esse caminho é um segmento de reta
que parte de (1,0,0) e chega a (0,1,0), ele pode ser parametrizado por

Pi(1) = (1—1)(1,0,0) +17(0,1,0) = (1 —7,7,0) com t € [0,1]

Assim, P{(t) = (—1,1,0) e F(P;(t)) = F(1 —1,1,0) = ((1 —1)z,0,t), e, portanto,

/Cl (F,T)ds = /OI(F(Pl(t)),P{(t)Mt = /01 (- tjed =~

Procedendo de maneira andloga nos outros dois casos, obtém-se que

/C<F,T>ds:/01(1—2t)dt:0 e /C(F,T>ds:/010dt:0

de onde se segue que

1
/<F,T>ds:/ (F.T)ds+ [ (FT)ds+ | (FT)ds=—¢ -
c Ci G G

Independéncia do caminho

O trabalho realizado pela for¢a gravitacional depende dos pontos inicial e final,
mas ndo da trajetdria entre os pontos, propriedade que é conhecida como a in-
dependéncia do caminho. A pergunta natural agora € saber se existem, e como
encontrar, outras forcas com essa propriedade.

Caminho inverso

Antes da independéncia do caminho, entretanto, vale destacar uma propriedade
importante das integrais de linha de 2¢ espécie. Ao contrario das integrais de 1¢
espécie, as de 2¢ dependem da orientagdo do caminho, como explicado a seguir.
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O sentido de percurso de um caminho C de parametrizagio P: [a,b] — R3 é
aquele que parte de P(a) e chega a P(b). Assim, a orientacdo do caminho é a
mesma do intervalo [a,b]. O caminho de orientagdo contréria é indicado por —C,
e é dito o caminho inverso.

Uma maneira de parametrizar o caminho inverso € primeiro inverter a orienta-
¢do de [a,b], passando para [—b, —a]. De fato, se a varidvel 7 percorre [—b, —a] de
—b para —a, a variavel t = —1 percorre [a,b] no sentido inverso, de b para a.

PO) by

Explorando esse fato, o caminho —C pode ser parametrizado por
Q: [~b,—a] — R3, onde Q(t) = P(—7). O ponto inicial de —C ¢é entio
Q(—b) = P(b) e o ponto final é Q(—a) = P(a), invertendo de fato o sentido de
percurso. Além disso, pela regra da cadeia, Q'(t) = —P'(—7), 0 que significa que
o vetor velocidade de Q(7) tem sentido oposto ao de P(z), como esperado!

Com essa notacdo pode-se agora demonstrar o

Teorema 10.2 Se F é um campo de vetores continuo, C é um caminho de
parametrizacdo regular P: [a,b] — R3 e —C é o caminho inverso, entio

[AﬂﬂwszMDw

Demonstracdo. Essa é facil. Basta usar a mudanga T = — para obter que

—a

[ wnyas= [ F@@).@@)dc= [ #P(-m),~P () e
-C

—b —b

“ / b /
= [ @) POy =~ [ F @) Pw)di=- [ (F1)ds

» Exemplo 10.7 Seja C a hélice de parametrizagdo P(t) = (cos(t),sen(z),t) com
t € [0,27]. Comparar o trabalho realizado pela forca gravitacional F = (0,0, —mg)
aolongode Ce —C "
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Solucdo. Como visto anteriormente, ao longo de C, o trabalho é
2n

2
WCZ/C<F,T>ds:/O (F(P(l‘)),P’(t)>dt:/0 (—mg)(1)dt = —mg2m

A parametrizagdo de —C é Q(t) = P(—7) = (cos(—7),sen(—7),—7), com
T € [-2m,0]. Dai se segue que o trabalho ao longo de —C é

0 0
We=[ (FTyas= [ (Fl@(®).Q@)dr= [ (-mg)(~1)dc=mg2n
-C —2r —2r
0 que mostra que, de fato, um valor tem sinal contrario ao do outro. U

Independéncia do caminho

Considere o problema de calcular o trabalho realizado pela forca gravitacional ao
se colocar um satélite em 6rbita. Indique por m a massa do satélite e por H a altura
da 6rbita em relacdo ao solo.

. . .
.Introduz? um sistema de eixos Oxyz em que /ﬁlh\{
a origem estd no centro de massa da Terra, e indi- S
que por P = (x,y,z) a posi¢do do satélite nesse sis- F
tema. Indicando por G a constante de gravitacido

e por M a massa da Terra, a forca gravitacional é £E — D
— T R
GMm —P GMm
F(P)= e
O =T TP~ )
R+H Em relag@o ao tralho realizado por F, de
/F'_F'_'_'_'___‘_\_\_\_\“_‘\ . P . .
oP(1) inicio e simplificadamente, suponha que a tra-
jetéria C do satélite possa ser parametrizada
: por P(¢) = (0,0,R+t) comt € [0,H], onde R

/— \ € o raio da Terra.

Isso significa que o satélite subiu em linha reta ao longo do eixo £z, partindo
do solo P(0) = (0,0,R) e alcan¢ando o ponto P(H) = (0,0,R+ H) de altura H em
relacdo ao solo. Nesse caso

<§T’Z§3 (0,0,R+1), P'(1) = (0,0,1) e (F(P(r)),P'(1)) = %

F(P(t)) =
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Dai se segue que o trabalho é dado por

W:/C(F,T>ds:/OH<F(P(I)),P’(I)>dt

GMm _ GMm " 1 1

= =GMm| —— — —

R +6)2°  R+tlo R+H R
Bem, ja é um primeiro célculo. Mas quase certamente C ndao € um caminho
tdo simples quanto essa reta, e fica a divida se esses cdlculos sdo validos. Nesse
sentido, a observagdo importante é que a forca F tem a seguinte propriedade: a

derivada parcial f,(P) da fungdo
GMm

f(P) = TR - GMm(x* +y* +22)71/? (10.1)
¢ dada por
GMmx
X P = -
f( ) (X2+y2+Z2)3/2

e analogamente para fy(P) e f.(P). Comparando com a forga, percebe-se que

F(P) = (£(P), fy(P), f:(P)) = Vf(P)
A forga € dita entdo uma forca gradiente, e f € uma fungdo potencial para F.
E esse fato que faz com que F tenha a propriedade da independéncia do caminho.

Com efeito, suponha que a trajetéria C seja

um qualquer caminho de parametrizacdo regular /,ﬂf‘——Rﬂi—«‘_,H
P: [a,b]— R3com |P(a)||=Re||P(b)||=R+H. 2
Assim, a Unica hipétese é que o satélite partiu do R

solo e alcangou a altura H. Entdo, como F = Vf, / - _""%\

da regra da cadeia segue-se que

%f(P(t)) = (VF(P(1),P'(t)) = (VF(P(t)),P'(1)) (10.2)
Daf se segue que o trabalho é dado por

W:/C<F,T>ds:/ab(F(P(t)),P’(t)Mt: ab%f(P(t))dt

b GMm GMm 1 1
= /PO, = “ e TP@) M <R+—H E)

que é o mesmo resultado anterior. Como C é um qualquer caminho que liga P(a) a
P(b), o trabalho depende apenas destes pontos inicial e final, mas néo da trajetéria.
Este fato ¢ vélido para campos gradientes em geral. Veja o préximo teorema.
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Teorema 10.3 — fundamental das curvas. Suponha F: Q — R? campo de
vetores com F = V f para alguma funcio f: Q — R de classe C!. Entiio, para
todo caminho C C Q de parametrizagio regular P: [a,b] — R?, tem-se que

|(F.T)ds = 1(Pb) - £(Pla)

Demonstrag¢dio. Basta usar a regra da cadeia como feito acima:

b d
aE

[irmyas= [ee)Poya= [ L pew)a
C a

b

= f(P(b)) — f(P(a)) O

a

= f(P(1))

Condi¢do necessaria para campo gradiente

Otimo! Os campos gradientes sdo faceis de lidar. Mas resta a pergunta: dado
um campo de coordenadas F(P) = (L(P),M(P),N(P)), como saber se ele é um
gradiente? E, se for, como determinar a funcio potencial? Essas perguntas estdo
respondidas parcialmente a seguir.

Teorema 10.4 Sejam Q C R? uma regido aberta e F: Q — R3 um campo de
coordenadas F = (L,M,N) de classe C'. Uma condi¢iio necessdria para F ser
gradiente € que

L,=M,, L,=N, e M,=N,

Demonstragcdo. Para o campo F ser gradiente, deve existir uma fungdo f com a
propriedade de que Vf = (fy, fy, fz) = (L,M,N). Deve-se ter, entdo, que

f(P)=L(P), f,(P)=M(P), e f(P)=N(P) VPEcQ

Nesse caso, como F é de classe C', as coordenadas L, M e N tém derivadas parci-
ais continuas, o que significa que f tem derivadas parciais segundas continuas, e
portanto essas derivadas comutam! Assim, é necessdrio, por exemplo, que

Ly(P) = (fo)y(P) = (fy)x(P) = M(P)
e de forma andloga para os outros casos. Isto resulta na conclusio do teorema. []

Esse critério é necessario, mas ndo suficiente. O problema estd em que, além
da condicdo necessaria, € também importante que o dominio do campo tenha uma
geometria adequada. Essa questdo serd retomada mais adiante.
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Bem, de qualquer maneira, ja se tem um critério necessario para que o campo
seja gradiente. A proxima etapa €, caso esse critério seja satisfeito, verificar se
¢ possivel obter a funcdo potencial. Essa etapa é mais bem ilustrada com um
exemplo, como a seguir.

= Exemplo 10.8 Verifique que F(x,y,z) = (ysen(z) + x, xsen(z) +y, xycos(z) +
1), com (x,y,z) € R3, é campo gradiente, e obtenha uma fungio potencial. "

Solucdo. Indicando por F = (L,M,N) as coordenadas do campo, segue-se que
Ly(P) =sen(z) = M(P), L.(P)=ycos(x)=N(P) e M,(P)=xcos(z) = Ny(P)

e, portanto, as condi¢des necessdrias para ser campo gradiente sdo satisfeitas.
Em relacdo a funcdo potencial, deve-se obter uma funcdo f tal que f, =L,
fy=Me f, = N. Entao, integrando a igualdade f, = L na variavel x, obtém-se

Fx,y,2) :/fx(x,y,z)dx:/L(x,y,z)dx

= /[y sen(z) + x] dx = xysen(z) + %xz +g(»,2)

onde g(y,z) é a constante de integragdo em relagéo x, mas pode depender de y e z.
Resumindo, o candidato a fungdo potencial é

f(x,,2) = xysen(z) + %xz +8(3,2)

e o problema estd reduzido a encontrar a fungdo g de apenas duas varidveis. Neste
sentido, o proximo passo € calcular f, e usar a igualdade f, = M. De fato, como

fy(x,3,2) = xsen(z) +gy(y,2) e M(x,y,z) =xsen(z) +y
deve-se ter que gy(y,z) = y. Integrando em y, obtém-se que g(y,z) = %yz + h(z),

onde A(z) é a constante de integragdo com respeito a y. Com isso, o candidato é

1 |
f(x,y,z) = xysen(z) + Exz + 5),2 +h(z)

e resta apenas determinar a fun¢do h(z). Mas esse passo € facil de adivinhar: deve-
se derivar f com respeito a z e usar a igualdade f, = N. Como

fo(x,y,2) = xycos(z) +h'(z) e N(x,y,z) =xycos(z) +1
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deve-se ter //(z) = 1, e, portanto, h(z) = z+c, onde ¢ é uma constante de integra¢io
(essa € uma constante de verdade!). Dai se segue finalmente que

1 1
Fry.2) = xysen(@) + 527 + 507 + 2 ke

2 2
deve ser uma funcio potencial para o campo F. O tltimo passo é apenas verificar
se F(P) = Vf(P) para todo P € R?, 0 que pode ser feito sem problemas. O

O préximo exemplo ilustra o fato de que, se as condigdes necessarias ndao sao
satisfeitas, os passos seguintes ndo podem ser dados.

= Exemplo 10.9 Mesmo exemplo anterior para o campo F(x,y,z) = (y,z,X). =

Solugdo. E ficil ver que 1 =L, # M, = 0, e assim as condi¢des necessarias nao
sdo satisfeitas. Nesse caso, os passos dados no exemplo anterior ndo funcionam.
Por exemplo, se a igualdade f, = L =y for integrada em x, obtém-se que

f(x,,2) =/fx(x,y,Z)dxz/L(x,y,Z)dxz/ydx:xy+g(y,z)

onde g(y,z) é a constante de integracdo em relagdo a varidvel x. O passo seguinte
seria calcular f) e usar a igualdade f, = M. Mas, entdo, como
Hxy.2) =x+g,(32) e M(x,y,2) =z
deveria-se ter que gy(y,z) = z— X, 0 que é uma contradi¢do, pois g ndo depende de
x! Assim, sem as condi¢cdes necessarias, os passos seguintes nao funcionam! [J
= Exemplo 10.10 Obter uma fungdo potencial para a for¢a gravitacional
GMm —P GMm
F(P)= — = (X,),2
R T T R T

Solugcdo. Ja foi visto que F' é um campo gradiente, e a questdo € saber como
a funcdo potencial em (10.1) foi obtida. Para isso, seguindo os passos indicados
anteriormente e usando a substituicio u = x> 4 y* + 72, obtém-se que

(MmN GG [ L
f(x’y’z)_/<(x2+y2+z2)3/2>dx_ GMm/zu du

_ GMm
= GMmu~'? +g(y,2) = 75 T8n2)

(2 +y2+22)
Agora € facil verificar que g(y,z) € independente de y e de z, e isso explica
como a func¢@o potencial para o campo F foi obtida. O
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Forcas conservativas

Conforme o Teorema 10.3, as integrais de campos gradientes sdo independentes do
caminho. Esse fato estd ligado aos campos conservativos, como detalhado a seguir.

De inicio vale lembrar o exemplo da particula de massa m que ¢ levada da su-
perficie da Terra até uma altura 4. Foi visto que o trabalho realizado pela forca
gravitacional é —mgh, sendo negativo porque o deslocamento é em sentido contra-
rio ao da forca. Ja a energia potencial é mgh, com sinal contrério ao do trabalho,
porque ¢ a energia adquirida durante o trajeto. Essa relacdo entre trabalho e energia
potencial, de sinais contrarios, é verdadeira em geral, e serd usada logo a seguir.

Suponha agora que F' seja a resultante das forcas que atuam sobre uma par-
ticula, e que F = Vf seja o gradiente de uma funcio f de classe C!. Suponha
ainda que a particula tenha massa m e que se desloque ao longo do caminho C de
parametrizagdo regular P(r) = (x(t),y(t),z(t)), com ¢ € [a,b]. Entdo, o trabalho
realizado por F ao longo de C é

b d
w= [ trew) P = [ L )= rem) - sew)
e f € dita uma fungdo potencial para o campo F. A fungdo de sinal contrério,
p = —f, € dita a fungdo energia potencial e, com essa notagdo, o trabalho é
W = p(P(a)) — p(P(b)) (10.3)
/ TN v Em palavras, W € a diferenca entre a energia po-
T

/ tencial inicial e a final, nessa ordem.

\\ F & O trabalho pode ser calculado de outra forma.

\. De fato, com F ¢ a resultante das forcas, das leis de

\ P, Newton segue-se que F (P(t))=mP" (t), pois P" () e
o

~ a aceleracdo da particula. Assim, o trabalho € igual a

W — / (1)) di = /b<mP”(t),P’(t)>dt

a
onde (mP"(t),P'(t)) é a derivada da energia cinética! Caramba, outra integral da
derivada? E verdade, como a velocidade escalar da particula é ||P'()|| e a energia
cinética é 1m||P'(¢)||?, da regra da cadeia em uma varidvel obtém-se que

d 1

Sml[P'(0)]* =

41 L (07 + 5 (12 +2(0)

dr 2

Sm(2x (X" (1) + 2y (1)y" (1) + 22 (1)2" (1)) = (mP" (1), P'(1))
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Daf se segue que o trabalho é igual a
b /" / b d1 / 2
W= [ P (0), P©)d = [ Sml|P o) P
a a dt 2
1 1
=P O = smlP@| (104

Em palavras, o trabalho ¢ a diferencga entre a energia cinética final e a inicial. De
(10.3) e (10.4) segue-se que W = p(P(a)) — p(P(b)) = sm||P'(b)||* — m||P'(a)|?
e, reorganizando os termos, obtém-se que

SmlP @)+ p(P(@) = 3mlIP ()] + p(P(D)

Isso mostra que a energia total da particula (cinética mais potencial) é conser-
vada ao longo da trajetdria, e a forga € dita conservativa.

Conclui-se entdo que as forgcas gradientes sdo conservativas. Pode-se mostrar
que a reciproca ¢ também verdadeira: toda forca conservativa € necessariamente
um gradiente. Esta é uma caracterizacdo extremamente poderosa da conservacao
da energia, e é surpreendente que seja uma consequéncia direta da regra da cadeia!

Exercicios

1) A figura a seguir ilustra uma espira retangular no plano 0'yz, de lados a e b e com
um de seus vértices no ponto (0,yp,0), na qual circula uma corrente I, no sentido

. _ I _
horério. Nesse caso, o campo magnético B(x,y,z) = “20”1 < 2+y 55 Zi 2,0)
X2 ys X2y

exerce uma forca F; = I / T; x Bds em cada um dos lados C; da espira, i =
G

1,2,3,4, em que 7; é o vetor unitdrio tangente a C; com a orientagdo dada pelo
sentido da corrente. Com base nessas informacdes, julgue os itens a seguir.

s]
(]

a) No plano Oyz o campo magnético depende apenas de y.

b) A forca F3 ¢ diretamente proporcional IFZ
N b S— »
ayop+a. L G
I
¢) Fy=H1(0,0,In(1+£)). 1 mlo ol s

d) A soma F; + F4 depende do sentido de L. c
e) A soma Fj 4+ F; depende do sentido de . yoﬂ—lm Yo+a
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2) Suponha que uma cerca tenha sido construida ao longo da curva C de parame-
trizagio P(8) = (30 cos*(0),30 sen*(0)) com 6 € [0,7/2]. Suponha ainda que a
altura da cerca no ponto (x,y) seja dada por A(x,y) = 1+ y/3, conforme a figura.

a) Calcule o elemento comprimento de arco ds da
curva.
b) Calcule o comprimento da curva C.

c) Justifique o fato de que a integral [-Ads for-
nece a area de um dos lados da cerca.

d) Calcule a integral do item anterior.

e) Use os itens anteriores para calcular a altura média da cerca.

3) Para a > 0, a curva C definida por r(0) = a( 1+ cos(0)) em coordenadas pola-
res, com 60 € [0,2 7|, é conhecida como um cardioide, e pode ser parametrizada na
forma P(6) = (x(0), y(0)).

a) Obtenha a parametrizacdo P(6) em termos das
fungdes r(60), cos(0) e sen(H).

b) Expresse o vetor velocidade P'(0) em termos
das fungdes r(0), r(0), cos(0) e sen(0). 2a

¢) Verifique que o elemento comprimento de arco
da curva pode ser expresso em termos apenas
das fungdes r(0) e ¥ (0).

d) Use aidentidade 2cos?(9) = 1+ cos(6) para obter uma primitiva da fungdo

1+ cos(0) em um intervalo em que cos($) ndo muda de sinal.

e) Use os itens anteriores para calcular o comprimento da curva C.

4) Suponha que um arame tenha a forma correspondente a interse¢do da esfera
x* +y*+z2 =1 com o plano x +y+z = 0, como ilustrado a seguir.

a) Justifique a afirmagdo de que a forma do arame
corresponde a um circulo unitdrio de centro na
origem.

b) Verifique que os vetores u = % (=1,0,1)ev=

% (1,—2,1) sdo unitdrios, ortogonais e perten-
cem ao plano.
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¢) Verifique que o vetor w = au + bv estd no plano para quaisquer a,b € R.
Em seguida, calcule a norma ||w|| em termos de a e b.

d) Use os itens anteriores para obter uma parametrizagio P(60),

0 € [0,2 x|, da curva correspondente a forma do arame.

e) Calcule a massa M do arame supondo densidade linear igual a §(x,y,z) = x°.
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11 Teorema de Green

Integral da circulacdo

Além do trabalho, outra interpretacdo da integral de linha € a circulagdo, que ¢ uma
medida da tendéncia de girar de um fluido. E uma medida importante em dinimica
dos fluidos, na qual desempenha um papel central. E importante também para o
teorema de Green a ser visto adiante.

Circulagdo no plano

Considere um canal, longo e estreito, e indique por F o campo de velocidades
na superficie da dgua. Devido ao atrito com as laterais, a velocidade € maior no
centro e diminui 2 medida que se aproxima das bordas. Usando o sistema de eixos
da figura, o campo F pode ser modelado por

Como esperado, esse campo € para-
lelo ao eixo Oy e seu médulo diminui a &‘
medida que |x| aumenta, isto é, & medida < ;
que se aproxima da borda.

Suponha agora que um anel flutuante e de raio 1 seja colocado no ponto de
coordenadas (2,0), e indique por C o caminho correspondente ao anel. Considere
uma parametrizacdo anti-hordria P(t) = (2 + cos(t),sen(r)) de C e indique por
T(t)=P'(t)/||P'(r)| o vetor unitdrio tangente.

Entdo, como ilustra a figura abaixo, a velocidade da dgua é maior do lado
esquerdo do anel. Com isso, além de seguir o fluxo da dgua, o anel apresenta um
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movimento de rotagdo, e rotacdo no sentido hordrio. O problema é como medir
esse movimento de rotagdo.

Ora! Exatamente como no caso do trabalho,
0 que provoca o movimento de rotacdo sdo as
componentes tangenciais do campo, componen-
tes que estdo ilustradas ao lado com a notacéo Fr.

Assim, uma maneira de medir o0 movimento
de rotacdo é somar todas as componentes tangen-
ciais, soma que é dada pela integral de linha

/C (F,T)ds

O que se espera € que essa integral seja negativa, representando o fato de que
as componentes tangenciais de F' sdo maiores no sentido contrdrio ao do vetor
tangente 7'. Dito de outra forma, a integral deve ser negativa porque o sentido de
rotagdo € oposto ao da parametrizacao.

Essa expectativa pode ser verificada como a seguir. Por conveniéncia, pode-se
supor que t € [—m, 7]. Além disso, como 2 + cos(z) > 0, segue-se que

|24 cos(f)|+1=2+cos(r) + 1 =cos(t) +3
Destas observagdes, e das expressdes de F e P(r) dadas acima, obtém-se que
n n cos(t)
F.T ds:/ F(P(1)),P(t dt:/ —_—
JETyas= [ Fe@)P W)= [ s
[T cos(t) B /” cos(t)+3—3
- Jozcos(t)+3 " Jx cos(t)+3
T
o3
- cos(t)+3

onde a ultima integral € um pouco delicada, mas pode ser calculada com a substitui-
¢do t = 2arctan(u). Dessa substitui¢do e das identidades trigonométrica segue-se

f e [ ae
_xcos(t)+3  Jow2+u? “T

Finalmente, dos calculos acima segue-se que

T 1
——dt
—gcos(t)+3

)dt:27t3

2
/(F,T>ds = 2713%71 ~—0,12n
c

o que confirma a expectativa de que a integral ¢ mesmo negativa.
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Essa integral € dita a circulacdo do campo F ao longo de C, e o seu significado
é exatamente esse: ela mede a tendéncia de o fluido apresentar movimento de
rotacdo. O médulo da circulagdo € uma medida da intensidade do movimento, e
o seu sinal indica o sentido da rotagdo. Se negativo, a tendéncia é a de girar em
sentido contrdrio ao da parametrizacao.

J4 se a circulagdo for positiva, a tendéncia é
a de girar no mesmo sentido da parametrizacao.
Por exemplo, se o anel for colocado no ponto
(—2,0), do outro lado do canal, entdo o sentido de
rotagdo fica alterado. Isso porque, agora, as com-
ponentes tangenciais da velocidade sdo maiores
na direcdo do vetor tangente, ao contrdrio da si-
tuacdo anterior. Assim, a soma das componentes
tangenciais agora deve ser positiva. Veja a figura.

Em geral, a circulagéo € calculada ao longo de um caminho fechado e simples,
como descrito a seguir.

Um caminho C no plano, de parametrizagio regular P: [a,b] — R? com
P(t) = (x(1),y(t)), é dito fechado se o ponto inicial coincide com o final, isto &,
se P(a) = P(b). Nesse caso P(a) é dito um ponto mdltiplo, pois ele é a imagem de
dois valores distintos do parametro t (t =a e t = b).

ndo fechado fechado ndo simples fechado simples

Um caminho fechado pode ter mais do que um ponto multiplo, como ilustra a
figura do meio. Esses pontos miltiplos extras sdo mais delicados de ser estudados.
Por exemplo, ndo se pode definir a reta tangente ao caminho nesses pontos, pois
existe mais de uma direcio tangente. Consideram-se entdo apenas os caminhos
fechados simples, que sdo aqueles em que o tnico ponto mdltiplo € o ponto inicial.

Finalmente, para um caminho fechado e simples C, define-se a circulagio do
campo F ao longo de C como sendo a integral

fc (F,T)ds
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onde o “0” da integral € para enfatizar que o caminho é fechado. Se nada for dito
sobre a orientacdo, assume-se que a ela € a positiva, isto €, no sentido anti-horério.

» Exemplo 11.1 Calcule a circulagdo do campo F(x,y) = (Lg,Mp) ao longo do
circulo C de centro em (x,yo) € raio ry. n

Solucdo. O campo F ¢é constante e ndo deve apresentar tendéncia de rotagdo.
Assim, a circulagdo ao longo de qualquer circulo deve ser igual a zero.

E, com efeito, C pode ser parametrizado no sentido anti-hordrio por
P(t) = (xo + rocos(t),yo + rosen(t)), com ¢t € [0,2x]. Dai se segue que
(F(P(t)),P'(t)) = —Lorosen(r) + Myrcos(t), e, portanto,

27 2 2
%mﬂwz/(HHMIW»ﬁ:im/mMMHMM/WWMhﬂ
C 0 0 0
0 que confirma a expectativa inicial, de que a circulagao seria nula. (]

Densidade de circulacdo

A circulagdo tem uma propriedade curiosa, em que somar e subtrair uma mesma
quantidade pode causar uma grande diferenca!

De fato, considere um dominio D C R? com o bordo 9D orientado no sentido
anti-horério. Considere ainda um campo continuo de vetores F, cuja circulacio
sobre o bordo é dada por

ﬁJRTMS

Suponha agora que D seja dividido nos domi-
nios D = D; UD,, como na figura, com ambos 0s
bordos dD e dD, de orientac@o anti-horéria.

Ora! Esses bordos t€m uma parte em comum e, nessa parte, a orientacdo de
dD; é contrdria a orienta¢do de dD,. Veja de novo a figura. Daf se segue que, ao
longo dessa parte comum, as integrais tém sinais contrarios e se cancelam quando
somadas, restando apenas a integral sobre o bordo inicial dD. Isso significa que

%}D] <F,T>ds+f$D2<F,T>ds:jéD<F’T>dS

De outra forma, se um dominio for dividido em duas partes e for calculada a
circulacdo em cada uma dessas partes, entdo a soma dessas duas circulagdes € igual
a circulag@o no dominio original. Pois muito bem: esse mesmo raciocinio pode ser
aplicado em cada uma das duas partes, que podem elas préprias ser divididas em
duas outras, e assim por diante...
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A conclusdo é que o dominio original pode ser dividido em um niimero grande
de pequenos dominios, e a soma das circulacdes nesses pequenos dominios € igual
a circulagdo no dominio original. E o que € melhor: a circulagdo em pequenos
dominios pode ser calculada de forma aproximada, como indicado a seguir.

Para o cdlculo aproximado, é necessério supor que F(x,y) = (L(x,y),M(x,y))
seja de classe C', isto é, que as fungdes L e M tenham derivadas parciais continuas.

Com essa hipdtese, escolha um ponto interior
(x,y) € D e Ax e Ay pequenos de forma que ore- ¥4y & c
tangulo R = [x,x+ Ax] x [y,y+ Ay] C D. O bordo e ’
de R é a unido dR = U} |C;, onde os caminhos y G
C; estdo ilustrados ao lado. O objetivo € calcular
uma aproximacao para a circulagio . x+Ax

%}R<F,T>ds:§}/i<F,T>ds

Comegando com Cy, e de acordo com a figura, ele pode ser parametrizado por
Pi(t) = (x+tAx,y) com 7 € [0,1]. Dai se segue que Pj(¢) = (Ax,0) e, lembrando
das coordenadas F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)), obtém-se que

A

(F(P(t)), P1(1)) = L(Pi(1))Ax = L(x + tAx, y)Ax

Como tAx é pequeno, pode-se usar a aproximacdo L(x +tAx,y) ~ L(x,y) e
concluir que a integral sobre C; pode ser aproximada por

1 1

/ (F,T)ds — / (F(PL(1)), P,(t)) di = / L(x-+1Ax, y)Axdr
C 0 0
z/olL(x,y)Axdt = L(x,y)Ax

Um argumento semelhante pode ser usado em C3, mas tendo cuidado com a
orientacdo. De fato, devido a orientagdo, a parametrizagdo P;(t) = (x+1Ax,y+Ay),
com 7 € [0,1], é do caminho inverso —C3, e ndo de C3. Mas, tendo esse cuidado,
pode-se continuar usando essa parametrizagdo, cujo vetor velocidade é Pj(t) =
(Ax,0). Assim, como antes, tem-se que

(F(P3 (1)), P}(1)) = L(Ps(r))Ax = L(x+ 1A%,y + Ay)Ax

e, usando a aproximagdo L(x+tAx,y+ Ay) = L(x,y + Ay), obtém-se que
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/C(F,T>ds:—/C%(F,T>ds:—/OI(F(P3(I)),P3’(I)>dt

!
:—/ L(x+1Ax,y+ Ay)Axdt
0

1
~ —/ L(x,y+Ay)Axdt = —L(x,y+ Ay)Ax
0
Resumindo, até agora ja se tem que
L AR T ds = (L Ay) — Lxy)Ax UR)
C1UG;

e a inteng@o € passar o limite com Ax — 0 e Ay — 0. Mas, nesse caso, a conclusio
seria que a integral sobre um ponto € igual a zero! Isso é verdade, sem divida, mas
ndo chega a ser emocionante!

Procurando outras ideias, pode-se comparar a quantidade obtida em (11.1) com
a drea do retdngulo R. Ambas as quantidades diminuem, mas pode-se comparar
o tamanho relativo entre elas. E, de fato, fazendo isso, acontece uma mégica:
dividindo os dois dados de (11.1) pela drea AxAy do retdngulo R, obtém-se que

1 / g m LY HAY) —Loy)Ax - Lxy+Ay) —L(x,y)
AxAy Jciues AxAy Ay

onde o lado direito é o quociente de Newton da fun¢do L em relacdo a varidvel y.
Que descoberta fantdstica: as derivadas parciais aparecendo no meio das integrais
de linha! Agora sim, pode-se passar o limite para obter que

L Ay)—L
lim —/ (F,T)ds = lim — (x,y+Ay) — L(x,y)
Ax,Ay—0 AxAy Jciues Ax, Ay—0 Ay

= _Ly(xvy)

Otimo, é mesmo uma igualdade surpreendente, e encoraja usar os mesmos
argumentos para o cdlculo sobre os outros caminhos. Os argumentos sdo de fato
andlogos e, lembrando que o campo tem coordenadas F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)),
ndo ¢ dificil concluir que

M Ax,y)—M
lim  —— / (F.T)ds = lim MUTALY) = M(xy)
Ax,Ay—0 AxAy Jcaucs Ax, Ay—0 Ax

= M, ()C, y)
Finalmente, como a integral em dR é a soma das integrais nos C;’s, segue-se que

li — FT)Yds = M —L 11.2
Ax,lAI;lﬁo AxAy fz;R< T)ds d53) = Ly(x,y) ( :
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Essa igualdade € interessante. O lado esquerdo, uma circulagdo por unidade
de drea, ¢ uma densidade de circulagcdo. Além disso, como se estd passando ao
limite, € a densidade de circulagdo “no ponto (x,y)”. A igualdade em (11.2) diz,
entdo, que essa densidade de circulagcdo no ponto pode ser calculada por meio das
derivadas parciais das coordenadas do campo.

Supondo Ax e Ay pequenos, a igualde em (11.2) pode ser reescrita como

jéR<F’ T)ds = [My(x,y) — Ly(x,y)]AxAy (11.3)

e nessa forma pode-se estudar o sinal da circulagdo de maneira facil. Por exemplo,
é claro de (11.3) que o campo constante F(x,y) = (Lo, Mp) tem circulagdo nula em
todos os pontos. O préximo exemplo ilustra mais uma vez o uso de (11.3).

1
» Exemplo 11.2 Estude o sinal da circulagdo do campo F(x,y) = (O, m) "
X
Solugcdo. A circulagdo desse campo foi estudada no inicio da secdo usando a

defini¢do de circulacdo. Agora, esse estudo pode ser feito muito mais facilmente
por meio da aproximagao em (11.3).

s Basta notar que, indicando por
,;;T;:::\ F(x,y) = (L~(x,y),M (x,y)) as coordenadas,
- F e do campo, entdo L(x,y) é identicamente nula. J4
a coordenada M (x,y) pode ser escrita como
0 ! ex<0
< —————, sex
B R (—x+1)2
M(x,y)= e, portanto, M, (x,y)=
—  sex>0
x+1’ sex >0 (x+1)2 o

Daf se segue que, se x > 0, entdo M, (x,y) — Ly(x,y) < 0, e 0 campo apresenta
tendéncia de girar no sentido hordrio. = Analogamente, se x < 0, entdo
M. (x,y) — Ly(x,y) > 0, e o campo apresenta tendéncia de girar no sentido anti-
horéario. Compare com o inicio da secdo. g

Teorema de Green

Otimo, j4 se sabe calcular de forma aproximada a circulacdo em pequenos do-
minios. Esse € o conteido de (11.3). Mas qual a relagdo desse cdlculo com a
circulagdo em todo o bordo dD do dominio D, como foi proposto anteriormente?
A conclusdo a que se chegou no inicio da sec@o anterior é que o dominio
original poderia ser dividido em um nimero arbitrariamente grande de pequenos
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dominios, e a soma das circulagcdes nesses pequenos dominios seria igual a circu-
lacdo no dominio original. A circulacdo nos pequenos dominios ji foi calculada
em (11.3), e resta apenas somar todas essas circulagdes.

Considere entdo uma parti¢do

Rij = [xi—1,x]) x [yj—1,yj], i=1,2,...m, j=1,2,...n

do dominio D, como ilustrado na figura a seguir, e indique por Ax; = x; —x;_1 €
Ay; =y;j—y;-1. Com essa notagdo, e usando novamente (11.3), a circulacdo em
dR;j pode ser aproximada por

l{m (F,T)ds =~ [M(xi—1,yj—1) — Ly(xi—1,yj—1)]Ax;Ay;
ij

o (T —T
aproximacdo tdo melhor quanto menor forem Ax; \ /
e Ay;. A soma de todas essas circulagdes € igual Ry /
a circulagdo no bordo de D, de onde se segue a N A
surpreendente aproximacao

\__/

7{ FT ds = ZZ% FT ds ~ ZZ )C, l,y] 1) L,(xifl,yjfl)]Axiij

j=li=1 j=1li=
Olhando com cu1dad0 essa aproximacao, descobre-se que ela é mesmo surpre-
endente: o lado direito ¢ uma soma de Riemann da fun¢do M, — L,. Essa apro-
ximagdo é uma mistura explosiva de integrais de linha, de derivadas parciais, de
somas de Riemann e, claro: de integrais duplas! De fato, passando ao limite com
a norma da parti¢do tendendo a zero, deve-se ter que

ﬁgammzfémfgmmy

Essa igualdade € conhecida como o Teorema de Green e é verdadeira para uma
grande variedade de situacdes. Ele serd estudado em detalhes logo adiante.

No momento serdo feitos apenas os exemplos a seguir. Antes, porém, vale
observar que o teorema pode ser enunciado em termos apenas das coordenadas do
campo. Para isso basta lembrar que a integral de linha é também indicada por

%(ED%:%LM+M@
oD oD

Com essa notacdo o teorema de Green escreve-se como
7{ de+Mdy:/ (M, — Ly)dxdy (11.4)
aD D

onde fica mais claro o papel de cada uma das coordenadas L e M.
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= Exemplo 11.3 Use o teorema de Green para mostrar que, para campos conser-
vativos, o trabalho realizado ao longo de um caminho fechado simples € zero. =

Solucdo. Essa € outra boa noticia: o teorema de Green foi motivado usando
campos de velocidades, mas, como serd visto adiante, ele vale também para outros
campos, inclusive para campos de forca. Assim, por Green, se C € um caminho
fechado simples, entdo o trabalho realizado por F' ao longo de C é dado por

W:jé(F,T)ds:/D(Mx—Ly)dxdy

onde D é a regido limitada pelo caminho C.

Por outro lado, sendo conservativo, o campo F = (L,M) é um gradiente, e,
portanto, existe uma fun¢do f tal que L = f, e M = f,. Mas entdo, lembrando
que as derivadas parciais mistas de f comutam, isto €, f, = fx, segue-se que
M, —Ly = (fy)x — (fx)y = fux — fy = 0. Basta agora usar a expressao do trabalho
dada acima para concluir que ele é zero. U

m Exemplo 11.4 Calcule a 4rea da regido limitada pelo caminho fechado simples
C de parametrizagdo P(t) = (—2sen(t), (1 —cos(t))cos(t)) comt € [0,27]. .

Solucdo. Indique por D a regido limitada pelo caminho C, que estd ilustrada a
seguir. Da figura € claro que D é da forma R,, mas ndo deve ser ficil descrevé-la
nessa forma, e, portanto, deve-se evitar as integrais iteradas.

A ideia é entdo usar o teorema de Green.
W P0) Para isso, deve-se verificar se a parametrizagdo
de C esta no sentido correto. Calculando, obtém-
se, por exemplo, que P(0) = (0,0) e P(7/2) =
(—2,0), o que significa que a parametriza¢do estd
mesmo se deslocando no sentido anti-horario.

Em seguida, em vista de (11.4), deve-se procurar um campo F = (L,M) tal
que M, — L, seja constante e igual a 1. Ora! Um campo muito simples que satisfaz
essa condigdo é L(x,y) = —y/2 e M(x,y) = x/2. Assim, de (11.4) segue-se que

7{ Yax+t dy //[ ———)]dxdy //ldxdy—areadeD

Caramba! Outra bonita aplica¢do das integrais de linha. Via o teorema de
Green, elas podem ser usadas para calcular areas. Muito interessante.
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Finalmente, para a integral de linha, basta lembrar que a parametrizacio
P(t) = (x(t),y(t)) é dada por x(t) = —2sen(t) e y(t) = (1 —cos(t)) cos(t). Simpli-
ficando, obtém-se que —y(¢)x'(t) +x(t)y’ (t) = 2cos(t)* —4cos(t) +2, e, portanto,

frea de D — j{——der dy—z/m (1) +x(0)y (1)) dt

1 (2=
:5/0 (2cos(t)® —4cos(r) +2)dt =2n 0

Teorema de Green - |

O teorema de Green foi introduzido na secdo anterior usando como motivacdo a
densidade de circulagdo do campo de velocidades de um fluido. No entanto, o teo-
rema vale em uma generalidade bem maior, e o objetivo agora € buscar condi¢des
mais precisas sob as quais ele pode ser usado.

Lembrando: dominios R, e R,

Os dominios R, € R, foram introduzidos na Parte 2, Se¢do 6, como forma de genera-
lizar as integrais definidas em retangulos. Eles desempenham um papel importante
no contexto do teorema de Green, e vale lembrar como eles sdo caracterizados.

Um dominio D C R? é da forma R, se for ¥2(x)
limitado acima e abaixo por grificos de fun-
coes derivdveis na varidvel x. De outra forma, ‘
indicando as fungdes por y;(x) e y»(x), com
X € [a,b], o dominio D é da forma R, se puder yi(x)
ser descrito na forma (veja a figura)

D={(xy) €R* a<x<b e yi(x) <y<ym@)}

onde y; (x) e y;(x) sdo fun¢des derivdveis. Esses

d dominios sdo os mais populares porque, em geral,
se escolhe x como varidvel independente.
y No entanto, nido ha nada de particular com a

varidvel x. Dependendo do caso, é mais conveni-
ente escolher y como a varidvel independente, o
x1(y) x(y) que dé origem aos dominios na forma R,.

Assim, um dominio D C R? é da forma Ry, se for limitado a esquerda e a direita
por graficos de funcdes derivdveis na varidvel y. De outra forma, e indicando as
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fungdes por x;(y) e x2(y), com y € [c,d], D é da forma R, se puder ser descrito
como (veja a figura acima)

D={(x,y) eR* c<y<d e x;(y) <x<x(y)}

Alguns dominios, como um disco, por exemplo, sdo tanto da forma R, quanto R,.
Esses dominios recebem um nome especial, segundo a defini¢cdo a seguir.

I Definicdo 11.1 Um dominio D € R? é simples se for tanto R, quanto Ry.

A importancia dos dominios simples é que as integrais sobre eles podem ser
calculadas iteradamente primeiro na varidvel y e depois na varidvel x, ou entdo
invertendo essa ordem. Essas duas formas de calcular uma mesma integral serdo
importantes logo a seguir.
= Exemplo 11.5 Verifique que D = {(x,y); ¥* +y* <R*>ey >0} é simples. =
Solugcdo. O dominio € a parte superior do disco de raio R, e as figuras seguintes
ilustram as duas formas possiveis em que ele pode ser descrito.

R

R2 — 2 y

—R X R _\/RZ_yZ \/RZ_yZ

A figura da esquerda ilustra a forma Ry, com o dominio descrito como

D={(x,y); -R<x<R e Ogyg\/jrﬂ}

Ja a figura da direita ilustra a forma Ry, com o dominio descrito como
D={(xy); 0<y<R e —VR—y2<x<\/R—)y?} -

Teorema de Green - Caso geral

Como motivagdo, considere o dominio do exemplo acima, que € um dominio sim-
ples. Considere ainda F (x,y) = (L(x,y),M(x,y)) um qualquer campo de classe C'.
Em particular, nio € necessdrio que F seja o campo de velocidades de um fluido.

Com a orientag@o positiva, o bordo de D é a unido dD = C; UC, dos caminhos
Cj e (; ilustrados na figura abaixo. Para esses caminhos, as parametrizagdes

Pi(x) = (x,0) e Py(x) = (x,V/R>?—x?), x€[—R,R]
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tétm em comum o fato de que o parametro x é

também a coordenada x do caminho, e esse fato

serd explorado a seguir. Mas, antes, é importante RZ-22 ©

notar que, se Pj(x) é de fato uma parametrizagao

de C;, P»(x) é uma parametrizacio de —C,. I

Isso porque o inicio da parametrizagdo € o ponto -R T X R

P>(—R) = (—R,0), que ¢ o final do caminho C,. Veja a figura novamente

Feitas essas consideragdes, a integral da primeira componente do campo F
sobre 0 bordo dD pode ser calculada como segue:

R R
%9 de:/ Ldx+ de:/ L(x,O)dx—/ L(x, v/ R? —x?)dx
D C G

—R —R

R
= 7/R [L(x, V R? —x?) — L(x, O)} dx

E curioso notar a diferenca de significados para o “dx”: na integral $3pLdx
ele significa dx = x/(t)dt; mas como ¢ = x, acaba-se por usar dx = dt, que é o
significado usado na integral [ fRL(x, 0)dx. E nesse ponto que foi usado que o
pardmetro x coincide com a coordenada x da parametrizag¢do, coincidéncia que se
deve ao fato de o dominio ser R,.

Bem, lembrando do teorema fundamental do Célculo, pode-se escrever que

L(x,V R? —x*) — L(x,0) = A

e, substituindo essa igualdade na integral anterior, segue-se que

R VR2—x?
j{ de:—/ / Ly(x,y)dy | dx
aD —R 0

Surpresa! Como D € da forma R,, o lado direito € exatamente a integral de L,
sobre D. Fica entdo demonstrada a surpreendente igualdade

éDde = —//DLy(x,y) dxdy (11.5)

que relaciona uma integral de linha sobre o bordo dD com uma integral dupla
sobre todo o dominio D. O surpreendente é que o lado esquerdo depende apenas
dos valores de L sobre o bordo, enquanto que o lado direito depende dos valores de
L, sobre todo o dominio. E mesmo surpreendente. Além disso, a igualdade vale
para toda fungdo L de classe C'.

Ly(x,y)dy
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O préximo passo € calcular a integral de linha da segunda componente do
campo F = (L, M), mas agora explorando o fato de que D é da forma R.

R Para isso, decompde-se o bordo de D na unido
e 5 e 0D =C,UC,UCs dos Caminhos Cy, C; e C; ilus-
trados na figura. O caminho C; é o mesmo do
¢ célculo anterior, mas o arco superior foi dividido
Y/ o = em duas partes.

Isso porque, como antes, as parametrizacdes

Py(y) = (VR?—y%y) e Ps(y) = (—VR?—y%y) com y€ [0,R]

tém em comum o fato de que o pardmetro y é também a coordenada y do caminho,
e esse fato serd explorado a seguir. Mas, antes, é importante notar que, se P»(y)
¢ de fato uma parametrizagdo de C,, P3(y) é uma parametrizacdo de —Cj3. Isso
porque o inicio da parametriza¢do é o ponto P3(0) = (—R,0), que é o final de Cs.
Veja a figura anterior.

Feitas essas consideracdes, e observando que a componente y da parametriza-
¢d0 Pj(x) = (x,0) se anula, a integral da segunda componente do campo F = (L, M)
sobre 0 bordo dD pode ser calculada como segue:

Mdy:/ Mdy+/ Mdy+ [ Mdy
oD C1 Cz C3

R R R
=/ M(x,O)-OdX+/ M( Rz*yz,y)dy*/ M(—+/R>—y2,y)dy
—R 0 0

—/ y4y) —M(— Rz—yz,y)} dy

—/ ( \/lﬂ x(x,y)dx) dy:/Ddexdy (11.6)

onde foram usadas as mesmas observagdes e argumentos do primeiro célculo.
Somando as igualdade em (11.5) e (11.6), obtém-se que

f de+Mdy:// M, — L] dxdy
oD D

que é o teorema de Green aplicado ao dominio D.
Nao hé nada de particular no dominio D, a ndo ser que ele é simples. Com
efeito, com os mesmos argumentos, pode-se demonstrar o teorema a seguir, onde
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D é um qualquer dominio simples. Mas € importante ndo esquecer que a orientacao
correta do bordo dD € a positiva.

Teorema 11.1 — de Green. Suponha U C R? uma regido aberta e F = (L, M)
um campo de classe C! em U. Se JDUD C U e D é um dominio simples, entdo

f de+Mdy:// M, — L] dxdy
oD D

Campos irrotacionais

De inicio o teorema responde a uma pergunta interessante: quais sdo 0s campos
que ndo apresentam qualquer tendéncia de rotacdo? De outra forma, quais sdo
os campos F = (L,M) para os quais a integral §.Ldx-+ M dy se anula para todo
caminho C fechado e simples? Ora! Segundo o teorema de Green, essa questdo
estd ligada com o fato de a quantidade M,—L, ser identicamente nula. Isso sugere a

Definigdo 11.2 O campo F = (L, M) de classe C; é irrotacional em uma regiéo
U C R? se My(x,y) — Ly(x,y) = 0 para todo (x,y) € U.

Do teorema de Green, se F € irrotacional, entdo

f de+Mdy://[foLy]dxdy:O
oD D

para todo dominio simples D C U, e, portanto, ndo ha tendéncia de rotacao.

Por exemplo, um campo constante F = (Lo, M) é irrotacional. Mais geral-
mente, um campo conservativo € irrotacional. Com efeito, nas condi¢des do teo-
rema, suponha que F = (L,M) seja tal que L = f, e M = f, para alguma fungdo
potencial f. Nesse caso, as derivadas parciais mistas comutam, e, portanto,

M, _Ly = (fy)x - (fx)y = fyx _fxy =0

Assim, os campos conservativos sao também irrotacionais. Mais adiante serd
visto que os campos irrotacionais sdo “quase’” conservativos. Tem ai uma questio
importante em relacdo ao dominio em que o campo esté definido, questdo que serd
mais bem percebida no contexto da Lei de Ampere, a ser vista logo a seguir.

Areas de figuras planas

Nao existe uma relacdo clara entre a drea e o perimetro de uma figura plana.
Existem figuras com perimetros grandes e areas pequenas. J4 as figuras de dreas
grandes ndo podem ter perimetros muito pequenos.
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A esse respeito, ¢ bem famoso o problema de Dido: determinar a figura de
maior drea que pode ser obtida a partir de um perimetro de comprimento constante.
Intuitivamente, a solucdo deve ser um circulo. Mas resolver matematicamente o
problema é bem mais delicado.

Pois muito bem, apesar dessas questdes, o Teorema de Green estabelece um
relacdo clara entre a drea e uma integral de linha sobre o bordo da figura.

Isso porque o teorema vale para qualquer campo de classe C!, e existem cam-
pos F = (L,M) para os quais M, — L, = 1. Por exemplo, escolhendo o campo
L(x,y) = —y e M(x,y) = 0, segue-se que, se D C R? é um dominio simples, entdo

%;D_ydx:ng_ydx"‘Ody://D[(O)x—(—)’)y]dXd)’://Ddxdy (11.7)

em que o lado direito é a drea de D. Analogamente, escolhendo L(x,y) =0 e
M(x,y) = x, segue-se que, se D C R? é um dominio simples, entdo

%xdy %de+xdy // )yldxdy = / dxdy (11.8)
aD

em que o lado direito é novamente a drea de D. Pode-se ainda somar as duas
ultimas igualdades e dividir por dois para obter que

%ygD—yderxdy: %//D[(X)x—(—y)y]dxdy=//Ddxdy (11.9)

Isso mostra que a drea pode ser calculada de trés maneiras diferentes, e, depen-
dendo do caso, uma maneira pode ser mais facil do que a outra.

= Exemplo 11.6 Use o teorema de Green para calcular a area limitada pela elipse

2y
-+ 7= =1, onde a e b s@o constantes positivas. "
Solucdo. O célculo dessa drea por meio da inte- f(xb)

gral da fung@o f(x) = 21/a? —x? exige uma artilha-
ria pesada de mudanca de varidveis e identidades

X a
trigonométricas. No entanto, por meio do teorema
de Green, o calculo é bem mais facil.

Alids, nesse exemplo pode-se comparar as trés formas do célculo da drea. As-
sim, usando a parametriza¢do anti-hordria P(¢) = (acos(t),bsen(t)) de dD, com
t € 10,2x], de (11.7), segue-se que

//Ddxdy = 7{91) —ydx = /()Zﬂ(—bsen(t))(—asen(t))dt = czb/()27r sen’(¢) dt
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Ja usando a igualdade em (11.8), obtém-se

//Ddxdy = éDxdy = /OZﬂ(acos(t))(bcos(t))dt = ab/ozncosz(t)dt

Agora fica claro que a maneira mais facil de calcular a drea é por meio da
igualdade em (11.9). De fato, usando aquela igualdade, segue-se que

ab

1 ab 2w 27
// dxdy = —]{ —ydx+xdy = — / [cos?(¢) +sen®(r)]dt = = dt = mab
D 2 Jop 2 Jo 2 Jo

que € o valor conhecido para a drea da elipse. U

Y » Exemplo 11.7 Use o teorema de Green para
calcular a darea do laco do Folio de Descartes
x® +y3 = 3axy, onde a > 0. "

—a x Solucdo. O nome da curva vem do formato de
folha que ela descreve no primeiro quadrante, e é
a area dessa folha que se quer calcular.

—a

Novamente, calcular a drea usando graficos de fun¢des ndo é uma boa ideia, e
o teorema de Green parece mais indicado. Para isso, tentando y = £x e substituindo
na equagio, obtém-se que x> + £3x> = 3atx”. Otimo, porque daf se obtém
3at 3at?

x=x(t) = S € )’ZY(I):IX(I):W

que parece uma boa parametriza¢do. Além disso, analisando os sinais de x(¢) e y(¢),
conclui-se que o lago no primeiro quadrante corresponde aos valores de ¢ € (0,00).

A drea do lago pode agora ser calculada usando uma das trés formas acima.
A mais conveniente delas é a igualdade em (11.9), uma vez que

3O (1) 4 (1) (1) = [~tx(0)}¥ (1) +x(0)(r) + 12 (1)] = (1)

e a integral de x?(¢) é facil de ser calculada. De fato, indicando a regido do lago
por D, usando (11.9) e a igualdade acima, segue-se que a area de D é dada por

// dxdy = 27{ —ydx+xdy = 2/ 1) +x(t 2/ dt

Finalmente, usando a expressio de x(¢) e a substituicio u = 143, segue-se que

1 [ 9a%1? 1 [ 3a?
dxdy =~ | 2 / :_/32—2d _ 3@
//ny 2/0x( (rppd =2 ), 2 =7

que € a area procurada. (]
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Teorema de Green e trabalho

Um dos lados da igualdade no teorema de Green é uma integral de linha que pode
representar o célculo do trabalho. O outro lado é uma integral dupla, que estd
relacionada com uma area. Assim, esse teorema pode ser usado para relacionar
trabalho e drea, semelhante ao que acontece no ciclo de Carnot. Para um exemplo,
considere um motor de quatro tempos, com um cilindro, cujo funcionamento esta
ilustrado nas figuras seguintes.

L e L
4 i
Admissdo Compressao Explosao Exaustao

No primeiro tempo, de admissao, a valvula de admissao estd aberta e o pistao
desce aspirando uma mistura de ar e gasolina. No segundo tempo, de compressao,
a valvula de admiss@o se fecha e o pistdo sobe comprimindo a mistura. No ponto
mais alto do movimento, a vela solta uma faisca que provoca a explosao da mistura,
e o pistdo desce com forca realizando trabalho. No ponto mais baixo, a védlvula de
exaustdo se abre, e o pistdo sobe expulsando a mistura queimada. O movimento
entdo se repete iniciando nova admissao.

O trabalho realizado esta compreendido entre os tempos de compressao e ex-
plosio, e este ¢ o trabalho a ser calculado adiante. Nos outros tempos o motor usa
parte da energia acumulada para realizar os ciclos de exaustdo e admissao.

Para o cadlculo deste trabalho, considere o sistema de eixos como na figura
ao lado, em que Ox estd no ponto mais alto do pistdo e Oy estd orientado para
baixo. Considere ainda a seguinte notagao:

e T = tempo entre o inicio da compressdo e .
~ ———
o final da explosdo; !T]q J’ l

e A = 4rea da superficie superior do pistdo;

h(t) = altura do pistdo no tempo ¢ € [0,T;

v(t) = Ah(t) = volume no interior do pistdo
no tempo ¢ € [0,T];

p(t) = pressdo no interior do pistdo no
tempo ¢ € [0,7].
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Nesse sistema, a posi¢do do pistdo é P(t) = (0,h(r)). Além disso, como a
forca é o produto da drea pela pressdo, a forca exercida sobre o pistdo é F(P(t)) =
(0,Ap(t)). Lembrando que v(¢) = Ah(t), dai se segue que o trabalho realizado
entre os ciclos de compressdo e explosdo é

W:/OT<F(P(t)),P’(t)>dt:/TAp(t)h’ 1) di

_/ t)[AH (1) :/OTp(t)v’(t)dt

Por outro lado, no sistema de eixos
O'pv, considere o caminho de parametrizagio
Q(t) = (p(t),v(t)) comt € [0,T]. Com a notagdo
da figura, a partir do ponto A, inicio da compres-
s80, o volume diminui e a pressdo aumenta, até
p alcancar o ponto B onde ocorre a explosdo.

B

A pressdo entdo aumenta rapidamente e forca o pistdo a voltar ao ponto inicial.
Assim, Q(t) é um caminho fechado e simples, que limita uma regifo. Indicando
por D essa regido, tem-se entdo que Q(¢) é uma parametrizacdo positiva do dD.

De (11.8), com (x,y) trocados por (p,v), obtém-se a surpreendente igualdade

T
W:/ p(t)v’(t)dt:/ pdv:// dpdv:AreadeD
0 oD D

Em resumo, semelhante ao ciclo de Carnot, o trabalho realizado pelo motor é

igual a drea da regido limitada pela curva (p(z),v(¢)) no plano &pv.

Teorema de Green - Il

O teorema de Green tem varias aplicacdes, e em diversas dreas. Uma delas € a Lei
de Ampere, que serd detalhada a seguir. A partir dessa lei, € possivel obter uma
expressdo explicita para o campo magnético, e entdo estudar suas propriedades.

Unido de dominios simples

Para as aplicacdes € necessdrio generalizar um pouquinho as condi¢des nas quais
o teorema de Green pode ser aplicado.

Até agora o teorema garante que, se D C R? é um dominio simples (da forma
R.eRy) e F = (L,M) é um campo de classe C', entdlo vale a igualdade

f de+Mdy:// (M, — L,)dxdy
oD D
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No entanto, agora que a igualdade foi demonstrada, pode-se concluir que ela
vale também no caso em que D € a unido de dois dominios simples.

Considere, por exemplo, o caso em que o do-
minio é como ilustrado ao lado. Ele é da forma
Ry, mas ndo ¢ da forma Ry, pois a fungdo y2(x) | (y
ndo € derivdavel em x = ¢ e a fungdo y;(x) ndo é
derivdvel em x = d. Nao sendo simultaneamente
R, e Ry, 0 dominio ndo € simples.

a [4 d xb

Mas D pode ser dividido nos dominios sim-
ples Dy, D, e Dj ilustrados na figura ao lado.
Com a orientagdo positiva, os bordos dD; e dD,
2 tém uma parte em comum e, nessa parte, as ori-
Dy |} entagdes sdo contrdrias. Da mesma forma com os
bordos dD5 e dDs.

o

Assim, as correspondentes integrais se cancelam quando somadas, e, portanto,
3
j’{ Ldx+Mdy=Y) f Ldx+Mdy
aD i=1 D;

Aplicando Green nos dominios Dy, D; e D3, que sdo simples, obtém-se

%denLMdy % de+Mdy+7{ de+Mdy+% Ldx+Mdy
9D,

= /DIM ~Ly) dxdy+// Ly)dXdY+//[)3(Mx_Ly)dXdy
_ / /D (M, — Ly) dxdy

Isso mostra que o teorema vale se o dominio for unido de dominios simples.

Um vez feita essa conclusdo, pode-se dar um passo adiante e concluir que o
teorema vale em dominios como o ilustrado na figura da esquerda a seguir. Esse
dominio nio é R,, pois ndo € a regido entre dois graficos de fungdes na varidvel x.
No entanto, como ilustra a figura da direita, ele pode ser dividido em quatro outros
dominios nos quais vale o teorema, ¢ 0 mesmo argumento usado anteriormente
mostra que o teorema também vale para o dominio original.
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A
A

Ainda os mesmos argumentos podem ser usados para mostrar que o teorema
vale em dominios como o ilustrado a seguir, com um “buraco” no seu interior.
O dominio estd ilustrado na figura da esquerda, e a da direita ilustra uma divisao
em dominios onde vale o teorema.

il

/_\C 1 G C @)

il

g
g

Em razao do “buraco”, o bordo do dominio € a unido das curvas C; e C; ilustra-
das acima, e vale observar um fato curioso: a orientagdo da curva C, € contraria a
da curva C;! Veja a figura da direita. Essa mudanca € essencial para que o teorema
de Green possa ser aplicado corretamente e, em geral, a defini¢do de orientagdo
positiva € aquela dada a seguir. Observe que o bordo do dominio ilustrado acima
estd orientado positivamente segundo essa definicao.

Definicdo 11.3 — Regra da mdo esquerda. O sentido positivo do bordo
dD é aquele que deixa o dominio a esquerda de quem faz o percurso.

Lei de Ampére

Por volta de 1820, Oersted realizou uma experién-
cia histdrica, aproximando uma agulha imantada
de um fio por onde passava uma corrente estaci-
ondria. Ele notou entfo, pela primeira vez, que
essas correntes produzem campos magnéticos.

Na figura acima o sentido da corrente estd indicado por uma seta, as linha de
for¢a por um circulo e o campo magnético pelo vetor B. Assim, a direcdo e o
sentido do campo podem ser determinados apenas com o uso da agulha imantada.
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Para o estudo da intensidade, entretanto, sdo necessdrias experiéncias mais
elaboradas, e Ampere foi o primeiro a perceber a importancia da circulagdo para
esse estudo. Assim, supondo que a corrente estd ao longo do eixo 0z, e indicando
por C um circulo de centro na origem e raio r, a lei de Ampere afirma que

f(B,T>ds:y0i (11.10)
C

onde i é a intensidade da corrente e Ly = 47 x 1077 N/A? é a constante magnética.
O curioso dessa lei é que a integral de linha é sobre um circulo de raio r e, em
principio, depende desse raio. Mas, segundo a lei, a integral de linha € constante,
e independente do raio do circulo!

Esse comportamento pode ser explicado
como segue. Se o raio do circulo é pequeno, o
seu comprimento também € pequeno, mas a inten-
sidade do campo € grande. Se o circulo aumenta,
0 seu comprimento também aumenta, mas a in-
tensidade do campo diminui.

Assim, a lei de Ampere afirma que um aumento no raio do circulo corresponde
a uma diminuicao da intensidade do campo, e isso de maneira a que a circulagdo
permanega constante. Esse comportamento estd ilustrado na figura acima.

Bem, apds esses entretantos, pode-se passar ao cdlculo da intensidade do campo.
Indique por P(t) = (rcos(),rsen(z)), t € [0,27], uma parametrizagdo positiva do
circulo C e por T'(t) = P'(¢)/||P'(t)]| o vetor unitdrio tangente. Como B é tangente
ao circulo, tem-se que B(P(¢)) = ||B(P(2))||T (t). Além disso, por simetria, a inten-
sidade de B é constante ao longo de C, isto é, ||B(P(t))|| = k para todo ¢ € [0,27].
Segue-se que B(P(t)) = kT (t), e, portanto,

(B(P(1)),T(1)) = (kT (2),T (1)) = k(T(1), T (1)) = k

Mas entdo, da lei de Ampere,

poi= 8.7 ds = [ BPO), TP W=k [ 1P 0) |t =k2mr

de onde se segue que||B(P(t))|| = k = uoi/2nr.
Otimo, essa é a intensidade ao longo de C, onde ||P(r)|| = r. Em um ponto
qualquer P = (x,y), com ||P|| # 0, a intensidade é dada por

Hoi

B —
IB(P)]| = 27r||PH AT
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Resta ainda determinar a direcdo e sentido B

do campo. Mas essa é ficil! Da figura ao

lado, basta girar o ponto P = (x,y) de /2 no P
sentido anti-hordrio para obter que a direcdo e

o sentido do campo magnético sdo dados por

Q = (—y,x). Considerando o vetor unitdrio

U = Q/||Q||, obtém-se finalmente que a expres-

sdo do campo B ¢é dada por

Mol -y X
B(P) = ||B(P)||U = ,
(P)=IB(P)| PN e <\/x2+y2 \/x2+y2>

Mol [ -y x
- 27T x2+y2’x2+y2

Muito bom! Essa é uma expressao explicita para o campo e, como mostram as
proximas segdes, dela € possivel tirar vérias conclusdes interessantes.

Campo gradiente x campo irrotacional

Um campo F = (L, M) de classe C' é um campo gradiente se L = f, e M = fy para
alguma fun¢do f, que € dita a fung@o potencial para o campo. Como as derivadas
parciais mistas comutam, se F' é um campo gradiente entao

M,—Ly,= (fy)x - (fx)y =fx—foy=0

e, portanto, o campo € irrotacional, segundo a defini¢do dada na secio anterior.
Assim, todo campo gradiente é também irrotacional. E natural entdo perguntar

pela volta, se os campos irrotacionais sdo também campos gradientes. A resposta
€ ndo, e o contraexemplo € exatamente o campo magnético obtido anteriormente.
De fato, indicando por

Hoi _—y Mot x
= oo ¢ My =5

2T x*+y 2T x*+y
as coordenadas do campo, o primeiro fato a notar € que o dominio de B é o conjunto

2.
D={(xy) €R (x,y) #(0,0)}

que ndo inclui a origem &, e, portanto, ¢ um dominio com um “buraco” corres-
ponde a este ponto. O segundo fato é que

L(x,y)

. 2 2
Uot y~—x
Ly(xa)’) = oy ()C2+y2)2 :Mx(x’y)
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de onde se segue que B € irrotacional, isto €, M, — L, = 0 no dominio D.

No entanto, B ndo é um campo gradiente, o que decorre da lei de Ampere em
(11.10). De fato, o circulo C, de centro na origem e raio r, € um caminho fechado
e simples. Logo, se B fosse um campo gradiente, a integral em (11.10) seria nula,
uma contradi¢@o.

Segue-se que B € exemplo de um campo irrotacional que ndo € gradiente. Isso
ocorre porque, em razao do buraco correspondente a origem, o dominio de B ndo
€ simplesmente conexo. Veja as definicdes a seguir.

Definicdo 11.4 Um dominio D C R? é
i) conexo se quaisquer dois pontos de D podem ser ligados por um caminho
inteiramente contido no dominio;
ii) simplesmente conexo se for conexo e, além disso, todo caminho fechado
e simples em D contorna apenas pontos do dominio.

Intuitivamente, o dominio € conexo se tiver apenas uma parte, e é simples-
mente conexo se, além de ser conexo, ndo tiver “buracos”.

Por exemplo, o dominio {(x,y) € R?; x> +y?> < 3% e |y| > 1} tem as partes
{(x,y) eER% X2 +y* <3%2ey>1} e {(x,y) €R* x> +y> <3%ey < —1}, e, por-
tanto, ndo é conexo (veja a figura da esquerda abaixo). J& o anel
{(x,y) € R?; 1 < x>+ y? < 32} é conexo, mas nio é simplesmente conexo, uma
vez o circulo x*> 4+ y*> = 2% est4 contido no anel mas contorna pontos que nio es-
tdo no dominio (veja a figura do meio). Finalmente, a figura da direita ilustra um
dominio que é simplesmente conexo.

CLS
o

o/

Para campos definidos em dominios simplesmente conexos, pode-se demons-
trar o teorema a seguir, segundo o qual ser gradiente € sindbnimo de ser irrotacional.

Teorema 11.2 Suponha F = (L,M) um campo de classe C! em um dominio
simplesmente conexo D C R?. Entdo F é um campo gradiente se, e somente se,
F ¢ um campo irrotacional.

Esse teorema esclarece a questdo do campo magnético: ele € irrotacional e
deixa de ser gradiente em virtude de seu dominio ndo ser simplesmente conexo.
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= Exemplo 11.8 Verifique que, restrito a D = {(x,y) € R?; y > 0}, o campo mag-
nético € gradiente, e determine uma funcdo potencial para este campo. "

Solucdo. Ja foi visto que B ¢ irrotacional. Além disso, € claro que o novo
dominio é simplesmente conexo, e, de acordo com o teorema acima, ele € também
um campo gradiente.

Para a fungéo potencial, deve-se obter uma fungéo f(x,y) tal que fy =L e
fy =M, onde L e M sdo as coordenadas do campo. Usando a substitui¢do u = x/y
para integrar a igualdade f; = L na varidvel x, obtém-se que

_ Mol =y o i f y o Hoi [ 1
fen= | meip ™= 27r/y2(()€/y)2+1)dx_ 2”/”2+1du

_ Mol _ Mo
=5 arctan (u) + g(y) o arctan(x/y) + g(y)

onde g(y) € a constante de integragio em relag@o a varidvel x. Jd se tem entdo que
f(x,y) = —5% arctan(x/y) + g(y). Para determinar g(y) basta notar que

f)/(xvy) =

Uoi 1 -x () = Uoi  x
27 (x/y)2+1 y2 YT 0w a2y
Como f, = M, segue-se entdo que g'(y) = 0, e, portanto, g(y) = k = constante.
Assim, para qualquer constante k, f(x,y) = —5%arctan(x/y) + k € uma fungdo

potencial para o campo magnético restrito ao dominio D = {(x,y) € R?; y > 0}.
A restricdo é mesmo essencial, uma vez que o y aparece no denominador, e,
portanto, nao pode se anular. (]

+8'(y) =M(x,y)+ ¢ ()

Lei de Ampeére ampliada

Do fato de que o campo magnético B é irrotacional
podem ser deduzidas algumas propriedades impor-
tantes desse campo. Uma delas é a ampliagdo da
lei de Ampere, no sentido indicado a seguir.

Considere um qualquer caminho fechado sim-
ples C, orientado no sentido anti-hordrio e com a
origem em seu interior, como na figura.

O que se pretende ¢ mostrar que, mesmo sem conhecer uma parametrizagcdo
do caminho, ainda assim se tem que

fC<B,T>ds:uoi
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Para isso ndo € possivel aplicar o teorema de Green na regido limitada por C,
pois essa regido contém a origem, onde o campo magnético nao estd definido.

A ideia € muito simples: usar um argumento
de excisdo, retirando-se um pequeno disco em

torno da origem. Por um lado, a excisdao permite D
a aplicacdo do teorema de Green, o que é muito / \\
bom. Mas, por outro, cria uma regiio com um /CO

“buraco”, como ilustrado na figura ao lado, e deve-
se prestar atengdo a essa novidade.

Indique entdo por Cy um circulo orientado no sentido anti-horério, centrado na
origem e de raio pequeno o suficiente para estar dentro da regido limitada por C.
Indique ainda por D a regifo entre C e Cy. Veja a figura acima.

Ora! O primeiro ponto é que o teorema de Green pode ser aplicado no dominio
D, que € uma unido de dominios simples, como visto no inicio da se¢do. O segundo
ponto é que, com as orientagdes introduzidas acima e em vista da regra da méo
esquerda, o bordo de D tem orientagdo dD = C U (—C)), com uma inversdo na
orientacdo de Cy. Veja de novo a figura acima.

Esclarecidos esses pontos, lembrando que o campo B = (L, M) é irrotacional,
isto €, que M, — L, = 0, e aplicando o teorema de Green em D, obtém-se que

0://D(Mx—Ly)dxdy:ng(B,ﬂds
:7£<B,T>ds+%co<B,T>ds

:jé<B,T>ds—fco(B,T>ds

Finalmente, da lei de Ampere como em (11.10) e aplicada a Cy, segue-se que

f(B,nds:f (B,T)ds = i
C Co

Esta é a forma ampliada da lei de Ampere, em que C ndo precisa ser um circulo
de centro na origem, mas pode ser qualquer curva fechada simples que inclui a
origem em seu interior.
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Teorema de Gauss em 2D

A circulacdo € calculada com a componente tangencial do campo. A componente
normal € usada para o cédlculo do fluxo. E o que se verd a seguir, incluindo o
Teorema da Divergéncia, que é uma versdo normal do Teorema de Green.

Integral do fluxo

Considere o movimento de um fluido em um canal de profundidade 4, e supo-
nha que o movimento seja estratificado no sentido de que a velocidade nao de-
penda da coordenada z, mas apenas das coordenadas (x,y) da superficie do canal.
O campo de velocidades do fluido € entdo func¢do dessas coordenadas, e pode ser
representado por F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)).

O problema consiste em calcular o fluxo (volume por unidade de tempo) do
campo F através de uma peneira colocada dentro do canal. As figuras abaixo
ilustram a situacdo, em que a peneira estd ao longo do caminho C e, em cada
ponto, foi feita a escolha de um vetor n que € unitdrio e normal ao caminho. Esse
vetor serd estudado logo adiante.

\_F x I\"\ ¥ (F_,h) n
N |

% c

n
h F -— )
i J‘ o
A F
. n

Escolhe-se um pequeno comprimento ds ao longo de C, o que delimita uma
pequena drea dA = hds da peneira, de base ds e altura 4. Veja a figura da esquerda.
Ora! O comprimento de F' € a velocidade escalar das particulas. Assim, as particu-
las que no instante inicial estavam sobre ds, apés uma unidade de tempo terdo se
deslocado de ||F|| ao longo de F. Dai se segue que o volume de fluido por dA por
unidade de tempo ocupa o sélido ilustrado na figura da esquerda, sélido em que a
base é um paralelogramo (veja a figura do meio) e a profundidade é A.

O passo seguinte é calcular a drea desse paralelogramo, cuja altura é o compri-
mento |(F,n)| da proje¢do do campo F sobre o vetor n. Veja a figura da direita. Se
(F,n) for positivo, como no exemplo, entdo a drea do paralelogramo é (F,n)ds, e
o volume de fluido por dA por unidade de tempo é h (F,n)ds. Esse volume é dito
o fluxo por dA na direcio n.

Somando-se esses fluxos obtém-se que o fluxo pela peneira é igual a [-A(F,n)ds.
Como £ € constante e a situacdo é essencialmente bidimensional, a integral
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/C (F,n)ds

¢ dita o fluxo bidimensional de F através de C na direcdo n. A novidade estd em
que, agora, a projecdo do campo ¢ feita sobre o normal, e ndo sobre o tangente
como anteriormente.

Vale notar que o vetor normal é fécil de ser obtido. De fato, se P(r) = (x(¢),y(?))
€ uma parametrizacdo regular de C , basta girar o vetor unitdrio tangente

P X Y@ c ()
0= = (T 770 .
de /2 no sentido horério para obter que P(r)
(Y X
0= (o men)

¢ um vetor unitdrio normal a C no ponto P(z). E claro que também — n(¢) é unitério
normal, e escolher entre um e outro ¢ equivalente a orientar o caminho.

» Exemplo 11.9 Seja C o segmento de reta que une os pontos (1,0) e (0, 1), nesta
ordem, e n o vetor unitdrio normal que se obtém girando o tangente no sentido
hordrio. Calcule o fluxo do campoF (x,y) = (1,1) ao longo de C na dire¢ion. =

Solucdo. O exemplo estd ilustrado abaixo. O caminho pode ser parametrizado por
P(t) = (1—1)(1,0)+2(0,1) = (1 —1,1)

em que P(0) = (1,0) e P(1) = (0, 1) sdo so pon-
tos inicial e final. Girando-se o vetor tangente
P'(t) = (—1,1) de m/2 no sentido hordrio e nor-
malizando, segue-se que

1 1
V2'V2

Assim, (F(P(1)),n(t)) = ((1,1),(1/v2,1/v/2)) = 2/4/2, e, portanto,

n(r) = ( )

/C<F,n>ds _ /01(F(P(t)),n(t)>\|P’(z)Hdt - /01 %\@dt =2

Neste exemplo o campo tem a mesma dire¢do e sentido do vetor normal, e,
portanto, ¢ o maior valor que o fluxo pode ter. Assim, o fluxo deve diminuir se o
caminho for mudado de posi¢do, como no préoximo exemplo.
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m Exemplo 11.10 Mesmo exemplo anterior, mas supondo que C seja 0 segmento
de reta que une os ponto (1/2,0) e (0,0), nesta ordem. n

Solugdo. O caminho do exemplo anterior tem comprimento /2 e, se for desli-
zado sobre o eixo Ox até ficar paralelo a esse eixo, coincide com o caminho desse
exemplo. Veja a figura a seguir. Assim, o que se espera é que, agora, o fluxo seja
menor que o do exemplo anterior.

E, de fato, neste exemplo, C pode se parametrizado por

P(t) = (1—1)(v/2,0) +1(0,0) = ((1—1)V2,0)

e, girando-se o vetor tangente P'(f) = (—/2,0)
de m/2 no sentido hordrio e normali-
zando, obtém-se que n(r) = (0,1).  Assim, . _

(F(P(t)),n(t)) = ((1,1),(0,1)) = 1, e, portanto, 0 P V2

1 1
[Emyds= [ F@@)ao)P @)= [ Via=v2 O
C 0 0

= Exemplo 11.11 Seja C o circulo x> 4 y? = R? e n a normal unitdria exterior ao
circulo. Calcule o fluxo do campo F(x,y) = (1,1) ao longo de C na dire¢ion. =

Solugdo. Esse exemplo € interessante porque a quantidade (F,n) muda de sinal

ao longo do caminho.
De fato, de acordo com a figura, na parte supe-

rior do circulo, o sinal de (F,n) é positivo, pois a
projecdo de F sobre n tem o mesmo sentido de n.
J& na parte inferior, esse sinal muda, pois a pro-
jecdo tem sentido contrdrio ao da normal. Mas,
ainda assim, o fluxo € definido pala integral

/C (F,n)ds

que é uma soma algébrica de todos os fluxos infinitesimais (F,n)ds. Como esses
fluxos podem mudar de sinal, a interpretacdo fisica € a seguinte: o fluxo total € um
balanco “liquido” da quantidade de fluido que passa por C na direcdo n menos o
que passa na direcdo de —n.

Da simetria ilustrada na figura, o fluido que entra no disco pela parte de baixo
¢ igual ao que sai pela parte de cima, e o que se espera € que o fluxo total seja
zero. E, com efeito, a partir da parametrizagio P(t) = (Rcos(z),Rsen(t)), com
t € 0,27], gira-se o tangente P’'(t) = (—Rsen(t),Rcos(t)) de 7/2 no sentido ho-
rario e normaliza-se para obter que n(7) = (cos(z),sen(z)). Dai se segue que
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(F(P(t)),n(t)) = cos(t) + sen(t) e, portanto,

/C (F,n)ds = /0 TP )P ()] di = /0 7 (cos(r) + sen(r))Rdt = 0
]

Teorema de Gauss

Uma vez entendido o fluxo, que é uma integral de linha, o préximo passo € procurar
relaciond-lo com uma integral dupla.

O motivo para essa procura estd ilustrado na F
figura ao lado. Indique por T = (a,b) as coorde-
nadas do unitdrio tangente e por F = (L,M) as
do campo F. Entdo as coordenadas do unitrio
normal sdo n = (b, —a), e, portanto,

(F,m) = ((L,M),(b,—a)) =Lb+M(—a)
= (~M)a-+Lb = ((~M.L),(a,b)) = (0.T)

onde Q = (—M, L) corresponde a girar F de 7/2 no sentido anti-hordrio. Assim,
projetar F' sobre a normal é equivalente a projetar Q sobre o tangente. Segue-se
que, a menos das unidades de medida, o fluxo de F € igual a circulagdo de Q.

Como, por Green, a circulacio € igual a uma integral dupla, o fluxo também
deve ser igual a uma integral dupla. Caramba! Que integral seria essa?

E fécil. Basta comegar do inicio. Seja entdo D C R? um dominio no qual vale o
teorema de Green e F = (L,M) um campo de classe C'. Seja ainda
P(t) = (x(t),y(t)), com ¢ € [a,b], uma parametrizagdo regular e positiva de dD.
Da relac@o entre o unitério tangente 7'(¢) e o unitdrio normal n(¢) segue-se que

wds— [ RAON (1) |
[ s = [ (L) M) ) 1P
= /ab (=M (P(2))X'(t)+L(P(t))y (t)) dt = . —Mdx+ Ldy

o que confirma o que foi visto acima, de que o fluxo de F = (L,M) ¢é igual a
circulagdo de Q = (—M, L). Mas essa igualdade s6 é verdadeira se T e n estiverem
relacionados como acima: T € o tangente de uma parametriza¢do positiva de dD
e n corresponde a girar 7 no sentido hordrio. Outra maneira de preservar essa
relacdo € dizer que n é a normal unitaria exterior ao dominio D. A figura abaixo
ilustra a relagdo entre 7 e n.
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Agora, pode-se agora aplicar o teorema de Green ao campo Q para obter que

T
/ <F,n>ds- —Mdx+ Ldy
aD

—// y) dxdy
://D(vaLMy)dxdy

Muito bom. Essa € a relacdo que se estava procurando. O fluxo pelo bordo, na
direcdo da normal exterior, corresponde a uma integral dupla sobre todo o dominio
da fungdo L, + M,. Essa fung¢do € famosa, e conhecida pelo nome de divergente.
A notacdo usada ¢é a seguinte:

divF (x,y) = L(x,y) + M, (x,y) = divergente de F no ponto (x,y)

Essa discussao pode ser resumida no teorema a seguir, conhecido também como a
forma normal do Teorema de Green, ou ainda como Teorema da Divergéncia.

Teorema 11.3 — de Gauss. Sejam D C R? um dominio no qual vale o Teo-
rema de Green, com dD orientado com a normal unitdria exterior n. Se F é um
campo de classe C' em uma regiio que contém D, entio

/ (F,n)ds:/ div F dxdy
oD D

Densidade de fluxo

Para ser usado a seguir, vale lembrar que, se

uma.fungﬁo f: D — R ¢ integravel, entdo a sua M|
média é _ :
M= —— / x,y)dxd i &
7™ 4dreadeD Df( \y) dxdy
que € um valor entre 0 mdximo e o minimo da v,
funcdo. Veja a figura. Logo, se a func¢ao for con- 4 _D_\
. , . - !
tinua, entdo a média estd na imagem da fung@o. 4 > = 4

Isso significa que

area deD /Df(an)dXd)’ = f(x1,y1) paraalgum (xi,y;) €D
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Esse resultado € conhecido como o teorema da média para integrais.

Voltando ao teorema de Gauss, o nome de
yo+Ay ! “divergente” parece estranho, mas pode ser justi-

o n ficado com a densidade de fluxo. Para isso, consi-
dere um retangulo R = [xo,x0 + Ax] X [yo,yo + Ay]
| dentro do dominio do campo F, com o dR orien-
tado com a normal unitdria exterior. Veja a figura.

Yo

X0 X1 xp+Ax

O fluxo [;x(F,n)ds é um balango liquido entre o que sai menos o que entra.
Assim, se o fluxo for positivo, entdo sai mais do que entra. Se negativo, entdo entra
mais do que sai.

Mas, e no ponto (xp,yo), 0 que acontece? Nao adianta calcular o limite do
fluxo com (Ax,Ay) — (0,0), pois esse limite é zero. E, entdo, que entra em cena
uma ideia nova, de comparar o fluxo com a 4rea AxAy do retingulo R. Veja que
ideia boa: usando o teorema da divergéncia e o teorema da média, obtém-se que

| 1
—_— F.n ds:—//diVFdxd =divF (xq,
Amy/alg as= o ] ¥ (e131)

para algum ponto (xj,y;) € R. O lado esquerdo da igualdade é a densidade de
fluxo (fluxo por unidade de area), a integral do meio € a média da fungdo div F' no
retdngulo R e o lado direito é o valor da média, igual a div F (x1,y;).

Consultando mais uma vez a figura acima, como (xj,y;) € R, se
(Ax,Ay) — (0,0) entdo (x1,y1) — (x0,¥0), € da dltima igualdade segue-se que

1
lim —/ Fn)ds = lim div F (x1,y1) = div F (xg,
(Ax,AY)—(0,0) AxAy 8R< ) (x1,y1)—(x0.30) 1) (50 30)

Esta ¢ a interpretag@o fisica do divergente: ele ¢ a densidade de fluxo no ponto
(x0,¥0). Em particular, em vizinhangas pequenas do ponto, o sinal do fluxo é o
mesmo do divergente, e indica se estd saindo ou entrando fluido no ponto (xg,yp).

sai mais do que entra sai igual ao que entra sai menos do que entra

divF >0 divF =0 divF <0
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O préximo exemplo ilustra o fato de que a igualdade div F = 0 pode ser usada
como uma condic¢do de equilibrio em um problema de termodinimica.

= Exemplo 11.12 Suponha que a chapa semicircular D= {(x,y);x* +y* < ley>

2
17))2> . Justifique a afirmacao de
Yy

0} tenha temperatura T'(x,y) = 2 arctan < 5
J— x J—

que a temperatura deve satisfazer a equacao de Laplace

Txx(X,y)+7;y(X,y) =0 \V/()C,y) €D L

Solucdo. Esse exemplo foi estudado na Secdo 4, onde foram obtidas as curvas de
nivel (pontilhadas na préxima figura) e as linhas de fluxo do calor.

Como o gradiente VT (x,y) = (T:(x,y),Ty(x,y)) aponta na direcdo da maior
temperatura, o calor flui na dire¢do contrdria, de —VT (x,y). De fato, o vetor fluxo
de calor é dado por F(x,y) = —kVT(x,y), onde k é a condutividade térmica.

Ora! A temperatura € estaciondria, no sentido
de que € ndo muda com o tempo, e isso apesar de
haver fluxo de calor. Para isso é necessério que,
em cada ponto, a quantidade de calor que entra
seja igual a quantidade de calor que sai!

Assim, para que a temperatura seja estaciondria, é necessario que div F(x,y)=0
para todo (x,y) € D. Como F(x,y) = —k(T:(x,y), T,(x,y)), deve-se ter que

. d d
0= leF(x’y) =—k (aTx(%)’) + a_yTy(xay)>

= —k(Tr(x,y) + Tyy(x,y)) ¥ (x,y) €D

Com um pouquinho de paciéncia, essa justificativa pode ser verificada direta-
mente, calculando as derivadas T, e Ty,. Calcula-se as derivadas primeiras

%0 ox

Ti(x,y) = T ((x+1)2432)((x—1)2+y2))
22

T =7 G

T ((+ 12+ (= 1) +y?)

e, em seguida, as derivadas segundas

80 y(3xt 4+ 2x%y? —y* —2x% — 292 — 1)
7 (G DD G- 1+

Desses calculos segue-se que, de fato, T satisfaz a equacdo de Laplace. U

’Z;cx(xay) = :7Tyy(xay)
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Lei de Gauss

A figura ilustra um fio infinito ao longo do eixo &’z com uma densidade uniforme
de carga &y > 0. Ilustra ainda o campo elétrico E em um ponto P do plano Oxy,
campo que, experimentalmente, tem a mesma direcio e sentido do ponto P.

Para o estudo da intensidade, entretanto, €
necessdario um melhor entendimento, e Gauss
foi um dos pioneiros a aprofundar esse conheci-
mento. Assim, indicando por C um circulo de
centro na origem e raio r € por n a normal unita-
ria exterior, a lei de Gauss afirma que

j{<E,n>ds: L& anm
C &

onde & ~ 8,85418782 x 10712 A s?/kg m> é a constante de permissividade do
vacuo. O curioso € que a integral é sobre um circulo de raio r e, em principio,
depende desse raio. Mas, segundo a lei, a integral ¢ independente do raio!

Esse comportamento é andlogo ao do campo magnético, e pode ser explicado
da mesma forma. Se o raio é pequeno, o comprimento do circulo também € pe-
queno, mas a intensidade do campo é grande.

Se o circulo aumenta, o seu comprimento tam-
bém aumenta, mas a intensidade do campo dimi-
nui. Assim, a lei de Gauss afirma que um au-
mento no raio corresponde a uma diminui¢do da
intensidade do campo, e isso de maneira a que o
fluxo permaneca constante. Veja a figura ao lado.

Para o cdlculo da intensidade, indique por P(t), t € [0,27], uma parametriza-
¢do positiva de C e por n(z) o vetor unitario normal e exterior. Como E é também
normal e exterior, tem-se que E(P(r)) = |[E(P(t))||n(¢). Além disso, por sime-
tria, a intensidade de E é constante ao longo de C, isto é, ||E(P())|| = k para
todo 7 € [0,27]. Segue-se que E(P(t)) = kn(z), e, portanto, (E(P(t)),n(t)) =
(kn(t),n(r)) = k. Mas entdo, da lei de Gauss,

2n
gioéozjé@,mds:/o (E(P(1)),n(t))||P'(1)]| dt

4
_ k/ 1P (1) dt = k2r
0
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de onde obtém-se || E(P(t))|| = k = 8/2meyr. Otimo, essa é a intensidade ao longo
de C, onde ||P(¢)|| = r. Em um ponto P = (x,y), com ||P|| # 0, a intensidade é

& &
27 lP| ~ 2mep /2 1

Além disso, E(P) tem a mesma direc¢do e sen-
tido do vetor P = (x,y). Basta entdo considerar o
vetor unitdrio

IEP)|| =

U— P _ X y
[Pl \/xz—i—yZ’ NN

na direcdo e sentido de P para obter que o campo ¢ dado por

BP) = IEC)U = 5o ()

- 2meg \ X2+ 32" x2 4 y?

Muito bom! Essa € uma expressao explicita para o campo e, como mostram as
préximas secdes, dela € possivel tirar vérias conclusdes interessantes.

Lei de Gauss ampliada

Assim como o campo magnético € irrotacional, o campo elétrico é “incompressi-
vel”, no sentido de que div E(P) = 0 para todo P # (0,0). Essa é uma propriedade
importante e facil de verificar: indicando por L e M as coordenadas de E, um
célculo simples mostra que

50 y2 _ x2
L = — = = *My
<(x,y) 27e, ()C2+y2)2 )(x,y)
de onde se segue que div E(P) = L, (P)+M,(P) =0 V P # (0,0). Essa propriedade
pode ser usada para ampliar a lei de Gauss no sentido indicado a seguir.

Considere um qualquer caminho fechado sim-
ples C, orientado com a normal unitdria exterior e
com a origem em seu interior, como na figura. O
c que se pretende € mostrar que, mesmo sem conhe-

cer uma parametriza¢do do caminho, ainda assim

1
jé(E,n>ds: 8—050
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Para isso, ndo é possivel aplicar o teorema de divergéncia na regifo limitada
por C, pois essa regido contém a origem, onde o campo elétrico ndo estd definido.
Como no caso da lei de Ampere, a ideia é muito simples: usar um argumento
de excisdo, retirando-se um pequeno disco em torno da origem. Por um lado, a
excisdo permite a aplicagdo do teorema da divergéncia, o que é muito bom. Mas,
por outro, cria uma regido com um “buraco”, como ilustrado na figura seguinte, e
é necessdrio cuidar dessa novidade.
Indique entdo por Cy um circulo orientado com a normal unitaria exterior
ny, centrado na origem e de raio pequeno o suficiente para estar dentro da regido
limitada por C. Indique ainda por D a regido entre C e Cy. Veja a figura abaixo.

O primeiro ponto € que o teorema da diver-
géncia pode ser aplicado ao dominio D, pois é
um dominio onde pode ser aplicado o teorema de
Green. O segundo ponto é sobre a normal unitaria D /
exterior n ao bordo dD: tem-se que n =n em C,
mas n = —ng em Cp. Isso porque n deve apontar
para fora de D. Veja de novo a figura ao lado.

Esclarecidos esses pontos, lembrando que o campo elétrico € tal que divE =0
e aplicando o teorema da divergéncia em D, obtém-se que

oz// divdedy:j{ (E,ﬁ>ds:j£<E,n>ds+ (E,—no)ds
D oD C Co

:7{<E,n>ds—7{ (E,mg)ds
C Go
Daqui, e da lei de Gauss como em (11.11) e aplicada a Cy, segue-se que
1
FEmyds= § (Eng)ds = 5
c Co &
Esta é a forma ampliada da lei de Gauss, onde C ndo precisa ser um circulo

de centro na origem, mas pode ser qualquer curva fechada simples que inclui a
origem em seu interior.
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Exercicios

1) Considere o semiplano D = {P = (x,y) € R?; x > 0} e a regido R C D limitada
pelas circunferéncias ||P|| =1 e ||P|| = 2 e pelas retas y = x. Conforme a figura,
tem-se que R = UleC,' onde os caminhos C; t€m a orienta¢do indicada. Considere

& P
~ 2mey P
arctan(2) ~ 11/10, e julgue os itens a seguir.

ainda o campo elétrico E(P) Se necessdrio, use que In(2) ~7/10 e

a) Por consideracdes geométricas, conclui-se que o trabalho realizado por
E ao longo do caminho C; € positivo.

b) E € um campo conservativo em D.

¢) Tem-se que E = V f para alguma funcdo ©
f: D — R cuja expressdo envolve o lo-
garitmo. G G|
o
d) Jo,(E,T)ds > Iney”
e) As integrais [ (E,T)ds, i =2,4, ttm G

sinais iguais.

2) Indique por v o volume e por p a pressdo no interior de um cilindro de um
motor a 4 tempos. A figura a seguir ilustra o diagrama v X p ao longo de um
ciclo: aspiracdo (1 a 2), compressdo (2 a 3), explosdo (3 a 4) e exaustdo (4 a 1).
O trabalho realizado ao longo desse ciclo é W = §. pdv, onde C € a curva fechada
de orientacdo indicada na figura, curva que limita as regides R; e R;.
a) Justifique a afirmacdo de que as regides R; e R, satisfazem as condi¢des do
Teorema de Green.

rl 3 b) Enuncie o Teorema de Green na regido
R; para um campo genérico F(v,p) =
(L(v,p),M(v,p)).

¢) Calcule a integral $;p pdv em termos da

(R area de R;.
\ ‘-\..
h = d) Repita o item anterior no caso da regiao R;.
R
B> e) Use os itens anteriores para calcular o tra-

17 v balho W em termos das areas de R ¢ R».
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3) Considere o problema de calcular a circulagdo ao longo da curva C do campo
magnético B(x,y) = (L(x,y),M(x,y)) = (%, x22Txy2>’ onde C ¢ uma curva fe-
chada simples e orientada no sentido positivo, conforme a figura. Para isso, indi-
que por Cy o circulo de centro na origem e raio a > 0, orientado também no sentido
positivo, e por D a regido entre C e Cy. Com essa notagdo, o campo B estd bem
definido e é de classe C! no dominio D.

a) Calcule, pela defini¢ao, a circulagdo de B ao longo de Cj.

b) Enuncie o Teorema de Green no dominio D, in-
dicando a orientac¢do do bordo dD. 9
c¢) Calcule as derivadas parciais L, e M,. / \\C
0
d) Calcule [;,(B,T)ds usando os itens anteriores. KJ
e) Use os itens anteriores para calcular
Jo(B,T)ds.
4) Na figura, C; e C; sdo segmentos sobre as retas y = x € y = —x, respectiva-

mente, Cy é um arco de circulo de raio 1 e C é uma curva qualquer ligando os
pontos P; e P». Essas curvas limitam uma regido D cujo bordo dD tem orientacéo
positiva. Com essa notagdo, o problema € calcular a integral [-(B,T)ds, em que
B(x,y) = (—=3y/(x* +¥%),3x/(x* +*)) € o campo magnético.
a) Parametrize —Cy e calcule [ ., (B,T)ds pela definigéo.
Py b) Justifique a afirmagio de que [ (B,T)ds =0
G parai=1,2.

Ne c) Calcule as derivadas parciais de L e M,
o b/ onde B = (L,M).
d) Calcule [;,(B,T)ds usando o Teorema de Green.

“ e) Calcule [-(B,T)ds usando os itens anteriores.
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Integral de supefrficie

As integrais de linha, a um pardmetro, medem comprimento, massa ou fluxo ao
longo de curvas. As integrais de superficie sdo uma generalizacdo dessas integrais
para as superficies. Sao integrais a dois parametros que, agora, medem 4rea, massa
ou fluxo através de superficies.

Supefficies parameétricas

O primeiro exemplo de uma superficie € o grafico de uma fun¢@o diferencidvel
f:D—R,com D C R?, que é o conjunto S = {(x,y, f(x,y)) € R%;(x,y) € D}. A
superficie S pode ser descrita por meio da fungio vetorial @: D — R3 dada por

(p(x,y) = (xvyvf(xvy))

Com essa notagdo, S = ¢ (D) é a imagem de D por ¢, o que é uma maneira de
descrever S por meio dos parimetros x e y. Assim, ¢ é dita uma parametrizacio
de S, ou que S é uma superficie paramétrica.

Para x = x¢ fixo, a funcdo P
¥~ 9(x0.y) = (10,3, f(¥,y)) descreve um
caminho sobre a superficie S, que é dito um
caminho coordenado. A figura ao lado ilustra o
caminho juntamente com o vetor velocidade no V Ty
ponto yg, que € o limite do quociente de Newton \ ~ D
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m ¢ (x0,y0 + Ay) — ¢(x0,Y0)

@y (x0,¥0) :Alyi_w A (12.1)
b J(x0,y0 +Ay) = f(x0,50) | _
—Al;glo (0,1, Ay — (Oalafy(XOJO))'

Analogamente, para y = yo fixo, a fungdo x — @(x,y0) = (x,y0, f(x,0)) é
também um caminho coordenado cujo vetor velocidade no ponto xg é

_ o @(xo+Ax,y0) — @(x0,)0)
(Px(XanO) _AI;QO Ax

= (1aoafx(x0,y0))- (122)

Tanto ¢, como @, sdo vetores do plano
tangente, e, portanto, @, X @, € um vetor nor-
mal a superficie. Usando as expressdes obti-
das acima, segue-se que
J

k
¢y X (Py:det 0 fx = (_fxa_fyvl)
L fy

i
1
0

Em particular a norma ||@, x @,|| = /14 f2+ f7 é sempre diferente de zero,

o que serd usada logo adiante.

Andlogos aos caminhos no plano, que podem ou nio ser grificos de fungdes,
também as superficies podem ou nao ser graficos de funcdes. Por exemplo a esfera,
que nao é grafico, pode ser parametrizada com as coordenadas esféricas. Para isso,
considere o dominio D = (0,27) x (0,7) e a fungdo vetorial ¢: D — R3 dada por

©(0,0) = (Rsen(¢)cos(6),Rsen(¢)sen(0),Rcos(¢))

que sdo as coordenadas esféricas com raio constante p = R. Entdo a imagem
S = @(D) é a esfera de raio R menos o meridiano correspondente ao dngulo 6 = 0.

4 N
0 £ )
D /\ II S .'1_ (p9|
y (0] { 1 I'q) |
0.~ | I\ ~
& X u»
h /
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As figuras acima ilustram a esfera juntamente com alguns caminhos coordena-
dos e seus respectivos vetores velocidades, que sdo dados por

©9(6,9) = (—Rsen(¢)sen(6),Rsen(¢)cos(6),0)
©9(0,9) = (Rcos(¢)cos(0),Rcos(¢)sen(0),—Rsen(¢))

Um célculo longo mostra que @g(6,¢) X ¢y(6,9) = —Rsen(¢) (6, ¢). Como
sen(¢) > 0 para ¢ € (0,7) e [[|@(8,¢)|| = R, segue-se que ||@g x ¢y || = R*sen ().
Em particular, ||@g X @] ndo se anula no dominio D.

Em geral, uma superficie paramétrica é aquela que pode ser descrita por meio
de uma parametrizagdo regular @ (u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) com (u,v) € D.
Veja a préxima definicdo.
Definicdo 12.1 A parametrizagio ¢: D — R? de S = ¢ (D) é regular se
i) @ é diferencidvel;
ii) ||@, X ¢,/ ndo se anula em D;

iii) @: D — Séinjetivacp~!: S—D
é continua.

Pu

A condicdo de que ||@, X ¢,|| ndo se anule estd relacionada com uma compa-
racdo entre areas a ser vista a seguir. Vale lembrar que, segundo o que foi visto na
Secdo 9, A = ||@, X @,|| é a drea do paralelogramo gerado por @, e @,, drea que
pode ser calculada diretamente a partir do vetor ¢, X @,, ou entdo indiretamente
pela formula || @, X @[l = /[[@u[?[|@.]1> — (@u, ¢)%.

Revendo os exemplos acima, do grafico e da esfera, verifica-se que eles satis-
fazem as condigOes para ser parametrizacdes regulares. De fato, isso é claro para
o caso de graficos. Para o caso da esfera, € importante observar que a retirada de
um meridiano é o que garante que a fungdo inversa @ ' : S — D seja continua.

Lembrando: comprimento de arco

Como guia para o que se vai fazer adiante, vale lembrar o cdculo do comprimento
de um caminho de parametrizagdo P(t) = (x(¢),y(t)), com ||P'(¢)|| # 0 Vr € [a, D).

O primeiro passo é um célculo local, comparando o comprimento do intervalo
[t,¢ 4+ At] no dominio com o comprimento do caminho entre P(r) e P(t + At).

t‘ tTAt /\ /’/4\
' ‘ P

P(t) P(r+ At)
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Usando a figura como guia, e lembrando-se da defini¢do do vetor velocidade

. P(t+Ar)—P(1) ,
lim ———= =P'(t
AT A “
pode-se usar a aproximagdo P(t + Ar) — P(r) = P'(¢)At se At é pequeno. Assim,
nesse caso, o comprimento entre P(¢) e P(t + Ar) pode ser aproximado por

1P(t +A) = P(t)]| ~ [|P'(t)]| At

Feito o cdlculo local, o passo seguinte € a globalizacdo por meio das somas
de Riemann. Escolhe-se entdo uma parti¢do [a,b] = UL, onde cada I; = [;,1; + At;]
€ um pequeno intervalo. O comprimento de cada imagem pode entio ser aproxi-
mado por ||P(1; + At;) — P(1;)|| = ||P'(t;)|| At;, e 0 comprimento total por

comprimento de C ~ Z |P(t; +AL;) — P(1;)|| = Z |P'(#:)] A;

aproximacio tdo melhor quanto menor forem os Af;. O lado direito dessa aproxi-
macdo € uma soma de Riemann e, passando ao limite com a norma da parti¢io
tendendo a zero, obtém-se

b
comprimento de C = / |P'(¢)| dt
a

Essa integral é denotada por [-ds, e ds = ||P'(t)||dt é o elemento comprimento
de arco. Assim, se P: [a,b] — R? é parametrizagdo regular de C = P([a,b]), entio

/Cds: /abHP’(t)Hdt

Usando a estrutura acima como modelo, o primeiro passo para se calcular a drea
de uma superficie é fazer um calculo local, comparando a drea de um pequeno
retangulo R do dominio com a drea da imagem R = ¢@(R).

Considere entio uma parametrizacio regular @: D — R3 de S = ¢(D). Consi-
dere ainda um ponto (x,y) € D e Ax e Ay pequenos o suficiente para que o retdngulo
R = [x,x+ Ax] x [y,y+Ay] esteja contido em D, e indique a imagem por R = @(R).

Usando a figura abaixo como guia, e lembrando-se das definicdes dos vetores
velocidades dadas em (12.1) e (12.2), para Ax e Ay pequenos, tem-se que

Area de superficie

P(x+Ax,y) — 0(x,y) = ¢c(x,9)Ax e @(x,y+Ay) — @(x,y) = @y(x,y)Ay
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%
b
=)

Daf se segue que a drea de R pode ser aproximada pela 4rea do paralelogramo
gerado por @, (x,y)Ax e @,(x,y)Ay. Ora! Segundo o que foi lembrado acima, a drea
desse paralelogramo € o médulo do produto vetorial entre os dois vetores. Assim

drea de R ~ [[(@x(x,y)Ax) X (@y (x,y)Ay)]|
= lx(x,) x @y (x,y) || AxAy = [|@x(x,y) x @y (x,y)|| drea de R (12.3)

Surpresa! As dreas podem ser comparadas por meio do fator || @, x @y||. Assim,
esse fator desempenha um papel semelhante ao do ||P'(¢)|| no caso de caminhos.

Essa semelhanga é ainda maior no caso de grificos. Com efeito, se
P(x) = (x,g(x)) parametriza o grafico da fungio g(x), entdo ||P'(x)|| = /1 + g'(x)2.
Analogamente, se ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)) parametriza o grifico da funcdo f(x,y),
entdo ja foi visto que, nesse caso, [|@x x @y = /14 f2+ f2, que é uma generali-
zagdo natural da expressdo de ||P’(x)]|.

A comparagdo pode ser levada adiante. Nos dois casos, a partir do cédlculo lo-
cal, os resultados podem ser globalizados por meio das somas de Riemann. De fato,
escolhendo-se uma particdio D = UR; ; do dominio D, onde cada
ie}j = [x;,xi+Ax;] x [y;,yj + Ay;] é um pequeno retdngulo, de (12.3) obtém-se que
a dreade R;; = o(R; ;) pode ser aproximada por

drea de R;j ~ [|@x(xi,y;) X @y(xi,y;) || AxiAy;
Como S=¢(D)= (p(UI?,-ﬂ :U¢(§ij) =UR;j, a drea de S pode ser aproximada por
dreade S=Y Y dreade Rij~ Y Y [@c(xi,y;) X @y(xi,y;) || AxiAy;

aproximagao tdo melhor quanto menores forem os Ax; e Ay;. Como o lado direito
dessa aproximagdo ¢ uma soma de Riemann da fungdo [|@, % ¢y|, passando ao
limite com a norma da parti¢do tendendo a zero, deve-se ter que

areade S = //D @ (x,y) x @y(x,y)||dxdy
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Usa-se a notagdo [[qdS para indicar a drea, e dS = ||@, X @y||dxdy é dito o
elemento de drea da superficie. Assim, por definicdo, se @: D — R3 é uma para-
metrizacdo regular de S, entdo

//st: //D”‘Px(xay) X @y(x,y)| dxdy

» Exemplo 12.1 Sejam D o disco de raio R e f: D — R a fungdo f(x,y) =
B\/x2+y?2, cujo gréfico ¢ um cone de raio R e altura H > 0. Calcule a drea
do gréfico de f. "
Solucdo. Esse exemplo € interessante porque permite comparar os resultados
obtidos de duas maneiras: usando integrais de superficie e planificando o cone.

o C’\\ |
"\-‘_\.. \{X/@/ \\\\\ j;,.l'l

<7 L /
c* AV ~B

Para planificar, basta cortar ao longo de AC, como indicado na figura da es-
querda, para entdo transformar o cone no setor circular da figura da direita, e isso
sem alterar sua 4rea.

Na figura da esquerda, o circulo de raio R comeca no ponto A, termina no
ponto B e tem comprimento 27R. Além disso, por Pitdgoras, o segmento AC tem
comprimento v/RZ + HZ2. Estes sd0 0s mesmos comprlmentos na figura da direita:
VR2 + H? para o segmento AC e 27R para o arco AB. Ora, por proporcionalidade,

area do setor circular area do disco _ m(R*+h?)

comprimento 2R do arco AB comprimento do circulo 27V R? + h?

de onde se segue que a drea procurada é TRV R? + H2.
Para usar integrais, o primeiro passo € calcular as derivadas parciais
H X H y

e filx,y) =

felx,y) = NG R /21,

Em seguida, como o cone € o grafico da fungéo f, o elemento de area é dado por

1
S= /14 f2+ fdxdy = \/1+H?/R*dxdy = E\/R2+H2dxdy
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Daf se segue que a area do cone € igual a

1 1
//dS:// ﬁsz—i—szxdy:Esz—i-HZ// dxdy
S D D
1
==V 2+ H? nR* = R/ R*> 4+ H?

que é o mesmo valor obtido com a planificacdo. Essa comparacdo funciona como
uma ancora, para esclarecer e dar seguranca ao que se estd fazendo. O

= Exemplo 12.2 Calcule a area da esfera de raio R. =

Solucdo. A drea da esfera pode ser justificada por
meio de um raciocinio simples, que ndo chega a ser
uma demonstragido, mas dd uma boa ideia do que estd L 3
acontecendo. Para isso, considere a concha esférica ey
entre os raios R e R+ AR, conforme ilustra a figura ao

lado.

Apesar de ndo ser plana, a concha tem a propriedade interessante de que, em
cada ponto, a sua altura é constante e igual a AR.

Pode-se entdo imaginar uma drea plana A(R, AR), que dependa tanto de R como
de AR, que fosse a “drea da base” do volume da concha. Nesse caso, o volume
seria “drea da base vezes altura”, isto é, A(R,AR)AR, ¢ é claro que A(R,AR) deve
aproximar a drea da esfera.

Ora, 0 volume da concha € V(R +AR) —V(R), onde V(R) = 37R* é 0 volume
da esfera de raio R. Igualando esses volumes e dividindo por AR, obtém-se que

V(R+AR) — V(R)
AR

A(R,AR) =

Assim, a “drea da base” é o quociente de Newton de V (R)! Tomando o limite com
AR — 0, deve-se ter que a drea da esfera ¢ igual a derivada A(R) = V'(R) = 47R>.
Esse valor estd mesmo correto, conforme os célculos com as integrais de su-
perficie. De fato, se parametrizado pelas coordenadas esférica ¢ : D — R>, onde
D = (0,27) x (0,7), o elemento de drea da esfera é dS = R?sen(¢)d6d¢, con-
forme o que j4 foi visto. Daf se segue que a drea da esfera de raio R é dada por

//SdS = //DR2 sen(¢)d0d¢

2 T 2
:RZ/O (/0 sen(¢)d¢> do =R* A 2d6 = 4nR* 0
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n Exemplo 12.3 Calcule a drea do grdfico da fung@o f(x,y) = 1(x*> +)?) definida
no disco de raio R. n

Solucdo. O grifico de f é um paraboloide, conforme ilustra a proxima figura.

Este exemplo € interessante porque, agora,
ndo se tem um valor esperado, e o jeito é con-
fiar nas integrais de superficie. De fato, um valor
esperado s6 pode ser obtido em casos muito sim-
ples. Na maioria das vezes, a integral de superfi-
cie é o unico cdlculo possivel, e isso quando ela
pode ser calculada!

: _"“-:\

_— " -

No caso do exemplo, entretanto, os cdlculos sdo bem simples: calculam-se as
derivadas parciais fi(x,y) = xe f;(x,y) =y e o elemento de drea, que é dado por

dS = /14 f2+ f2dxdy = \/1+ x>+ y> dxdy

Em seguida, usando coordenadas polares e a substitui¢io u = 1 4 2, obtém-se

//dS:// \/1—i—xz—i-yzdxdy://A\/l—i—rQrdrdO
S D D

R 1+R? 2
:27:/ \/1+r2rdr:7r/ ul/Zdu:?ﬂ((HRz)WLl) 0
0 1

Esse valor para a drea ndo € tdo simples quanto os anteriores, e valem algumas
verificagdes. A mais dbvia delas é que, se R = 0, entdo a drea é também zero, o
que € pelo menos um bom comeco!

Outra verificacdo possivel é comparar a drea do paraboloide com a &rea do
cone de mesmo raio e altura. Da figura a seguir € claro que a drea do paraboloide
deve ser maior do que a do cone.

E, de fato, do Exemplo 12.1, a area do cone de

raio R e altura H = R*/2 6 A(R) = Z(4+ R*)/2, « - /?
Assim, indicando por A,(R) a drea do parabo- \_\ N —— 7
loide, o que se quer ¢ verificar se A . )
\ 7
: y
- 7
)~ ApB) AR D) I
qQ\r")= A(R) 3R2(R2+4)1/2 e —

tem a propriedade de que g(R) > 1 para todo R > 0.
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Para isso, calculando os limites limg_,0g(R) = 1 e limg_.q(R) = 4/3, e veri-
ficando que ¢'(R) > 0, obtém-se que o grafico de g(R) é como ilustrado ao lado.

4/3 /— Do grifico segue-se que g(R) > 1, como es-
1 perado. Segue-se ainda um fato curioso: o limite
limg_,. g(R) = 4/3 significa que, com o cresci-
mento de R, as dreas A,(R) e A¢(R) crescem de
maneira proporcional, o que nio ¢ nada intuitivo!

Integral do fluxo

A integral do fluxo, estudada na Seg¢do 11 no caso de curvas, pode ser generali-
zada para superficies. Além de interessante por si mesma, essa generalizacdo é o
primeiro passo para se generalizar os teoremas de Green e de Gauss para o espago.

Orientacdo de superficies

A integral do fluxo é calculada sobre superfi-
cies orientadas, conforme definido a seguir. 1O X @y
Assim como os caminhos, também as super-
ficies podem ser orientadas com a normal. Para
isso, se @ : D — R? é uma parametrizacio regular
da superficie S = ¢(D), entdo tanto ¢, como @, /——-———naﬂﬂ_h
sdo vetores do plano tangente, e, portanto, @, X @, th“““‘\/
é um vetor normal a superficie.

Além disso, por hipétese, a norma || @y X @,|| ndo se anula em D, e, portanto,

n— Px X Py
[0 % @yl
¢ um vetor unitdrio e normal a S. Assim, em cada ponto ¢@(x,y) de S, fica defi-
nido um vetor unitdrio normal n = n(¢(x,y)), que varia continuamente sobre a
superficie. E claro que também —n é um vetor unitdrio normal, e escolher entre
um e outro &, por definicdo, orientar a superficie. Em particular, toda superficie
paramétrica pode ser orientada com a escolha de um vetor unitdrio normal, e elas
sdo ditas superficies orientdveis.

No caso em que a superficie € o grafico da funcdo f: D — R, com parametri-
zagdo @(x,y) = (x,y, f(x,y)), ja foi visto que @y X ¢, = (—fx, —fy, 1) tem compo-
nente z positiva. Logo, nesse caso, se for escolhida a normal
n = @, X ¢,/ @ x ||, ela aponta para cima independentemente da concavidade
do gréfico, como ilustram as figuras a seguir.
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No caso da esfera, com parametrizacdo ¢(6,¢) em coordenadas esféricas, o
célculo do produto @9 x @y € um pouco longo. No entanto, esse cdlculo ndo €
necessario, uma vez que, na esfera, o vetor normal € um multiplo do vetor posi¢ao.
Assim, um vetor unitdrio normal a esfera é dado porn= ¢(0,9)/||¢(0,9)|. Veja
a figura da direita acima.

Intuitivamente, orientar uma superficie é semelhante a decidir qual € o lado
direito de um tecido, em contraposi¢do ao lado do avesso. A diferenca estd em
que o lado direito j4 estd pre-determinado no tecido, enquanto que nas superficies
pode-se escolher qualquer lado como sendo o “direito”. Isso porque, supostamente,
tecido e superficies t€ém dois lados.

Feita essa analogia, soa estranho o fato de que existem superficies que s6 tém
um lado! E verdade, e sdo ditas superficies ndo orientdveis, pois ndo se pode
escolher qual lado € o direito. Um exemplo famoso dessas superficies € a faixa de
Moebius, que pode ser construida como a seguir.

A C A D
1 ><

B D g

Nomeiam-se os quatro cantos de uma faixa longa e estreita, como na %gura da
esquerda. Em seguida, aplica-se uma tor¢ao como na figura do meio, fazendo com
que os pontos C e D troquem de posicdo. Finalmente, juntam-se as pontas como
indicado na figura da direita, com o ponto A coincidindo com o D e o ponto B com
o C. Pronto, tem-se em maos uma bonita faixa de Mobius!

A figura ao lado ilustra a faixa pronta, e ndo
parece que tenha algo de tdo misterioso assim.
Mas agora acontece uma mdgica. Tentando ori-
entar a faixa, escolhe-se de inicio um vetor n
como indicado na figura. Este seria o lado di-
reito da faixa, o lado de cima, e deveria estar
bem separado do lado de baixo, que ¢ o avesso.
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No entanto, como ilustra a figura, movendo-se continuamente o vetor n ao
longo da faixa, até dar uma volta completa, chega-se ao ponto de partida, mas do
lado do avesso! Isso mostra que o lado direito ndo estd bem separado do avesso,
ou entdo que a faixa ndo tem dois lados. Seja como for, matematicamente nao se
pode escolher um vetor normal n que varie continuamente ao longo de toda a faixa.
Por esse motivo a faixa € dita ndo orientavel.

O mistério da faixa de Moebius foi explorado pelo artista grafico Escher, que
fez a ilustracio abaixo.

Acompanhando a formiga que estd na
parte de cima, ela caminha suavemente sobre
a faixa até completar uma volta, e af ela esta
na parte de baixo! Assim, a formiga faz o
mesmo papel do vetor n na figura anterior.

Outra superficie nao orientavel famosa € a garrafa de Klein, ilustrada ao lado.

Como a esfera, a garrafa de Klein é uma super-
ficie fechada e sem borda. No entanto, ao contra-
rio da esfera, ndo se pode separar o lado de dentro
do lado de fora da garrafa. Outro fato estranho é
que, topologicamente, a garrafa de Klein pode ser
obtida pela colagem de duas faixas de Moebius!

Integral do fluxo

Suponha U C R? uma regido com fluido em movimento, e denote por F(P,t)
e 0(P,t) a velocidade e a densidade do fluido no ponto P = (x,y,z) € U e no
tempo ¢. Denote ainda por S C U uma superficie orientdvel de orientacio n (orien-
tavel, nada de coisas estranhas!).

O que se pretende € calcular o volume de fluido por S por unidade de tempo e
na direcdo n, isto &, calcular o fluxo por S na direcdo n.

E natural comegar com um estudo local. Para isso, fixado o tempo ¢, escolhe-se
um ponto P € S e um elemento de drea dS em torno de P, como na figura abaixo.
O vetor F pode variar ao longo de dS. No entanto, se dS for suficientemente
pequeno, F pode ser considerado aproximadamente constante sobre essa parte da
superficie. Esta é a vantagem do célculo local, que permite aproximagdes por
constantes. Apesar de serem apenas aproximagoes, elas melhoram & medida que o
elemento de drea diminui, e esse € o segredo.
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Supondo entdo que a velocidade F seja cons- e
tante em dS, as particulas do fluido que ali es- b i y
tao tém todas a mesma velocidade. Em particu- r
lar elas tém a mesma velocidade escalar, que é o “ /
comprimento ||F|| do vetor F. Assim, esse com- " P" S

primento corresponde ao deslocamento das parti- SN} |

culas em uma unidade de tempo. — -

Como € o mesmo deslocamento para todas as particulas, isso significa que, em
uma unidade de tempo, o elemento de 4rea dS é deslocado ao longo do vetor F
até alcancar a ponta deste vetor. Logo, o volume de fluido por dS por unidade de
tempo € o volume do cilindro inclinado visto acima.

Otimo, o problema estd reduzido ao cilculo do volume do cilindro inclinado.
Como j4 se tem a drea dS da base, basta calcular a altura, que estd relacionada
com a proje¢do (F,n)n de F sobre n. Como n é unitério, supondo que (F,n)
seja positivo como na figura anterior, segue-se que a altura do cilindro inclinado é
|[(F,n)n|| = |(F,n)| = (F,n). Assim, finalmente, o volume do cilindro inclinado
¢ igual ao volume do cilindro reto, isto é, € igual a (F,n)dS.

No caso em que (F,n) é negativo, a proje-
¢do (F,n)n é um miltiplo negativo de n, como
ilustra a figura ao lado. Nesse caso, a altura do
cilindro inclinado é |(F,n)|, e o fluxo por dS é
|(F,n)|dS. Mas agora o fluxo é na dire¢do con-
traria 2 de n. Assim, o sinal de (F,n)dS indica
(Fn) ' . F > se o fluxo € na dire¢do de n ou na direcdo contra-
- o ria, conforme o sinal seja positivo ou negativo.

Feito o célculo local, o préximo passo € globalizar os resultados por meio das
somas de Riemann. Esse passo ja € conhecido, e néo € dificil concluir que o fluxo
do campo F através da superficie S e na dire¢do n é dado pela integral de superficie

/ /S (F,n)dS

integral que é a soma algébrica de todos os fluxos (F,n) dS, ja incluidos af os sinais.
Como os fluxos podem mudar de sinal, a integral € um fluxo “liquido”, no sentido
que mede o que passou por S na dire¢do n menos o que passou na direcio contrdria.
Além do fluxo (volume por unidade de tempo), pode-se calcular também o
fluxo de massa, isto é, a quantidade de massa que passa por S por unidade de
tempo e na direcdo n. Para isso, como a massa é o produto da densidade vezes o
volume, basta multiplicar o volume (F,n)dS pela densidade & para obter que
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O0(F,n)dS = (6F,n)dS = massa por dS por unidade de tempo na dire¢do n

Assim, como acima, segue-se que o fluxo de massa por S na direcdo n é

/ /S (8F,n)dS

Uma ultima observagdo é que tanto o campo F como a densidade 6 mudam
com o tempo, e os cdlculos anteriores foram feitos para um tempo fixo. Para indicar
a dependéncia no tempo, vale denotar por F(-,7) e §(-,¢) o campo e a densidade
no tempo ¢. Com essa notacdo, o fluxo e o fluxo de massa através de S na direcéo
n sdo dados, respectivamente, por

//S<F(-,t),n>dS e //8(5(.7[)F(.7[)’n>d5 (12.4)

= Exemplo 12.4 Seja S o grifico da fungdo f(x,y) = 6 — 2x*> — 3y* definida em
D = {(x,y) € R?; 6 —2x> —3y* > 0} e F o campo F(x,y,z) = (x,y,—2z — x).
Calcule o fluxo de F através de S e na dire¢8o da normal exterior. "

Solucdo. A figura ilustra o grifico de f juntamente
com a normal exterior. O dominio D € limitado pela

A elipse 6 —2x2 —3y> =0, isto &, x2/3+)y?/2 =1, ¢
pode ser escrito como
/-"'.-' S III'\I_ X 2 y 2
- D=1<(x,y)eR% | —= +<—> <1
3 3 {< e () + (3
T (12.5)

Assim, S pode ser parametrizado por @: D — R? com ¢(x,y) = (x,y, f(x,y))
e, portanto, @u(x,y) X @,(x,y) = (—fe(£,), ~ fy (), 1) = (45,65, 1) tem compo-
nente z positiva. Assim, dS = |\/f2+ f?+1||dxdy e a normal exterior &

n=(—f,,—f,1)/l\/f2+ f2+ 1]|. Dai se segue que o fluxo de F através de S é
J[Emyas = [[ o) nio@) I/ + 7+ Tldsdy — (126)
S D
=//D<(x,y,—2f(x,y)—x2)7(4x,6y,1)>dxdy

:// (8x2+12y2—12—x2) dxdy
D
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Para o célculo da integral, lembrando-se da expressdo do dominio D em (12.5),
¢ natural usar a adaptacio de coordenadas polares x/v/3 = rcos(8) e
y/v/2=rsen(8) com (r,0) no dominio D = {(r,0) € R?; r€ (0,1) e 6 € (0,27)}.
Assim, a mudanga é x = \/3rcos(@) e y = v/2rsen(6) com jacobiano
J(r,0) = \/6r. Além disso, vale dividir a integral em duas partes, uma das quais é

/ (82 + 12)? — 12) dxdy = / / (2412 c0s2(8) + 241 sen?(8) — 12)v/6 rdrd®
D

:\/812//A(2r2—1)rdrd9

—2717\/—12/ r)dr=0 (12.7)

Daqui jé se conclui que o fluxo é dado pela integral [/, —x2dxdy, e, portanto,
¢ um valor negativo. Isso significa que, no balanco liquido, passa mais fluido na
direcdo contrdria a da normal n. Esse exemplo serd retomado logo adiante, em
conexdo com a conservagdo da massa. O

Lei de conservacdo da massa

A linguagem desenvolvida até aqui, de derivadas e integrais, pode ser usada para
estudar fendmenos nas mais diversas areas, desde a termodindmica até o eletro-
magnetismo. Para ilustrar, serd visto a seguir como usar a integral do fluxo para
caracterizar uma das principais leis da natureza: a lei da conserva¢do da massa.
Serd usada a notagio acima, em que U C R3 contém um fluido que, no ponto
P e no tempo ¢, tem velocidade F(P,t) e densidade O (P,t).
A massa contida em uma regido Q C U e no tempo ¢ é dada pela integral

= / / 6 (x,y,2,t) dxdydz
0

e a variagdo dessa massa ao longo do tempo é medida pela derivada M’(t), derivada
que € calculada por meio do quociente de Newton

A
M(t+ 2 = </// (x,¥,2,t + Ar) dxdydz—// 0(x,y,2,1) dxdydz>
- /// QLo st 480 = 00 21) gy
0 At

Supondo que a densidade tenha derivada parcial &, continua, pode-se passar o
limite com At — 0 na igualdade anterior para obter que
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M (t) = //Q&(x,y,z,t)dxdydz (12.8)

Esse procedimento, de calcular a derivada em relacdo a um parametro diferente
das variaveis de integracdo, € conhecido como derivagao sob o sinal de integral, e
serd usado em vdrias situacdes a seguir.

Otimo, j4 se sabe medir a variacdo da massa contida em uma regido Q C U.
Mas como essa massa pode variar? Ora, se a massa for conservada, a Unica forma
¢ entrando ou saindo massa através do bordo dQ. Nio tem outro jeito!

De fato, a variagdo da massa em Q deve ser igual ao balancgo “liquido” do que
entra menos o que sai pelo bordo dQ. Mas esse balanco liquido é exatamente o
fluxo de massa, de modo que a lei de conservag@o de massa escreve-se como

Variag¢do da massa em Q C U = fluxo de massa pelo bordo dQ

Nao ha nada de novo nessa lei, que parece bastante clara por si s6. O fantéstico
€ que, com a linguagem desenvolvida até aqui, essa lei pode ser traduzida em uma
equacio matemadtica!

Para isso falta apenas um detalhe, que € a ori- e

entagdo do bordo dQ. Entre as duas orienta¢des - Q}W\—_—
possiveis, a interior e a exterior, € usual escolher ,,l/’ 0 \\;__
a normal unitéria exterior n, como ilustra a figura. /_____../-"\//,/--*'"" \
Com essa escolha, de (12.4) e (12.8) segue-se que T = h & J/

a lei de conservacido de massa escreve-se como D

// St(x,y,z,t)dxdydz:—// (8(-\t)F (-1),m)dS paratodo Q CU (12.9)
(9] 20

Pronto! O lado esquerdo € a variacdo da massa e o direito o fluxo de massa pelo
bordo. O sinal de menos é devido a escolha da orientacdo n: se a variacdo da massa
for positiva € porque estd entrando massa na regido; nesse caso, o fluxo de massa
na dire¢do n € negativo, e daf o sinal de menos do lado direito. Analogamente para
0 caso em que a variacdo da massa for negativa.

No caso em que 6(x,y,z,7) = & é constante, a equagdo (12.9) tem uma inter-
pretacdo ainda mais intuitiva. Isso porque o lado esquerdo de (12.9) se anula, e a
conservagdo equivale a dizer que o que entra de massa pelo bordo dQ de qualquer
regido Q C U é igual ao que sai! Assim, com densidade constante, a conservagao
da massa escreve-se como

//l9 (F(-,t),n)dS =0 paratodo Q CUetodot >0
Q
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» Exemplo 12.5 Suponha o fluido de densidade constante 8y = 1 e velocidade
F(x,y,z) = (x,y, —2z —x*). Verifique se o fluxo de F através de dQ na diregdo da
normal exterior n se anula, onde Q = {(x,y,z) ER* 0<z<6—2x2—3y*}. =

Solucado. A figura ilustra a regido Q junta-
mente com algumas ilustracdes da normal exte-
rior n. Ilustra ainda as duas superficies Sg e S
s que formam o bordo dQ = Sy US, e, portanto,

(S ) / / (F,n)dS — / / (F,n)dS+ / / (F,n)dS
™ 20 S So
onde a superficie S e 0 campo F sdo os mesmos do Exemplo 12.4, e o fluxo por essa

superficie ja foi calculado. Assim, resta apenas calcular o fluxo através de Sy.

Antes dos célculos, porém, vale ilustrar a re-
gido Q e alguns vetores do campo F, como na fi-

gura ao lado. De 14 percebe-se que o fluxo através T . |\
de S deve ser negativo, pois por ali estd entrando ; ]
fluido na regido, e este é o sentido contrario ao 1y &'\
da normal exterior. Jd em Sy o fluxo deve ser == <=
positivo, pois por ali estd saindo fluido, mesmo e 2l

sentido da normal exterior.

Assim, para que o fluxo total seja nulo, o que entra em Q por S deve ser igual
ao que sair por So! Para os cdlculos, revendo o Exemplo 12.4, tem-se que S é o
grifico de f(x,y) = 6 —2x?> — 3y? definida no dominio D limitado pela elipse x* /3 +
y? /2 =1 (veja (12.5)). De acordo com a equacéo (12.6), o fluxo de F através desta
superficie e na direcdo n é dado por

//S<F’n>dS://D (8x2+12y2—12—x2) dxdy

A superficie Sy ¢ muito simples. Com efeito, ela € o grafico da fung@o nula,
e pode ser parametrizada por ¢@: D — R3, onde ¢(x,y) = (x,y,0). Tem-se, entio,
que @, x @, = (0,0, 1), de onde se segue que dS = || @ X @y|| dxdy = dxdy.

Além disso, voltando a consultar as figuras, é claro que a normal unitaria ex-
terior em Sy é dada por n = —¢@, x ¢, = (0,0,—1), com componente z negativa.
Como z =0 em Sy, segue-se que o fluxo de F através desta superficie é
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Somando os fluxos, e de acordo com (12.7), segue-se finalmente que

//3Q<F,n>dS://S(F,n>dS+//SO<F,n>dS://D(gx2+12y212) dady— 0

Surpresa! O fluxo total € mesmo nulo, em acordo com a conservacido da massa. [J

Apesar de esses célculos serem muito bons, ainda ndo se pode concluir dai que
o campo F conserva a massa. De fato, para isso € necessario que o fluxo de F' pelo
bordo dQ de qualquer regido Q C R3 seja nulo, e isso ndo é uma tarefa facil.

Essa dificuldade ilustra um problema com a equagdo (12.9). Apesar de refletir
com fidelidade a conservacdo da massa, ela ndo € uma equacdo facil de se mani-
pular, pois envolve integrais, e integrais de diferentes dimensdes. Por isso, mais
adiante ela vai sofrer uma metamorfose e se transformar em uma equagdo equi-
valente, mas na forma diferencial, forma que ¢ bem melhor de se trabalhar. Nao
percam os proximos capitulos desta incrivel aventura!

Teorema de Stokes

O teorema de Stokes é uma generalizacio para R? do teorema de Green, e também
relaciona integrais de dimensdes diferentes. Ele estd relacionado tanto com a Lei
de Ampere, como o de Green, como com a Lei de Faraday, como visto a seguir.

Lembrando: teorema de Green

Os mesmos argumentos usados para se chegar ao teorema de Green podem ser
usados para se chegar ao teorema de Stokes, e vale lembrar como Green foi obtido.

O teorema de Green foi introduzido na Se¢éo 11 e, resumidamente, o argumento
é como segue. Para um dominio D C R?, em que o bordo dD tem orientaco anti-
horéria, a circulagédo do campo F sobre o bordo dD é dada pela integral

%}D<F,T>ds

Suponha que D seja dividido em D = D; UD;,
como ilustra a figura, em que os bordos dD; e
dD, tém também orientagdes anti-hordrias.

Entéo, na parte comum desses bordos, a orientagdo de dD; é contréria a de
dD,. Dai que, ao longo dessa parte comum, as integrais se cancelam quando
somadas, e, portanto,

f(F,mds:f (F.T)ds+ ¢ (F,T)ds
aD aD; D,
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Pelo mesmo argumento, tanto D; como D, podem ser divididos em outros
tantos dominios menores. Assim, o dominio original pode ser dividido em um
nimero arbitrariamente grande de pequenos dominios, e a soma das circulagdes
nesses pequenos dominios € igual a circulagdo no dominio original.

Isso sugere fazer um calculo local, para o
que é necessdrio supor que as coordenadas do
campo F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)) tém deriva-
das parciais continuas. Com essa hipétese, a
circulacdo de F' ao longo do bordo do retan- y >
gulo R = [x,x+ Ax] x [y,y + Ay| pode ser apro-
ximada por (veja a Se¢éo 11) * X+ Ax

y+Ay

A

7({;R<F’T>ds~[ (%,5) = Ly (x, )| AxAy (12.10)

aproximacao tanto melhor quanto menores forem Ax e Ay. Feito o cédlculo local,
pode-se agora voltar ao cdlculo da circula¢do de F ao longo de todo o bordo o dD.
Para isso, considere uma parti¢cao

C\ /‘/\/ Rij=[xi—1,x] x[yj—1,y], i=1,2,...m, j=1,2,...n
Rij do dominio D, como ilustrado ao lado. Com a no-

\ / tacdo Ax; = x; — Xxj_1 eij:yj—yj_l,de (12.10)
~_ | ~ segue-se que a circulagdo em JR;; pode ser aproxi-

mada por

jéR (F,T)ds ~ [My(x;—1,yj-1) — Ly(xi—1,yj-1)]Ax;Ay;
ij

Como a soma dessas circulagdes € igual a circulagdo no bordo dD, segue-se que

§ (FT)ds= y Zf (FT)ds = 30 Y M ict1-1) = Lyl
j=li=l1

j=1i=1

em que o lado direito € uma soma de Riemann da fun¢do M, — L,. Supondo, por
exemplo, que D seja uma unifio de dominios simples, pode-se passar ao limite com
a norma da parti¢do tendendo a zero e obter a igualdade (veja a Secéo 11)

jéD(F,Tﬂls = /D(Mx —Ly)dxdy

que € o teorema de Green aplicado ao dominio D.
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Versdo vetorial

Antes de abordar o teorema de Stokes, vale reescrever Green em uma forma veto-
rial, pois isso ajudard a entender melhor a semelhanga entre esses teoremas.

O primeiro passo € supor que o dominio D seja uma superficie orientada con-
tida no espaco R?, como ilustra a figura abaixo.

A orientacdio € dada pela normal 3
n = (0,0, 1), que estd relacionada com a ori- §
entagdo do bordo dD pela regra da mao di- | n b
. - . o7
reita: se os dedos apontam na dire¢do da ori- JB _[ = .

entacdo do bordo, entdo o polegar apontana ,—~ ( bp
dire¢do da normal. .

O segundo passo é supor que também F seja um vetor do R* com a dltima
coordenada nula, isto é, supor que F(x,y) = (L(x,y),M(x,y),0). Entdo, pode-se
definir o produto vetorial entre o “vetor gradiente” V = ( ng ai) e o campo F:

QJ| QJ\—/

V x F = det = (0y — M, L, — 0., M, — L) = (0,0,M, — L)

h §"|Q.) o
< Sfoe
SIS

Este € um vetor famoso e conhecido como o rotacional de F. A notacdo é que
rotF =V x F = (0,0,M, — L), e o curioso desta notagao é que o produto escalar

(rot F,n) = ((0,0,M, —Ly),(0,0,1)) = M,— L,

¢é exatamente a funcdo que aparece no teorema de Green!
Segue-se que, com essa notagdo, o teorema de Green escreve-se como

%}D(F,T>ds://D(rotF,n>dxdy (12.11)

que ¢ a forma vetorial deste teorema.

Teorema de Stokes

Feitas essas preliminares, é facil generalizar o teorema de Green para o espago.

A diferenca € que, agora, a superficie orientada nfo precisa ser um domi-
nio plano, como no teorema de Green, mas pode ser o grafico S de uma fungéo
f: D— R, onde D C R% E como se o dominio pudesse ser “estufado”, formando
o grafico da funcio.
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A figura ao lado ilustra a superficie S junta-
mente com o dominio D. Ilustra ainda uma pa-
rametrizagdo positiva P(r) = (x(¢),y(t)) do bordo
dD, onde se pode supor que ¢ € [a, b]. Neste caso,
por defini¢do,

P(1) = (x(2),y(2), f(x(2),5(1))), 1 € [a,b]

¢ dita uma parametrizac¢@o positiva do bordo d S da superficie S. Isso significa que
a orientag¢do do bordo d'S é aquela induzida pela orientagdo do bordo dD. Além
disso, indicando por ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)) uma parametrizagdo de S, entdo

P Xy (—fo,— 1y 1)

n— =
loxol =ttt

¢ uma orientag¢do de S compativel com a orientacdo do bordo d'S. Veja a figura.

Agora em relagdo ao campo F. Ele é suposto ser um vetor de R?, em que as
tr€s coordenadas podem ser ndo nulas. Além disso, cada coordenada depende das
trés varidveis (x,y,z). Assim, o campo é suposto ser da forma

F(x,y,2) = (L(x,y,2),M(x,5,2),N(x,,2))

em que as funcdes L, M e N t€m derivadas parciais continuas. Nesse caso, 0
rotacional de F ainda € definido como antes, isto €, definido por

rot F = det = (Ny—M;,L,—N,M,—Ly)

~ st =
3&4@&..
Z ¥

A diferenca é que, agora, as trés coordenadas podem ser ndo nulas.

Com as hipéteses corretas sobre a superficie e 2o
0 campo, o proximo passo € fazer um célculo lo- '\”'}}"‘“H;L
cal andlogo aquele em (12.10). Considere entdo um T
ponto (x,y) € D e escolha Ax e Ay pequenos para
que o retangulo R = [x,x + Ax] x [y,y + Ay] esteja x A

contido em D. Indique por R a parte de S correspon- <
dente ao retangulo R, como ilustra a figura ao lado.

O bordo JR é o unido das quatro linhas que delimitam o retangulo R, e 0 bordo
dR é a correspondente imagem de dR sobre S, ambos com orientacdo positiva.
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Com essa notagao, e de forma andloga ao que se fez em (12.10), mostra-se que
f (F,T)ds ~ (rotF,n)dS (12.12)
JdR

onde dS = ||@, x @,|| AxAy ¢é a drea de R, e tanto rot F' como n sdo avaliados no
ponto (x,y, f(x,y)). Esta equacdo é exatamente a versdo 3D da equagdo (12.10)
pois, como visto em (12.11), tem-se que (rot F,n) = M, — L, no caso 2D.

(rotF,n) 4 rotF Da equacdo (12.12) segue uma bonita inter-
n \I . pretacdo fisica do vetor rot F. Suponha que F seja

_d o vetor velocidade de um fluido em movimento, e

._\_,R-«f"" i coloque dentro do fluido um “medidor de rotaci-

\ \ onal”, que € um pequeno disco R com normal n

onde foi afixado um conjunto de pds, como ilustra
a figura ao lado.

O rot F depende do campo e ndo pode ser alterado, enquanto que se pode esco-
lher qualquer dire¢@o para n. Para uma dada direc@o, o lado esquerdo de (12.12)
mede a tendéncia de o medidor girar em torno de n, e girar com intensidade tanto
maior quanto maior for esse niimero. Pelo lado direito de (12.12), essa intensidade
depende da projecéo (rot F,n) do vetor rot F' sobre n.

Ora! Essa proje¢ao ¢ maxima quando n tem a mesma dire¢ao do rot F'. Assim,
o rot F aponta na dire¢cdo em que o fluido tem a maior intensidade de rotagdo.

Por exemplo, se o medidor de rotacional for colocado em um canal, com vetor
velocidade estratificado F(x,y) = (L(x,y),M(x,y),0), entdo a velocidade de rota-
¢do é maxima quando n for paralelo ao vetor rot F' = (0,0,M, — L), isto €, quanto
n for vertical.

O teorema de Stokes € agora uma consequéncia natural dessas observacdes.

Teorema 12.1 — de Stokes. Suponha F campo de classe C! definido em uma
regido aberta U C R3. Suponha ainda que S C U seja o gréfico de uma fungdo
f: D — R, onde D C R? é um dominio no qual vale o teorema de Green e f
é de classe C'. Ento, com a orientagio positiva de dS e a normal unitdria n
compativel com essa orientacdo, tem-se que

ég(F,T)ds = //S(rotF,n> ds

O teorema € obtido seguindo os mesmos passos do teorema de Green: a partir do
célculo local em (12.12), usam-se as somas de Riemann para globalizar o resul-
tado.
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Comparando Stokes com a forma vetorial do teorema de Green em (12.11)
percebe-se que este ultimo € caso particular do primeiro. De fato, o teorema de
Green € exatamente o de Stokes no caso em que a superficie S e o campo F sdo
planos, isto é, no caso em f ¢ a fungdo identicamente nula e F = (L,M,0).

m Exemplo 12.6 Verifique o teorema de Stokes no caso em que S € o grafico
da fungdo f(x,y) = 1 —x —y definida no dominio D = {(x,y); x> +y* < 1} e

F(X,y,Z) = (*)’3,?53,13)- u
Solucado. Como D € o disco de raio 1, o
bordo dD pode ser parametrizado positivamente &
por P(t) = (cos(t),sen(z)), com t € [0,27]. Veja /n\
a figura ao lado. Como S € o gréfico de f, o bordo
d S pode ser parametrizado positivamente por S |
P(t) = (cos(t),sen(t), f(cos(t),sen(t))) D/‘ _,A‘
= (cos(t),sen(t),z(r)), com ¢ € [0,2m|. b

onde z(t) =1—cos(t)—sen(z). Logo, se L, M e N sdo as coordenadas de F, tem-se

% (F,T>ds:% Ldx+ Mdy+ Ndz
as as
2n
= / [—sen®(r)(—sen(t)) +cos® (t) cos(t) +2° (£)7 (1)) dt
0
4 4 L gpyp2m S 4
= / [sen”(t) + cos™ (1)]dt + 12 B, = / [sen”(¢) + cos™ (1)] dt
0 0
onde foi usado que z(0) = z(2x). Finalmente, das identidades trigonométricas
1 1
sen(r) = §(3 —4cos(2t) +cos(4r)) e cos*(t) = §(3 +4cos(2t) 4 cos(4t))
segue-se que f027r sen*(t)dt = fozn cos*(t)dt = 27 e, portanto,

3 3 3
£S<F,T>ds— ZTC+ ZT[— ETC

o que conclui o célculo da integral de linha do teorema.
Para o célculo da integral de superficie, escolhe-se a parametrizacao natural de
S dada por @: D — R3, ¢(x,y) = (x,y, f(x,y)). Um cdlculo rdpido mostra que

(px X (Py = (*fx’*fy, 1) = (1’ 1’ 1)
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de onde se segue que
(PxX(Py 1 1 1
dS=||o. x @ dxdy:\/gdxdy e n:7:<_’_’_ )
oo focxall ~ \V3'V3'3

Além disso, o rotacional do campo é dado por
J
rotF =det | 3 (% £ | =(0,0,34 +3y%)
3
X

Destes cdlculos e das coordenadas polares segue-se que

//aSrotFndS //<003x —|—3y) (\/_ \/_ \/_>>fdxdy
://D(3xz+3y2)dxdy:3/()2ﬂ/01r2rdrd9:3-271-%zgﬂ

o que conclui a verificacdo do teorema de Stokes. O

Campo gradiente x campo irrotacional

Conforme o Teorema 10.3 da Secéo 10, se F : U — R3 é um campo gradiente, isto &,
se F =V f para alguma funcdo f: U — R, entdo

LTy ds = £(Po) ~ f(P(@)

para toda curva C C U de parametrizacio regular P: [a,b] — R3. Essa proprie-
dade € conhecida como a independéncia do caminho, pois a integral de linha s6
depende dos pontos inicial P(a) e final P(b) da curva. Em particular, se o campo
for gradiente, entdo §-(F,T)ds = 0 para toda curva fechada e simples C C U.

Na mesma Seg¢do 10, foi vista uma condicdo necessdria para o campo
F = (L,M,N) ser gradiente. Comparando com a defini¢do do rotF, aquela con-
dicdo é exatamente que

rotF = (Ny—M,,L,—N,,M,—L,) =(0,0,0)

Em particular, os campos gradientes sdo também irrotacional, no sentido de
que rot F = 0. Ja a implicacdo contrdria, que os campos irrotacionais sao também
gradientes, ndo é verdadeira em geral. Para isso, conforme visto na Se¢éo 11 para
o caso 2D, € necessario que o dominio do campo seja simplesmente conexo. No
caso 3D a definicdo é como abaixo.
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Defini¢do 12.2 Uma regido U C R3¢

i) conexa se quaisquer dois pontos de U podem ser ligados por um caminho
inteiramente contido na regiao;

ii) simplesmente conexa se for conexa e, além disso, todo caminho fechado
e simples em U é o bordo d S de uma superficie S toda contida em U.

Suponha agora que F' seja irrotacional e definido em uma regido simplesmente
conexa U. Entdo, para todo caminho fechado e simples C em U, tem-se que
C = 9dS para alguma superficie S C U. Logo, como rotF se anula em U, pelo
teorema de Stokes segue-se que

fC<F,T>ds = jéS(F,TMs = //S(rotF,n> ds=0

0 que ¢ uma condi¢do necessdria para o campo ser gradiente. De fato, usando
Stokes, pode-se demonstrar o teorema a seguir, segundo o qual ser gradiente é
sindnimo de ser irrotacional.

Teorema 12.2 Suponha F campo de classe C' em uma regidio simplesmente
conexa U C R3. Entdo F é gradiente se, e somente se, F € irrotacional.

/ "’__‘—‘““\\ Por exemplo, j4 foi visto que o campo magnético
A
\ .

'f E— 8 \.lll B = M 77‘)} —x O

4 — (2) 2n <x2 +y2 ' a2 +y?

¢ irrotacional, mas ndo é gradiente. Isso porque o seu dominio é a regido
U ={(x,y,2); x¥* +y* > 0}, que exclui todo o eixo Oz, e, portanto, nio é simples-
mente conexa. De fato, qualquer superficie S cujo bordo é o circulo
C = {(x,y); x> +y? = 1} cruza necessariamente o eixo Oz, e, portanto, S ¢ U.

J& o campo elétrico

K

E(x,y,2) = (2 +12 +Z2)3/2

(x,,2)

¢ irrotacional e também gradiente, conforme o Exemplo 10.10 da Segéo 10. Isso
porque o seu dominio U = {(x,y,z); x*> +y? + 7% # 0} exclui apenas a origem, e,
portanto, é simplesmente conexo.
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Lei de Faraday

Sejam E(P,t) e B(P,t), respectivamente, os campos elétrico e magnético no ponto
P = (x,y,z) e no tempo ¢ gerados por um eletroima.

Seja ainda S uma qualquer superficie de

2
bordo dS, como ilustra a figura. Entdo, para um — -~
tempo fixo ¢, tem-se que -

H-""'a-._u.. . o
7{ (E(-,t),T)ds = voltagem sobre dS e 5 ““):f
1 ""'-u_,k_’.

/ / n) dS = fluxo magnético através de S

onde as notagdes E(+,7) e B(+,t) sdo usadas para enfatizar a dependéncia no tempo
desses campos. Com essa notagao, a lei de Faraday afirma que

%QS(E(-J),TMs:%//S(B(, ),n)ds

igualdade que é valida para todas as superficies S C R>.

Em palavras, a voltagem sobre d S é igual ao negativo da variagdo no tempo do
fluxo magnético através de S. Essa lei é também conhecida como a lei de indugéo
eletromagnética, sendo a base de funcionamento de transformadores, alternadores,
dinamos, indutores, e muitos tipos de motores elétricos, geradores e solenoides.

No entanto, na forma integral em que estd enunciada, é de dificil manipulag3o.
Isso porque os termos envolvem integrais de diferentes dimensdes, e ndo se pode
comparar os integrandos. Af € que entra o teorema de Stokes, que permite com-
parar os integrandos e expressar essa lei em termos de derivadas parciais, e nessa
forma ela é bem mais facil de ser trabalhada.

Para isso, o primeiro passo é usar a derivagdo sob o sinal de integral
(ver Secdo 12) para obter

i JLocomas= [ Sotan)as= Lo

O segundo passo € usar o teorema de Stokes para obter

%QS(E(-,t),T)ds = //S<r0tE("’)’n> s

Usando agora essas igualdades e a lei de Faraday, segue-se que
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//S<rotE(-’t),n>dS = £S<E(',l),T>ds

__%//S<B(.’[)7n>d5:—//S<Bt(-,t) n) dS

Agora sim, a igualdade ¢ entre integrais de mesma dimensdo, e pode-se com-
parar os integrando. Para isso, a igualdade pode ser escrita como

// (rotE(-,t)+ B;(-,t),n) dS = // (rotE (- dS+// B/(-,t),m)dS=0

Como a igualdade é vélida para toda S C R3, daf segue-se que
rotE(-,t)+B(-,t) =0

que ¢ a forma diferencial da lei de Faraday.
Abreviadamente, a lei é escrita na forma rotE + B, = 0, ou ainda
VXE= —%B, e ¢ uma das quatro equacdes de Maxwell.

Exercicios

1) Seja O o so6lido limitado pelo plano 2x 4+ 2y +z = 1 e pelo paraboloide
z=23—x*>—y? Conforme a figura, o bordo dQ é a unido das superficies S;
e S,, correspondentes ao plano e ao paraboloide, respectivamente. Indique por
C =S| NSy, por n a normal exterior ao bordo dQ e considere o problema de cal-
cular [fg (rotF,n)dS, onde F(x,y,z) = (x*,3x+y%,3y +2%).

a) Em Sy, ninduz a uma orientac¢do horéria em C. =t

S1 /
b) Em Sy, (rotF,n) é positivo. E%\\ -
¢) [fs, (rotF,n)dS > 2 ffs ds. 4 "

d) Em S5, ninduz a uma orientacéo horariaem C. c

e) [fs, (rotF,n)dS > 2 [f dS.

2) Considere um resistor cilindrico C = {(x,y,z) € R*x* +72<a* e 0<y <L}
de resisténcia R, cujo bordo dC = S;US, US3 € a unido das superficies indicadas
na figura. Se uma corrente estaciondria / passa por C na direcéo positiva de Oy,
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o campo elétrico E, o campo magnético B e o vetor de Poynting S em um ponto
P = (x,y,z) € C sdo dados por

ul

IR
BRI =7 = 2na

(0,1,0), B(P) (2,0,—x) ¢ S(P) = %E(P) « B(P).

O fluxo de S por dC é a energia eletromagnética que passa por dC por unidade de
tempo, e o célculo desta energia ilustra a defini¢cdo “Um resistor € o que transforma
toda energia eletromagnética em calor”. Veja os itens a seguir.

a) Obtenha as coordenadas do vetor

G de Poynting.
. s. E - b) Obtenha uma parametrizacio ¢: D — R3
vB K

de S5, incluindo o seu dominio.

c¢) Calcule o fluxo de S por S, na direcdo da
normal unitaria exterior.

d) Calcule o fluxo de S por dC na dire¢do da normal unitéria exterior.

e) Interprete o resultado do item anterior em termos da lei de aquecimento de
Joule, segundo a qual a energia térmica que sai do resistor por unidade de
tempo é RI>.

3) A figura ilustra a superficie S de parametrizagao ¢(r,0) = (rcos(6),rsen(6),6),
com (r,0) € D= [0,1] x [0,7/2]. Considere o bordo dS = U}_,C; com a orienta-
¢do indicada e o campo F(x,y,z) = (z,x,y). A superficie S ndo é grifico de uma
fungdo, pois inclui um segmento ao longo de &'z. Assim, o teorema de Stokes pode
ndo ser aplicdvel nesse caso, e a questio € verificar se o teorema se aplica ou nao.

a) Use um argumento geométrico para cal-
cular [¢ (F,T)ds, e repita 0 mesmo argu-
mento para os caminhos C; e Cs.

b) Parametrize o caminho C; e calcule
Je, (F,T)ds em seguida.

¢) Calcule o elemento de area dS e o vetor
n que é unitdrio, normal a S e compativel
com o sentido positivo do bordo JS.

d) Calcule o fluxo do rotacional de F através de S na dire¢io n.

e) Decida se o teorema de Stokes se aplica neste caso.
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4) A figura ilustra o experimento do anel saltante de Thomson, em que o anel
corresponde ao bordo dS do disco S de equagio x*> +y> < 1 e z= 0. Escolha
a orientacdo n = (0,0,1) de S e indique por T o vetor unitdrio tangente a d S
compativel com n. Se o anel for submetido a um campo magnético alternado
B(Pt) = (L(Pt), M(Pt), N(Pt)), ele exerce sobre o anel a forca
F =14¢,5(T x B)ds, onde I ¢ a corrente induzida no anel.

a) Obtenha uma parametrizacdo positiva P(6)
de S, descreva o vetor T = T(6) nessa
parametrizacdo e calcule 7 X B em termos
das componentes desses vetores.

b) Calcule a componente vertical da integral
$55(T x B)ds supondo que, sobre o anel,
L(x,y,z,t) = axsen(owt) e M(x,y,z,t) =
aysen(wt), onde a > 0 € constante.

¢) O campo B induz um campo elétrico E que, por sua vez, gera a forca eletro-
motriz V (t) = §55(E(-,1),T)ds sobre o anel. Use Stokes e a lei de Faraday
rotE = —B, para expressar V(¢) em termos de uma integral de superficie
envolvendo o campo B.

d) Calcule V (¢) supondo que N(x,y,z,t) = ksen(wt), onde k > 0 é constante.

e) Calcule a corrente /() usando as igualdades V () = ¢I'(¢) e I1(0) = 0, onde
¢ é a indutincia do anel. Finalmente, daqui e de b), conclua que a for¢ca F
sobre o anel tem componente vertical positiva, o que provoca o salto do anel.
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Teorema de Gauss em 3D

O teorema de Gauss em R? foi estudado na Secéo 11, e pode ser generalizado para
o R3. Além de interessante por si s6, essa generalizacio permite demonstrar a lei
de Gauss para campos em R3, além de um estudo detalhado de leis de conservagio.

Densidade de fluxo

O teorema de Gauss comega, como tudo em Célculo, com um estudo local. No
caso, com o célculo do fluxo pelo bordo de uma pequena regido em torno de um
ponto. Para isso, considere um campo de classe C!, de coordenadas F = (L,M,N)
e definido em uma regido U C R3. Escolha um ponto Py = (xo,Y0,20) interior a U
e um paralelepipedo R = [xg,xo + Ax] X [yo, Y0 + Ay] X [z0,20 + Az], onde Ax, Ay e
Az sdo pequenos o suficiente para que R C U.

Y

e JZ(’*AZ A figura ilustra o paralelepipedo junta-

i mente com as seis superficies que compdem
i o bordo dR = U?:l S;. Por exemplo, S; pode
ser parametrizada por ¢ (x,z) = (x,yo + Ay, z),
tem drea [[g dS = AxAz e normal unitdria ex-
terior constante e igual an = (0,1,0).

Logo, ainda em S, tem-se (F,n) = M e pode-se usar a aproximagio
M (x,y0+ Ay, z) &= M (xo,y0 + Ay, 20) para todo (x,yo+ Ay,z) € S;. Com essas hip6-
teses, o fluxo de F por S; e na dire¢do n pode ser aproximado por

//S (F,n>dS:/S MdS%M(xOJO‘i‘A%ZO)//S dS = M (xo,y0 + Ay, z0) AxAz
1 1 1
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A situagdo é semelhante em S,;, que pode ser parametrizada por
¢ (x,z) = (x,y0,2), tem a mesma drea de S; e normal unitdria exterior constante e
igual a n = (0,—1,0). Logo, (F,n) = —M e, usando a aproximagio
M(x,y0,z) = M(x0,y0,20), obtém-se que

/ (F,n)dS = / —MdS ~ —M x¢,y0,20 / dS = —M(xo,y0,20)AxAz
S, S

A soma desses fluxos resulta em

//S s (F,n)dS ~ [M(xo,y0 + Ay, zo) — M(x0,Y0,20)]AxAz
1 2

Otimo, é uma boa aproximagio, e a intengdo agora é passar o limite com Ax,
Ay e Az tendendo a zero. Mas, procedendo desta forma, chega-se a conclusdo de
que 0 =0, o que é uma igualdade justa, mas ndo chega a ser interessante.

Af é que entra uma das grandes ideias do Calculo, a de comparar tamanhos,
mesmo que sejam tamanhos pequenos. Veja como funciona: o volume AxAyAz
tende a zero, assim como o fluxo [[g s, (F,n)dS, e, portanto, ambos sdo pequenos.
Mas qual a relacdo de tamanho entre eles? Essa sim € uma pergunta interessante,
pois a relacdo é dada pelo quociente

M A -M A
// F.n)dS ~ [M (x0, Y0 + Ay, 20) — M (X0, Y0, 20)|AxAz
S|US,

AxAyAz AxAyAz

_ M(x0,y0+ Ay, 20) — M(x0,Y0,20)
Ay

Nao!! Que ideia incrivel. O lado direito é o quociente de Newton da funcdo M
na varidvel y, cujo limite com Ax, Ay e Az — 0 € a derivada parcial. Assim

1
li Fn)dS =M,
A s o, oS = My 2)

o que é uma igualdade no minimo surpreendente!

Falta calcular o fluxo de F por outras qua-
tro superficies. O argumento é basicamente o
mesmo, mas ¢ tdo interessante que vale repetir.

De acordo com a figura, S3 pode ser para-
metrizada por ¢(y,z) = (xo +Ax,y,z), tem drea
Jfs, dS = AyAz e normal unitdria exterior cons-
tante e igual an = (1,0,0).
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Logo, (F,n) = Lem S3 e, para (xo + Ax,y,z) € S3, pode-se usar a aproximagio
L(xp+ Ax,y,z) =~ L(xo + Ax,y0,z0) . Assim, como antes, o fluxo de F por Sz e na
direcdo n pode ser aproximado por

/ [ (Fom)ds ~ Lxo + Ax.yo,20) vz
3

A situagdo é semelhante em Sy, que tem parametrizacdo ¢@(y,z) = (x0,Y,2),
mesma drea de S; e normal unitdria exterior constante e igual a n = (—1,0,0).
Logo, (F,n) = —L e, aproximando L(xo,y,z) ~ L(x0,y0,z0), obtém-se que

/S (F,n)dS ~ —L(x0,y0,20)AyAz
4
A soma desses fluxos, ja dividida pelo volume, resulta em

L Ax —L
// Fon)dS ~ (x0 + Ax, y0,20) — L(x0,Y0,20)
AxAyAz JJs;us, Ax

onde o lado direito da aproximagdo tende a Ly(xo,o,z0) quando Ax, Ay e Az — 0.
Agora € claro que, para as superficies S5 (a tampa) e S¢ (0 fundo), obtém-se

// n)ds ~ N (x0,¥0,20 + Az) — N(x0,¥0,20)
SsuSﬁ Az

AxAyAZ

Finalmente, somando-se os fluxos em todas as seis superficies do bordo JdR,
dividindo pelo volume e passando ao limite, obtém-se

//me (F,m)dS = Ly(x0,Y0,20) + My(x0,Y0,20) + N (x0,Y0,20)

= div F (x0,Y0,20) (13.1)

lim
Ax,Ay,Az—0 AxAyAz

onde divF = L, +M, + N, € a generalizagio natural do divergente em R?. Também
a interpretacao fisica é a mesma: divF é a densidade de fluxo (fluxo por volume)
no ponto Py = (xo,0,20). Em particular, em pequenas vizinhangas, o sinal do fluxo
€ o mesmo do divergente, e indica se estd saindo ou entrando fluido no ponto Fy.

sai mais do que entra sai igual ao que entra sai menos do que entra

X N

divF >0 divF =0 divF <0
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Outra interpretacdo interessante é a seguinte: para Ax, Ay e Az pequenos, da
igualdade em (13.1) segue-se que m Jf5r(F,n)dS ~ div F (x9,0,20), ou ainda,

//(9 (F,m)dS = div F (xo,y0,20) AxAyAz (13.2)
R

Assim, localmente, div F € o fator de proporcionalidade entre o fluxo e o volume.

Teorema de Gauss

A notagdo a seguir é a mesma usada anteriormente, em que F = (L,M,N) é um
campo de classe C' definido em uma regido aberta U C R?. Dada uma outra regiiio
Q C U, indique por n a normal unitdria exterior a 0. Com essa notagdo, e de forma
andloga ao que foi feito no plano, procura-se relacionar a integral de superficie

//8Q<F,n>dS

com uma integral tripla sobre toda a regiao Q.

/\ ~— O que motiva essa procura € a possibilidade
n [ | de localizar o fluxo. De fato, suponha que a
regidao Q seja dividida em duas outras regides
| | 0 = Q1 UQy, e indique por n; a normal unitiria
\ ; exterior ao bordo dQ;, comi=1,2.

Como ilustra a figura, na parte comum entre os bordos, as normais t€m a
mesma direcdo, mas sentidos opostos. Logo, os fluxos nessas partes comuns t€m
sinais contrarios e se cancelam quando somados. Isso significa que

//(9Q<F,n>dS: //QQ] <F,n>dS+//aQ2<F,n>dS

O mesmo argumento pode ser aplicado tanto a Q1 como a (>, que podem ser
divididos em outras tantas regides menores. Assim, o fluxo pelo bordo da regido
original pode ser calculado somando-se os fluxos pelos bordos de um ndmero ar-
bitrariamente grande de pequenas regides. Isso € o que significa localizar o fluxo.

E, o que é melhor, o fluxo local ja foi calculado em (13.2). Com efeito, para
i=1,2,...m j=1,2,...nek=1,2,... p, considere uma particdo

Rijk = [xi—1,xi] X [yj—1,¥5] X (21, 2],

da regido Q. Com a notagdo Ax; = x; —x;_1, Ay; =y; —yj—1 € Azx = 2k — 2k—1, de
(13.2) segue-se que o fluxo por dR;jx pode ser aproximado por
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//BR (Fn)dS =~ divF (xi—1,yj—1,2k—1)Ax;Ay jAzg
ijk

aproximagdo tdo melhor quanto menores forem Ax;, Ay; e Az;. Como a soma de
todos esses fluxos € igual ao fluxo no bordo dQ, segue-se que

/8Q<F,n>dS fzi//mk n)dS

=1j=1

2
M=
M=

-

div F (Xi—1,yj-1,2k—1)Ax;Ay jAzg (13.3)

~
Il
_
~.
Il
_
Il
_

em que o lado direito é uma soma de Riemann da funcio div F.

Otimo. Agora falta apenas o dltimo passo, o de passar o limite com a norma da
particdo tendendo a zero. Para isso, é necessdrio uma condicdo técnica semelhante
aquela usada na demonstragdo do teorema de Green na Se¢éo 11: a condi¢do de o
dominio ser simples (veja a Segdo 6 para a defini¢do de dominios Ry, R,; € Ry;).

I Definicdo 13.1 Uma regidio Q C R? é simples se for Ryy, Ry; € Ry,

Com a hipétese extra de regides simples, pode-se passar ao limite com a norma
da particdo tendendo a zero na aproximacao em (13.3) para obter o teorema abaixo,
também conhecido como Teorema da Divergéncia.

Teorema 13.1 — de Gauss. Suponha F: U — R3 um campo de classe C' em
uma regido aberta U C R®. Se Q C U é uma unido de regido simples com o
bordo dQ C U orientado com a normal unitdria exterior n, entao

// <F,n>dS:// div F dxdydz
90 Q

s Exemplo 13.1 Calcule o fluxo de F através

do bordo dQ da regidgo Q e na dire¢do da nor- ' “n\
mal unitdria exterior n, onde o campo € dado por :

F(x,y,7) = (x,y,—2z —x*) e a regido é

0={(x,32) €R;0<z7<6-2x* -3y} = ( )

—

Solucdo. Esse exemplo foi estudado na Se¢édo 12, onde o fluxo foi calculado pela
defini¢do. Foi um célculo longo, e o ponto era ilustrar a defini¢do do fluxo.
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Mas agora, com o teorema de Gauss, o exemplo é trivial! Basta notar que
divF (x,,2) =X +yy+ (—22—2%), =1+1-2=0

Assim, usando o teorema de Gauss, segue-se que [, (F,n)dS = 0. O

Esse exemplo ilustra um fato interessante. Na Se¢éo 12 foi visto que, no caso
em que o fluido tem velocidade F e densidade constante, entdo a conserva¢ao
da massa € equivalente a que [[,,(F,n)dS = 0 para toda regifio Q contida no
fluido. Ora! Pelo teorema de Gauss, essa condigdo € satisfeita caso o divergente
seja identicamente nulo. Assim, divF = 0 é uma condicdo para a conservacio da
massa. Essa questdo é importante e serd retomada nas préximas secoes.

Teorema fundamental em 1D, 2D e 3D

No teorema da divergéncia, a relacdo entre integrais de dimensdes diferentes pa-
rece ser uma novidade. No entanto, uma relacio deste tipo ji era conhecida desde
o primeiro curso de Calculo. De fato, tanto em R? quanto em R3, o teorema da
divergéncia € a generalizag@o natural do Teorema Fundamental do Célculo.
Veja como essa afirmacdo pode ser justificada com os argumentos a seguir.
Com as hipéteses corretas, no caso do R?, o teorema da divergéncia afirma que

Fy
'II'*-'/n<F n) //a (F,n)dS = Fluxo pelo bordo
WV 0

= Integral do divergente

- / / / div F dxdydz
0

A mesma afirmacio é feita em R?, isto ¢,

/ (F,n)ds = Fluxo pelo bordo
aD

= Integral do divergente

= // div F dxdy
D

E em R, como seria? Bem, como o divergente é a soma das derivadas das
componentes ¢ o campo F € unidimensional, deve-se ter que divF(x) = F'(x).
Além disso, o bordo de um intervalo I = [a,b] é o conjunto dI = {a,b}, formado
por apenas dois elementos.
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Como a situagdo € unidimensional, pode-se
inferir que as normais exteriores sdo dadas por
n(a) = —1en(b) = 1. Veja a figura ao lado.

n(a) a b ) F
Dai segue-se que o fluxo pelo bordo e a integral do divergente sdo dados por

(F(b),n(b)) + (F(a),n(a)) = F(b) — F(a) e /Ididex:/bF’(x)dx

a
Usando entdo a afirmacio do teorema da divergéncia, obtém-se que
F(b) — F(a) = Fluxo pelo bordo
= Integral do divergente = / ’ F'(x)dx
a

que é o Teorema Fundamental do Cdlculo aplicado ao intervalo I = [a, b].

Integracdao por partes

Como um teorema € a generalizacdo do outro, o que se faz em R com o teorema
fundamental pode ser feito em R? ou R? com o teorema da divergéncia.

A integrag@o por partes ¢ um bom exemplo. Suponha entdo g,h: [a,b] — R
fungdes com derivadas segundas continuas. Entdo, a derivada do produto hg' é

(h(x)g'(x))" =N (x)g'(x) + h(x)g" (x)

Do teorema fundamental obtém-se, entdo, que
b
= h(b)g'(b) — h(a)g'(a)

‘ b b
_ / (h(x)g () dx = / W (g ®) +h(0)g" (@] dx  (13.4)

de onde se segue a conhecida férmula de integracdo por partes

b b b
[ 0 War=nwg )] - [ g

Resumindo, a integracdo por partes ¢ uma consequéncia direta do teorema
fundamental.

O mesmo raciocinio pode ser aplicado em R3. Suponha entdo u,v: Q — R
fungdes com derivadas parciais segundas continuas, onde Q C R? é uma regido
onde vale o teorema da divergéncia. O andlogo do produto hg’ é agora o campo
F = uVv = (uvy,uvy,uv;), cujo divergente ¢ dado por

h(x)g (x)

divF = (uvy)x + (uvy)y + (uv,), = (Vu, Vv) + uAv
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onde Av = v, + vy, + v, € 0 operador de Laplace. Veja a semelhanga com a de-
rivada de hg': o produto escalar (Vu,Vv) faz o papel da derivada /#'g’, enquanto
que o produto uAv faz o papel da derivada hg”. Muito bom, e agora é que entra o
teorema da divergéncia, integrando a derivada div F. Veja de novo a semelhanca:

//aQ<qu,n>dS://aQ<F,n>ds

:///QdiVFdxdydz:///Q((Vu,Vv>+uAv)dxdydz (13.5)

A semelhanca estd inclusive no fato de que o lado esquerdo, tanto de (13.4)
como de (13.5), representar o fluxo do campo pela fronteira da regido!

A igualdade em (13.5) € conhecida como a 14 Identidade de Green, sendo
famosa nas 4reas de termodinimica e dindmica dos fluidos.

Equacdo do calor estaciondria

Para ilustrar o uso da 1¢ Identidade de Green em termodinamica, indique por
u: Q — R a temperatura estacionaria do sélido Q@ C R3. A temperatura é estacio-
ndria no sentido de que u ndo depende do tempo, mas apenas do ponto (x,y,z) € Q.

Neste caso, se k denota a condutividade térmica de Q, entdo o vetor fluxo
de calor é F = —kVu = —k(uy,yy,u;), vetor que fornece a dire¢do, o sentido e a
intensidade do fluxo de calor no interior de Q. Este fato segue de que o gradiente
tem a direcdo e sentido de maior crescimento da func¢ao, enquanto que o calor flui
na direcdo contrdria, de maior decrescimento.

Ora! Como a temperatura € estaciondria, o que entra de calor em cada ponto
€ necessariamente igual ao que sai, o que significa que divF =0 em Q. Como o
divergente é dado por divF = —k(uy, + uyy +u,;) = —kAu, obtém-se que a tempe-
ratura satisfaz a equacdo

—kAu = —k(ug +uyy+u;) =0 em Q

conhecida como a equagdo do calor estaciondria. E conhecida também como a
equacdo de Laplace, e modela vérios outros fendmenos de difusao.

Jundo com a identidade de Green, a equagdo do calor d4 informagdes sobre a
funcdo u. De fato, de (13.5) com u = v e supondo que Au = 0, segue-se que

//8Q<uVu,n> ds = ///QHVMHdedydz (13.6)

onde foi usado que (Vu, Vu) = ||Vul||>. Essa igualdade ¢é interessante. Ela diz que a
temperatura no interior de Q (o lado direito de (13.6)) é inteiramente determinada
pelo comportamento da temperatura no bordo dQ (o lado esquerdo de (13.6)).
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A partir de agora podem ser considerados dois problemas. O primeiro, co-
nhecido como o problema de Dirichlet, supde que o sélido Q, inicialmente a uma
temperatura arbitrdria, seja mantido com o bordo dQ a 0°C até alcangar a tempe-
ratura estaciondria. Nesse momento, qual seria a temperatura no interior de Q?

Fécil! O lado esquerdo de (13.6) seria nulo, pois u se anula em dQ, e, portanto,
o direito também seria nulo. Daf se segue que ||Vu||?> =0, isto &, uy = uy = u; =0
em Q. Assim, a temperatura ndo dependeria nem de x, nem de y e nem de z, isto
é, seria constante. Sendo constante em Q e nula no bordo, a temperatura seria
identicamente nula em todo o sélido. Resumindo, se dQ é mantido a 0°C, entdo a
sua temperatura estaciondria ¢ u = 0.

Outro problema, conhecido como de Neumann, supde que o sélido Q, inicial-
mente a uma temperatura arbitraria, seja isolado termicamente do ambiente. Entao,
depois de alcangar o estado estaciondrio, qual € a temperatura no interior do s6lido?

O problema agora é um pouquinho mais elaborado, e requer que a condigdo de
isolamento térmico seja traduzida em termos de uma condi¢do matematica.

Mas isso € facil: estar isolado termicamente
significa que ndo ha fluxo de calor pelo bordo; :
assim, como o vetor fluxo é F = —kVu, para A
ndo haver fluxo pelo bordo, a proje¢do (F,n) = 0

—k(Vu,n) deve se anular em Q. Assim, o isola- v

mento térmico equivale a que (Vu,n) =0 em JQ.

Vu.

Pronto! No caso do isolamento térmico, com (#Vu,n) = u(Vu,n) = 0, o lado
esquerdo de (13.6) seria nulo. Dai, como no problema de Dirichlet, segue-se que
a temperatura seria constante. A diferenca é que, agora, ndo se sabe o valor dessa
constante, pois nao se sabe o valor da temperatura em algum ponto especifico.

Esses exemplos sdo muito simples. No problema de Dirichlet, a conclusdao
de que a temperatura estaciondria é a temperatura nula poderia ter sido inferida
apenas da situacgdo fisica, € o mesmo é verdade para o problema de Neumann.

Assim, o importante nao sdo os resultados em si, mas o fato de que a linguagem
desenvolvida até aqui seja capaz de lidar com problemas como esses. E claro que
a mesma linguagem € capaz de abordar problemas bem mais elaborados.

Leis de conservacao

O Calculo é versatil e pode ser aplicado em Mecanica, Termodinamica, Eletromag-
netismos etc. Os exemplos a seguir ilustram essa versatilidade e, a0 mesmo tempo,
enfatizam o poder de sintese do Célculo, que é capaz de abordar problemas tao
diversos com poucos conceitos fundamentais.
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Conservacdo da massa

A versdo integral da lei de conservac¢do da massa foi introduzida na Se¢éo 12 como
forma de ilustrar a importancia da integral do fluxo. Agora serd visto como, a
partir da versdo integral, chega-se a uma versao diferencial dessa lei, versdo que é
mais facil de ser manipulada.

Vale lembrar a notagdo usada anteriormente, em que U C R3 é uma regido com
um fluido em movimento, F(P,t) é a velocidade e 8(P,t) é a densidade do fluido
no ponto P = (x,y,z) e no tempo 7. Supde-se, ainda, que essas fungdes sejam de
classe C' em todas as suas varidveis.

Com essa notacdo, a massa contida em uma regido Q C U e no tempo ¢ é

M(t):///Q5(x,y,z,t)dxdydz

e a derivada M'(t) € a taxa de variagdo dessa massa ao longo do tempo. Usando a
derivada sob o sinal de integral (ver Se¢do 12), obtém-se que

M'(t) = //Q&(x,y,z,t)dxdydz (13.7)

Por outro lado, supondo a conservacgdo, a variacdo da massa em Q é o balanco
“liquido” entre o que sai e o0 que entra de massa por dQ, isto €, igual ao fluxo de
massa por dQ.

Com a normal unitiria exterior n, como

na figura, tem-se que (F,n)dS é o volume e j:: E‘}_V\__-
8(F,n)dS = (§F,n)dS é a massa de fluido por — " .~ [ S
dS por unidade de tempo e na direciio n. Daf se //___.../3\//,/-"'"'5 .
segue que o fluxo de massa por dQ na direciio n i J

¢ igual a (ver Secédo 12)

//8Q<8F,n>dS

Omitindo, por simplicidade, a dependéncia nas varidveis x, y, z e t, a lei de
conservacdo da massa pode entfo ser escrita como

// 5tdxdydz:—//a (6F,n)dS paratodo Q CU (13.8)
0 0

em que o sinal de menos € devido a escolha de n: se M'(t) for positiva, é porque
estd entrando massa em Q e, nesse caso, o fluxo de massa na dire¢do n é negativo,
e dai o sinal de menos.
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A equacgdo (13.8) expressa com clareza a conservacdo da massa. No entanto,
por envolver integrais de dimensdes diferentes, ¢ de dificil manipulacdo. Por exem-
plo, ndo se pode comparar os integrandos da equacdo. Ai é que entra o teorema da
divergéncia, que transforma a integral de superficie em uma integral de volume, e
isso permite comparar os integrandos.

Com efeito, de (13.8) e do teorema de Gauss segue-se que

//Qé,dxdydz:—//()Q(éF,nMS:—//Qdiv(éF)dxdydz vQcuU

onde a primeira e a dltima integral s3o sobre o mesmo dominio. Dai se segue que
/ / / 16, + div(6F)]dxdydz=0 ¥ QCU
o

Como a igualdade € valida para toda regido Q C U, a tnica possibilidade é o
integrando ser identicamente nulo em todo o dominio, isto é

8 +div(§F)=0 emU (13.9)

Esta € a forma diferencial da lei de conservagdo da massa, que envolve apenas
as derivadas parciais das fungdes F e 6. Nesta forma a lei é conhecida como a
Equacdo de Continuidade e, juntamente com as equagdes de Navier-Stokes, go-
vernam o movimento do fluido.

A equacio (13.9) € mais facil de manipular do que (13.8). No entanto, apenas
olhando para (13.9), ndo € claro qual o seu significado fisico. A boa noticia é
que os passos acima sdo reversiveis, e, portanto, as equacgdes (13.8) e (13.9) sdo
equivalentes. Assim, fica-se com o melhor dos mundos possiveis: o significado
fisico em (13.8) e a facilidade de manipulagcdo em (13.9).

As varidveis x, y e z sdo mantidas fixas no célculo de J;, e ¢ € mantida fixa no
célculo do div(8F). Como 6F = 6(L,M,N) = (6L,0M,0N), segue-se que

div(6F) = (8L)+ (6M),+ (8N),
=0,L+O0M+ 6N+ S6(Li+M,+N;)=(VS,F)+0divF

Com esse calculo a equagdo (13.9) escreve-se de forma mais explicita como
&+ (VO,F)+6divF =0 emU

Percebe-se agora que, em razdo dos termos envolvendo a densidade, a condi-
¢do divF = 0 ndo garante a conservacdo da massa. E mesmo que a densidade
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seja constante no tempo, ainda resta o termo envolvendo o V5. Assim, a condi-
¢do divF = 0 garante a conservagdo da massa apenas no caso em que 0 = & é
constante nas quatro varidveis (x,y,z,7).

O mesmo argumento pode ser usado para estudar a conservacio da carga elé-
trica. Basta supor que U C R3 seja uma regidio com uma distribui¢iio de carga
de densidade & e o correspondente campo densidade de corrente J. Nesse caso a
equacdo (13.8), com J no lugar de §F, significa que a variagdo da quantidade de
carga em uma regido Q C U ¢é igual a quantidade de carga que passa por dQ na
direcdo —n. A forma integral da conservagdo da carga é entdo equivalente a forma
diferencial & +divJ = 0. Em particular, se § = &, € constante nas quatro varidveis
X,y,zet,entdo a conservacdo da carga elétrica € equivalente a condicdo divJ = 0.

Teoria analitica do calor

Teoria Analitica do Calor € o titulo de um famoso livro de Fourier, escrito durante
vdrios anos e publicado em 1822. Foi ali que Fourier deduziu a equagdo do calor,
além de ter introduzido as séries de Fourier como ferramenta para resolvé-la.

A solugdo foge ao alcance deste texto, mas a deducdo da equagdo do calor usa
a lei de conservacao da energia térmica, e estd proxima do que se fez até aqui.

Considere entdo um sélido U C R? com densidade constante &, condutivi-
dade térmica k, calor especifico ¢ e indique por T(P,z) a temperatura do ponto
P = (x,y,2) no tempo ¢.

Como sempre, escolha Py = (xo,y0,20) interior a U e um paralelepipedo
R = [x0,x0 + Ax] X [yo,y0 + Ay] X [z0,20 + Az] pequeno o suficiente para que R C U.

O proximo passo é calcular uma aproximacgdo para a quantidade de energia
térmica Ag contida em R no tempo ¢. Para isso, vale lembrar que o calor especifico
¢ a quantidade de energia térmica necessaria para aumentar em 1°C a temperatura
de 1g do material. Ora! Medindo a variacdo da temperatura a partir do 0°C, o
paralelepipedo R sofreu uma varia¢do de temperatura AT =~ T (Py,t). Como R tem
massa Am = §AxAyAz, segue-se que

Aq = cAmAT = c jAxAyAzT (Py,t)

Dividindo pelo volume, obtém-se que Ag/AxAyAz é a densidade de energia
térmica em R. Assim, passando ao limite com Ax, Ay e Az — 0, segue-se que

d(Py,t) = c 6y T (Py,t) = densidade de energia térmica no ponto Py no tempo ¢

Otimo, j4 se tem a densidade, e com isso se pode calcular a energia térmica
q(t) contida em uma regido Q C U e no tempo ¢. De fato, essa energia € igual a

q(1) :///Qd(x,y,z,t)dxdydz
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Semelhante ao caso da massa, e derivando sob o sinal de integral, segue-se que
¢ (t) é a taxa de variagdo da energia térmica em Q ao longo do tempo, e é dada por

40 =], [ dhx..1)dndya: (13.10)

Mas entdo, supondo a conservagdo da energia térmica, a tUnica forma de ¢()
variar é passando energia térmica pelo bordo dQ. Nao tem outro jeito! Como
visto na Se¢do 13, a energia térmica que passa pelo bordo esta relacionada com o
vetor fluxo de calor J(P,t) = —kVT(P,t), vetor que fornece a dire¢do, o sentido e
a intensidade do fluxo de energia térmica no interior de U. De fato, o fluxo de J
por dQ no tempo ¢ e na dire¢do da normal unitdria exterior n é dado por

//aQ(J(-,t),nMS

Finalmente, omitindo a dependéncia nas varidveis x, y, z e ¢ por simplicidade,
a conservacio da energia térmica se escreve como

//Qdfd"dydzz —//BQ(LHMS (13.11)

que é andloga a equacdo (13.8). Essa analogia enfatiza a capacidade de sintese do
Célculo, que descreve fendmenos tdo distintos com uma mesma linguagem,.

E as analogias ndo param por ai. Seguindo os mesmos passos do caso da massa,
€ claro que a forma integral em (13.11) € equivalente a forma diferencial

di+div/=0 em U (13.12)

Esta equacdo pode ser escrita em termos da temperatura da seguinte forma. A
expressio da densidade é d = c& T, e, portanto, d, = cdT;.  Como
J = —kVT = —k(T},T,,T), segue-se que

div/ = —k((To)x + (Ty)y + (T)2) = —k(Ta+ Ty + T2c) = —kAT

Substituindo essas igualdades em (13.12), obtém-se que c&yT; — kAT = 0.
Equivalentemente, a equacdo em (13.12) escreve-se como

T, = GAT (13.13)

onde ¢ = k/c & é a difusibilidade térmica do material. Essa igualdade é conhecida
como a equagdo do calor, e modela também muitos outro fendmenos de difusao.



330 Capitulo 13. Teorema de Gauss

Ela estd de acordo com a temperatura estaciondria estudada na Segdo 13, uma
Vez que nesse caso a temperatura € constante ao longo do tempo, isto é, 7; = 0. Ora!
Para ndo variar no tempo, o que sai de calor em cada ponto € igual ao que entra, e a
medida do que sai menos o que entra é exatamente o divergente div(kVT) = kAT.

Agora, no caso nio estaciondrio, a leitura da equacdo (13.13) € a seguinte: a
diferenca entre o que sai menos o que entra (a quantidade kAT) é o que provoca a
variacdo da temperatura no tempo (a quantidade 7;). Muito bom.

Lei de Gauss

Apesar de nao ser uma lei de conservacdo, o estudo da lei de Gauss tem muito em
comum com os raciocinios usados até aqui, e vale a pena ver essas semelhancas de
perto. Vale também por ser uma bonita aplicacio do teorema de Gauss!

O estudo comega do inicio, supondo que E(P) seja o campo elétrico gerado
por uma carga pontual g situada na origem. Da lei de Coulomb segue-se que

Kqg P
E(P)= —
121> 1121

onde a constante de Coulomb no sistema internacional é K ~ 9 x 10° Nm?/C2.

A lei de Gauss esté relacionada com o fluxo de E pelo bordo dQ de uma regido
Q C R3. Considerando de inicio que a regiio é a bola B = {P € R?; ||P|| < r},
centrada na origem e de raio r, o seu bordo é a esfera dB = {P € R3; ||P| = r}.

)y . \n (P> Nesse caso, no ponto P € dB, a normal uni-
£ P/r \ téria exterior ao dQ € dada por n,(P) = P/||P||.
ff = 1] L Veja a figura. Dai se segue que o produto escalar
|\;—‘ - ‘-:-.,J
/ (B0 P) = ol (o) =
S’ ' P> NWPIIPI/ 2

é constante em 9B, pois ||P|| = r em dB. Como a drea de 9B é igual a 4772, tem-se

Kq Kq
//aB(E,n,>dS: 7/(936{5: —247tr2 =4nKq

r

Resumindo, o fluxo de E por dB na dire¢do n, é um multiplo da carga que
estd no interior de B. O estranho é que esse fluxo nao depende do raio da bola
B! Estranho, mas pode ser explicado como no caso bidimensional: se o raio é
pequeno, a drea da bola é também pequena, mas a intensidade do campo é grande;
a medida que o raio aumenta, a drea da bola também aumenta, mas a intensidade
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do campo diminui. E o que se viu acima € que o aumento de um corresponde a
diminui¢do do outro de tal maneira que o fluxo permanece constante.

A pergunta seguinte € qual seria o fluxo se a regido ndo fosse uma bola. Nesse
caso o produto (E,n) ndo seria constante, e os célculos seriam mais delicados. E
ai que entra uma ideia interessante j4 usada na Secdo 11: a ideia da excisdo.

Neste sentido o primeiro fato a se notar é que E ndo estd definido na origem.
O segundo € que, fora da origem, o divE se anula. Com efeito, indicando por
E = (L,M,N) as coordenadas do campo, tem-se L(x,y,z) = Kqx/ (x> +y* +22)*/,
e um cdlculo simples mostra que

(¥ 42+ 22)3

Li(x,y,z) = Kq

(% +y? +7%) — 322
(x2 +y2+Z2)5/2

2200y 32
Analogamente, M, (x,y,z) = Kq % e N,(x,y,z) = Kq %,

e € claro agora que divE = L, + M, + N, se anula fora da origem.

Considere entdo uma regiio Q C R com a
origem em seu interior, e indique por n a normal n, ¥
unitéria exterior ao bordo dQ. Para aplicar o te- | Y
orema de Gauss, € necessdrio excluir a origem,
pois o campo ndo esta definido nesse ponto.

Afié que entra a excisdo, que consiste em retirar uma pequena bola B de centro
na origem e raio r suficientemente pequeno para que B C Q. Veja a figura acima.

A vantagem desse procedimento é que, indicando por é a regido entre Q e B,
o campo E estd bem definido nessa regido. A desvantagem é que, agora, o bordo
de é inclui os bordos dQ e dB, e deve-se prestar muita atencdo as respectivas
orientacdes. Entdo, dQ ja estd orientada com a normal n, e escolha a orienta¢do
da normal exterior n, em dB. Com essas escolhas, a normal exterior n ao bordo
8Q é tal que n=nem dQ0 e n = —n, em dB. Resumidamente, a orientagdo de
90 pode ser escrita como 8Q dQU (—dB). Veja de novo a figura acima.

Como divE =0em Q, do teorema de Gauss e dos calculos acima obtém-se

0:///Qdivdedydz://~(E,ﬁ ds
://(9Q<E,n>dS—|—//aB( ,—n,.)dS = // n)dS —4nKq
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de onde se segue finalmente que
/ (E,n)dS = 41Kq
90

Essa ¢ a lei de Gauss para o campo E gerado por uma carga pontual ¢: o fluxo
do campo por dQ é um mdltiplo da carga que estd no interior de Q. O interessante
€ que o fluxo é o mesmo para qualquer regido que inclui a carga em seu interior.

A lei pode ser ampliada por meio de uma pergunta simples. E se tivesse
duas cargas pontuais q; € ¢ no interior de Q, como seria o fluxo do campo re-
sultante? Simples! Como o campo resultante ¢ a soma dos campos gerados por ¢q;
e ¢», e o fluxo resultante é a soma dos respectivos fluxos, o fluxo resultante seria
47K (q1 + q2). O mesmo raciocinio se aplica no caso de trés ou mais cargas, isto
¢, para um ndmero finito qualquer de cargas no interior da regido.

Otimo. E para uma distribui¢do continua de cargas no espaco, como seria?
Simples também, pois jd se sabe como passar do caso discreto para o caso con-
tinuo. Basta usar as incriveis somas de Riemann! Divide-se a regido em um nu-
mero grande de pequenos paralelepipedos, e cada paralelepipedo funciona como
se fosse uma carga pontual; depois, somam-se todos os fluxos desses pequenos
paralelepipedos e passa-se ao limite com a norma da parti¢do tendendo a zero.
E um procedimento bem conhecido a essa altura.

O resultado € como segue. Se E é o campo elétrico gerado por uma distribui¢cao
continua de cargas no espaco com densidade de carga J, entdo

// n)ds = 4717K/// O(x,y,z)dxdydz (13.14)

pois a integral tripla é a soma das cargas no interior da regido Q. Que igualdade
bonita e facil de entender a partir do caso pontual! E interessante notar que néo
se tem uma expressdo explicita para o campo e, no entanto, a igualdade vale para
qualquer regidio Q C R°.

A equagdo (13.14) é a forma integral da lei de Gauss. Como nos casos das
leis de conservacdo, vale perguntar pela forma diferencial dessa lei. Para isso, o
argumento é o de sempre. De (13.14) e do teorema da divergéncia, tem-se que

// diVdedydz:// <E,n>dS:47rK/// 0(x,y,z)dxdydz
Q 90 Q

onde a primeira e a Ultima integral sdo sobre o mesmo dominio Q. Logo,

// (divE — 47K §)dxdydz =0 ¥ Q C R
Qg
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de onde se segue que a forma diferencial da lei de Gauss é
divE = 47K

o que é mais uma das quatro equagdes de Maxwell.

Tdnel de vento

As mesmas ideias usadas até aqui se aplicam ao céalculo da forca de arrasto em
um tinel de vento. Isso porque a forca é a variacdo da quantidade de movimento,
variagdo que, de alguma forma, é semelhante a variacdo da quantidade de massa
estudada nas sec¢des anteriores.

p e " Considere, entdo, que uma corrente de ar, de
|"IS] S, S | densidade constante &y, escoa por um tdnel cor-
d —I'—' respondente a regido

\ |,|

o ‘ 0={(xy2; X*+2<R*e0<y<L}

O ar entra pela superficie Sy, percorre a lateral S, do tunel e sai pela superficie
S3, sendo que essas trés superficies foram o bordo dQ = S; US, U S;3 do tidnel.

Pode-se supor que a velocidade do ar F seja estaciondria e paralela ao eixo Oy,
isto é, que F(x,y,z) = (0,M(x,y,z),0). Além disso, em S; pode-se supor que a
velocidade seja constante, por exemplo, M (x,0,z) = M.

Devido ao atrito, a corrente gera uma forca de arrasto .# contrdria a0 movi-
mento do ar, e o que se pretende é calcular essa forca. Nesse sentido sdo importan-
tes duas observacdes. A primeira é que, em relacdo a conserva¢do da massa de ar,
a equacao (13.8) escreve-se como

//Qétdxdyder//aQ(SF,n)dS:0 (13.15)

onde n indica a normal unitdria exterior ao bordo dQ. Essa igualdade pode ser lida
da seguinte maneira: o lado esquerdo € a soma da variacdo em Q mais a variacdo
pelo bordo dQ, sendo essa a variagdo total da massa em Q; o lado direito afirma
que essa variagdo total € nula. Essa interpretacdo serd usada logo a seguir.

Como a densidade € constante e F' € ortogonal a S, de (13.15) segue-se que

//sl <6°F’n>ds+//g3<5°’:’“>d5 = //S] _6°Md5+//s3 SoMdS =0

onde foi usado que n = (0,—1,0) em S; e n = (0, 1,0) em S3. Daf se segue que

//S] SMdS = /83 SMdS (13.16)
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o que significa apenas que o que entra de ar em S; € igual ao que sai em S3.

A segunda observacdo importante é em relagdo a quantidade de movimento,
igual ao produto da massa pela velocidade. Usando uma notaco infinitesimal, em
cada elemento de volume dxdydz de Q, a massa é &y dxdydz e a quantidade de
movimento é F &) dxdydz. Assim, a quantidade de movimento em Q é o vetor

//QF&)dxdydz: (O,//QM&)dxdydz, O>

Jd no bordo, em cada elemento de drea dS passa o volume (F,n)dS e a massa
0o (F,n) dS, com a correspondente quantidade de movimento F &y (F,n)dS. Assim,
a variagdo liquida da quantidade de movimento por dQ e na dire¢do n é dada por

//aQF&)(F,nMS: (o,/S —60M2dS+/S oM dS, o>

onde foi usado de novo que F € ortogonal a S; e as expressdes de n em S; e em Ss.
Ora! Andlogo ao caso da massa em (13.15), a variacdo total da quantidade de
movimento (variagdo em Q mais a varia¢do por dQ) é

7= %///QF&)dxdyder//aQFéo(F,nMS

que é exatamente a forca de arrato. Finalmente, como F € estaciondria, o termos
envolvendo a derivada d/dt e anula, e, portanto

F = (o,//S —60M2dS+//S SoM>dsS, o)

Essa expressdo pode ser simplificada usando a equacdo (13.16). De fato, da-
quela equacdo e de que M € constante em S;, segue-se que

/SléoMzdS:Mo//S] 50MdS:Mo//8350MdS://835OMMOdS

Substituindo essa igualdade na expressdo da forca, obtém-se que

F— (o, / [ (01— ) s 0)

Assim, a for¢a pode ser calculada usando-se apenas a velocidade de entrada e
a de saida, velocidades que podem ser obtidas experimentalmente.
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A figura ao lado ilustra o caso em que a velo-
cidade de entrada é M e a de saida é f

Mo p 2 o '
M(%L,Z):?(R —x"—2z") &

Veja que, na saida, a velocidade no centro do tinel é grande, e diminui a me-
dida que o ponto se afasta do centro. Neste caso, um cdlculo f4cil mostra que a

equacdo (13.16), da conservacdo da massa, ¢é satisfeita, e a for¢a é dada por

1
Z = (0, §7v1'3260M§,0)

Exercicios

1) Suponha que um reservatério, na forma de um hemisfério de raio R, esteja abas-
tecido de 4gua até a altura H. Denote por Q C R? a regido ocupada pela dgua e
por V o seu volume. Para o cdlculo de V, considere o campo F(x,y,z) = (x,y,z) €
denote por n a normal unitdria exterior a Q. Observe que dQ = S;US, US;3, em
que S; € a superficie de cima, S; é a superficie lateral e S3 é o fundo da regifo Q,
conforme ilustra a figura abaixo. Julgue os itens a seguir

s]
(]

a) Em S3, a projecéo ortogonal de F' sobre

n é nula. é ‘ 51 ‘)
b) S; é um disco de raio vVR? + H2. S, | -
) ffSl (F,n)dS =R x dreade S;. < _ S?_ - >

d) Usando coordenadas esféricas, obtém-se que a drea de S; € 2w H R.

o] o]
=] [m]

e) Do Teorema da Divergéncia segue-se que o volume é dado por
V=1I(RxdreadeS;+H x dreade S,).

2) As ondas de certas antenas se propagam segundo o vetor de Poynting médio

x2 +y2

m(%% z), K = constante

F(x,y,z) =K
Para uma superficie fechada S que contém a antena em seu interior, a poténcia
média radiada através de S é o fluxo de F na dire¢do da normal exterior. Suponha
que a antena esteja na origem do sistema Oxyz, indique por S, a esfera de raio
a > 0 e centro na origem e por Q, o sélido compreendido entre S e S,;, de modo
que dQ, € a unido das superficies S e S,. Veja a figura abaixo.
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a) Obtenha a parametrizacio ¢: D — R3>e o
elemento de area dS de S, em coordenadas
esférias.

b) Expresse, em coordenadas esféricas, os ve-
tores de Poynting médio e o normal unita-
rio exterior n, a esfera S,,.

¢) Use os itens acima para calcular o fluxo de F através de S, na direcdo n,.

d) Pode-se mostrar que divF = 0 fora da origem. Use essa informacdo para
calcular o fluxo de F através do bordo dQ,,.

e) Conclua que a poténcia média radiada pela antena é independente de S.

3) O angulo sélido Q subtendido por uma superficie S a partir de um vértice Py
¢ o conjunto de todos os raios que partem de Py e passam por S. Se S, indica a
intersecdo de Q com a esfera de raio a e centro em Py, entdo a medida de Q é

1
Q| = = area de S,

Indique por Q € a parte de Q que estd entre Se S,
e por n a normal unitaria exterior a Q. Sem perda
de generalidade, suponha que Py = (0,0,0).

a) Calcule o divergente do campo
F(P)=P/||P|P.

b) Obtenha a expressdo de n(P) em um ponto P € S,.

¢) Use os itens anterior e o teorema da divergéncia para calcular a drea de S,
em termos de uma integral sobre S.

d) Conclua que |Q| ndo depende do raio a.

e) Calcule a medida do angulo sélido subtendido pela superficie triangular de
vértices em (2,0,0), (0,3,0) e (0,0,2).

4) Considere um sistema O'xyz em que z mede a profundidade de um liquido de den-
sidade constante &. Suponha que o sélido Q, limitado pela esfera
x> +y>+72 =1 e pelo cone z = \/x2+2, esteja imerso nesse liquido, e in-
dique por n = (ny,nz,n3) a normal unitdria exterior ao dQ. Nesse caso, a in-
tensidade da pressdo exercida pelo liquido no ponto (x,y,z) é p(x,y,z) = dvgz,
onde g ¢ a aceleracdo da gravidade. Além disso, como a pressdo atua na dire-
cdo normal, a for¢a exercida pelo liquido sobre o elemento de drea dS do bordo é
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dF = —pndS = (—pmdS,—pnydS,—pn3dS). A forga total F = (F|,F,F3) é
entdo a soma de todas as forcas infinitesimais dF.

a) Descreva o solido Q em coordenadas esféricas.

ﬁ_,_,-:? R~ b) Calcule amassa M e o peso W = Mg do volume
> N do liquido deslocado por Q.
/ ¢) Use um argumento infinitesimal para expressar
X—-:—_ —— as componentes de F' em termos de integrais de
\z superficies sobre 0 dQ.

d) Observando que —pny = (R;,n) onde R; = (—p,0,0), e analogamente para
—pny € —png, use o item anterior e o teorema de Gauss para expressar F
em termos de integrais sobre Q.

e) Expresse a for¢a F apenas em termos das quantidades obtidas no item b).
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Respostas dos exercicios

Parte |

Capitulo 1

1) a) Certo.
b) Certo.
¢) Errado.
d) Errado.
e) Errado.

2) a) Basta notar n = (a,b,c) é um
vetor ortogonal ao plano

b) x —xg = ka; y — yo = kb;
ez—z0=kc
o k:_axo+byo+020+d
a?+b% 4 c?

d) |P—Py||> = K*(a®> +b*>+3)
o |axo + byo + czo +d)|
Vaz + b2+ 2
3)a) BE P =x5+y5—220=2z7=
IP—F|> =xg+y5+ (20— 1)* =
(zo+1)*=[[P—Qol*

b) O triangulo FPyQy € isésceles
c) P(t)=Py+tN,t € R, onde
N = (x0/2,y0/2,—1)
d) N é paralelo a
F—Qo = (—x0,—0,2)
e) aipoé?)F,é\:P()ﬁQoe
PoFQo=PyQoF =a=0>b
4) a) h= Q| sen(6)
b) A> = [|P|P*[|Q|[*(1 —cos*(6))
c) A2 = (a® +b*)(? +d?)
— (ac+bd)?

a b
det(c d)‘

e) drea =5/2

Capitulo 2

1) a) Certo.
b) Certo.
¢) Errado.

d A=
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d) Errado. b) Errado.

e) Certo. ¢) Certo.

2) a) S@o as retas xy = 0 e as hipérboles d) Certo.
xy==xlexy==24 e) Errado.
b) Sao gréficos de g(x) = h(x) = |x|.

2) a) g(s,t) =4ns/t?
¢) X +y*—2xy| >0=

b) Derivadas parciais continuas.

F(3) < VTRV R
d) Ve>0,36>0,0<||P—PR||<| © &lst)=g(s0,t0)+ ([—2)(S—S0)

d=|f(P)—Ll<e 0

8n?

e)V€>O,E|5:\/§€,O<||P— 7([—3)(2‘72‘0)

Rl <8 =|f(P)—f(R)| <e= 0 |

f € continua em F,. d) |g(s,t) —g(s0,t0)| < 1558(s0,%0)

) e) Erro percentual maximo < 0,2%.
3) a) limy )00 T (x,y) = 15.
GMm P

b) y = V3x/3 e y = x, respectiva-| 3) & F(P)=—T5E 1

mente. b) fi(0.3,2) = ataes
c¢) limites distintos ao longo das cur- analogamente para fy e f;
vas de nivel. ) a=GMm
_ Y — _ a@e—y—2)
d) U(X,y) = (\/x2 +y2’ \/x2 +y2> . d) fxx(xa)’7x) — 2 t2)e

analogamente para fy € fz..

e) (U(x,y),(x,y)) =0 V(x,y) €D. e) Basta somar as trés derivadas.

4) a) ¥’ + (y+1/K)*> =1+1/K? com
y>0e K = tan(mk/20).

b) ¥’ 4+ (y+1)2=2comy >0

4) a) Ea hipérbole x*> —y? = 1, as retas
y = +x e a hipérbole y> — x> = 1.

b) g(x,y) = [2ydx =2xy+d(y)
¢) considere isotermas distintas.

o2 + dy) = gy =
d) o limite existe e é igual a 10. —fe(x,y) =2y
e) o limite existe e € igual a 0. =d'(y) =0=d(y) =do

d) E a hipérbole xy = 1.

e) Notar que (Vg,Vf) =g.fi +8&fy
= fyfx - fxfy =0.

1) a) Errado.
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1) a) Certo.
b) Errado.
¢) Errado.
d) Errado.
e) Certo.

2) &) filP)= 75 e f,(P) = Tp?
b) [E(P)| =2 eU(P) = b

¢) Sdo os arcos x2 +y? =e /K com
y>0eC#0.
d) &'(t) = (mP"(t) - F(P(t)),P'(t))
=0

e) &(t) e f(P(t)) constantes =
|P'(1)]| também constante.

3) a) [[VF(P)|| < V6T 8 =10
b) g(1) —g(0) = f(P2) — f(P1)
) g(t) =(Vf(P(t)),Pr— Pr)

d) [I£(P) — f(P)]| < 10[|Py — B
VP,P,ED

e) [lf(Pr) = f(P)|| < 10][P — P
<10x2rvVP,P,eD=L=20r

4) a) g(x,y) = (1 —y)xf(x),
gy(x,y) =— [ytf(t)dt
hx(xay) = *y(l 7x)f(x) €
hy(x,y) = [ (1 =1)f (1) d1

b) fg(xx) = (1—x)xf(x)
—Jotf(t)dr
) dxh(x x) = —(1—x)xf(x)

+ M=) f(r)dr e

() = [} f(t)dr

d) u”( ) =—f(x) co

u(O)—u(l) O

e) u(lfx) = [ xtf(t)dr

+ i x(l—X)(l—t)f(t)dt
—f x(1—=s)f(s)ds

+ Jo (1 =x)sf(s)ds = u(x)

fo’f t)dt

1) a) Certo.
b) Errado.
¢) Errado.
d) Certo.
e) Errado.

2 2
Da)z=c\/1-5—5

b) V(x,y) = 8cxy 1*2—2*%2
¢) V(x,y) >0 eV se anula sobre o

bordo dD.
d) O tnico ponto critico é (%

3)-

e) Unico pt. critico = ponto de ma-
ximo; os lados sio 24, 22 ¢ 2¢

R RER
3) a) A(s,0) =ssen(0)(scos(0)
+L—2s).
b) E o retangulo de lados L/2 e /2.
c) A(s,0) <A(L/2,m/4) = L?/8.
d) O dnico ponto critico é (%, %).
e) s=L/3eb=mn/3

a|w
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4) a) C éfechado e limitadoe f é
continua.

b) Vf(x,y) = (8ky?, 16kxy) e

Va(x,y) = (2x/a?,2y/?).
©) 8” = A% 16y = 22
e 2 + y —

d) Tem o ponto

o~ (T 1)

e) f(a 0) f(0,b) =

f(x0,50) > 0 = (x07y0) é maéx.

absoluto = as dimensdes sdo
l:2xoeh:2y0.

Parte Il

a) Errado.
b) Errado.
¢) Certo.
d) Certo.
e) Errado.

D

2)a) 0<d(x,y) <2
b) D={(xy):;0<x</m e x<
y<V/m}

) D={(xy:0<y<Vme 0<

x<y}
d M=2
e) S=M/A=22¢(0,2)
3) a) h(y,e) = ( )2 (£+y)

b) H(8,5):5—1J+5—|—L—L

4)

1Y)

2)

e) f ndo é integravel em D.

DA = (-2,0), B= (—V3,-1),
C=(3,—1)eD=(4,0).
b) D1 ={(x,y);-2<x< -3 e
VIR <yevia),
Dy ={(x,y);—V3<x<0e
—1§y§v4 X2},
D3 ={(xy);0<x<3 e
—1<y<+v4—x}e
Dy={(x,y);3<x<4 e
—VA-x<y<VaA-x}
) A=3m+1vV3+9

d) D={(x,y);—1<y<2e
— /42 <x<4—y?}

e) Os resultados sdo iguais.

a) Certo.

b) Errado.

¢) Errado.

d) Certo.

e) Errado.

a) O ponto mais baixo é (1,1) e o
mais alto é (3/2,18).

b) a=1eb=18.

) ﬁ:{(u,v);1§u§3 e 1<v<2}

d) M= [[5v3 dudv =26

e) 1 <y=1089 <13

130
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3) a) rZ(z)e’
= 0 )
)=

() =K#£0=0()£0
estritamente mondtona.

b) Ac 2(0)d0

©) A(O(t)) lfo r*(6)de

d)A,(t) ( )‘ ()XQ():
Gl ))9’() ()6 (1) =5

e) Entre os instantes f; e f, a
area varrida é A(n) — A(t)) =
J2A(t)dt = 3K(ta —1y)

4) a) V = [[,p(x,y)dxdy, onde D é a
regido limitada pela elipse.

b) V=
ffDHcos< \/T) abdudv,
onde D é o disco de raio 1.

¢) V=4abH(1—-2/m)

d) A= mab

e) Altura média = (4H/m)(1—-2/m)

1) a) Certo.
b) Errado.
¢) Errado.
d) Certo.
e) Certo.
2) a) dF(P) = G iy
b) = Jf, i?iiﬂf;‘;’a‘ff

9) fo (r2+zzz)3/2 =r - (r +42)71/2

d) F, =4nGmyéy
e) d =3 > 2 =distancia da particula
ao centro de massa.

3)a) h=zedW = gzdm =
W = [[f, 8260 dxdydz

b) f(xy) \/ 2+y,

com x° +y < R?
) 0={(xy )€R3 24y <R

e 0<z<Z(R-\/x2+)?}
d) W:EgnHZRZ&)
e) W =80mg x 10'7 > 2,4 x 10"

4) a) H=/R}—R}

b) O = {(x,y,2); R} <x*+y* <
R% e

0<z</R:—x2—)?}
¢) M = 82n(R;—R3)?/3
d) M = &2nH?/3
e) Z=3H/8

1) a) Certo.
b) Certo.
¢) Errado.
d) Certo.
e) Errado.

2) a) D={(x,y); ¥ +y* <2*}e
flxy) =52 +)?)
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3)

4)

b) z=y

) Q:{(x,y,z); X2+(y—
f(xay) SZSy}

d) 0={(n6,z); 0<6<m,
0<r<2sen(f) e
%rz <z<rsen(0)}

1)2?<le

e) V=7

a) Q={(x,y2):; R*<x*+y*+2
< (R+ho)?}

b) 0={(p.0,9); 0< 6 <2r,
0<¢<rme
R§p<R+ho}

o) M=4rn[4p>—4p*] |5 Retho

d) M~1,6x10'8
e) 100 x £2 > 30

Q) [E(P)|? = ()22

4rey RO
se [P <R, e|E(P)|*> =

= (47350)2|‘pl”4 se [|P|| >R

b) E(P)IP = ()5
se [|P]] <R, e|[E(P)|I* =

= (47?,90) o7 se |[|[P|| >R

) 2 [ffs, |E(x,y,2)|* dxdydz =
_ 1.4 1

T 24mey 5R
d) 2 [ffp, IE (x,y,2)||* dxdydz =

2

_1q (1 _1 —349 1
247r.90( a)eU_547r£0
e) dzﬁ

1Y)

2

~"

3

~—

4)

Parte Il

a) Certo.
b) Errado.
¢) Certo.
d) Errado.
e) Certo.

a) ds=||P(t)||dt =
b) Jrds =45

¢) JcAds = soma das dreas infinite-
simais A(x,y)ds.

d) [-Ads=225

e) altura média = 5.

a) P(8)=(r(0)cos(6),r(0)sen(H))
b) P'(0)=1r'(0)(cos(6),sen(6))

+r(0)(—sen(0),cos(H))
c) ds=+/r(6)>+r(0)>d6

90cos(t)sen(r)

d) [/1+cos(0)d0=+2v2sen($)+c

conforme o sinal de cos(%).

e) Comprimento = 8a.

a) O plano passa pela origem.

b) ||u||=|v]|=1, (u,v) =0easoma
das coordenadas de u e de v se
anulam.

¢) w é combinagdo linear de vetores
do plano, e ||w|| = Va®> + b>.

d) P(6)=cos(6)u+sen(B)v

e) M=2m/3
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1) a) Errado. 1) a) Certo.
b) Certo. b) Errado.
c) Certo. c¢) Errado.
d) Errado. d) Errado.
e) Errado. e) Certo.
2) a) S@o unides de regides simples. 2) a) S(P) = 27m2L( x,0,—2)
b) $y, Ldv+Mdp = b) D={(t,y);0<t<2me0<y<L}
== JJr, (M, — L) dvdp e ¢(1,y) = (acos(t),y,asen(r))
¢) $yg, pdv = dreadeRy. ©) JJs,(S,m)dS = —RI?
d) $yg, pdv = — dreade R;. d) [[,0(S,n)dS = —RI?
e) W = drea de R|— drea de R;. e) Energia térmica que sai =
energia eletromagnética
3) a) Jo (B, T)ds=4n que entra.
b) [op(B.T)ds=[[p(Ly —M,)dxdy,
com dD =CU—Cy 3)a) (FT)=0emC,, G eCy
2(2—2) b) P(6) =¢(1,0), 0 €[0,m/2] e

¢) My(x,y) = Ly(x,y) = oy

d) [op(B,T)ds=0 Je (F.T)ds = mt/4

c) @ X g = (sen(6),—cos(0),r),

e) Jo(B,T)ds=4n dS = ||@. x @g||drd6
en= Pr X Qo
4) a) P(t) = (cos(t),sen(t)),t € [-F, 7] - <ol
e [ ¢ (B,T)ds=3m/2 d) [[s(rotF,n)dS = m/4
b) (B,T)=0emC;,i=1,2 e) Aplica-se, uma vez que

Jos(F,Tds = 1t/4= [f(rotF,n)dS

¢) Lx(x,y) = —My(x,y) = e

6xy
()
Ly(x,y) = M(x,y) = 7()38(1;232) 4) a) P(6) = (cos(6),sen(0),0),
d) [5p(B,T)ds=0 T(6) = (—sen(0),cos(H),0) e
e) [o(B,T)ds=3m/2 I'xB= (Jifijss(ei)(,el\)/s—eli(ceo)s,(e))
b) —a2msen(wr)

c) V(t) = [Js(=Bi;m)dS
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d) V(1) = —komcos(wt)

e) I(t) = —tkmsen(wt) e
F, = }2akn? sen’(wr)

1) a) Certo.
b) Errado.
¢) Errado.
d) Certo.
e) Errado.

:(asen( )cos(0),

asen(¢)sen(0),acos(¢9))
e dS = a’sen(¢)dOd¢

b) F(p,0,9) = K@

n, = (sen(9)cos(6),
sen(¢)sen(0),cos())

¢) [, (F,na)dS = Kn8/3

d) [f50,(Fm)dS =
= Jflp, divF dxdydz =0

e) [Js(F,n)dS = Kn8/3 independe
de S.

2)a) ¢(p,0)

Ks

=

n, com

3) a) divF =0
b) n(P)=—P/a
c) dreade S, = a® [[s(F,n)dS

d) |Q|= [[s(F,n)dS ¢ independente
de a.

e) 471/8

4)a) 0={(p,0,0); 0<p <1,

0<O6<2me0<¢<m/4}

bV = [[[zp*sen(9)dpdbds,
M=38VeW=Mg

&) F = ([fag—pmds,
I50 —pm2dS, [[50—pn3 dS>

d) F = (0,0, [ffp —dogdxdydz)
e) F=(0,0,—W)
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Navegue por belas
paisagens do Calculo

volume Il

O livro aborda os conceitos basicos de um primeiro
curso de Célculo em vérias variaveis, desde a conti-
nuidade e diferenciabilidade, passando pelas integrais
multiplas, até alcancar os teoremas de Green, Gauss
e Stokes, que sdo os principais teoremas do Célculo
Vetorial. A linguagem € coloquial e convida o leitor a
reflexdo, apoiada por um grande nimero de figuras
distribuidas ao longo do texto.

Decididamente € uma introdu¢éo ao vasto mundo
do Calculo, em que s&o evitados os aspectos espinho-
sos e é dada mais atencéo as justificativas do que as
provas rigorosas. O foco estd em apresentar uma viséo
integrada dos principais conceitos, enfatizando as ideias
fundamentais e procurando destacé-las na variedade de
situactes apresentadas. A compreeséo dessas ideias
fundamentais é reforcada com o conjunto de exercicios
apresentados que, longe de serem mecanicos, procuram
desenvolver a intuicdo, a capacidade de fazer dedugtes
e inferéncias e o interesse pela disciplina.

E um contetdo rico, com aplicacées na Fisica,
Quimica, Engenharias, Economia, etc., e inclui exemplos
que ilustram essa riqueza. Espera-se que os leitores,
alicercados nesta variedade de exemplos e situacdes,
venham a descobrir o fascinio que o Célculo tem exer-
cido sobre a comunidade cientifica ao longo de varias
geracgoes.

P - EDITORA ISBN 978-85-230-1012-6

& == M

— UnB ol7gs 523010126






