


Navegue por belas 
paisagens do Cálculo



Reitora
Vice-Reitor

Márcia Abrahão Moura
Enrique Huelva

EDITORA

Diretora

Conselho editorial

Germana Henriques Pereira

Germana Henriques Pereira
Fernando César Lima Leite
Beatriz Vargas Ramos Gonçalves de Rezende
Carlos José Souza de Alvarenga
Estevão Chaves de Rezende Martins
Flávia Millena Biroli Tokarski
Izabela Costa Brochado
Jorge Madeira Nogueira
Maria Lidia Bueno Fernandes
Rafael Sanzio Araújo dos Anjos
Verônica Moreira Amado



EDITORA

Navegue por belas 
paisagens do Cálculo

volume III

Celius A. Magalhães



Coordenadora de produção editorial 
Preparação e revisão 

Diagramação

Equipe editorial

Luciana Lins Camello Galvão
Tiago de Aguiar Rodrigues
Celius A. Magalhães

© 2018 Editora Universidade de Brasília

Direitos exclusivos para esta edição: 
Editora Universidade de Brasília
SCS, quadra 2, bloco C, nº 78, edifício OK, 
2º andar, CEP 70302-907, Brasília, DF 
Telefone: (61) 3035-4200 
Site: www.editora.unb.br 
E-mail: contatoeditora@unb.br

Todos os direitos reservados. Nenhuma parte desta 
publicação poderá ser armazenada ou reproduzida por 
qualquer meio sem a autorização por escrito da Editora.

Produzida a partir do template The Legrand Orange 
Book, disponível em: http://www.LaTeXTemplates.com

Esta obra foi publicada com recursos 
provenientes do Edital DEG/UnB no 13/2017.

Ficha catalográfica elaborada pela Biblioteca Central da Universidade de Brasília

M188 Magalhães, Celius Antonio.

        Navegue por belas paisagens do cálculo / Celius Antonio 

Magalhães. – Brasília : Editora Universidade de Brasília, 2019.  

        358 p. ; 23 cm.

 ISBN 978-85-230-1012-6.

1. Cálculo vetorial. 2. Otimização. 3. Integrais múltiplas. 4.

Aplicações à física. I. Título.

CDU 514.742.4

Impresso no Brasil



Aos meus alunos, 

 que me ensinaram como escrever este livro.





Sumário

Apresentação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

I Derivadas parciais

1 Espaços cartesianos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

Retas no plano 15

Retas e planos no espaço 21

Exercícios 29

2 Limite e continuidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Funções de várias variáveis 33

Limites 40

Limite e continuidade 47

Exercícios 53

3 Diferenciabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

Derivadas parciais 55

Diferenciabilidade 61

Critério de diferenciabilidade 68



Exercícios 76

4 Regra da cadeia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Regra da cadeia I 79

Regra da cadeia II 86

Exercícios 93

5 Máximos e mínimos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

Problemas de máximos e mínimos 95

Multiplicadores de Lagrange 103

Exercícios 110

II Integrais múltiplas

6 Integrais duplas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

Integrais em duas variáveis 115

Propriedades da integral 124

Domínios Rx e Ry 131

Exercícios 138

7 Mudança de variáveis em 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

Aplicações da integral 141

Mudança de variável I 149

Mudança de variável II 158

Exercícios 166

8 Integrais triplas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

Integrais em três variáveis 169

Domínios Rxy, Rxz e Ryz 176

Momento de inércia 184

Exercícios 194



9 Mudança de variáveis em 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

Coordenadas cilíndricas 197
Coordenadas esféricas 205
Outras aplicações da integral 212
Exercícios 219

III Green, Gauss, Stokes

10 Integrais de linha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

225Integrais de linha – I 
Integrais de linha – II 232
Independência do caminho 239
Exercícios 247

11 Teorema de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

251
260
268
276

Integral da circulação 
Teorema de Green – I 
Teorema de Green – II 
Teorema de Gauss em 2D 
Exercícios 286

12 Teorema de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289

Integral de superfície 289
Integral do fluxo 297
Teorema de Stokes 305
Exercícios 314

13 Teorema de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

Teorema de Gauss em 3D 317
Leis de conservação 325
Exercícios 335



IV x

Respostas dos exercícios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341

Referências  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349

Índice remissivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351



Apresentação

A estrutura geral dos livros didáticos em Matemática permanece a mesma
desde os tempos de Euler, em particular após a publicação do seu Introduction

in Analysin Infinitorum (Introdução à Análise dos Infinitos), livro que estabeleceu
os padrões nesta área. Assim é que, de início, é apresentada uma teoria geral, abs-
trata, capaz de ser apreciada pelos mais refinados matemáticos, para em seguida
serem apresentados os exemplos que dão suporte à teoria.

No entanto, se por um lado essa estrutura é apropriada àqueles que já têm um
primeiro contato com a teoria, por outro cria uma barreira às vezes intransponível
para os não iniciados. É comum, por exemplo, que os alunos dependam de pro-
fessores para fazer suas leituras, pois são necessários esses guias para conduzi-los
com segurança até os exemplos significativos. E, em um primeiro contato, são
esses exemplos significativos a força capaz de motivar os alunos.

Recentemente, a estrutura clássica dos livros didáticos em Matemática tem
sido questionada, por vários motivos. Talvez a escassez de professores, ou a de-
manda pelo ensino a distância. O fato é que tem aumentado a procura por livros
que possam ser lidos sem o auxílio de um professor, que deem autonomia aos
estudantes, que sejam capazes de motivar a partir de situações conhecidas dos lei-
tores. Nesse sentido, uma primeira tentativa é inverter a ordem clássica: apresentar
primeiro os exemplos, e isso em uma linguagem que possa ser entendida pelos ini-
ciantes, e só então introduzir a linguagem e o formalismo próprios da disciplina.
Essa é a ordem natural da aprendizagem, que parte do particular para o geral.

E essa é a ordem em que os conteúdos são aqui apresentados. Primeiro os
exemplos. Claro que é uma estrutura própria para um primeiro contato, e espera-
se que os alunos venham a aprimorar seus conhecimentos em situações futuras,
valendo-se inclusive de livros no formato clássico. Mas o primeiro contato ofere-
cido por esse texto é certamente um bom começo de caminhada.
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O livro foi escrito a partir de notas de aulas ministradas pelo autor ao longo
de vários anos, e vale registrar os agradecimentos aos ex-alunos Angélica Lorrane,
Deivid Vale e Yuri Santos, que registraram as aulas em seus manuscritos e me cede-
ram esses registros já digitalizados. Sem esses registros talvez esse livro não viesse
à luz. Vale registrar ainda a valiosa contribuição dos ex-alunos Daniel Cunha, Di-
ego Lemos, Hiandra Tomasi, Pablo Santiago e Rodrigo Fischer, que enriqueceram
o texto com várias sugestões e exemplos.

Vale ainda registrar agradecimentos especiais à Editora UnB, nas pessoas de
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1 Espaços cartesianos

Retas no plano
De início será apresentada uma breve revisão, apenas o essencial, sobre vetores e
suas propriedades. Apesar de elementares, os conceitos revistos aqui serão usados
de maneira sistemática durante todo o livro, e vale revê-los com cuidado.

Plano cartesiano
O plano cartesiano é o conjunto dos pares ordenados R

2 = {(x,y); x e y ∈ R}, e
pode ser identificado com o plano euclidiano introduzindo-se um sistema de eixos
ortogonais Oxy, como ilustra a figura da esquerda abaixo. Da figura percebe-se
que, a cada ponto do plano, corresponde um único par (x,y), dito as coordenadas
do ponto; e reciprocamente, a cada par corresponde um único ponto. Com essa
identificação diz-se que o plano euclidiano é o conjunto R

2.
Por simplicidade, será usada a mesma notação para o ponto P = (x,y) e para

o vetor P = (x,y), que é o segmento de reta orientado
−→
OP que parte da origem

O = (0,0) e termina em P.

x

y P

O x1 x0

y1

y0

x0 + x1

y0 + y1

P0

P1

P0 +P1

O

Para P0 = (x0,y0) e P1 = (x1,y1) em R
2 e r ∈R, define-se a soma e a multipli-

cação por escalar por meio das igualdades

P0 +P1 = (x0 + x1,y0 + y1) e r P0 = (rx0,ry0) (1.1)
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A soma tem uma interpretação geométrica interessante, ilustrada na figura da
direita acima. De fato, observe que o ponto P1 foi obtido marcando-se, a partir
da origem, uma distância x1 ao longo do eixo Ox e uma distância y1 ao longo do
eixo Oy. Já as coordenadas de P0+P1 foram obtidas da seguinte forma: a partir de
x0, marca-se uma distância x1 ao longo do eixo Ox, e a partir de y0 marca-se uma
distância y1 ao longo do eixo Oy. Assim, P0 +P1 pode ser visto como o mesmo
vetor P1 transladado para a nova origem P0.

Resumindo, a soma P0 +P1 corresponde a transladar o vetor P1 para o ponto
P0. Trocando o papel entre esses pontos, obtém-se também que a soma P0 +P1

corresponde a transladar o vetor P0 para o ponto P1. Essa interpretação dá origem
à regra do paralelogramo: a soma de dois vetores corresponde a uma diagonal do
paralelogramo gerado por eles.

O vetor P1, ilustrado na figura da direita da página 15 e correspondente ao

segmento
−−→
OP1, foi identificado como o segmento

−−−−−−−→
P0(P0 +P1). Essa identificação

facilita a visualização de algumas operações algébricas e, em geral, o segmento
orientado

−→
PQ, de origem P e extremidade em Q, será identificado com o vetor

Q−P, de origem em O e extremidade em Q−P.
A interpretação geométrica da multiplicação por escalar é fácil: ela prolonga

ou contrai o vetor, podendo alterar o seu sentido, mas não a sua direção. Isso por-
que, se a inclinação de P0 = (x0,y0) em relação ao eixo Ox é y0

x0
, então a inclinação

de rP0 = (rx0,ry0) em relação ao mesmo eixo também é ry0
rx0

= y0
x0

. A figura da
esquerda abaixo ilustra os casos em que r < 0 e 0 < r < 1.

Em particular, para r =−1, obtém-se que o vetor −P1 = (−1)P1 = (−x1,−y1)
tem a mesma direção, mas sentido oposto ao de P1.

P

rP 0 < r < 1

rP r < 0
P0 −P1

P0

P1

P0 +P1

−P1

P0 −P1

Agora a diferença P0−P1 pode ser mais bem interpretada, diferença entendida
como a soma P0 +(−P1). Observe na figura da direita acima que P0 −P1 é uma
diagonal do paralelogramo gerado por P0 e −P1, e esse paralelogramo é congruente
àquele gerado por P0 e P1. Assim, P0 −P1 pode ser identificado com o segmento−−→
P1P0, de origem em P1 e extremidade em P0.

Após essas interpretações, a regra do paralelogramo pode ser enunciada como
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Regra do paralelogramo: no paralelogramo gerado por dois vetores, a diagonal
que contém a origem representa a soma, e a outra diagonal representa a diferença
entre os vetores.

Apesar de simples, essa regra desempenha um papel importante no estudo de
vetores, como ilustram os próximos exemplos.

� Exemplo 1.1 Determine a equação paramétrica da reta L que passa por P0 =
(x0,y0) e tem a direção do vetor Q = (a,b). �

Solução. De acordo com a próxima figura, um ponto P = (x,y) está sobre a reta
se, e somente se, P−P0 tem a mesma direção do vetor Q. De outra forma, tem-se
P ∈ L ⇔ P−P0 = t Q para algum t ∈R. Assim, a condição necessária e suficiente
para que o ponto esteja sobre a reta é que

P = (x,y) = P0 + t Q = (x0,y0)+ t(a,b) = (x0 + ta,y0 + tb). �

P

P0

Q

L

Esta equação é dita paramétrica porque des-
creve a reta em termos do parâmetro t. É uma
forma conveniente por se adaptar com facilidade
em dimensões maiores.

Além disso, no caso do R
2, ela coincide com a

maneira usual de descrever retas, colocando uma
variável em termos da outra.

De fato, se a 6= 0 e b 6= 0, da equação paramétrica x = x0+ta e y= y0+ty obtém-se
que t = x−x0

a
= y−y0

b
, de onde se segue a conhecida fórmula y− y0 =

b
a
(x− x0).

� Exemplo 1.2 Obtenha a equação paramétrica da reta que passa por
P1 = (x1,y1) e por P0 = (x0,y0). �

Solução. De acordo com a figura, a reta tem a
direção do vetor Q = P1 −P0, e com essa escolha
o exemplo fica reduzido ao caso anterior. Assim,

P = (x,y) ∈ L ⇔ P−P0 = tQ = t(P1 −P0)

para algum t ∈ R. Equivalentemente, a condição
para que o ponto esteja sobre a reta é que

P1

P1 −P0

P0

P

P = P(t) = P0 − t P0 + t P1 = (1− t)P0 + t P1 �

A expressão P(t) = (1− t)P0 + t P1 é conhecida como a combinação convexa
entre P0 e P1. Isso porque ela parametriza o segmento de reta com origem em
P(0) = P0 e extremidade em P(1) = P1.
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Distância no plano
Além de direção e sentido, os vetores têm normas (ou módulos), que são as medi-
das de seus comprimentos, comprimentos que são calculados por meio do Teorema
de Pitágoras.

Definição 1.1 A norma do vetor P = (x,y) é definida como sendo o número

‖P‖=
√

x2 + y2

‖P‖|y|

yP

|x|x

P0

P1 −P0

P1

‖P1−P0‖

A norma é a distância do ponto à origem. Mais geralmente, como ilustrado
acima, a distância entre P0 e P1 é a norma ‖P1 −P0‖, pois o segmento

−−→
P0P1 está

identificado com o vetor P1 −P0.

P

P
‖P‖

1

Uma propriedade importante da norma é a homo-
geneidade, no sentido de que, para r > 0, a norma de
rP é igual a r vezes a norma de P. De fato, tem-se que

‖r P‖=
√

(rx)2 +(ry)2 = |r|
√

x2 + y2 = |r|‖P‖

Em consequência, se P 6= O , então 1
‖P‖P = P

‖P‖ é um
vetor de norma um (vetor unitário) na mesma direção e sentido de P. Isso segue-se
da homogeneidade, uma vez que ‖ P

‖P‖‖= 1
‖P‖‖P‖= 1. Observe o uso interessante

do vetor unitário no próximo exemplo.

� Exemplo 1.3 Descreva a força de atração gravitacional com que a Terra atrai
um satélite que se desloca ao longo do plano que contém o equador. �

Solução. Introduza um sistema de coordenadas
Oxy no plano que contém o equador, de modo
que a origem O coincida com o centro de massa
da Terra. Sejam m a massa e P = (x,y) a posição
do centro de massa do satélite. Veja a figura.

F P

Sejam ainda G a constante gravitacional, M a massa e F = F(P) a força com que
a Terra atrai o satélite.
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Com essa notação, é claro que o vetor unitário na direção e sentido da força
é F(P)

‖F(P)‖ . Por outro lado, das leis da gravitação, a força tem a direção da linha
que une os centros de massa, e atua no sentido de P para O . Ora! O vetor uni-
tário nessa mesma direção e sentido é − P

‖P‖ , e portanto F(P)
‖F(P)‖ = − P

‖P‖ . Assim,

F(P) =−‖F(P)‖ P
‖P‖ , e resta apenas determinar a intensidade da força.

Mas a intensidade é conhecida e dada por ‖F(P)‖= GMm
‖P‖2 . Daí se segue que

F(P) =−GMm

‖P‖2

P

‖P‖ =−GMmP

‖P‖3 =− GMm

(x2 + y2)3/2
(x,y) (1.2)

�

� Exemplo 1.4 No mesmo sistema Oxy do exemplo anterior, suponha que uma
nave espacial parta do ponto P0 = (3,0) e siga em linha reta até alcançar o ponto
P1 = (0,4). Determine o ponto da trajetória em que a força gravitacional tem
intensidade máxima. �

Solução. O primeiro passo é parametrizar o seguimento de reta entre P0 e P1

usando a equação paramétrica P(t) = (1− t)P0+ tP1 = (3(1− t),4t) com t ∈ [0,1].

P0

P1

P(t)
F

O segundo passo é notar que, em razão da expressão
da força em (1.2), a intensidade é máxima se a distân-
cia for mínima. Assim, o problema é minimizar a fun-
ção ‖P(t)‖. Equivalentemente, o problema é minimizar
a função g(t) = ‖P(t)‖2 = 9(1− t)2 + 16t2. Derivando e
igualando a zero, obtém-se que

0 = g′(t) = 2[16t −9(1− t)] = 2[25t −9]

Logo, o único ponto crítico é t0 = 9/25, que claramente

é o ponto de mínimo de g(t). Assim, a intensidade da força é máxima no ponto
P(t0) = (1− t0)P0 + t0P1 =

12
25(4,3). �

Ortogonalidade
Além da soma e da multiplicação por escalar, pode ser definida uma terceira ope-
ração em R

2, conhecida como o produto escalar (ou produto interno).
Como motivação, considere a questão de decidir se P0 = (x0,y0) e P1 = (x1,y1)

são ortogonais. Por Pitágoras, esses vetores são ortogonais se, e somente se,

‖P1 −P0‖2 = ‖P1‖2 +‖P0‖2
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Veja a figura. Usando as coordenadas, segue-se
que os vetores são ortogonais se, e somente se,

(x1 − x0)
2 +(y1 − y0)

2 = (x2
1 + y2

1)+ (x2
0 + y2

0)

⇐⇒ −2x1x0 −2y1y0 = 0

⇐⇒ x0x1 + y0y1 = 0

P1

‖P1‖

P0

‖P0‖

‖P1 −P0‖

Resumindo, para decidir se os vetores são ortogonais, basta calcular x0x1 + y0y1.
Essa expressão é exatamente o produto escalar, conforme a definição a seguir.

Definição 1.2 O produto escalar entre os vetores P0 = (x0,y0) e P1 = (x1,y1)
é definido como sendo o número 〈P0,P1〉= x0x1 + y0y1.

Com essa notação, os vetores P0 e P1 são ortogonais se, e somente se,
〈P0,P1〉 = 0. Além disso, não é difícil verificar que o produto escalar tem as se-
guintes propriedades.

1

2

1

−2

Propriedades: Para P0, P1 e P2 em R
2 e r ∈R, tem-se

1. 〈P0,P0〉= ‖P0‖2

2. 〈P0,P1〉= 〈P1,P0〉

3. 〈r P0,P1〉= r〈P0,P1〉, ∀r ∈ R

4. 〈P0,P1 +P2〉= 〈P0,P1〉+ 〈P0,P2〉

� Exemplo 1.5 Determine a direção ortogonal ao vetor P0 = (1,2). �

Solução. Veja a figura acima. Deve-se escolher um vetor P1 = (a,b) de modo
que 〈P0,P1〉= a+2b = 0, isto é, de modo que a =−2b. Com b = 1, por exemplo,
obtém-se que P1 =(−2,1) é um vetor ortogonal a P0. De fato, P(t) = tP1 = (−2t, t)
é a equação paramétrica da reta pela origem que tem a direção ortogonal a P0. Em
geral, o vetor P1 = (−y0,x0) é ortogonal a P0 = (x0,y0). �

� Exemplo 1.6 Resolver o Exemplo 1.4 usando o produto
escalar. �

Solução. Com a notação do exemplo, a nave segue na dire-
ção do vetor P1 −P0, que sai de P0 e vai para P1. Ora! Por
Pitágoras, a distância ‖P(t)‖ será mínima no ponto t = t0 em
que P(t0) for ortogonal ao vetor P1 −P0 = (−3,4). Veja a
figura. Impondo a condição de ortogonalidade, obtém-se P0

P1

P(t)

P(t0)
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0 = 〈P(t),P0 −P1〉= 〈(3(1− t),4t),(−3,4)〉 = 16t −9(1− t) = 25t −9

que é exatamente a mesma condição obtida no Exemplo 1.4 usando a derivada. Logo,
a solução é a mesma t = t0 = 9/25. �

� Exemplo 1.7 Sejam C o círculo unitário de equação x2 + y2 = 1 e P0 = (a,b)
um ponto de C . Determinar a equação da reta tangente a C por P0. �

P0

P
Solução. A propriedade importante aqui é que a
reta tangente é ortogonal ao vetor posição, como
ilustra a figura ao lado. Assim, P = (x,y) é um
ponto da reta tangente se, e somente se, P−P0

é ortogonal a P0. Equivalentemente, usando as
propriedades do produto escalar, P é um ponto da
reta tangente se, e somente se,

0 = 〈P−P0,P0〉= 〈P,P0〉− 〈P0,P0〉= ax+by−1

onde foi usado que 〈P0,P0〉= ‖P0‖2 = 1, pois P0 ∈ C . Assim, a equação é

ax+by = 1 �

Retas e planos no espaço
O objetivo agora é mostrar como as noções introduzidas anteriormente no plano
podem ser generalizadas de maneira natural para o espaço. De fato, são noções
bastante abrangentes e podem ser generalizadas para dimensões ainda maiores.

Espaço cartesiano
O espaço cartesiano é o conjunto das triplas ordenadas R3 = {(x,y,z); x,y e z ∈R}
e pode ser identificado com o espaço euclidiano introduzindo-se um sistema de
eixos ortogonais Oxyz, como ilustra a figura da esquerda abaixo. Como no plano,
a cada ponto do espaço está associada uma única tripla (x,y,z), dita as coordenadas
do ponto. E, reciprocamente, a cada tripla corresponde um único ponto do espaço.
Assim, diz-se que o espaço é o conjunto R

3.
Por simplicidade, será usada a mesma notação para o ponto P = (x,y,z), de

coordenadas x, y e z, e para o vetor P = (x,y,z), que é o segmento de reta orientado−→
OP, que parte da origem O e termina no ponto P.
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Para P0 = (x0,y0,z0) e P1 = (x1,y1,z1) em R
3 e r ∈ R, define-se a soma e a

multiplicação por escalar por meio das igualdades

P0 +P1 = (x0 + x1,y0 + y1,z0 + z1) e r P0 = (rx0,ry0,rz0) (1.3)

x y

z

P

O

P0

P1

P0 +P1

P1−P0

Essas operações são análogas às do plano. Em particular, vale a

Regra do paralelogramo: no paralelogramo gerado por dois vetores, a diagonal
que contém a origem representa a soma, e a outra diagonal representa a diferença
entre os vetores.

Na figura da direita acima, o vetor P1 −P0 foi identificado como o segmento−−→
P0P1. Essa identificação facilita a visualização de algumas operações algébricas e,
em geral, o segmento orientado

−→
PQ será identificado com o vetor Q−P, de origem

em O e extremidade em Q−P. Veja como essas operações podem ser usadas para
descrever retas no espaço.

� Exemplo 1.8 Determine a equação paramétrica da reta L, que passa por
P0 = (x0,y0,z0) e tem a direção do vetor Q = (a,b,c). �

P

Q

P0

L

Solução. Como no caso do plano, tem-se que
P ∈ L ⇔ P − P0 = t Q para algum t ∈ R

⇔ P = P(t) = P0 + t Q. Em termos de coorde-
nadas, essa condição é

P(t) = (x(t),y(t),z(t)) = (x0 + ta,y0 + tb,z0 + tc)

�

Esse exemplo ilustra uma das vantagens da equação paramétrica. Ela tem a
mesma forma tanto no plano como no espaço, e nesse sentido ela é mais geral do
que as outras formas de descrever retas.

� Exemplo 1.9 Determine a equação paramétrica da reta L que passa pelos pontos
P1 = (x1,y1,z1) e P0 = (x0,y0,z0). �
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Solução. Basta escolher o vetor direção como
sendo Q = P1 −P0, o que reduz esse exemplo ao
caso anterior. Assim, P = (x,y,z) ∈ L ⇔ P−P0 =
t(P1 −P0) para algum t ∈R. Equivalentemente, a
condição para que o ponto esteja sobre a reta é

P = P(t) = P0 − t P0 + t P1 = (1− t)P0 + t P1

�

P1
P

P1 −P0

P0

L

Como no caso do plano, para 0 ≤ t ≤ 1 a expressão P(t) = (1− t)P0 + t P1 é
conhecida como a combinação convexa entre os pontos P0 e P1. Isso porque ela
parametriza o segmento de reta que une os ponots P(0) = P0 e P(1) = P1.

Distância no espaço

O comprimento d de um vetor em R
3 é calculado usando Pitágoras duas vezes.

Assim, conforme a figura abaixo, por Pitágoras tem-se que d2 = c2 + z2, onde c

é a hipotenusa do triângulo de lados |x| e |y|. Usando Pitágoras mais uma vez,
obtém-se que c2 = x2 + y2, e, portanto, d2 = x2 + y2 + z2. Esse número é a norma
(ou módulo) do vetor, conforme a próxima definição.

x y

z

P

c

d P0

P1

P1 −P0

‖P1
−P0‖

Definição 1.3 A norma de P = (x,y,z) é definida por ‖P‖=
√

x2 + y2 + z2.

A figura da direita acima ilustra como calcular a distância entre os pontos P0

e P1: como o segmento
−−→
P0P1 está identificado com o vetor P1 −P0, basta então

calcular o comprimento desse último. Assim, a distância entre eles é ‖P1 −P0‖.
Como no caso do plano, a norma é homogênea, no sentido de que

‖r P‖=
√

(rx)2 +(ry)2 +(rz)2 = |r|
√

x2 + y2 + z2 = |r|‖P‖

Em consequência, se P 6= O , então ‖ P
‖P‖‖ = 1

‖P‖‖P‖ = 1. Assim, P
‖P‖ é um

vetor unitário na mesma direção e sentido de P. Veja como o vetor unitário é
usado no exemplo a seguir.
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� Exemplo 1.10 Descreva a força com que uma carga pontual +q0, situada na
origem O e de sinal positivo, atrai uma outra carga pontual −q, situada no ponto
P e de sinal negativo. �

P

F

Solução. Indique por P = (x,y,z) as coordenadas de
P, por K a constante de Coulomb (K ≈ 9 × 109 no
sistema MKSA) e por F = F(P) a força de atração.

Assim, é claro que o vetor unitário na direção e
sentido da força é dado por F(P)

‖F(P)‖ . Por outro lado, a
força tem a direção da linha que une os pontos O e P,
e atua no sentido de P para O . Ora! O vetor unitário
com essa direção e sentido é − P

‖P‖ .

Daí se segue que F(P)
‖F(P)‖ = − P

‖P‖ , e, portanto, F(P) = −‖F(P)‖ P
‖P‖ . Como a

intensidade é dada pela lei de Coulomb ‖F(P)‖= Kq0q

‖P‖2 , segue-se finalmente que

F(P) =−Kq0q

‖P‖2

P

‖P‖ =−Kq0q

‖P‖3 P =− Kq0q

(x2 + y2 + z2)3/2
(x,y,z)

�

� Exemplo 1.11 Nas condições do exemplo anterior, suponha que −q move-se de
P0 =(2,−1,1) até P1 =(1,1,3) ao longo de uma reta. Nessas condições, determine
o ponto de intensidade máxima da força de atração entre as cargas. �

Solução. O primeiro passo é obter a parametriza-
ção P(t)= (1−t)P0+tP1, 0≤ t ≤ 1, do segmento
que une os dois pontos. Ao longo desse seg-
mento, a intensidade da força de atração é dada
por ‖F(P(t))‖ = Kq0q

‖P(t)‖2 . É claro então que o má-
ximo da intensidade corresponde ao mínimo de
‖P(t)‖2. Para o mínimo, observe que

P1

P0
P(

2/
9)

P(t) = (1− t)(2,−1,1)+ t(1,1,3) = (2− t,−1+2t,1+2t)

e portanto ‖P(t)‖2 = (2− t)2 +(−1+2t)2 +(1+2t)2.

Calculando a derivada e igualando a zero, obtém-se que o mínimo corresponde
a t = 2/9. Daí se segue que a intensidade máxima da força é alcançada no ponto
P(2/9) = (7/9)(2,−1,1)+ (2/9)(1,1,3) = (16/9,−5/9,13/9) �
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Ortogonalidade
De maneira análoga ao plano, o produto escalar entre os vetores P0 = (x0,y0,z0) e
P1 = (x1,y1,z1) é definido como sendo o número

〈P0,P1〉= x0x1 + y0y1 + z0z1

e é fácil verificar que esse produto tem as mesmas propriedades do caso anterior:
P1

‖P
1
‖

P0

‖P0‖

‖P1
−P0‖

Propriedades: Para P0, P1 e P2 em R
3 e r ∈R, tem-se

1. 〈P0,P0〉= ‖P0‖2

2. 〈P0,P1〉= 〈P1,P0〉

3. 〈r P0,P1〉= r〈P0,P1〉

4. 〈P0,P1 +P2〉= 〈P0,P1〉+ 〈P0,P2〉

Também como antes, o produto escalar caracteriza a ortogonalidade. De fato,
como ilustra a figura acima, por Pitágoras tem-se que P0 = (x0,y0,z0) e
P1 = (x1,y1,z1) são ortogonais se, e somente se, ‖P1 − P0‖2 = ‖P1‖2 + ‖P0‖2.
Usando as coordenada, obtém-se que os vetores são ortogonais se, e somente se,

(x1 − x0)
2 +(y1 − y0)

2 +(z1 − z0)
2 = (x2

1 + y2
1 + z2

1)+ (x2
0 + y2

0 + z2
0)

Simplificando, essa igualdade equivale a 〈P0,P1〉= x1x0 + y1y0 + z1z0 = 0.
O próximo exemplo ilustra como o produto escalar está relacionado com a

descrição de planos no espaço, relação que será sistematizada logo adiante.

� Exemplo 1.12 Sejam S a esfera de equação x2 + y2 + z2 = 1 e P0 = (a,b,c) um
ponto de S. Descreva o plano tangente a S no ponto P0. �

Solução. Como no caso do círculo, a proprie-
dade importante é que o plano tangente é ortogo-
nal ao vetor posição, como ilustra a figura ao lado.
Assim, P = (x,y,z) é um ponto do plano tangente
se, e somente se, P−P0 é ortogonal a P0.

Equivalentemente, usando as propriedades do
produto escalar, P é um ponto do plano tangente se,
e somente se,

P0

P

P−P0

0 = 〈P−P0,P0〉= 〈P,P0〉− 〈P0,P0〉= ax+by+ cz−1

onde foi usado que 〈P0,P0〉= ‖P0‖2 = 1, pois P0 ∈ S. �
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Planos no espaço
Mais geralmente, considere o plano P que passa por P0 = (x0,y0,z0) e é ortogonal
ao vetor n = (a,b,c).

P0

P P−P0

n

De acordo com o mesmo argumento usado acima,
um ponto P = (x,y,z) está no plano se, e somente
se, P−P0 é ortogonal ao vetor n. Assim, P ∈ P ⇔
〈P−P0,n〉= 0. Equivalentemente, o ponto P ∈P se,
e somente se,

0 = 〈P−P0,n〉= 〈P,n〉− 〈P0,n〉= ax+by+ cz−d

onde d=〈P0,n〉 é constante. Diz-se então que o plano tem equação ax+by+cz=d.

Vale notar que os coeficientes de x, y e z são exatamente as coordenadas do
vetor ortogonal. Os exemplos a seguir ilustram o uso desta equação.

� Exemplo 1.13 Descreva o plano P0 de equação 2x− y+3z = 6. �

Solução. O plano tem vetor ortogonal n = (2,−1,3). Além disso, escolhen-
do-se y = z = 0, obtém-se que P0 = (3,0,0) é um ponto do plano, como ilustra a
figura da esquerda abaixo. Assim, o plano passa por P0 = (3,0,0) e é ortogonal a
n = (2,−1,3). Pode-se escolher também x = z = 0, ou então x = y = 0, e concluir
que P1 = (0,−6,0) e P2 = (0,0,2) são pontos do plano. �

� Exemplo 1.14 Descreva o plano P1 de equação 2x+3y = 6. �

Solução. O vetor n = (2,3,0) é ortogonal ao plano, que passa por P0 = (3,0,0)
e P1 = (0,2,0). Veja a figura do meio abaixo. Como n é horizontal, P1 é vertical,
e não corta o eixo Oz. �

P0

n

3

P1

n
3

L

P0P1

3

� Exemplo 1.15 Determine uma equação paramétrica para a reta L de interseção
entre os planos P0 e P1 dos exemplos acima. �

Solução. Para que P = (x,y,z) esteja na reta, as suas coordenadas devem satisfa-
zer às equações dos dois planos. Assim, x, y e z são soluções do sistema
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{
2x− y+3z = 6

2x+3y = 6

Escolhendo y = t como parâmetro, t ∈ R, e resolvendo o sistema, obtém-se
que L pode ser parametrizada por

P(t) = (3− (3/2)t, t,(4/3)t) = (3,0,0)+ t(−3/2,1,4/3)

Assim, L passa por (3,0,0) e tem a direção do vetor (−3/2,1,4/3), como ilustra
a figura da direita acima. �

Projeção ortogonal
Além da equação do plano, outra aplicação importante do produto escalar é a
projeção ortogonal.

Considere P 6= O e Q em R
3. De

acordo com a figura ao lado, deve existir
um único r ∈ R com a propriedade de que
Q− rP seja ortogonal a P. E, de fato, tem-se que
Q− rP é ortogonal a P se, e somente se,

0 = 〈Q− rP,P〉= 〈Q,P〉− r〈P,P〉

P

Q

Q− rP

rP

Isolando r, obtém-se que r = 〈Q,P〉
‖P‖2 é o único número que faz com que Q− rP

seja ortogonal a P. Isso sugere a

Definição 1.4 Para P 6= O , o vetor rP, com r= 〈Q,P〉
‖P‖2 , é a projeção ortogonal

de Q sobre P.

Usando as propriedades do produto escalar obtém-se que

rP =
〈Q,P〉
‖P‖2 P =

〈Q,P〉
‖P‖

P

‖P‖ =

〈
Q,

P

‖P‖

〉
P

‖P‖

onde P
‖P‖ é o vetor unitário na direção e sentido de P. Daí segue-se que

‖rP‖=
∣∣∣∣
〈

Q,
P

‖P‖

〉∣∣∣∣
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Outro fato importante é que o sinal de r determina o sentido da projeção em
relação ao vetor P. Assim, rP tem o mesmo sentido de P se r > 0, e sentido
contrário se r < 0. O caso r = 0 corresponde à ortogonalidade entre os vetores.
Veja as figuras abaixo

P

Q

r > 0 rP

θ

P

Q

r = 0 PrP

Q

r < 0

θ

Um caso especial ocorre quando ‖P‖ = 1. Nesse caso, tem-se r = 〈Q,P〉 e
‖rP‖ = |〈Q,P〉|, o que é mais uma interpretação geométrica interessante para o
produto escalar. Outra interpretação está no cálculo do ângulo entre dois vetores
quaisquer, como a seguir.

� Exemplo 1.16 Verifique que, se θ é o ângulo entre P e Q, 0 ≤ θ ≤ π , então

cos(θ) =
〈P,Q〉
‖P‖‖Q‖ .

�

Solução. Acompanhe por meio das figuras que ilustram as projeções acima. Su-
ponha, de início, que r = 〈Q,P〉

‖P‖2 > 0. Então, o ângulo θ entre os vetores é tal que

cos(θ) =
cateto adjacente

hipotenusa
=

‖rP‖
‖Q‖ =

|〈Q,P〉|
‖P‖‖Q‖

pois ‖rP‖ = |〈Q, P
‖P‖〉|. Além disso, como r > 0, tem-se também que 〈Q,P〉 > 0,

e, portanto, |〈Q,P〉|= 〈Q,P〉. Daí se segue que cos(θ) = 〈P,Q〉
‖P‖‖Q‖ , como foi dito.

O caso r < 0 é análogo. Basta usar o mesmo argumento com o ângulo π − θ ,
lembrar-se da igualdade cos(θ) = −cos(π − θ) e que 〈Q,P〉 < 0 nesse caso. O
caso r = 0 é trivial, pois 〈P,Q〉= 0 e θ = π/2. Logo, cos(θ) = 0 = 〈P,Q〉

‖P‖‖Q‖ . �

� Exemplo 1.17 Calcule o ângulo entre os planos P0 e P1 estudados acima. �

Solução. Os planos têm equações 2x − y + 3z − 6 = 0 e 2x + 3y − 6 = 0, e o
ângulo entre eles é, por definição, o ângulo entre os seus vetores normais, que são
n0 = (2,−1,3) e n1 = (2,3,0). Daí que 〈n0,n1〉= 1, ‖n0 ‖=

√
14 e ‖n1 ‖=

√
13.

Assim, o ângulo θ entre os planos é tal que

cos(θ) =
1√

14
√

13
=⇒ θ = arccos(

1√
14

√
13

)≈ 1,497 rad
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Os planos são então quase ortogonais, uma vez que π/2 ≈ 1,571. �

O produto escalar tem aplicações também na Física, como ilustrado a seguir.

� Exemplo 1.18 Calcule o trabalho realizado pela força constante F = (a,b,c)
sobre uma partícula que se desloca em linha reta da origem O até o ponto P. �

P

F

rP

Solução. No caso unidimensional, em que a força
é um número, o trabalho é igual ao produto da força
pelo deslocamento. A força é considerada positiva
se tem o mesmo sentido do deslocamento, e negativa
caso contrário.

No caso tridimensional, é necessário calcular a
projeção da força sobre a direção do deslocamento,
como ilustra a figura ao lado.

Essa projeção é dada pelo vetor rP = 〈F, P
‖P‖〉 P

‖P‖ , e a intensidade dessa com-

ponente é ‖rP‖= |〈F, P
‖P‖〉|. Para considerar o sinal, a força na direção do desloca-

mento é dada por Fd = 〈F, P
‖P‖〉.

Agora a situação está semelhante ao caso unidimensional, em que a força é
um número cujo sinal indica o sentido em relação ao deslocamento. O trabalho W

pode então ser calculado como o produto da força Fd pelo deslocamento ‖P‖:

W = Fd ‖P‖=
〈

F,
P

‖P‖

〉
‖P‖= 〈F,P〉

Surpresa! O trabalho W é exatamente o produto escalar 〈F,P〉, o que é mais
uma bonita interpretação física deste produto. �

Exercícios
1) Considere um fio infinito ao longo do eixo Oz percorrido no sentido positivo
por uma corrente elétrica estacionária. Em um ponto P = (x,y) do plano Oxy, a
corrente gera um campo magnético B(P) que tem a direção e o sentido ilustrados
na figura da página 30. Pode-se mostrar que, no domínio D = {(x,y) ∈R

2; y > 0},
o campo é dado por B(P) = ( fx(P), fy(P)), em que f (x,y) = K arctan(x/y) é a
função potencial e K > 0 é uma constante. Julgue os itens a seguir

C E a) O conjunto Cπ/4 = {(x,y) ∈ D; f (x,y) = π/4}, uma curva equipoten-
cial do campo, corresponde a uma semirreta que parte da origem.
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C E b) Para y fixo, a derivada fx(x,y) = d
dx

K arctan(x/y) é dada por
fx(x,y) = Ky/(x2 + y2).

C E c) A intensidade ‖B(P)‖ =
√

fx(P)2 + fy(P)2

do campo B é constante ao longo de semir-
retas que partem da origem.

C E d) O vetor unitário U(P) = B(P)/‖B(p)‖,
que determina a direção e o
sentido do campo, é dado por
U(P) = (−x/

√
x2 + y2,y/

√
x2 + y2).

P

B

C E e) O ângulo θ entre P e B(P) é tal que cos(θ) > 0.

2) A distância de ponto ao plano, estudada em geometria analítica, pode ser obtida
por meio das noções de distância e ortogonalidade vistas na seção 1. De fato, para
o plano P de equação ax+ by+ cz+ d = 0 e um ponto P0 = (x0,y0,z0) 6∈ P , a
distância de P0 a P é igual a ‖P−P0‖, onde P é o único ponto do plano tal que
P−P0 é ortogonal ao plano. Veja a figura.

P0

P

P

a) Justifique a afirmação de que P − P0 é
ortogonal ao plano se, e somente se,
P−P0 = k(a,b,c) para algum k ∈ R.

b) A igualdade P−P0 = k(a,b,c) corresponde
a um sistema de três equações nas três in-
cógnitas x, y e z. Escreva cada uma dessas
equações separadamente.

c) Multiplique uma das equações acima por a, outra por b e outra por c.
A seguir, usando a equação do plano, verifique que a constante k pode ser ex-
pressa apenas em termos das coordenadas de P0 e das constantes a, b, c e d.

d) Verifique que, se P satisfaz as condições do item a), então ‖P−P0‖2 pode
ser expresso em termos das contantes k, a, b, c e d.

e) Use o item anterior para calcular a distância de P0 ao plano P .

3) O paraboloide P de foco F = (0,0,1) e plano diretor z = −1 é o gráfico da
função f : R2 →R dada por f (x,y) = (1/4)(x2 +y2). Uma propriedade importante
do paraboloide é que o ponto P0 = (x0,y0,z0) ∈ P é equidistante do foco F e do
ponto Q0, em que Q0 = (x0,y0,−1) é a projeção ortogonal de P0 sobre o plano
diretor, conforme ilustra a figura abaixo. Pode-se mostrar que o plano tangente a
P no ponto P0 ∈ P tem equação z = f (x0,y0)+ (x0/2)(x− x0)+ (y0/2)(y− y0).
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a) Verifique a afirmação de que P0 é
equidistante de F e Q0.

b) Conclua que os ângulos P0Q̂0F e P0F̂Q0

são iguais.

c) Obtenha a equação da reta N, que é
ortogonal a P em P0.

d) Justifique a afirmação de que N é paralela
à reta pelos pontos F e Q0.

P0

F

Q0

N

a

b

e) Justifique o fato de os ângulos a e b indicados na figura serem iguais.

4) Uma bonita aplicação do produto escalar está no cálculo da área A do paralelo-
gramo gerado por P = (a,b) e Q = (c,d). Para esse cálculo deve-se multiplicar o
comprimento da base pela altura h do paralelogramo, altura que depende do ângulo
θ entre os vetores. Veja a figura.

P

Q

‖P‖

‖Q
‖

h

θ

a) Expresse h em termos de Q e do sen(θ).

b) Obtenha a expressão de A2 em temos de P,
Q e do cos(θ).

c) Use a igualdade 〈P,Q〉 = ‖P‖‖Q‖cos(θ)
para expressar A2 em termos apenas
das coordenadas a, b, c e d dos
vetores P e Q.

d) Conclua que A pode ser expressa como o determinante de uma matriz 2×2.

e) Use o item anterior para calcular a área do triângulo de vértices P = (0,2),
Q = (2,1) e R = (3,3).
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Funções de várias variáveis
Uma vez introduzido os vetores, o próximo passo é o estudo das funções de várias
variáveis, cujos domínios são subconjuntos de R

2 ou R
3. O objetivo é fazer para

essas funções o mesmo estudo feito anteriormente para funções de uma variável.

Primeiras definições

Considere o problema de descrever o relevo
de uma determinada região, como ilustra a figura
ao lado. O primeiro passo é introduzir um sis-
tema de eixos Oxyz e identificar a região com um
subconjunto D ⊂ R

2. Com essa identificação, a
cada ponto (x,y) ∈ D corresponde uma única al-
tura z, altura que depende do ponto (x,y).

x y

z

A dependência em relação a (x,y) é dita uma função e indicada por z = f (x,y).
A superfície que descreve o relevo, isto é, a “casquinha” que separa a terra do

ar, é dita o gráfico da função. Matematicamente, o gráfico é o conjunto

x

y

G( f ) = {(x,y,z) ∈R
3; (x,y) ∈ D e z = f (x,y)}

Em Cartografia, em que os mapas são planos,
é comum indicar o relevo por meio das curvas de
nível. Grosso modo, essas curvas correspondem
a projetar, sobre o plano Oxy, as linhas pretas que
aparecem na figura acima.
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Essas linhas pretas indicam os pontos sobre o gráfico que estão a uma mesma
altura. Logo, as curvas de nível correspondem aos pontos do domínio nos quais a
função altura é constante. A figura da página 33 ilustra as curvas de nível de f .

O interessante é que, olhando apenas para as curvas de nível (segunda figura
da página 33), percebe-se que existe um “morro” no terceiro e quarto quadrantes.
Matematicamente, a curva de nível no nível k é o conjunto

Ck( f ) = {(x,y) ∈ D; f (x,y) = k}

Em geral, uma função f , definida em D ⊂R
2 e com valores em R, é uma regra

que, a cada ponto (x,y) ∈ D, associa um único número z = f (x,y) ∈ R. Usa-se o
símbolo f : D → R para indicar a função juntamente com o seu domínio D e o seu
contradomínio R.

Para o caso geral, tanto o gráfico quanto as curvas de nível são definidos da
mesma forma que se fez no exemplo estudado acima, e cada um tem uma inter-
pretação própria dependendo da interpretação da função f . Por exemplo, se f

é a temperatura de uma chapa D ⊂ R
2, isto é, f (x,y) é a temperatura do ponto

(x,y) ∈ D, então o gráfico da função representa as mudanças da temperatura ao
longo da chapa. Ainda nesse exemplo, uma curva de nível representa os pontos da
chapa que estão a uma mesma temperatura e é dita uma isoterma da chapa.

� Exemplo 2.1 Esboce as curvas de nível e o gráfico de f (x,y) = 1
2(4− x− 3y)

com (x,y) ∈ R
2. �

Solução. É claro que a curva de nível, no nível k ∈ R, é o conjunto

Ck( f ) = {(x,y) ∈R
2; f (x,y) = k}

= {(x,y) ∈R
2; x+3y = 4−2k}

que representa um reta no plano Oxy de vetor normal n = (1,3). Como o vetor
normal é o mesmo para todas as retas, segue-se que as curvas de nível são retas
paralelas. Em particular, para o nível k = 0, a reta passa por (4,0) e (0,4/3), como
ilustra a figura da esquerda abaixo.

x

y

C2

C0

C−2

4

4/3

x

y4

4/3

2
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Em relação ao gráfico, tem-se que

G( f ) = {(x,y,z) ∈R
3; (x,y) ∈R

2 e z = f (x,y)}
= {(x,y,z) ∈R

3; x+3y+2z−4 = 0}

representa o plano em R
3 que passa por (4,0,0), (0,4/3,0) e (0,0,2). Este resul-

tado é coerente com as curvas de nível, como ilustra a figura da direita acima. �

� Exemplo 2.2 Obtenha a expressão da função f : R2 → R cujo gráfico corres-
ponde à rotação da parábola z = y2 em torno do eixo Oz. �

x
y y0

y2
0

x

y y0

y2
0

Solução. Nas figuras acima, a da esquerda ilustra a parábola juntamente com
um ponto y0 > 0 e sua imagem z0 = y2

0. Para rotacionar em torno de Oz, deve-
se ter o seguinte: sempre que o ponto (x,y) for tal que

√
x2 + y2 = y0, então

f (x,y) = y2
0. Veja a figura de novo. Substituindo o valor de y0, deve-se ter que

f (x,y) = y2
0 = (

√
x2 + y2)2 = x2 + y2, sendo esta a expressão procurada.

Dito de outra maneira, assim como a parábola, a cada ponto (x,y) a função f

deve associar o quadrado de sua distância à origem. Como a distância à origem é√
x2 + y2, obtém-se que f (x,y) = (

√
x2 + y2)2 = x2 + y2. Veja a figura da direita.

Como verificação, as curvas de nível de f (x,y) = x2+y2 são círculos centrados
na origem, o que é uma característica dos gráficos de rotação. Além disso, ao longo
do eixo Oy, tem-se que f (0,y) = y2 é exatamente a parábola original. �

� Exemplo 2.3 Esboce as curvas de nível e o gráfico da função f : D → R, onde
D = {(x,y) ∈R

2; x2 + y2 ≤ π2} e f (x,y) = cos(
√

x2 + y2)+1. �

Solução. Começando com as curvas de nível, tem-se que

Ck( f ) = {(x,y) ∈ D; f (x,y) = k} = {(x,y) ∈ D; cos(
√

x2 + y2) = k−1}
= {(x,y) ∈ D;

√
x2 + y2 = arccos(k−1)}

isto é, Ck( f ) é um círculo de centro na origem e raio arccos(k− 1). A figura da
esquerda abaixo ilustra alguns desses círculos. Para k = 0, tem-se arccos(−1) = π
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(pois cos(π) = −1), e, portanto, o nível zero corresponde ao círculo de raio π .
Já para k = 2, o maior nível, tem-se arccos(1) = 0 (pois cos(0) = 1), e, portanto,
nesse nível está apenas a origem (0,0).

C0C1C2

2

π

2

π

Como as curvas de nível são círculos, o gráfico da função é certamente de
rotação, e resta saber como é o perfil do gráfico ao longo de um dos eixos. Por
exemplo, ao longo do eixo Oy, a função é f (0,y) = cos(|y|) + 1, cujo gráfico
está ilustrado na figura do meio acima. Coletando essas informações, o gráfico da
função pode ser ilustrado como na figura da direita. �

� Exemplo 2.4 Esboce as curvas de nível e o gráfico de f (x,y) = y2 − x2 com
(x,y) ∈ R

2. �

Solução. Este é um exemplo diferente, em que o gráfico não é de rotação. Come-
çando com as curvas de nível, tem-se que

Ck( f ) = {(x,y) ∈R
2; f (x,y) = k} = {(x,y) ∈ R

2; y2 − x2 = k}

x

y

C1

C2

x

y

C0

x

y

C−1 C−2

de onde se segue que essas curvas são hipérboles de assíntotas y = ±x. Essas
hipérboles cortam o eixo Oy se k > 0, e o eixo Ox se k < 0. Se k = 0, as curvas
são exatamente as retas y =±x. As figuras acima ilustram esses casos.

Para visualizar o gráfico, pode-se ainda cortá-lo por planos verticais que con-
têm o eixo Oz. Por exemplo, a interseção do gráfico com o plano Oyz é a parábola
f (0,y) = y2, com concavidade voltada para cima. Já a interseção com o plano Oxz

é a parábola f (x,0) = −x2, com concavidade voltada para baixo. Veja as figuras
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abaixo. Juntamente com as curvas de nível, essas informações fornecem um es-
boço do gráfico, como ilustrado a seguir. Em razão da sua forma, esse gráfico é
conhecido como uma “sela”.

x
y

�

Lembrando: abertos e fechados da reta

O próximo passo é distinguir entre domínios abertos e fechados do plano e, para
isso, vale lembrar como são os abertos e fechados da reta.

A importância de um intervalo I ⊂ R ser aberto ou fechado é que essas carac-
terísticas têm reflexos importantes no comportamento das funções nele definidas.

Por exemplo, a função g : (0,∞) → R, dada por g(x) = ln(x), é tal que
limx→0+ g(x) = −∞. Diz-se que a função se torna ilimitada em vizinhança de
x0 = 0. Isso ocorre em razão de o intervalo I = (0,∞) ser aberto, e a função não
estar definida em x0 = 0.

x

y

g(x) = ln(x)

x

y

g(x) =
√

x

Situação diferente ocorre com a função g : [0,∞) → R, dada porg(x) =
√

x.
Nesse caso, limx→0+ g(x) = 0. Isso porque o intervalo I = [0,∞) é fechado, e a
função está definida em x0 = 0. Diz-se então que a função é limitada em vizinhança
de x0 = 0. Assim, ser limitada ou não em vizinhança de um ponto está relacionado
com o domínio ser fechado ou aberto.

Para entender melhor essas questões, o próximo passo é introduzir a noção de
ponto interior. Um ponto x0 é dito interior a um intervalo I se existe δ > 0 tal que
(x0 −δ ,x0 +δ )⊂ I. O intervalo I(x0,δ ) = (x0 −δ ,x0 +δ ) é dito uma vizinhança
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de x0 e, com essa notação, o ponto x0 é interior se existe uma vizinhança de x0 toda
contida no intervalo.

Com essa notação é fácil caracterizar os intervalos abertos: são aqueles em que
todos os pontos são interiores! Por exemplo, I = (0,∞) é um intervalo aberto, pois
todos os seus pontos são interiores; também são abertos os intervalos da forma
I = (a,b), com a < b.

x0x0−δ x0+δ

Vizinhança I(x0,δ )

a

Ponto interior

a

Ponto de fronteira

A fronteira do intervalo I = (a,b) é o conjunto ∂ I = {a,b}, constituído dos
pontos extremos do intervalo. Em termos de vizinhanças, os pontos de fronteira
podem ser caracterizados da seguinte maneira: x0 ∈ ∂ I se, e somente se, qualquer
vizinhança I(x0,δ ) de x0 inclui pontos de I e de fora de I. Observe que, sendo I

aberto, os seus pontos são todos interiores, e, portanto, I ∩∂ I = /0.
Um intervalo I é fechado se ele inclui a sua fronteira, isto é, se ∂ I ⊂ I. Por

exemplo, I = [0,∞) é fechado, pois a sua fronteira é apenas o ponto ∂ I = {0} que
está contido no intervalo. Também são fechados os conjuntos da forma I = [a,b].

Finalmente, observe que um intervalo não é, necessariamente, aberto ou fe-
chado. Por exemplo, I = [a,b) não é aberto, pois inclui o ponto a, que não é
interior; e não é fechado, pois não inclui o ponto de fronteira b.

Abertos e fechados do plano

As mesmas noções da reta se aplicam aos abertos e fechados do plano.
Por exemplo, considere a função f (x,y) = ln(y2 − x2) definida no domínio

D = {(x,y) ∈ R
2; 0 < y2 − x2}= {(x,y) ∈ R

2; |x|< |y|}

que não inclui as retas y = ±x. Veja a figura abaixo. Como limt→0+ ln(t) = −∞,
segue-se que a função f (x,y) se torna ilimitada quando o ponto (x,y) ∈ D se apro-
xima de uma dessas reta.

A situação é diferente com a função g(x,y) =√
y2 − x2 definida no domínio {(x,y) ∈R

2; |x| ≤ |y|},
que agora inclui as retas y = ±x. Nesse caso, a fun-
ção g permanece limitada quando o ponto (x,y) ∈ D

se aproxima de uma dessas retas.
De acordo com as definições a seguir, o domínio

de f é um conjunto aberto, enquanto o da g é fechado.

x

y
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Essa diferença no domínio explica em parte a diferença de comportamento
entre as duas funções.

Definição 2.1 A bola de centro em P0 ∈ R
2 e raio δ > 0 é o conjunto

B(P0,δ ) = {P ∈R
2; ‖P−P0‖< δ}

Escolhendo δ > 0 pequeno, a bola B(P0,δ ) inclui os pontos próximos de P0,
isto é, pontos que estão a uma distância de P0 menor do que δ . É comum referir-se
a essas bolas como vizinhanças do ponto P0. A próxima definição usa bolas para
caracterizar um ponto interior, uma noção que será importante ao longo de todo o
livro. Observe a analogia com o caso da reta.

Definição 2.2 P0 é ponto interior a um conjunto D ⊂ R
2 se existe δ > 0 tal

que B(P0,δ )⊂ D.

x0

y0 δ

A bola B(P0,δ )

x0

y0

Ponto interior

x0

y0

Ponto de fronteira

Por exemplo, se P0 = (x0,y0) é um ponto tal que 0 < x0 < y0, então P0 é ponto
interior ao conjunto D = {(x,y) ∈ R

2; |x| < |y|}. De fato, indicando por d > 0 a
distância de P0 à reta y = x, basta escolher δ = d/2 para se ter que B(P0,δ ) ⊂ D.
Veja a figura do meio acima. Em geral, conjuntos definidos por desigualdades
estritas são conjuntos abertos.

Definição 2.3 P0 é ponto de fronteira de um conjunto D ⊂ R
2 se, para todo

δ > 0, a bola B(P0,δ ) contém pontos do conjunto e de fora do conjunto.

Por exemplo, se P0 = (x0,y0) é um ponto tal que 0 < x0 = y0, então P0 é ponto
de fronteira do conjunto D = {(x,y) ∈ R

2; |x| < |y|}. Com efeito, nesse caso não
importa quão pequeno seja δ > 0, a bola B(P0,δ ) sempre terá pontos P = (x,y) do
conjunto (com x < y) e pontos de fora do conjunto (com x > y). Veja a figura da
direita abaixo da Definição 2.2.

Definição 2.4 A fronteira, ou bordo, de D ⊂ R
2 é o conjunto

∂D = {P ∈ R
2; P é ponto de fronteira de D}
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No exemplo em estudo, do conjunto D = {(x,y) ∈R
2; |x|< |y|}, é claro que a

fronteira é o conjunto das duas retas y=±x, isto é, ∂D= {(x,y) ∈R
2; y= x ou y=

−x}. Observe que D∩ ∂D = /0, e, portanto, os pontos de fronteira não estão no
conjunto. De acordo com a próxima definição, essa propriedade caracteriza os
conjuntos abertos.

Definição 2.5 Um conjunto D ⊂ R
2 é aberto se todos os seus pontos são inte-

riores.

É claro que, se todos os pontos são interiores, o conjunto não contém ponto de
fronteira, e, portanto, D∩∂D = /0. A situação oposta, em que ∂D ⊂ D, caracteriza
os conjuntos fechados, de acordo com a definição a seguir.

Definição 2.6 Um conjunto D ⊂ R
2 é fechado se inclui a sua fronteira.

É o caso do conjunto D = {(x,y) ∈ R
2; |x| ≤ |y|}, cuja fronteira são as duas

retas y =±x. É claro então que ∂D ⊂ D.
Um conjunto não é, necessariamente, aberto ou fechado. Entre ser aberto (D∩

∂D = /0) e ser fechado (∂D ⊂ D), existe a situação intermediária em que uma parte
da fronteira está no conjunto e a outra parte não. Nesse caso, o conjunto nem é
aberto nem é fechado.

1 2

Por exemplo, considere o anel

D = {P ∈ R
2; 1 ≤ ‖P‖< 2}

que está ilustrado ao lado. É claro que a fronteira
é a união dos dois círculos ∂D = C1 ∪ C2, onde
C1 = {P ∈ R

2; ‖P‖= 1} e C2 = {P ∈ R
2;‖P‖= 2}.

Assim, D não é aberto, pois inclui os pontos de fronteira que estão em C1; e
também não é fechado, pois não inclui os pontos da fronteira que estão em C2.

Limites
Aproximações são um tema central em Cálculo. Aproximar números por frações;
gráficos por retas tangentes; áreas por áreas de triângulos... A ideia é aproximar
objetos pouco conhecidos por objetos bem conhecidos, e o problema é saber se
essas aproximações podem ser tornadas tão boas quanto se queira. Esse passo, de
tornar as aproximações tão boas quanto se queira, é a ideia central de limite, uma
ideia que permeia toda a Matemática.
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Lembrando: limites em uma variável
Como motivação, considere o problema de fabricar um comprimido que tenha
o raio r0 > 0 e a altura h0 > 0 como medidas ideais, com volume ideal V0 =
πr2

0h0. No entanto, toda fabricação inclui erros, tanto no raio quanto na altura.
Se o volume real for muito menor do que o ideal, o comprimido pode não ter o
efeito esperado; se muito maior, pode ser prejudicial à saúde.

O problema do fabricante é então o de controlar os erros no raio e na altura de
modo que o erro no volume não exceda a uma margem de tolerância dada.

r0

r

Erro em r0

Para fixar ideias, suponha que não haja erros na altura,
de forma que o erro no volume decorra apenas do erro no
raio. Nesse caso, se r > 0 é o raio real, então o volume
correspondente é a função V (r) = πr2h0, com V (r0) =V0.

Os erros no raio e no volume são dados por |r−r0| e |V (r)−V0|= πh0|r2−r2
0|,

respectivamente, e é claro que o segundo erro depende do primeiro.
Suponha agora que o erro no volume deve ser menor que uma margem de

tolerância dada, digamos ε > 0, que pode ser arbitrariamente pequeno. Assim,
deve-se ter que |V (r)−V0|< ε . Nesse caso, o problema do fabricante é determinar
uma margem de segurança δ > 0 de modo que, se o erro no raio for inferior a δ ,
isto é, se |r− r0|< δ , então o erro no volume está dentro da margem de tolerância.
Resumindo, dado ε > 0, deve-se encontrar δ > 0 tal que

|r− r0|< δ =⇒ |V (r)−V0|< ε (2.1)

Para simplificar um pouquinho, suponha que
o erro no raio não seja muito grande, por exemplo,
que |r−r0| ≤ 1

2r0. Isso significa que, em qualquer
caso, o erro é menor ou igual à metade do raio
ideal. Com essa hipótese tem-se que r0−δ r0+δ

V0−ε

V0+ε

|r+ r0|= |r− r0 +2r0| ≤ |r− r0|+2r0 ≤
5
2

r0 , (2.2)

e daí segue-se que

|V (r)−V (r0)|= πh0|r2 − r2
0|= πh0|r+ r0||r− r0| ≤ πh0

5
2

r0|r− r0| (2.3)

Pronto! Isso já responde ao problema do fabricante: dado ε > 0, basta escolher
δ < 2ε

πh05r0
. De fato, com essa escolha e da desigualdade acima, tem-se que

|r− r0|< δ =⇒ |V (r)−V0|< πh0
5
2

r0δ < ε (2.4)

De acordo com a próxima definição, o que se fez acima foi mostrar que
limr→r0 V (r) =V0.
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Definição 2.7 Tem-se que limr→r0 V (r) = V0 se, dado ε > 0, existe δ > 0 tal
que

|r− r0|< δ =⇒ |V (r)−V0|< ε

Em palavras, essa definição equivale a dizer que V (r) pode ser tornado tão
próximo de V0 quanto se queira (o valor de ε > 0 pode ser tão pequeno quanto se
queira), desde que r esteja suficientemente próximo de r0 (|r− r0|< δ , com δ > 0
suficientemente pequeno).

Limites em várias variáveis
A definição de limite, dada acima no caso de função de uma variável, é pratica-
mente a mesma para funções de duas ou mais variáveis.

Para ilustrar essa afirmação, considere mais uma vez o exemplo do compri-
mido, mas agora supondo que o volume V (r,h) seja função do raio r > 0 e da
altura h > 0. Como antes, suponha que r0 e h0 sejam as medidas ideais, de modo
que o volume ideal é V (r0,h0) = πr2

0h0. Os erros nas medidas são |r−r0| e |h−h0|,
e o correspondente erro no volume é |V (r,h)−V (r0,h0)|.

r0

r

h0

h

Erros em r0 e h0

Suponha novamente que o erro no volume
deve ser menor que a margem de tolerância ε > 0,
isto é, que |V (r,h)−V (r0,h0)| < ε . Nesse caso,
o problema do fabricante agora é determinar uma
margem de segurança δ > 0 de modo que, se os

erros no raio e na altura forem inferiores a δ , isto é, se |r− r0|< δ e |h−h0|< δ ,
então o erro no volume está dentro da margem de tolerância.

Resumindo, dado ε > 0, deve-se encontrar δ > 0 tal que

|r− r0|< δ e |h−h0|< δ =⇒ |V (r,h)−V (r0,h0)|< ε (2.5)

A ideia é tratar separadamente as variáveis r e
h, argumentando da seguinte maneira: para com-
parar V (r,h) com V (r0,h0), primeiro compara-se
V (r,h) com V (r,h0), mantendo r fixo e variando
apenas h; em seguida, compara-se V (r,h0) com
V (r0,h0), mantendo h0 fixo e variando apenas r. r0 r

h0

h

Essa ideia, conhecida como o “argumento da esquina” e ilustrada na figura
acima, pode ser implementada por meio da desigualdade

|V (r,h)−V (r0,h0)|= |V (r,h)−V (r,h0)+V (r,h0)−V(r0,h0)|
≤ |V (r,h)−V (r,h0)|+ |V (r,h0)−V (r0,h0)| (2.6)
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Suponha agora, como anteriormente, que o erro no raio não seja muito grande,
por exemplo, que |r− r0| ≤ 1

2r0. Com essa estimativa, pode-se argumentar como
em (2.3) para obter que

|V (r,h0)−V (r0,h0)| ≤ πh0
5
2

r0|r− r0| . (2.7)

Além disso, da hipótese de que o erro no raio não seja muito grande, segue-se que
|r|= |r− r0 + r0| ≤ |r− r0|+ |r0| ≤ 3

2r0 e, usando essa estimativa, obtém-se que

|V (r,h)−V (r,h0)|= π|r2h− r2h0|= πr2|h−h0| ≤ π
9
4

r2
0|h−h0| (2.8)

Finalmente, substituindo (2.7) e (2.8) em (2.6), obtém-se

|V (r,h)−V (r0,h0)| ≤ πh0
5
2

r0|r− r0|+π
9
4

r2
0|h−h0|

≤ πK(|r− r0|+ |h−h0|) (2.9)

onde a constante K é, por exemplo, a soma K = h0
5
2r0 +

9
4r2

0.
Pronto! Isso já responde ao problema do fabricante: dado ε > 0, basta escolher

δ < ε
2πK

. De fato, com essa escolha e da desigualdade acima, tem-se que

|r− r0|< δ e |h−h0|< δ =⇒ |V (r,h)−V (r0,h0)| ≤ πK(δ +δ )< ε (2.10)

O que se fez acima foi mostrar que lim
(r,h)→(r0,h0)

V (r,h)=V (r0,h0), de acordo com a

Definição 2.8 Tem-se que lim
(r,h)→(r0,h0)

V (r,h) =V (r0,h0) se, dado ε > 0, existe

δ > 0 tal que

|r− r0|< δ e |h−h0|< δ =⇒ |V (r,h)−V (r0,h0)|< ε

Agora fica mais claro que a definição de limite é praticamente a mesma em
uma, duas ou mais variáveis. Em qualquer caso, dada uma margem de tolerância
ε na imagem, deve-se determinar uma margem de segurança δ no domínio de
modo que, se todas as variáveis estiverem dentro da margem de segurança, então
a margem de tolerância será atendida.

A semelhança entre os casos de uma ou mais variáveis pode ser tornada ainda
maior se for introduzida a distância entre os pontos P = (r,h) e P0 = (r0,h0).
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r0 r

h0

h

|r− r0|
|h
−

h
0
|

‖P−
P0‖

De fato, como

‖P−P0‖=
√
|r− r0|2 + |h−h0|2 (2.11)

tem-se que ‖P−P0‖ é pequeno se, e somente se,
|r− r0| e |h−h0| são pequenos. Usando esse fato,
segue-se que a Definição 2.8 é equivalente a

Definição 2.9 Tem-se que limP→P0 V (P) =V (P0) se, dado ε > 0, existe δ > 0
tal que

‖P−P0‖< δ =⇒ |V (P)−V (P0)|< ε

Agora sim, comparando-se as definições 2.7 e 2.9, percebe-se que, conceitual-
mente, elas são as mesmas. A diferença é apenas em relação à distância, igual ao
módulo |r− r0| no caso de uma variável e igual à norma ‖P−P0‖ no caso de duas
variáveis. É claro que a definição será a mesma no caso de três ou mais variáveis,
e não será necessário aprender nada de novo.

O próximo exemplo usa limites para estudar o comportamento de uma função
na vizinhança de um ponto que não está no domínio.

� Exemplo 2.5 Decida quanto à existência do limite limP→P0 f (P) no caso em que

P0=(0,0) e f (x,y)=
3x3

x2 +2y2 definida em D=R
2\{P0} (R2 menos o ponto P0). �

Solução. A dificuldade é que, à medida que (x,y) se aproxima de (0,0), o deno-
minador se aproxima de zero e, em princípio, a função poderia tornar-se ilimitada.

Uma forma de descobrir o comportamento da função é estudá-la ao longo de
retas que passam por P0. Por exemplo, ao longo do eixo Ox, a função é f (x,0) =
3x3/x2 = 3x, e, portanto, f (x,0) → 0 quando x → 0. Analogamente ao longo do
eixo Oy. Também ao longo das retas y = mx, com m ∈ R, tem-se que f (x,mx) =
3x/(1+2m2)→ 0 quando x → 0.

Esse comportamento sugere que limP→P0 f (P) = 0. E, de fato, tem-se que

| f (P)−0|=
∣∣∣∣

3x3

x2 +2y2
−0

∣∣∣∣= 3|x| x2

x2 +2y2
≤ 3|x| (2.12)

uma vez que
x2

x2 +2y2
≤ 1. Mais ainda, como |x| ≤

√
x2 + y2 = ‖P‖ = ‖P−P0‖,

da desigualdade acima segue-se que

| f (P)−0| ≤ 3|x| ≤ 3‖P−P0‖ (2.13)
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Logo, dado ε > 0, basta escolher δ = ε/3 para se
ter que

P ∈D e ‖P−P0‖< δ =⇒| f (P)−0| ≤ 3‖P−P0‖< ε

De acordo com a Definição 2.9 isso mostra que
limP→P0 f (P) = 0. A figura ao lado ilustra o gráfico
da função. �

� Exemplo 2.6 Decida quanto à existência do limite limP→P0 f (P) no caso em que

P0 = (0,0) e a função é f (x,y) =
−xy

x2 + y2 definida em D = R
2\{P0}. �

Solução. Observe que a função é identicamente nula tanto ao longo do eixo Ox

quanto do eixo Oy, uma vez que f (x,0) = f (0,y) = 0 para quaisquer x 6= 0 e y 6= 0.
Assim, para que exista o limite, o valor de f (x,y) deve estar próximo de 0 para
todos os pontos (x,y) próximos de (0,0).

No entanto, ao longo da reta y = x, a função é
constante e igual a f (x,x) =−1/2. Isso significa
que existem pontos tão próximos de (0,0) quanto
se queira nos quais a função fica longe de 0, e a
conclusão é que o limite não existe!

Em geral, ao longo da reta y = mx, a função é
constante e igual a f (x,mx) =−m/2.

Como esse valor depende da inclinação m da reta, segue-se que não existe
limP→P0 f (P). Esse comportamento pode ser percebido no gráfico da função, ilus-
trado acima. �

O que de fato foi usado no Exemplo 2.6 é o seguinte: ao longo de retas distintas, a
função tem limites distintos, e, portando, não existe o limite limP→P0 f (P). É claro
que esse critério pode ser usado em outros exemplos, e não é necessário que sejam
retas, podendo ser escolhidos quaisquer dois caminhos que passam pelo ponto P0.
Isso fornece um critério para a não existência do limite.

Regra dos dois caminhos: Se, ao longo de dois caminhos distintos que passam
por P0, a função f tem limites distintos, então não existe o limite limP→P0 f (P).

Em geral, no estudo de um limite limP→P0 f (P), o primeiro passo é estudar a
função ao longo de retas que passam por P0. Se P0 = (x0,y0), essas retas são da
forma y = y0 +m(x− x0), e deve-se estudar se existem os limites em uma variá-
vel limx→x0 f (x,y0 +m(x− x0)). Se um desses limites não existe, ou se existem
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mas dependem da inclinação m da reta, então não existe o limite limP→P0 f (P).
Caso todos esses limites existam e sejam todos iguais, vale tentar outros caminhos,
como parábolas, raízes, ou outros quaisquer caminhos. Se forem encontrados dois
caminhos com limites distintos, então o limite limP→P0 f (P) não existe.

Mas, atenção: se, ao longo de todos os caminhos tentados, os limites existem
e são iguais, isso não significa que o limite limP→P0 f (P) exista. De fato, sempre
se pode escolher um caminho diferente dos que já foram tentados e, ao longo do
qual, a função pode ter limite diferente. Esta situação está ilustrada abaixo.

� Exemplo 2.7 Decida quanto à existência do limite limP→P0 f (P) no caso em que

P0 = (0,0) e a função é f (x,y) =
2x2y

x4 + y2 definida em D = R
2\{P0}. �

Solução. Tem-se que f (x,0) = f (0,y) = 0 para
quaisquer x 6= 0 e y 6= 0, e, portanto, a função se
anula ao longo dos eixos. Também ao longo das re-
tas y = mx tem-se que

lim
x→0

f (x,mx) = lim
x→0

2x2(mx)

x4 +(mx)2 = lim
x→0

2mx

x2 +m2 = 0.

Assim, ao longo de todas as retas, o limite existe
e é igual a zero.

Mas não se pode concluir daí que o limite exista! De fato, ao longo da parábola
y = x2, tem-se que (ver o gráfico acima)

lim
x→0

f (x,x2) = lim
x→0

2x2(x)2

x4 +(x2)2 = 1.

Daqui e da regra dos dois caminhos, segue-se que não existe limP→P0 f (P). �

De uma maneira geral, estudar a função ao longo de caminhos, usando o limite
em uma variável, é importante para mostrar que o limite não existe, como na regra
dos dois caminhos.

No entanto, estudar a função ao longo de caminhos não ajuda muito para mos-
trar que o limite existe. Pode acontecer de o limite ser igual ao longo de vários
caminhos, e parecer que o limite em duas variáveis existe. No entanto, como não
se conhecem “todos” os caminhos, pode existir algum outro caminho em que o li-
mite é diferente! Assim, para mostrar que o limite existe, deve-se usar a definição.
Pode-se ainda usar as propriedades do limite, como indicado na seção 2.
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Limite e continuidade
Por séculos, desde os paradoxos de Zenão (450 a.C.), a noção de limite foi confun-
dida com ideias vagas relativas às quantidades infinitamente grandes ou pequenas.
Foi só recentemente que Weierstrass (1815–1897) propôs a noção moderna de li-
mites. Em vista do desafio histórico, a solução de Weierstrass é extremamente
simples. No entanto, como não podia deixar de ser, é também extremamente sofis-
ticada e, em um primeiro momento, difícil de perceber toda a sua importância.

Limites
A definição de Weierstrass ficou conhecida como a tecnologia dos ε ′s & δ ′s, e não
é difícil perceber por quê. Veja a definição a seguir.

Definição 2.10 Sejam f : D → R e P0 ∈ R
2

um ponto dado. Tem-se que limP→P0 f (P) = L

se, dado ε > 0 qualquer, existe δ > 0 tal que

P ∈ D e 0< ‖P−P0‖< δ =⇒| f (P)−L|< ε

Em palavras, dada a margem de tolerância
ε > 0, deve existir uma margem de segurança
δ > 0 com a propriedade de que, se o ponto P esti-
ver dentro da margem de segurança (P ∈ B(P0,δ ),
com P 6= P0), então a imagem f (P) está dentro da
margem de tolerância ( | f (P)−L|< ε).

x0

y0

δP

L− ε

f (P)
L

L+ ε

Nesse caso, restringindo o domínio à bola B(P0,δ ) menos o ponto P0, o gráfico
da função deve estar no cilindro ilustrado na figura acima.

O impressionante é que essa definição seja o esteio fundamental de todo o
Cálculo. Desde a continuidade, passando pela diferenciabilidade e integração, e
chegando até à convergência de séries, essa definição é “a” ideia central.

Para se avaliar a sua importância, considere o seguinte problema. Suponha que
f e g sejam funções tais que, à medida que P se aproxima de P0, f (P) se aproxima
de L e g(P) se aproxima de M. Então, é intuitivo que f (P)+ g(P) se aproxima
de L+M. É intuitivo, mas pode-se fazer uma demonstração desse fato sem usar a
intuição? A resposta é sim, desde que se use a definição de limite de Weierstrass!

� Exemplo 2.8 Use a definição para mostre que, se limP→P0 f (P) = L e
limP→P0 g(P) = M, então limP→P0[ f (P)+g(P)] = L+M. �

Solução. Deve-se mostrar que, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que
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0 < ‖P−P0‖< δ =⇒ |[ f (P)+g(P)]− [L+M]|< ε (2.14)

A observação importante é que

|( f (P)+g(P))− (L+M)|= |( f (P)−L)+(g(P)−M)| ≤ | f (P)−L|+ |g(P)−M|

Logo, para que o lado esquerdo acima seja pequeno, basta que o lado direito
seja também pequeno. Mas o lado direito está relacionado com as hipóteses de
que os limites de f e g existam separadamente. Com efeito, dessas hipóteses, dado
ε/2 existem δ1 e δ2 tais que

0< ‖P−P0‖< δ1 =⇒| f (P)−L|< ε

2
e 0< ‖P−P0‖< δ2 =⇒|g(P)−L|< ε

2

Basta agora escolher δ como sendo o menor entre δ1 e δ2. Isso porque, nesse
caso, se 0< ‖P−P0‖< δ , então 0< ‖P−P0‖< δ1 e 0< ‖P−P0‖< δ2, e, portanto,
| f (P)−L|< ε/2 e |g(P)−M|< ε/2. Daí se segue que

0 < ‖P−P0‖< δ =⇒ |( f (P)+g(P))− (L+M)| ≤ | f (P)−L|+ |g(P)−M|

<
ε

2
+

ε

2
= ε

Isso mostra que, dado ε > 0, existe δ satisfazendo a Definição 2.10, e, portanto,
o limite da soma é mesmo a soma dos limites. �

Apesar de simples, esse exemplo ilustra a possibilidade de se fazer demonstra-
ções sem a intuição. E é claro que, em situações mais complexas, essa possibili-
dade faz toda a diferença! Com ideias semelhantes pode-se demostrar as outras
propriedades enunciadas a seguir.

Propriedades do limite: Suponha que lim
P→P0

f (P) = L e lim
P→P0

g(P) = M. Então

i) lim
P→P0

[ f (P)+g(P)] = L+M;

ii) lim
P→P0

f (P)g(P) = LM;

iii) lim
P→P0

1
f (P)

=
1
L

se L 6= 0.

Essas propriedades podem ser usadas no caso de um limite poder ser decom-
posto na soma, produto ou quocientes de limites mais simples, como a seguir.
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� Exemplo 2.9 Decida quanto à existência do limP→P0 h(P) no caso em que

P0 = (2,1) e a função é h(x,y) =
3x3

x2 +2y2 definida em D = R
2\{(0,0)}. �

Solução. A função h é um quociente entre dois polinômios, cada um deles sendo
a soma e o produto de funções ainda mais simples. Por exemplo, a função (x,y) 7→
3x3 pode ser decomposta no produto 3x3 = (3x)(x)(x), com fatores fáceis de se
estudar. Assim, pode-se usar a definição para mostrar que lim

P→P0
3x = 6. De fato,

|3x−6|= 3|x−2|= 3
√

(x−2)2 ≤ 3
√

(x−2)2 +(y−1)2 = 3‖P−P0‖ .

Logo, dado ε > 0, basta escolher δ = ε/3 para se ter que

0 < ‖P−P0‖< δ =⇒ |3x−6| ≤ 3‖P−P0‖< ε .

Isso mostra que limP→P0 3x = 6, como foi dito.
Analogamente mostra-se que limP→P0 x = 2. Desses limites e da propriedade

ii), segue-se que
lim

P→P0
(3x)(x)(x) = (6)(2)(2) = 24.

Usando esses mesmoso argumentos para a função (x,y) 7→ x2 +2y2, segue-se que

lim
P→P0

(x2 +2y2) = lim
P→P0

x2 + lim
P→P0

2y2 = (2)(2)+2(1)(1) = 6.

Finalmente, usando as propriedades ii) e iii), segue-se que

lim
P→P0

h(P) = lim
P→P0

3x3

x2 +2y2 =
24
6

= 4.
�

Continuidade
O valor do limite acima coincide com o valor da função no ponto P0, uma vez que

h(P0) = h(2,1) =
3 ·23

22 +2 ·12 =
24
6

= 4

Essa propriedade, de que o limite coincide com o valor da função no ponto, é
dita continuidade da função, de acordo com a definição a seguir.
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Definição 2.11 A função f : D → R é contínua em P0 ∈ D se
limP→P0 f (P) = f (P0). Se for contínua em todos os pontos de D, a função é
dita contínua em D.

A continuidade é um dos conceitos fundamentais do Cálculo e está intima-
mente ligada aos problemas de otimização, como se verá logo a seguir.

Da definição de continuidade e das propriedades do limite, segue-se que a
soma e o produto de funções contínuas são contínuos. Por exemplo, todo polinô-
mio em duas variáveis dá origem a uma função contínua em todos os pontos do
R

2. Também o quociente de funções contínuas é contínuo nos pontos em que o de-
nominador não se anula. Nos pontos em que o denominador se anula, o quociente
pode ou não ser contínuo, como ilustrado a seguir.

� Exemplo 2.10 Determine os pontos de continuidade de h : R2 →R definida por

h(x,y) =





3x3

x2 +2y2 se (x,y) 6= (0,0)

0 se (x,y) = (0,0). �

Solução. A menos da origem O = (0,0), essa é a mesma função estudada no
exemplo anterior. Assim, de maneira análoga ao que já foi feito, mostra-se que, se
P0 = (x0,y0) 6= O , então

lim
P→P0

h(P) =
3x3

0

x2
0 +2y2

0

= h(P0)

e a função é contínua nesses pontos.
Na origem, já foi visto no Exemplo 2.5 da seção anterior que limP→O h(P) = 0.

Como h(O) = 0, segue-se que a função é também contínua nesse ponto. Assim, a
função é contínua em todos os pontos do seu domínio. �

Nesse exemplo, se fosse escolhido um valor h(O) 6= 0, então existiria o limite
limP→O h(P), mas a função não seria contínua nesse ponto. Pode acontecer tam-
bém de o limite não existir, como no caso da função

h(x,y) =





2x2y

x4 + y2 se (x,y) 6= (0,0)

0 se (x,y) = (0,0).

Nesse caso, como visto no Exemplo 2.7 da seção anterior, não existe o limite
limP→O h(P), e, portanto, a função não é contínua nesse ponto. Aqui, o valor
de h(O) = 0 não é importante: a função continuaria a ser descontínua nesse ponto
qualquer que fosse a escolha de h(O).
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Continuidade e otimização
Um problema interessante de otimização consiste em determinar o maior valor
assumido por uma dada função f : D → R. Dito de outra forma, deve-se obter um
ponto P0 ∈ D com a propriedade de que f (P)≤ f (P0) para todo P ∈ D. Um ponto
assim é dito ponto de máximo absoluto.

max abs

max local

min local

min abs

Outros pontos de interesse são os de máximo lo-
cal, que são aqueles pontos P0 em que a função as-
sume o maior valor entre todos os pontos P próximos
a P0. Assim, P0 é ponto de máximo local se existe
δ > 0 com a propriedade de que f (P) ≤ f (P0) para
todo P ∈ D∩B(P0,δ ).

Analogamente se definem pontos de mínimo ab-
soluto e de mínimo local. Por exemplo, um ponto
P1 ∈ D é de mínimo absoluto se f (P1) ≤ f (P) para
todo P ∈ D. Já o ponto P1 é de mínimo local se,
para algum δ > 0, tem-se que f (P1)≤ f (P) para todo
P ∈ D∩B(P0,δ ). A figura ilustra essas definições.

Esses pontos especiais podem ou não existir, dependendo tanto da função
quanto de seu domínio. Veja os exemplos a seguir.

A função f : R2 → R dada por f (x,y) = x2 + y2

não tem máximo absoluto. Isso porque podem ser
escolhidos pontos P ∈ R

2 tão afastados da origem
quanto se queira, e, portanto, f (P) = ‖P‖2 pode ser
tornado tão grande quanto se queira. Isso mostra
que, se o domínio for ilimitado, a função pode não
ter máximo absoluto. Veja o gráfico ao lado.

1

Mesmo se limitado, o ponto de máximo pode não
existir se o domínio não for fechado. É o caso da
função

g(P) =
1

1−‖P‖2

definida em D = {P ∈ R
2;‖P‖ < 1}. Veja gráfico ao

lado. É claro que o domínio é limitado, mas podem
ser tomados pontos P ∈ D com 1−‖P‖2 tão próximo
de zero quanto se queira, e, portanto, g(P) = 1

1−‖P‖2

pode ser tornado tão grande quanto se queira.
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Outra questão importante para a otimização
é a continuidade. Mesmo que o domínio seja fe-
chado e limitado, o ponto de máximo pode não
existir se a função não for contínua. Por exem-
plo, no domínio D = {P ∈ R

2;‖P‖ ≤ 2}, que é
fechado e limitado, a função (ver gráfico ao lado)

2 1

2

h(P) =





0 se ‖P‖ ≤ 1

2
‖P‖2 se 1 < ‖P‖ ≤ 2.

não tem ponto de máximo absoluto. De fato, tem-se que h(P)≤ 2 e, escolhendo-se
1 < ‖P‖ ≈ 1, obtém-se que a função assume valores tão próximos de 2 quanto se
queira. Mas não existe P0 ∈ D com a propriedade de que h(P0) = 2, e portanto a
função não possui ponto de máximo absoluto. É claro aqui que o problema é a
falta de continuidade da função.

Pode-se mostrar, entretanto, que, se uma função não tem ponto de máximo
absoluto, então ocorre um dos motivos mencionados acima, isto é, o domínio não
é limitado ou não é fechado, ou então a função não é contínua em seu domínio.
Esse é o conteúdo do surpreendente

Teorema 2.1 Suponha D ⊂ R
2 fechado e limitado e f : D → R uma função

contínua. Então existem P0 e P1 em D tais que

f (P1)≤ f (P)≤ f (P0) para todo P ∈ D.

É difícil imaginar a variedade de situações possíveis para as funções de duas
variáveis. Além da diversidade de relações entre o ponto e imagem, deve-se consi-
derar que os domínios podem assumir as mais variadas formas. No entanto, quais-
quer que sejam os casos, apenas as três condições acima (domínio fechado e limi-
tado e função contínua) são suficientes para assegurar a existência tanto de máximo
como de mínimo absolutos. Esse é mesmo um resultado surpreendente, e ponto de
partida de uma grande área da Matemática conhecida como Cálculo das Variações.

Resta ainda um porém. Com as hipóteses do teorema, ele garante a existên-
cia de máximos e mínimos absolutos, mas não faz referência em como encontrar
esses pontos! Nesse sentido ele não é um resultado construtivo. Isso se deve à
forma com que o teorema é demonstrado, por reductio ad absurdum (redução ao
absurdo): supõe-se que o máximo ou o mínimo não existam, e chega-se a um ab-
surdo. Conclui-se assim que tanto o máximo como o mínimo existem, mas é claro
que não se tem a menor ideia de onde eles podem estar.
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D ∂D

Por exemplo, a função cujo gráfico está ilus-
trado ao lado está definida em um conjunto fe-
chado e limitado, e é também contínua. Logo,
de acordo com o teorema, ela tem um ponto de
máximo e um ponto de mínimo absolutos. Pelo
gráfico, já se pode antecipar que o mínimo está
na fronteira ∂D e o máximo está no interior do
domínio D. Mas como encontrar as coordenadas
precisas desses pontos?

Bem, esse é outro problema, que será resolvido por meio das derivadas parciais.
E este é o assunto do próximo capítulo.

Exercícios
1) A figura abaixo ilustra o gráfico da pressão P(t,v) = 10t/v de um gás em um
recipiente de temperatura t e volume v, com (t,v) ∈ (0,10)× (0,10). Nesse caso,
as curvas de nível de P(t,v) são ditas isobáricas do gás; a função g(t) = P(t,v0)
fornece a pressão a um volume constante v0 e h(v) = P(t0,v) fornece a pressão a
uma temperatura constante t0. Julgue os itens a seguir.

C E a) As curvas isobáricas do gás são segmentos de retas.

C E b) À temperatura constante, a pressão é in-
versamente proporcional ao volume

C E c) O gráfico da função g(t) é um arco de
hipérbole.

C E d) Para t0 ∈ (0,10), existe o limite
lim(t,v)→(t0 ,0) P(t,v).

C E e) Não existe o limite lim(t,v)→(0,0) P(t,v).
vt

2) Indique por P0 = (0,0) a origem do plano Oxy e por P = (x,y) um ponto ge-
nérico. Indique ainda por f : R2 → R a função f (x,y) =

√
|xy|, cujo gráfico está

ilustrado abaixo.

a) Esboce as curvas de nível de f nos níveis 0, 1 e 2.

b) Esboce os gráficos das funções g(x) = f (x,x) e h(x) = f (x,−x).

c) Use a desigualdade (|x|−|y|)2 ≥ 0 para estimar o valor de f (x,y) em termos
da distância

√
x2 + y2.
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d) Enuncie a definição do limite
limP→P0 f (P) = L.

e) Use os itens anteriores para verificar se f é
contínua em P0.

3) Suponha que a chapa D = (0,∞)× (0,∞) tenha temperatura dada pela função
T (x,y) = 30

π arctan(y/x). Nesse caso, o calor flui na direção e sentido do ve-
tor F(x,y) = (−Tx(x,y),−Ty(x,y)), em que as derivadas parciais são dadas por
Tx(x,y) =

30
π

−y

x2+y2 e Ty(x,y) =
30
π

x
x2+y2 . A figura abaixo ilustra o campo F .

a) Para y0 > 0, calcule lim(x,y)→(0,y0) T (x,y)
usando as propriedades do limite.

b) Esboce as curvas de nível (isotermas) de
T (x,y) nos níveis 30/6 e 30/4, identifi-
cando cada uma dessas curvas.

c) Justifique o fato de que não existe
lim(x,y)→(0,0) T (x,y).

d) Determine o vetor unitário U(x,y) na direção e sentido do fluxo do calor a
partir do ponto (x,y). Em seguida, esboce o vetor U(1,1).

e) Verifique que U(x,y) é tangente ao círculo de centro na origem que passa por
(x,y) ∈ D. Isso significa que não há fluxo de calor através desses círculos.

4) Suponha que a temperatura da chapa D = {(x,y) ∈R
2;x2 +y2 < 1 e y > 0} seja

dada pela função T (x,y) = 20
π arctan

(
2y

1−x2−y2

)
, cujo gráfico está ilustrado abaixo.

x

y

a) Verifique que as isotermas são arcos de cír-
culos com centros no eixo Oy e passam pe-
los pontos (−1,0) e (1,0).

b) Esboce a isoterma de temperatura igual a 5.

c) Use o item a) para verificar que não existe
limP→(1,0) T (P).

d) Use as propriedades do limite para decidir quando à existência do limite
limP→P0 T (P) no caso em que P0 = (x0,y0) é tal que x2

0 + y2
0 = 1 e y0 > 0.

e) Da mesma forma, estude a existência do limite limP→P0 T (P) no caso em
que P0 = (x0,0) e |x0|< 1.
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Derivadas parciais

Uma ideia importante no estudo de funções de várias variáveis é, a menos de uma,
fixar todas as demais. Com isso, o estudo fica reduzido ao caso de uma variável, e
é possível usar tudo o que já se sabe sobre derivada de funções de uma variável. É
essa a ideia por trás das derivadas parciais.

Definição e interpretação geométrica

Sejam f : D → R uma função e P0 = (x0,y0)
um ponto interior a D, isto é, B(P0,δ ) ⊂ D para
algum δ > 0. Seja ainda P(t) = P0 + t(0,1) =
(x0,y0 + t) uma parametrização da reta por P0 e
paralela ao eixo Oy. Como P0 é interior, o ponto
P(t) está no domínio D se |t| é pequeno, e fica
definida a composta f (P(t)).

x0

y0

Essa composta é função de uma variável, e já se sabe como derivá-la, por
exemplo. A figura ao lado ilustra a reta P(t) (no plano Oxy) e o gráfico da função
composta (curva acima da reta P(t) contida no gráfico da f ).

Definição 3.1 Caso exista, a derivada parcial de f em relação a y no ponto P0

é dada por

fy(P0) =
d

dt
f (P(t))

∣∣
t=0 = lim

t→0

f (x0,y0 + t)− f (x0,y0)

t

Assim, fy(P0) é a inclinação da reta tangente ao gráfico de f (P(t)) no instante
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t = 0, e é claro que esse número é importante no estudo da função f . Veja a figura
acima. Podem ser usadas outras notações, como por exemplo

fy(P0) =
∂

∂y
f (P0) = ∂y f (P0) = Dy f (P0) = D2 f (P0)

Analogamente define-se a derivada parcial com respeito a x como sendo

fx(P0) = lim
t→0

f (x0 + t,y0)− f (x0,y0)

t

e são usadas também as notações fx(P0)=
∂
∂x

f (P0)= ∂x f (P0)=Dx f (P0)=D1 f (P0)

� Exemplo 3.1 Calcule as derivadas parciais da função f : R2 → R dada por
f (x,y) = x2 + y2 em um ponto genérico P0 = (x0,y0). �

Solução. Começando com a derivada parcial em relação a y, tem-se que

fy(x0,y0) = lim
t→0

f (x0,y0 + t)− f (x0,y0)

t
= lim

t→0

x2
0 +(y0 + t)2 − x2

0 − y2
0

t

= lim
t→0

y2
0 +2y0t + t2 − y2

0

t
= lim

t→0

2y0t + t2

t
= 2y0

�

A interpretação geométrica desta derivada está ilustrada na figura abaixo, deri-
vada que é negativa se y0 < 0, é nula se y0 = 0 e é positiva se y0 > 0.

x y

É claro que, em um ponto arbitrário P= (x,y),
a derivada é fy(P) = 2y, valor obtido apenas deri-
vando a expressão f (x,y) = x2 + y2 em relação a
y (e mantendo x fixo). Essa é a ideia das deriva-
das parciais: são fáceis de calcular, por serem as
derivadas ordinárias em uma variável.

Da mesma forma, a derivada com respeito a x é fx(x,y) = 2x e tem interpreta-
ção análoga à fy.

Função de Cobb-Douglas
As derivadas parciais ocupam um lugar de destaque tanto na Física como na
Matemática, e isso desde meados do século XVIII. Mais recentemente, muitas
outras áreas têm buscado modelar seus problemas usando a linguagem matemática
e fazem uso exaustivo das derivadas parciais. É o caso da Economia, com a função
de produção de Cobb-Douglas. Charles Cobb e Paul Douglas usaram um modelo
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matemático para descrever o produto interno americano, e os resultados foram tão
bons que o modelo passou a ser usado em muitas outras situações.

Para descrever o modelo, considere, primeiro, o caso em que a produção g(x)
de uma indústria seja função do número x de horas trabalhas. Em geral, em uma
indústria, x assume valores muito grandes e, comparado com ele, o número 1 é
próximo de zero. Assim

g(x+1)−g(x)

1
≈ lim

t→0

g(x+ t)−g(x)

t
= g′(x) (3.1)

De fato, os economistas assumem que g(x+ 1)− g(x) = g′(x), o que fornece
uma interpretação interessante para a derivada: é o aumento correspondente na
produção caso o número de horas seja aumentado em uma unidade. Devido a
essa interpretação, a derivada g′(x) é conhecida como a produtividade marginal do
trabalho. Os economistas estudam essa derivada para saber se vale a pena aumentar
o número de horas trabalhadas em uma determinada indústria.

Uma forma de estudar a produtividade marginal é compará-la com a produti-
vidade média g(x)/x, que é o total da produção dividido pelo total de horas traba-
lhadas. No modelo proposto por Cobb-Douglas, uma quantidade é proporcional à
outra, isto é, supõe-se que

g′(x) = α
g(x)

x
. (3.2)

Essa é uma maneira interessante de modelar problemas, por meio de equações
diferenciais. No caso, por uma equação diferencial ordinária, pois é a derivada or-
dinária em relação a uma única variável. A equação (3.2) pode ser escrita na forma
g′(x)/g(x) = α/x, que, integrada, resulta em ln(g(x)) = ln(xα)+ k. Finalmente,
tomando a exponencial, obtém-se que

g(x) = Kxα

para alguma constante positiva K. Assim, como consequência do modelo proposto
pela equação (3.2), a função g(x) deve ser necessariamente da forma acima.

Mas por que essas observações estão relacionadas com funções de duas va-
riáveis? Porque, em uma indústria, os gastos estão classificados segundo duas
categorias: a quantidade x de trabalho e a quantidade y de capital usadas na pro-
dução. Nesse caso, a produção é uma função f (x,y) de duas variáveis, e vale a
interpretação feita acima, isto é:

i) fx(x,y) = produtividade marginal do trabalho;

ii) fy(x,y) = produtividade marginal do capital.
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O modelo de Cobb-Douglas nesse caso faz as mesmas hipóteses usadas acima,
e isso em cada uma das variáveis separadamente. De fato, o modelo supõe que

fx(x,y) = α
f (x,y)

x
e fy(x,y) = β

f (x,y)

y
(3.3)

Estas são equações diferencias parciais, por envolverem as derivadas parciais.
Entretanto, são equações muito simples e, comparando com o que se fez acima,
não é difícil perceber que as soluções agora são da forma

f (x,y) = Kxα yβ

Esta é a função de produção de Cobb-Douglas, que ilustra bem o uso das derivadas
parciais em áreas distintas da Matemática e da Física. Essa função será estudada
em detalhes no capítulo 5, em conexão com os multiplicadores de Lagrange.

Derivadas segundas
Em geral, as derivadas parciais podem ou não existir. Por exemplo, a função
f (x,y) =

√
x2 + y2, definida em R

2, tem derivadas parciais em (x,y) 6= (0,0), onde

fx(x,y) =
x√

x2 + y2
e fy(x,y) =

y√
x2 + y2

.

No entanto, na origem (0,0), não existe o limite

lim
t→0

f (0,0+ t)− f (0,0)
t

= lim
t→0

|t|
t

x y

e, portanto, a função não tem derivada parcial com respeito a y nesse ponto. Veja
o grafico da função na figura acima.

Se f : D → R tem derivada parcial com respeito a y em todos os pontos de
D, então fica definida a função fy : D → R. Nesse caso pode-se perguntar pelas
derivadas parciais de fy, ditas as derivadas parciais segundas. Essas derivadas são
indicadas por ( fy)x = fyx e ( fy)y = fyy. Analogamente para a derivada parcial fx.
A figura abaixo ilustra a relação entre essas derivadas.

f

fx fy

fxx fxy fyx fyy
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� Exemplo 3.2 Calcule as derivadas parciais segundas da função f (x,y) = xy,
com x > 0 e y ∈ R. �

Solução. A função pode ser escrita na forma f (x,y) = ey ln(x), e as derivadas são

fx(x,y) = ey ln(x) y

x
= xy y

x
= yxy−1 e fy(x,y) = ey ln(x) ln(x) = xy ln(x)

que estão definidas para x > 0 e y ∈R. Pode-se então estudar as derivadas de fx:

fxx(x,y) = y(y−1)xy−2 e fxy(x,y) = (y)yxy−1 + y(xy−1)y = xy−1 + yxy−1 ln(x)

Já as derivadas de fy são dadas por

fyx(x,y) = (xy)x ln(x)+ xy(ln(x))x = yxy−1 ln(x)+ xy−1

fyy(x,y) = (xy)y ln(x) = xy ln2(x) �

x

y

De acordo com o gráfico ao lado, a função
f (x,y) = xy é bastante assimétrica em relação às va-
riáveis x e y. No entanto, apesar dessa assimetria,
parece curioso o fato de as derivadas parciais mis-
tas coincidirem, isto é, que fxy(x,y) = fyx(x,y). De
acordo com o próximo teorema, cuja demonstração
pode ser encontrada nos bons livro de Cálculo, isso
não é uma coincidência, mas uma consequência da
continuidade das derivadas.

Teorema 3.1 Sejam f : D → R e P0 ∈ D um ponto tal que B(P0,δ ) ⊂ D para
algum δ > 0. Se as funções fx, fy e fxy existem em B(P0,δ ) e, além disso, são
funções contínuas nessa bola, então existe fyx(P0) e fyx(P0) = fxy(P0).

A igualdade entre as derivadas parciais mistas será muito usada ao longo do
texto. É necessário, entretanto, verificar com cuidado as hipóteses do teorema, pois
existem casos em que essas derivadas não coincidem. Esse é o conteúdo do

� Exemplo 3.3 Seja f : R2 → R dada por

f (x,y) =





xy(x2 − y2)

x2 + y2 se (x,y) 6= (0,0)

0 se (x,y) = (0,0).

a) Calcule fx(0,y) e fy(x,0) usando a definição de derivada parcial.
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b) Use o item anterior para verificar que fxy(0,0) 6= fyx(0,0) �

Solução. a) Usando a definição, obtém-se que

fx(0,y) = lim
t→0

f (0+ t,y)− f (0,y)
t

= lim
t→0

y(t2 − y2)

t2 + y2 =−y

e

fy(x,0) = lim
t→0

f (x,0+ t)− f (x,0)
t

= lim
t→0

x(x2 − t2)

x2 + t2 = x

b) Usando o item anterior, segue-se que

fxy(0,0) = lim
t→0

fx(0,0+ t)− fx(0,0)
t

= lim
t→0

−t

t
=−1

e

fyx(0,0) = lim
t→0

fy(0+ t,0)− fy(0,0)
t

= lim
t→0

t

t
= 1

o que mostra que as derivadas parciais mistas são de fato distintas. �

O resultado desse exemplo pode ser explicado por meio dos gráficos das fun-
ções f , fx e fxy, ilustrados nas figuras abaixo. Dos gráficos percebe-se que as
funções f e fx são contínuas em toda uma vizinhança da origem. No entanto, a
função fxy apresenta uma forte descontinuidade na origem, e portanto a função f

não satisfaz as hipóteses do Teorema 3.1 (página 59).

Gráfico de f Gráfico de fx Gráfico de fxy

Vale notar uma analogia interessante entre os casos de uma e várias variáveis.
No caso de uma função de uma variável g(x), os pontos críticos x0 são aqueles

para os quais g′(x0) = 0. Além disso, esses pontos podem ser classificados como
de mínimo ou máximo local de acordo com o sinal da derivada segunda: o ponto
x0 é de mínimo local se g′′(x0)> 0, e de máximo local se g′′(x0)< 0.

No caso de funções de duas variáveis f (x,y), os pontos críticos (x0,y0) são
aqueles para os quais fx(x0,y0) = fy(x0,y0) = 0. A pergunta natural agora é se
as derivadas segundas podem ser usadas para classificar esses pontos como de
mínimo ou de máximo local. Para isso, o primeiro passo é organizar as derivadas
parciais de acordo com a matriz Hessiana
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H f (x,y) =

[
fxx(x,y) fxy(x,y)
fyx(x,y) fyy(x,y)

]

Nas hipóteses do teorema acima, essa matriz é simétrica, o que facilita muito
o seu estudo. Por exemplo, sendo simétrica, ela certamente tem dois autovalores
reais λ1 e λ2. Pode-se mostrar então o seguinte critério: o ponto crítico (x0,y0) é
de mínimo local se λ1 > 0 e λ2 > 0, e de máximo local se λ1 < 0 e λ2 < 0. Esse
fato é curioso por estabelecer um paralelo interessante entre os casos de funções
de uma e de duas variáveis.

Diferenciabilidade
Já se conhece a importância de estudar a reta tangente ao gráfico de uma função
de uma variável. O análogo dessa reta para funções de duas variáveis é o plano
tangente. Para compreender bem o que significa esse plano, vale fazer uma leitura
apropriada de como a reta tangente é obtida.

Lembrando: infinitésimos
Uma observação simples, mas importante, é que o quociente p/q é uma compa-
ração de tamanho entre o número p relativamente ao número q. Por exemplo, os
números p = 2×10−2 e q = 10−2 são ambos pequenos se comparados com a uni-
dade 1, e, no entanto, o quociente é p/q = 2 não é pequeno, isto é, p não é pequeno
se comparado a q. Como outro exemplo, os números p = 2×10−5 e q = 10−2 são
pequenos se comparados com a unidade 1 e, além disso, p é muito menor do que
q, uma vez que o quociente p/q = 2×10−3 é pequeno.

Esta observação sugere uma definição interessante. Suponha que se queira
comparar o tamanho de duas funções p(t) e q(t), onde q(t) é conhecida e se torna
cada vez menor à medida que t → t0, isto é, limt→t0 q(t) = 0. Suponha ainda que
exista o limite

lim
t→t0

p(t)

q(t)
= l
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Nesse caso, se l 6= 0, então p(t) ≈ lq(t) para valores de t ≈ t0. Assim, p(t)
e q(t) são pequenos e comparáveis, uma vez que um é múltiplo do outro. Mas,
se l = 0, além de p(t) ser pequeno, ele é muito, muito menor do que q(t): é
infinitamente menor do que q(t)! Isso justifica a

Definição 3.2 Suponha que limt→t0 q(t) = 0. Se p(t) é tal que

lim
t→t0

p(t)

q(t)
= 0

então p(t) é dito um infinitésimo em relação a q(t) quando t → t0.

É uma definição simples, de fácil entendimento. E, no entanto, ela é a chave
para se compreender o significado de diferenciabilidade, tanto em uma como em
várias variáveis.

� Exemplo 3.4 Suponha t0 6= 0 um número dado e seja q(t) = t − t0. Verifique se
as funções p1(t) = (t − t0)

2 e p2(t) = t2 − t2
0 são infinitésimos em relação a q(t)

quanto t → t0. �

Solução. Começando com a função p1(t), tem-se que

lim
t→t0

p1(t)

q(t)
= lim

t→t0

(t − t0)
2

t − t0
= lim

t→t0
t − t0 = 0

e, portanto, p1(t) é um infinitésimo em relação a q(t) quanto t → t0. Já em relação
a p2(t), usando a decomposição t2 − t2

0 = (t + t0)(t − t0), obtém-se que

lim
t→t0

p2(t)

q(t)
= lim

t→t0

t2 − t2
0

t − t0
= lim

t→t0
t + t0 = 2t0 6= 0

e assim p2(t) não é um infinitésimo em relação a
q(t) quanto t → t0.

A diferença entre as duas funções pode ser
percebida por meio da figura ao lado, que ilustra
os gráficos dessas funções para valores de t

próximos a t0. Apesar de p2 ser pequeno, o seu t0 t

p1(t)

q(t)

p2(t)

tamanho é quase o dobro de q. Por outro lado, p1 é também pequeno, mas é
infinitamente menor do que q. �

Aprecie a importância dos infinitésimos na noção de derivada dada a seguir!
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Lembrando: diferenciabilidade em uma variável

t0 t

g(t)

y(t)

η(t − t0)

Sejam I ⊂ R um intervalo e g : I → R uma
função dada. Sejam ainda t0 ∈ I um ponto interior
e y(t) = g(t0) + a(t − t0) a equação da reta que
passa por (t0,g(t0)) e tem inclinação a, conforme
a figura. Caso a função g(t) seja aproximada pela
reta y(t), então

η(t − t0) = g(t)− y(t) = g(t)− [g(t0)+a(t − t0)]

é o erro nessa aproximação. É claro que o erro depende da inclinação a, e uma
forma de estimá-lo é comparar com a distância entre t e t0. Comparando, obtém-se

|η(t − t0)|
|t − t0|

=

∣∣∣∣
g(t)− [g(t0)+a(t − t0)]

t − t0

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
g(t)−g(t0)

t − t0
−a

∣∣∣∣

Suponha agora g(t) derivável e y(t) a reta tangente, isto é, que a= g′(t0). Nesse
caso, usando a definição de derivada, o erro η(t − t0) é tal que

lim
t→t0

|η(t − t0)|
|t − t0|

= lim
t→t0

∣∣∣∣
g(t)−g(t0)

t − t0
−g′(t0)

∣∣∣∣= 0 (3.4)

Surpresa! Se for escolhida a reta tangente para aproximar a função, então o
erro η(t − t0) é um infinitésimo em relação à distância t − t0 quanto t → t0.

Além disso, o que é mais surpreendente, vale também a volta, no seguinte
sentido: suponha que a reta y(t) = g(t0)+ a(t − t0) seja escolhida de modo que o
erro η(t − t0) = g(t)− y(t) seja um infinitésimo em relação a t−t0 quanto t → t0.
Então, dos cálculos acima, tem-se que

lim
t→t0

∣∣∣∣
g(t)−g(t0)

t − t0
−a

∣∣∣∣= lim
t→t0

|η(t − t0)|
|t − t0|

= 0

e, portanto, a= lim
t→t0

g(t)−g(t0)
t−t0

é a derivada e y(t) = g(t0)+a(t− t0) é a reta tangente.

Assim, a reta tangente é a única que faz com que o erro seja um infinitésimo.

t0 t

η(t − t0)
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Resumindo, pode-se dizer o seguinte: a função g(t) é derivável em t0 se, e
somente se, existe a ∈ R tal que o erro η(t − t0) = g(t)− [g(t0)+ a(t − t0)] é um
infinitésimo em relação a t − t0 quanto t → t0. Nesse caso a é necessariamente
igual à derivada g′(t0).

O próximo exemplo ilustra essa caracterização da reta tangente.

� Exemplo 3.5 Verifique que a função g(t) = t2, t ∈R, é derivável em t0 = 2. �

Solução. A equação da reta por (t0,g(t0)) = (2,4) de inclinação a é
y(t)=4+a(t−2). Logo,

η(t −2) = g(t)− y(t) = t2 −4−a(t −2)

= (t +2)(t −2)−a(t −2) = (t −2)(t +2−a)

de onde se segue que η(t−2)
t−2 = t + 2− a. É claro agora que existe a = 4 tal que o

erro η(t − t0) é um infinitésimo em relação a t −2 quanto t → 2, isto é, tal que

lim
t→2

|η(t −2)|
|t −2| = lim

t→2
|t +2−4|= 0,

Assim, a função é derivável em t0 = 2 e, claro, a derivada é g′(2) = 4. �

Diferenciabilidade em várias variáveis

A discussão no caso de uma variável é um modelo muito bom para se compreender
o caso de duas variáveis. De fato, conceitualmente, os dois casos são idênticos!

As perguntas agora são as seguintes: dado um domínio D ⊂ R
2, uma função

f : D → R e um ponto P0 = (x0,y0) interior a D, o que significa um plano ser
tangente ao gráfico de f no ponto (x0,y0, f (x0,y0))? Uma vez respondida essa
pergunta, como obter a equação desse plano?

Ora! Como no caso de uma variável, a ideia é aproximar a função por um plano,
e isso de forma que o erro na aproximação seja o menor possível. Um plano por
(x0,y0, f (x0,y0)) tem equação na forma z(x,y) = f (x0,y0)+a(x− x0)+b(y− y0),
onde a e b são quaisquer dois números dados. Usando a notação P = (x,y), se a
função f (P) for aproximada por esse plano, o erro η(P−P0) nessa aproximação é

η(P−P0) = f (P)− z(P) = f (P)− [ f (P0)+a(x− x0)+b(y− y0)]

Em vista do que já se sabe sobre infinitésimos, a próxima definição é bastante
natural. O nome diferenciável é usado para distinguir essa definição do caso em
que a função é derivável (tem derivada parcial) em relação a uma de suas variáveis.
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Definição 3.3 A função f : D → R é diferenciável em um ponto P0 = (x0,y0)
interior a D se existem a e b em R tais que o erro

η(P−P0) = f (P)− [ f (P0)+a(x− x0)+b(y− y0)]

tem a propriedade de que limP→P0

|η(P−P0)|
‖P−P0‖

= 0.

P0

P

η(P−P0)

Se a função é diferenciável, então ela pode ser escrita na forma

f (P) = z(P)+η(P−P0) = f (P0)+a(x− x0)+b(y− y0)+η(P−P0) (3.5)

onde o erro é muito pequeno se comparado com a distância ‖P−P0‖. Nesse caso,
o plano z(P) = f (P0)+a(x−x0)+b(y−y0) é uma boa aproximação para a função,
e é dito o plano tangente ao gráfico de f no ponto (x0,y0, f (x0,y0)). O plano z(P)
é dito ainda a aproximação de primeira ordem da função f no ponto P0.

No caso de uma variável, para uma função ser diferenciável, ela tem que ser
contínua. De acordo com o próximo resultado, isso é também verdade para funções
de duas variáveis.

Lema 3.1 Se f é diferenciável em P0, então ela é contínua nesse ponto. �

Demonstração. Da equação (3.5) tem-se que f (P) = z(P)+η(P−P0), onde é
claro que limP→P0 z(P) = f (P0). Como η(P−P0) é um infinitésimo, tem-se que

lim
P→P0

|η(P−P0)|= lim
P→P0

|η(P−P0)|
‖P−P0‖

‖P−P0‖= 0

Desses dois limites segue-se que

lim
P→P0

f (P) = lim
P→P0

[z(P)+η(P−P0)] = f (P0)

e, portanto, f é contínua em P0 �

O próximo ponto é em relação aos números a e b que determinam o plano z(P).
Também como no caso de uma variável, eles ficam unicamente determinados pela
condição de diferenciabilidade.
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Lema 3.2 Suponha f diferenciável em P0 = (x0,y0). Então f tem as derivadas
parciais nesse ponto, e o plano tangente tem equação

z(P) = f (P0)+ fx(P0)(x− x0)+ fy(P0)(y− y0)
�

Demonstração. Como f é diferenciável,
existem a e b em R tais que o plano

z(P) = f (P0)+a(x− x0)+b(y− y0)

faz com que o erro η(P − P0) = f (P)− z(P)
seja um infinitésimo. Escolhendo o ponto P na
forma P = (x0,y), que está sobre uma reta para-
lela ao eixo Oy (veja a figura ao lado), tem-se que
‖P−P0‖= |y− y0| e

x0

y0 y

P0 P

η(P−P0) = f (x0,y)− z(x0,y) = f (x0,y)− [ f (x0,y0)+b(y− y0)]

= f (x0,y)− f (x0,y0)−b(y− y0)

Daí se segue que

|η(P−P0)|
‖P−P0‖

=

∣∣∣∣
f (x0,y)− f (x0,y0)

y− y0
−b

∣∣∣∣

Finalmente, como o erro é um infinitésimo, tem-se que

lim
y→y0

∣∣∣∣
f (x0,y)− f (x0,y0)

y− y0
−b

∣∣∣∣= lim
P→P0

|η(P−P0)|
‖P−P0‖

= 0

Isso mostra que f tem a derivada parcial em relação a y e fy(P0) = b. Analoga-
mente mostra-se que f tem a derivada parcial em relação a x e fx(P0) = a. �

P

D

Este lema é um resultado sobre inclusão de conjun-
tos, como ilustra a figura ao lado. Indicando por D o
conjunto das funções diferenciáveis em P0 e por P o
conjunto das funções que têm derivadas parciais nesse
ponto, o lema afirma que D ⊂ P .

Assim, por exemplo, se uma função não tem
derivadas parciais, ela não é diferenciável. Mas pode

acontecer de a função ter derivadas parciais, e, mesmo assim, não ser diferenciável.
Essas situações estão bem ilustradas nos próximos exemplos.
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� Exemplo 3.6 Verifique se a função f : R2 →R, f (x,y) = x2+y2, é diferenciável
em um ponto genérico P0 = (x0,y0). �

Solução. Já foi visto que f tem as deriva-
das parciais, que são dadas por fx(P0) = 2x0 e
fy(P0) = 2y0. Daí se segue que o candidato a
plano tangente tem equação

z(P) = f (P0)+ f x(P0)(x− x0)+ fy(P0)(y− y0)

= x2
0 + y2

0 +2x0(x− x0)+2y0(y− y0)

x0
y0

Resta ainda verificar se o erro η(P−P0) = f (P)− z(P) é de fato um infinité-
simo em relação à distância ‖P−P0‖. Ora! O erro é dado por

η(P−P0) = x2 + y2 − [x2
0 + y2

0 +2x0(x− x0)+2y0(y− y0)]

= x2 − x2
0 −2x0(x− x0)+ y2 − y2

0 −2y0(y− y0)

= (x2 −2x0x+ x2
0)+ (y2 −2y0y+ y2

0)

= (x− x0)
2 +(y− y0)

2 = ‖P−P0‖2

e é claro agora que limP→P0

η(P−P0)

‖P−P0‖
= limP→P0 ‖P−P0‖= 0.

Assim, o erro é mesmo um infinitésimo, e, portanto, a função é diferenciável
em P0. Por exemplo, se P0 = (1,1), então o plano tangente ao gráfico de f nesse
ponto tem equação z = 2+2(x−1)+2(y−1) = 2x+2y−2. �

� Exemplo 3.7 Verifique se f (x,y) =
√

|xy|, é diferenciável em P0 = (0,0). �

Solução. Como a raiz não é derivável na origem, pode-se imaginar que f não
tenha derivadas parciais em P0. No entanto, da definição de derivada, obtém-se que

fy(P0) = lim
t→0

f (0,0+ t)− f (0,0)
t

= lim
t→0

0
t
= 0

Esse resultado pode ser percebido a partir
do gráfico da função, ilustrado ao lado, uma vez
que f (0,y) = 0 para todo y ∈ R. Analogamente
obtém-se que fx(P0) = 0.

Como as derivadas parciais e a função se anulam em P0, segue-se que o candi-
dato a plano tangente tem equação z(P) = 0, isto é, o candidato é o plano Oxy.

Resta verificar se o erro η(P−P0) = f (P)− z(P) é de fato um infinitésimo.
Ora! Como ‖P−P0‖= ‖P‖ e z(P) = 0, segue-se que
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η(P−P0)

‖P−P0‖
=

f (P)

‖P‖ =

√
|xy|√

x2 + y2
=





0 se x = 0

1√
2

se x = y

Assim, para P → P0, o quociente η(P−P0)/‖P−P0‖ tem limites distintos ao
longo das retas x = 0 e x = y. Da regra dos dois caminhos, segue-se que não existe
o limite limP→P0

η(P−P0)
‖P−P0‖ , e, portanto, a função não é diferenciável em P0. �

Em resumo, se uma função é diferenciável, então ela tem as derivadas parciais,
e é fácil obter a equação do plano tangente. No entanto, como ilustra o Exemplo 3.7,
a função pode ter derivadas parciais e não ser diferenciável. Esse fato é natural,
uma vez que as derivadas parciais dão informações ao longo de duas retas, e isso
não é suficiente para caracterizar o plano tangente.

Critério de diferenciabilidade
A verificação da diferenciabilidade por meio da definição é trabalhosa, e vale pro-
curar maneiras de simplificar essa tarefa. A seguir será visto um critério apenas
suficiente para a diferenciabilidade. Mesmo não sendo equivalente à definição, é
um critério prático e muito conveniente.

Continuidade das derivadas parciais
A continuidade das derivadas parciais é um fator importante para a diferenciabili-
dade. Para ilustrar essa afirmação, considere o problema de verificar se a função

f (x,y) =





x2y

x2 + y2 ,se (x,y) 6= (0,0)

0 ,se (x,y) = (0,0)

é diferenciável em P0 = (0,0). Veja o gráfico de f acima.
Como f (0,y) = 0 para todo y, segue-se que existe a derivada parcial

fy(0,0) = 0. Analogamente, fx(0,0) = 0. Assim, o candidato a plano tangente é o
plano Oxy, e o erro na aproximação da função por esse plano é η(P−P0) = f (P).
Segue-se então que

η(P−P0)

‖P−P0‖
=

f (P)

‖P‖ =





1√
2

,se y = x > 0

0 ,se x = 0

e, portanto, não existe lim
P→P0

η(P−P0)
‖P−P0‖ . Isso mostra que f não é diferenciável em P0.
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Este é mais um exemplo em que a existência das derivadas parciais não basta
para a diferenciabilidade. Para entender melhor esse exemplo, pode-se estudar
o comportamento das derivadas parciais não só em P0, mas também nos pontos
próximos a ele. Então, calculando, obtém-se que

fy(x,y) =





x2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
,se (x,y) 6= (0,0)

0 ,se (x,y) = (0,0)

Em particular, ao longo dos caminhos y = 0 e x = 0, essa derivada é dada por
(veja o gráfico de fy acima)

fy(x,y) =

{
1 ,se x 6= 0 e y = 0

0 ,se x = 0

Da regra dos dois caminhos, segue-se que não existe o limite limP→P0 fy(P),
e, portanto, a derivada fy não é contínua em P0. Essa falta de continuidade de fy

explica, em parte, o fato de a função f não ser diferenciável no ponto P0. Esse é o
conteúdo das próximas seções.

Lembrando: teorema do valor médio
O teorema será usado a seguir, e vale lembrá-lo rapidamente. Considere uma fun-
ção g : [a,b] → R que é contínua no fechado [a,b] e derivável no aberto (a,b).

Nesse caso, o número g(b)−g(a)
b−a

é a inclinação da reta que passa pelos pontos
(a,g(a)) e (b,g(b)), e o Teorema do Valor Médio (TVM) afirma que essa incli-
nação é igual à inclinação da tangente g′(c) em algum ponto c entre a e b.

Assim, como ilustra a figura,

g(b)−g(a)

b−a
= g′(c) para algum c entre a e b

Equivalentemente, o TVM afirma que

g(b)−g(a)= g′(c)(b−a) para algum c entre a e b
a bc

g(a)

g(b)

Voltando às funções de duas variáveis, considere f : D → R e um ponto
P0 = (x0,y0) tal que B(P0,δ ) ⊂ D para algum δ > 0. Suponha que as derivadas
parciais fx e fy existam em todos os pontos de B(P0,δ ) e que P = (x,y) ∈ B(P0,δ ).
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Então a diferença f (x,y)− f (x0,y0) pode ser estudada usando o TVM e o
“argumento da esquina”.

x0

x
c

y0 yd

f (x0,y0)

f (x0,y)

f (x,y)

Com efeito, somando e subtraindo o valor de
f (x0,y), obtém-se

f (x,y)− f (x0,y0) = [ f (x,y)− f (x0,y)]

+ [ f (x0,y)− f (x0,y0)] (3.6)

onde uma das variáveis permanece fixa em cada
um dos colchetes. Por exemplo, o primeiro col-
chete, com y fixo, refere-se à variação da função
g(x) = f (x,y), cuja derivada é g′(x) = fx(x,y).

Pode-se então usar o TVM para obter (ver figura acima)

f (x,y)− f (x0,y) = g(x)−g(x0) = g′(c)(x− x0) = fx(c,y)(x− x0)

para algum número c entre x e x0. De forma análoga, o segundo colchete refere-se
à variação da função h(y) = f (x0,y), cuja derivada é h′(y) = fy(x0,y). Pode-se
então usar o TVM para obter

f (x0,y)− f (x0,y0) = h(y)−h(y0) = h′(d)(y− y0) = fy(x0,d)(y− y0)

para algum d entre y e y0. Substituindo essas igualdades em (3.6), obtém-se que

f (x,y)− f (x0,y0) = [ f (x,y)− f (x0,y)]+ [ f (x0,y)− f (x0,y0)]

= fx(c,y)(x− x0)+ fy(x0,d)(y− y0) (3.7)

Essa igualdade será usada com P = (x,y) → P0 = (x0,y0), e, portanto, x → x0 e
y → y0. Como o número c está entre x e x0 e o número d entre y e y0, segue-se que
também c → x0 e d → y0. Assim, (c,d)→ (x0,y0) quando P → P0.

Critério de diferenciabilidade

Agora sim, têm-se as ferramentas para abordar o critério de diferenciabilidade.
Considere então uma função f : D → R e um ponto P0 = (x0,y0) tal que

B(P0,δ )⊂ D para algum δ > 0. Como anteriormente, suponha que as derivadas fx

e fy existam em todos os pontos da bola B(P0,δ ). Foi visto que apenas a existência
dessas derivadas não garante que a função seja diferenciável em P0. Ora! O que
mais, além da própria definição, garantiria a diferenciabilidade?

Neste sentido, como existem as derivadas parciais, o candidato a plano
tangente tem equação

z(P) = z(x,y) = f (P0)+ fx(P0)(x− x0)+ fy(P0)(y− y0)

e o erro na aproximação da função por esse plano é
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η(P−P0) = f (P)− z(P)

= f (x,y)− f (x0,y0)− fx(P0)(x− x0)− fy(P0)(y− y0) (3.8)

Nessa igualdade, a diferença f (x,y)− f (x0,y0) já foi estudada em (3.7), e dessa
equação obtém-se que

η(P−P0) = f (x,y)− f (x0,y0)− fx(P0)(x− x0)− fy(P0)(y− y0)

= fx(c,y)(x− x0)+ fy(x0,d)(y− y0)− fx(P0)(x− x0)− fy(P0)(y− y0)

= [ fx(c,y)− fx(x0,y0)](x− x0)+ [ fy(x0,d)− fy(x0,y0)](y− y0) (3.9)

para algum c entre x e x0 e algum d entre y e y0.
A função será diferenciável em P0 se, e somente se, lim

P→P0

η(P−P0)
‖P−P0‖ = 0. Ora!

Dividindo a equação (3.9) por ‖P−P0‖, obtém-se

η(P−P0)

‖P−P0‖
= [ fx(c,y)− fx(x0,y0)]

(x− x0)

‖P−P0‖

+[ fy(x0,d)− fy(x0,y0)]
(y− y0)

‖P−P0‖
(3.10)

onde |x−x0|
‖P−P0‖ ≤ 1 e |y−y0|

‖P−P0‖ ≤ 1. Dessas desigualdades e da desigualdade triangular,
obtém-se que

|η(P−P0)|
‖P−P0‖

≤ | fx(c,y)− fx(x0,y0)|+ | fy(x0,d)− fy(x0,y0)| (3.11)

Agora é fácil entender as hipóteses do teorema a seguir!

Teorema 3.2 Suponha f : D →R uma função e P0 um ponto tal que B(P0,δ )⊂
D para algum δ > 0. Suponha ainda que existam as derivadas parciais fx e fy

em B(P0,δ ) e que sejam funções contínuas. Então f é diferenciável em P0.

Demonstração. Por hipótese, as funções fx e fy são contínuas, e, portanto,

lim
P→P0

fx(P) = fx(P0) e lim
P→P0

fy(P) = fy(P0)

Além disso, como observado logo abaixo de (3.7), o par (c,d) que aparece em
(3.11) é tal que (c,d) → (x0,y0) quando P = (x,y) → P0 = (x0,y0). Usando então
(3.11), segue-se que
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0 ≤ lim
P→P0

|η(P−P0)|
‖P−P0‖

≤ lim
P→P0

[| fx(c,y)− fx(x0,y0)|+ | fy(x0,d)− fy(x0,y0)|]

= | fx(x0,y0)− fx(x0,y0)|+ | fy(x0,y0)− fy(x0,y0)|= 0

Isso mostra que lim
P→P0

η(P−P0)
‖P−P0‖ = 0, e, portanto, f é diferenciável em P0. �

Como ilustra o exemplo a seguir, o critério de diferenciabilidade em termos da
continuidade das derivadas parciais é muito fácil de ser usado.

� Exemplo 3.8 Sejam D= {(x,y);y > 0} e f (x,y) =−arctan(x/y) para (x,y)∈ D.
Verifique que f é diferenciável em um ponto genérico P0 = (x0,y0) ∈ D. �

Solução. A verificação direta da diferenciabilidade, usando a definição, seria
trabalhosa nesse caso, e vale usar o teorema acima. Nesse sentido, é claro que

fx(x,y) =
−1

1+( x
y
)2

1
y
=

−y

x2 + y2

e já foi visto anteriormente que lim
(x,y)→(x0 ,y0)

y = y0 e

que lim
(x,y)→(x0,y0)

(x2+y2)= x2
0+y2

0. Como y0 > 0, pode-

se usar as propriedades do limite para concluir que

lim
P→P0

fx(P)=

lim
(x,y)→(x0 ,y0)

−y

lim
(x,y)→(x0 ,y0)

(x2 + y2)
=

−y0

x2
0 + y2

0

= fx(P0).

e portanto fx é contínua em P0.

x0 y0

Gráfico de f

Analogamente para fy(x,y) =
x

x2 + y2 . Da continuidade dessas derivadas e do

Teorema 3.2, segue-se que a função é diferenciável em P0. �

D

C

Cabe um observação importante sobre o Teorema

3.2. Ele é um resultado sobre inclusão de conjuntos.
Se C é o conjunto das funções com derivadas parci-
ais contínuas e D o das funções diferenciáveis, então
C ⊂ D . Mas, como ilustra o exemplo abaixo, existem
funções em D que não estão em C .
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� Exemplo 3.9 Verifique se f (x,y) = (xy)2/3 é diferenciável em P0 = (0,0). �

Solução. Calculando, obtém-se que

fy(x,y) =





2
3

(
x2

y

)1/3
,se x 6= 0 e y 6= 0

0 ,se x = 0

Assim, ao longo dos caminhos y = x2 e x = 0 que passam por P0, tem-se que
fy(x,x

2) = 2/3 e fy(0,y) = 0. Logo, da regra dos dois caminhos, não existe o limite
limP→P0 fy(P), e, portanto, fy não é contínua em P0. Essa falta de continuidade
pode ser percebida pelo gráfico da função fy, ilustrado abaixo juntamente com a
curva ao longo da qual a função é constante.

Gráfico de f Gráfico de fy

Isso mostra que o Teorema 3.2 não se aplica. Mas, ainda assim, a função pode
ser diferenciável. E, de fato, como f (P0) = fx(P0) = fy(P0) = 0, o candidato a
plano tangente é o plano Oxy. O erro na aproximação de f por esse plano é então
η(P−P0) = f (P). Usando a desigualdade |xy| ≤ 1

2(x
2 + y2) = 1

2‖P‖2, obtém-se

0 ≤ |η(P−P0)|
‖P−P0‖

=
| f (P)|
‖P‖ =

|xy|2/3

‖P‖ ≤ (1
2‖P‖2)2/3

‖P‖ =

(
1
2

)2/3

‖P‖1/3

Passando o limite com P → P0 nesta desigualdade, segue-se que

limP→P0

η(P−P))

‖P−P0‖ = 0, e, portanto, a função é diferenciável em P0. �

Vale uma pequena reflexão do que foi feito até aqui. Anteriormente, a noção de
plano tangente era conhecida apenas para algumas superfícies, como a esfera. Em
seguida, foi introduzida uma outra noção de tangência usando infinitésimos, noção
que pode ser aplicada a muitas outras superfícies. É natural então perguntar: nos
casos em que se pode comparar, essa nova noção coincide com a anterior? Como
esperado, a resposta é sim, e esse é o conteúdo do Exemplo 3.10.

� Exemplo 3.10 Sejam D = {(x,y);x2 + y2 < 1} e f : D → R dada por f (x,y) =√
1− x2 − y2. Verifique que f é diferenciável em qualquer P0 = (x0,y0)∈ D, e que

o plano tangente nesse ponto é ortogonal ao vetor posição (x0,y0, f (x0,y0)). �
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Solução. O gráfico de f é o hemisfério superior da esfera de raio 1, conforme a
figura abaixo, e já se sabe que o plano tangente é ortogonal ao vetor posição. Resta
então verificar que esse mesmo resultado é obtido por meio do novo conceito de
tangência, usando os infinitésimos.

E, de fato, calculando, obtém-se que fx(x,y) =
−x√

1−x2−y2
. Como P0 ∈ D, tem-

se que 1− x2
0 − y2

0 > 0 e, usando as propriedades do limites, segue-se que

lim
P→P0

fx(P) =
−x0√

1− x2
0 − y2

0

= fx(P0)

o que mostra que fx é contínua em P0. Analoga-
mente para fy. Usando o Teorema 3.2, segue-se que
f é diferenciável em P0 e

z = f (P0)+ fx(P0)(x− x0)+ fy(P0)(x− y0) (3.12)

é a equação do plano tangente. Para verificar que esse plano é ortogonal ao vetor
posição, observe que fx(P0) = −x0/z0 e fy(P0) = −y0/z0, onde z0 = f (P0). Subs-
tituindo essas igualdades em (3.12), segue-se que z = z0 − x0

z0
(x− x0)− y0

z0
(y− y0).

Finalmente, multiplicando por z0, a equação do plano tangente é

x0x+ y0y+ z0z = x2
0 + y2

0 + z2
0 = 1

cujo vetor ortogonal é o vetor posição (x0,y0,z0), como esperado! �

Aproximações por diferenciais

Se f : D → R é diferenciável em P0 ∈ D, então ela pode ser escrita na forma

f (P) = f (P0)+ fx(P0)(x− x0)+ fy(P0)(y− y0)+η(P−P0)

onde η é um infinitésimo, isto é, limP→P0
η(P−P0)
‖P−P0‖ = 0. Isso significa que, para

pontos P próximos a P0, o erro η(P − P0) é muito menor do que a distância
‖P−P0‖. Para pontos próximos a P0, pode-se então usar a aproximação

f (P)− f (P0)≈ fx(P0)(x− x0)+ fy(P0)(y− y0)

em que o lado direito é dito a diferencial da função no ponto P0, e a aproximação
é dita por diferenciais. Como ilustra os próximos exemplos, essa aproximação é
bastante apropriada em várias situações.
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� Exemplo 3.11 Estime o erro na área de uma chapa retangular decorrente de
erros máximos de 1% em um dos lados e de 2% no outro. �

Solução. Para x > 0 e y > 0, indique por A(x,y) = xy a área da chapa de lados de
medidas x e y. Indicando por x0 e y0 as medidas ideais, supor erros máximos de
1% e 2% corresponde a supor que |x− x0|< 1

100 x0 e |y− y0|< 2
100y0.

É claro que as derivadas parciais Ax(x,y) = y e Ay(x,y) = x são funções contí-
nuas, e, portanto, a função é diferenciável.

De acordo com a figura abaixo, tem-se que

A(x,y)−A(x0,y0) = y0(x− x0)+ x0(y− y0)+ (y− y0)(x− x0)

onde y0 = Ax(x0,y0) e x0 = Ay(x0,y0). Assim, tem-se que

A(x,y)−A(x0,y0) = Ax(x0,y0)(x− x0)+Ay(x0,y0)(y− y0)+ (y− y0)(x− x0)

Dessa última igualdade e da definição do erro,
obtém-se que η(P−P0) = (y−y0)(x−x0). Além
disso, das estimativas dos erros nas medidas dos
lados segue-se que

|η(P−P0)|= |(y− y0)(x− x0)|

<
1

100
x0

2
100

y0 =
2/100

100
x0y0

o que corresponde a 0,02% da área. x0 x

y0

y
x0(y− y0)

y 0
(x
−

x 0
)

Esse valor está fora do grau de precisão das medidas e incluí-lo nos cálculos
não traz uma melhor estimativa para o erro. Assim, pode-se aproximar pela dife-
rencial, e obter a estimativa

|A(x,y)−A(x0,y0)| ≈ |y0(x− x0)+ x0(y− y0)|

<
1

100
x0y0 +

2
100

y0x0 =
3

100
A(x0,y0)

Isso mostra que, a menos de um fator que pode ser desconsiderado, o erro na
área corresponde à soma dos erros nas medidas dos lados. �

A área é função simétrica das medidas dos lados, o que permite um estimativa
também simétrica do erro na área: ele é a soma dos erros dos lados. O Exemplo 3.12

ilustra uma situação em que o erro é mais sensível em relação a uma das variáveis.

� Exemplo 3.12 A resistência elétrica R de um fio de comprimento x e diâmetro y

é R(x,y) = kx/y2, onde k > 0 é constante. Use diferenciais para estimar o erro em
R decorrente de erros máximos de 2% em x e de 3% em y. �
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Solução. Indique por D = {(x,y); x > 0 e y > 0} o domínio natural da função R.
Indique ainda por (x0,y0) as medidas ideais e por (x,y) a medidas reais do fio. De
acordo com o enunciado, deve-se ter que |x− x0|< 2

100 x0 e |y− y0|< 3
100y0.

É claro que as derivadas parciais

Rx(x,y) = k/y2 e Ry(x,y) =−2kx/y3

são contínuas no domínio D, e, portanto, R é uma função diferenciável. Aproxi-
mando pela diferencial, obtém-se que

R(x,y)−R(x0,y0)≈ Rx(x0,y0)(x− x0)+Ry(x0,y0)(y− y0)

=
k

y2
0

(x− x0)−
2kx0

y3
0

(y− y0)

Usando agora as estimativas dos erros, segue-se que

|R(x,y)−R(x0,y0)| ≤
∣∣∣∣

k

y2
0

(x− x0)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
2kx0

y3
0

(y− y0)

∣∣∣∣

<

∣∣∣∣
k

y2
0

2
100

x0

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
2kx0

y3
0

3
100

y0

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
2

100
kx0

y2
0

∣∣∣∣+
∣∣∣∣2

3
100

kx0

y2
0

∣∣∣∣=
(

2
100

+2
3

100

)
R(x0,y0)

Isso significa que o erro na resistência é menor do que o erro no comprimento
mais duas vezes o erro no diâmetro. É claro que essa diferença de sensibilidade
no erro decorre do fato de que a resistência é diretamente proporcional ao compri-
mento e inversamente proporcional ao quadrado do diâmetro, diferença que está
refletida nas derivadas Rx e Ry. �

Exercícios
1) Indique por P = (x,y) um ponto de R

2, por P0 = (0,0) a origem e considere o
problema de determinar os valores de α > 0 para os quais a função f (x,y) = |xy|α é
diferenciável em P0. A figura abaixo ilustra o gráfico de f para um valor específico
de α . Se necessário, use a estimativa |xy| ≤ 1

2(x
2 + y2) e julgue os itens a seguir.

C E a) Dada uma margem de tolerância ε > 0, basta escolher a margem de
segurança δ = (2ε1/α)1/2 para se ter que | f (P)− f (P0)| < ε sempre
que ‖P−P0‖< δ .
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C E b) Para α > 0, a função f não tem as derivadas parciais em P0.

C E c) Para 0 < α < 1, as derivadas parciais de
f não são contínuas em P0.

C E d) Para 0 < α < 1/2, não existe o
lim

P→P0
f (P)/‖P‖.

C E e) Para α > 1/2, a função f não é diferen-
ciável em P0.

2) O período t de um pêndulo de comprimento s é dado por t = 2π
√

s/g, e essa
fórmula pode ser usada para calcular uma aproximação da aceleração g da gravi-
dade nas proximidades da Terra. Para isso, indique por s0 o comprimento e por t0 o
período do pêndulo, e por s e t as medidas dessas quantidades feitas por aparelhos
que estão sujeitos a pequenos erros.

s

a) Obtenha a expressão de g= g(s, t) como função
das variáveis s e t.

b) Justifique a afirmação de que g(s, t) é diferen-
ciável no domínio s > 0 e t > 0.

c) Obtenha a aproximação de g(s, t) usando dife-
renciais em torno do ponto (s0, t0).

d) Estive o erro percentual na medida de g(s, t) supondo erros máximos de
0,5% em s e de 0,25% em t.

e) Supondo que os erros percentuais máximos em s e t sejam iguais, determine
esse erro para que o erro percentual em g(s, t) não exceda a 0,6%.

3) Considere um sistema de eixos Oxyz de origem O no centro da Terra. Nesse
sistema, se um satélite está no ponto P, a força F(P) com que a Terra atrai o
satélite tem direção e sentido dados pelo vetor unitário U =−P/‖P‖. Além disso,
se as massas da Terra e do satélite são M e m, a intensidade da força é diretamente
proporcional ao produto dessas massas e inversamente proporcional ao quadrado
da distância ‖P‖, com constante de proporcionalidade G. Segundo os itens abaixo,
a função f (P) = a/‖P‖ está estreitamente relacionada com a força F .

a) Obtenha a expressão da força F(P).

b) Calcule a derivada fx e obtenha fy e fz por simetria.
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c) Verifique que, escolhendo a apropriada-
mente, se tem F(P) = ( fx(P), fy(P), fz(P)).
Nesse caso, f é dita uma função potencial
para a força F .

d) Calcule a derivada segunda fxx e obtenha
as outras derivadas fyy e fzz por simetria.

e) Verifique que f satisfaz à equação de La-
place fxx + fyy + fzz = 0.

F

m

4) Suponha que a chapa retangular D = {(x,y) ∈ R
2; x ∈ (0,10) e y ∈ (0,10)}

tenha temperatura f (x,y) = y2 − x2. As linhas de fluxo da chapa são aquelas por
onde o calor flui, e são curvas ortogonais às curvas de nível de f . O surpreendente
é que as linhas de fluxo são as curvas de nível de uma outra função g(x,y), dita
a função conjugada de f (x,y). A menos de constante aditiva, essa nova função é
definida pelas igualdades gx = fy e gy =− fx.

x

y

z

a) Esboce as curvas de nível de f nos níveis
k =−1, k = 0 e k = 1.

b) Integre a igualdade gx = fy na variável x, no-
tando que a constante de integração d = d(y)
pode depender de y.

c) Derive o resultado do item anterior na variável
y, compare com a igualdade gy = − fx e deter-
mine a função d(y) a menos de constante.

d) Esboce a curva de nível de g no nível c = 1 supondo a constante nula.

e) Justifique o fato de que as linhas de fluxo são as curvas de nível de g(x,y).



4 Regra da cadeia

Regra da cadeia I

A regra da cadeia é tão importante para uma quanto para duas ou mais variáveis.
Além de facilitar os cálculos, ela é um importante instrumento de investigação
teórica. Por exemplo, as incríveis propriedades do gradiente ∇ f = ( fx, fy) são
todas consequências imediatas dessa regra.

Lembrando: regra da cadeia em uma variável

Considere as funções deriváveis h : I → R e g : J → R onde I e J são intervalos
abertos da reta. Indique por t uma variável em I, por x uma variável em J e suponha
que h(t) ∈ J para todo t ∈ I. Nesse caso, fica definida a composta g ◦ h : I → R,
onde (g◦h)(t) = g(h(t)).

t0

t

I

h

g◦h

g

x0

x

J

g(x0)

g(x)

Sendo h e g deriváveis, é natural perguntar pela derivada da composta g ◦ h.
Nesse sentido, dado t0 ∈ I, suponha que h(t) 6= h(t0) para todo t suficientemente
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próximo de t0. Então, pode-se dividir por h(t)−h(t0) e obter que

(g◦h)(t)− (g◦h)(t0)

t − t0
=

g(h(t))−g(h(t0))

t − t0
=

g(h(t))−g(h(t0))

h(t)−h(t0)

h(t)−h(t0)

t − t0

=
g(x)−g(x0)

x− x0

h(t)−h(t0)

t − t0
(4.1)

onde foi usada a notação x = h(t) e x0 = h(t0) para indicar que esses números estão
no intervalo J. Ora! Sendo derivável, h é contínua, e assim x = h(t)→ h(t0) = x0

quando t → t0. Daí se segue que g(x)−g(x0)
x−x0

→ g′(x0) quando t → t0. Logo, passando
ao limite com t → t0 em (4.1), obtém-se

(g◦h)′(t0) = g′(x0)h
′(t0) = g′(h(t0))h

′(t0)

Esta é a regra da cadeia, que relaciona a derivada da composta g ◦ h com as
derivadas de g e de h. Grosso modo, a regra diz que a derivada da composta é
o produto das derivadas, o que facilita o estudo das funções compostas. Veja o
exemplo a seguir.

� Exemplo 4.1 Esboce o gráfico da função sen2(t) para t ∈ [0,2π]. �

Solução. A função é uma composta sen2(t) = (sen(t))2 = g(h(t)), onde g(x) = x2

e h(t) = sen(t). Como g′(x) = 2x e h′(t) = cos(t), da regra da cadeia segue-se que

(g◦h)′(t) = g′(h(t))h′(t) = 2sen(t)cos(t).

Assim, os pontos críticos da composta são aqueles para os quais g′(h(t)) =
2sen(t) se anula ou h′(t) = cos(t) se anula. Calculando, os pontos críticos no
aberto (0,2π) são π/2, π e 3π/2.

Outra consequência interessante da regra da cadeia é que o sinal da derivada
(g◦h)′, que determina a monotonicidade da função, depende do produto dos sinais
de g′(h(t)) e de h′(t). A tabela a seguir inclui o estudo do sinal dessas funções.

Sinal \ Intervalo (0, π
2 ) (π

2 ,π) (π, 3π
2 ) (3π

2 ,2π)

g′(h(t)) + + − −
h′(t) + − − +

(g◦h)′(t)) + − + −

Da tabela e dos valores de
(g ◦ h)(0) = (g ◦ h)(π) = 0 e
(g ◦ h)(π/2) = (g ◦ h)(3π/2) = 1, o
gráfico é como ao lado.

π/2 π 3π/2 2π
�
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Regra da cadeia em várias variáveis

A ideia é adaptar os argumentos acima para o caso de funções de duas variáveis.

P(t)

f (P(t))

Suponha então D ⊂ R
2 um domínio aberto,

f : D→R uma função diferenciável e P: (a,b)→R
2

um caminho derivável tal que P(t)= (x(t),y(t)) ∈D

para todo t em (a,b). Fica então definida a com-
posta f ◦P : (a,b)→ R, onde

( f ◦P)(t) = f (P(t)) = f (x(t),y(t))

e é natural perguntar pela derivada ( f ◦ P)′(t).
Veja a figura ao lado.

Escolha t0 ∈ (a,b) e indique por P0 = (x(t0),y(t0)) = (x0,y0). Então, como f

é diferenciável em P0, segue-se que

f (x,y)− f (x0,y0) = fx(P0)(x− x0)+ fy(P0)(y− y0)+η(P−P0),

onde limP→P0
η(P−P0)
‖P−P0‖ = 0. Além disso, como P(t) é derivável em t0, segue-se que

lim
t→t0

P(t)−P(t0)

t − t0
= lim

t→t0

(
x(t)− x(t0)

t − t0
,

y(t)− y(t0)

t − t0

)
= (x′(t0),y

′(t0)).

Dessas igualdades segue-se que

f (P(t))− f (P(t0))

t − t0
= fx(P0)

x(t)− x(t0)

t − t0
+ fy(P0)

y(t)− y(t0)

t − t0
(4.2)

+
η(P(t)−P(t0))

t − t0

Suponha agora que P(t) 6= P(t0) para todo t suficientemente próximo de t0.
Pode-se então multiplicar e dividir por ‖P(t)−P(t0)‖ para obter que

lim
t→t0

∣∣∣∣
η(P(t)−P(t0))

t − t0

∣∣∣∣= lim
t→t0

( |η(P(t)−P(t0))|
‖P(t)−P(t0)‖

‖P(t)−P(t0)‖
|t − t0|

)

= lim
t→t0

( |η(P(t)−P(t0))|
‖P(t)−P(t0)‖

)
lim
t→t0

(‖P(t)−P(t0)‖
|t − t0|

)

= 0×‖P′(t0)‖= 0
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onde foi usado o fato de que P(t)→ P(t0) quanto t → t0, pois P(t) é derivável, e,
portanto, contínuo. Finalmente, passando o limite em (4.2), obtém-se que f ◦P é
derivável em t0 e

d

dt
( f ◦P)(t0) = lim

t→t0

f (P(t))− f (P(t0))

t − t0
= fx(P(t0))x

′(t0)+ fy(P(t0))y
′(t0)

De fato, mesmo sem a hipótese de que P(t) 6= P(t0), pode-se demonstrar o

Teorema 4.1 — Regra da cadeia. Suponha D ⊂ R
2 aberto e f : D → R dife-

renciável. Suponha ainda P : (a,b)→ R
2 derivável com P(t) = (x(t),y(t)) ∈ D

para todo t ∈ (a,b). Então a composta ( f ◦P)(t) é derivável e

d

dt
( f ◦P)(t) = fx(P(t))x

′(t)+ fy(P(t))y
′(t)

Em termos das coordenadas de (x(t),y(t)), a regra da cadeia escreve-se como

d

dt
f (x(t),y(t)) = fx(x(t),y(t))x

′(t)+ fy(x(t),y(t))y
′(t)

e uma maneira de lembrar desta regra é escrevê-la, muito abreviadamente, como
d

dt
f = fx

dx

dt
+ fy

dy

dt

� Exemplo 4.2 Determine os valores mínimo e máximo da função
f (x,y) = x2 − xy+ y2 ao longo do círculo C de equação x2 + y2 = 1. �

Solução. A figura ao lado ilustra o gráfico da
função f , o círculo C no plano Oxy e a restrição
de f ao longo desse círculo. Da figura percebe-se
que a restrição tem dois pontos de mínimo e dois
pontos de máximo.

Para determinar esses pontos, o pri-
meiro passo é notar que o círculo pode ser

parametrizado por P(t) = (cos(t),sen(t)), com t ∈ [0,2π], e o valor da função no
ponto P(t) é dado pela composta ( f ◦P)(t) = f (P(t)).

Para derivar essa composta, calculam-se primeiro as derivadas parciais
fx(x,y) = 2x− y e fy(x,y) =−x+2y. Então, da regra da cadeia segue-se que

d

dt
( f ◦P)(t) = fx(P(t))x

′(t)+ fy(P(t))y
′(t)

= (2cos(t)− sen(t))(−sen(t))+ (−cos(t)+2sen(t))cos(t)

= sen2(t)− cos2(t)
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Daí se segue que os pontos críticos da composta são aqueles para os quais
sen(t) =±cos(t), isto é, t = π/4+ kπ/2 com k = 0,1,2,3. Nesses pontos tem-se

f (P(π/4)) = f (P(π/4+π)) =
1
2

e f (P(π/4+π/2)) = f (P(π/4+3π/2)) =
3
2
.

e daí se segue que o valor mínimo da composta é 1/2 e o máximo é 3/2. �

A rigor, nem seria necessária a regra da cadeia nesse exemplo, uma vez que
a expressão da composta é f (P(t)) = 1− cos(t)sen(t), e essa função pode ser
derivada sem muita cerimônia. No entanto, como indicado a seguir, a regra da
cadeia tem uma interpretação geométrica que faz dela um importante instrumento
de investigação teórica.

Interpretação geométrica

Para a interpretação geométrica, o primeiro passo é dar um nome para o vetor
formado pelas derivadas parciais. Ele é conhecido como o vetor gradiente de f e
denotado por

∇ f (x,y) = ( fx(x,y), fy(x,y)).

Com essa notação, a derivada da composta d
dt
( f ◦ P)(t) =

fx(P(t))x
′(t)+ fy(P(t))y

′(t) pode ser vista como o produto escalar entre o vetor
gradiente ∇ f (P(t)) = ( fx(P(t)), fy(P(t))) e o vetor velocidade P′(t)= (x′(t),y′(t)).
De fato, a regra da cadeia escreve-se como

d

dt
( f ◦P)(t) = 〈( fx(P(t)), fy(P(t))),

(
x′(t),y′(t)

)
〉= 〈∇ f (P(t)),P′(t)〉

em que o produto escalar que aparece no lado direito tem interpretações geométri-
cas importantes. Veja como uma dessas interpretações é usada a seguir.

� Exemplo 4.3 Resolver o Exemplo 4.2 usando a interpretação geométrica da regra
da cadeia. �

Solução. Já foi calculado o gradiente ∇ f (x,y) = (2x− y,−x+ 2y). Além disso,
se (x,y) é um ponto do círculo C de equação x2 + y2 = 1, então o vetor tangente a
C neste ponto tem a direção do vetor ortogonal (y,−x).

Feitas essas observações, procede-se como no Exemplo 4.2, procurando pontos
críticos da composta ( f ◦P)(t), onde P(t) é uma parametrização de C . Ora! Da
interpretação geométrica, em um ponto crítico t desta composta, deve-se ter que

0 =
d

dt
( f ◦P)(t) = 〈∇ f (P(t)),P′(t))〉
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onde P′(t)) é tangente a C no ponto P(t). Daí se
segue que ∇ f (P(t)) é ortogonal a C no ponto P(t).
Assim, geometricamente falando, os pontos críticos
da restrição são aqueles para os quais o gradiente ∇ f

é ortogonal a C , e essa condição geométrica pode ser
verificada mesmo sem a parametrização P(t)!

Veja a figura acima, que ilustra o círculo juntamente com alguns vetores gradi-
ente. Basta então procurar os pontos (x,y) ∈ C para os quais o gradiente ∇ f (x,y)
é ortogonal ao vetor tangente ao círculo. Como o tangente tem a direção do vetor
(y,−x), basta procurar os ponto (x,y) ∈ C para os quais ∇ f (x,y) é ortogonal a
(y,−x). Calculando, essa condição é equivalente a

0 = 〈∇ f (x,y),(y,−x)〉 = 〈(2x− y,−x+2y),(y,−x)〉 = x2 − y2

Assim, os pontos críticos da restrição são as interseções das retas y2 = x2 com
o círculo, interseções que são os pontos (a,a), (a,−a), (−a,a) e (−a,−a), onde
a =

√
2/2. Finalmente, calculando a função nesses pontos, chega-se ao mesmo

resultado do Exemplo 4.2. �

Gradiente e curva de nível

Outra consequência da regra da cadeia é uma bonita relação entre o gradiente e as
curvas de nível.

� Exemplo 4.4 Seja C1 a curva de nível, no nível 1, da função f (x,y) = y2 − x2.
Determine a equação da reta L que é tangente a C1 no ponto P0 = (2,

√
5) ∈C1. �

Solução. Um ponto (x,y) ∈C1 se, e somente se, f (x,y) = y2 − x2 = 1. Isolando y

nessa igualdade, obtém-se que |y|=
√

1+ x2. Escolhendo x(t) = t e y(t) =
√

1+ t2,
obtém-se uma parametrização P(t) = (x(t),y(t)) da parte de cima da curva C1.
Com efeito, ao longo de P(t), tem-se que

f (P(t)) = f (t,
√

1+ t2) = (
√

1+ t2)2 − t2 = 1

2

√
5

C1 L
Além disso, no ponto t = 2, tem-se que P(2) =
(2,

√
5) =P0 é o ponto no qual se quer calcular a equa-

ção da reta tangente L. Veja a figura. Ora! Como
f (P(t)) = 1 para todo t, segue-se que

0 =
d

dt
f (P(t)) = 〈∇ f (P(t)),P′(t)〉
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e, portanto, o gradiente ∇ f (P(t)) é ortogonal ao vetor P′(t). Como P′(t) é tangente
a C1 no ponto P(t), segue-se que ∇ f (P(t)) é ortogonal a C1 no ponto P(t).

Em particular, ∇ f (P(2)) = ∇ f (P0) é ortogonal a C1 no ponto P0. A partir do
vetor ortogonal, segue-se que um ponto P = (x,y) está na reta L se, e somente se,

0 = 〈∇ f (P0),P−P0〉
Veja a figura ao lado. De forma mais explícita, como
f (x,y) = y2 − x2, o gradiente dessa função é o vetor
∇ f (x,y) = (−2x,2y). Assim, em termos das coor-
denadas do ponto P0 = (2,

√
5), o vetor ortogonal é

∇ f (P0) = (−4,2
√

5) e a equação da reta L é

P0

P

∇ f (P0)

0 = 〈(−4,2
√

5),(x−2,y−
√

5)〉=−4x+2
√

5y−2

Equivalentemente, a equação é
√

5y−2x = 1. �

Essa propriedade, de que o gradiente é ortogonal às curvas de nível, vale em
geral, e é mais uma consequência importante da regra da cadeia.

P

f (P)

∇ f (P)

De fato, dada uma função diferenciável
f : D → R, o conjunto Ck = {(x,y) ∈ D; f (x,y) = k}
é a curva de nível de f no nível k. Logo, se
P(t) = (x(t),y(t)) é uma parametrização de Ck, com
t ∈ (a,b), então f (P(t)) = f (x(t),y(t)) = k para todo
t ∈ (a,b), e da regra da cadeia segue-se que

0 =
d

dt
f (P(t)) = 〈∇ f (P(t)),P′(t)〉.

Assim, ∇ f (P(t)) é ortogonal a P′(t) para todo t∈(a,b). Como P′(t) é tangente
à curva Ck no ponto P(t), segue-se que ∇ f (P(t)) é ortogonal a Ck no ponto P(t).

Abreviadamente diz-se que o gradiente ∇ f é ortogonal à curva de nível Ck,
entendendo que a ortogonalidade se verifica em cada ponto da curva.

� Exemplo 4.5 Esboce alguns vetores do campo magnético B = ∇ f associado ao
potencial f (x,y) = arctan(x/y) definido no domínio D = {(x,y) ∈R

2; y > 0}. �

Solução. O primeiro fato a notar é que as curvas de nível do potencial são
semirretas pela origem, uma vez que essas curvas são dadas por

Ck = {(x,y) ∈ D; f (x,y) = k}= {(x,y) ∈ D; x/y = tan(k)}
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Por exemplo, as curvas C±π/4 são as semir-
retas x = ±y com y > 0, que estão ilustradas ao
lado. Ora! O campo B = ∇ f é ortogonal às cur-
vas de nível, e daí já se tem a direção. Para saber
o sentido, deve-se olhar o sinal das coordenadas.

Cπ/4C−π/4

Então, calculando, não é difícil ver que o campo magnético é dado por

B(x,y) = ( fx(x,y), fy(x,y)) =

(
y

x2 + y2 ,
−x

x2 + y2

)

Daí se segue que, no primeiro quadrante, a primeira coordenada é positiva,
enquanto que a segunda é negativa. Já no segundo
quadrante as duas coordenadas são positivas. Logo,
o campo deve ser como o ilustrado na figura acima.
A figura ao lado ilustra várias curvas de nível junta-
mente com mais alguns vetores do campo. �

Regra da cadeia II
A regra da cadeia tem ainda duas outras consequências. Uma é em relação às
derivadas direcionais, com as quais é possível determinar a direção de maior cres-
cimento. Outra é uma demonstração da lei de conservação da energia mecânica.

Derivada direcional
As derivadas parciais são as inclinações das retas tangentes ao gráfico de uma fun-
ção ao longo dos eixos coordenados. E ao longo de uma outra reta qualquer, qual a
inclinação desse gráfico? Essa pergunta pode ser respondida com a derivada dire-
cional, cuja interpretação é exatamente esta, a de fornecer a inclinação do gráfico
da função ao longo de uma reta dada. Assim, as derivadas direcionais são uma
extensão natural das derivadas parciais.

A derivada direcional é definida como segue. Seja
f : D → R uma função e P0 =(x0,y0) um ponto tal
que B(P0,δ )⊂D para algum δ > 0. Escolhida uma
direção v = (a,b), considere a reta P(t) = P0 + tv

= (x0+at,y0+bt), que passa por P0 e tem a direção v.
Assim, se |t| for pequeno, então P(t) ∈ B(P0,δ ) ⊂ D,
e fica definida a composta (ver figura ao lado) P0 P(t)

f (P(t))

f (P(t)) = f (x0 +at,y0 +bt)

que representa a restrição da função f ao longo da reta P(t).
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Definição 4.1 Caso exista, a derivada direcional de f no ponto P0 e na direção
v é o limite

fv(P0) =
d

dt
f (P(t))

∣∣∣
t=0

= lim
t→0

f (x0 +at,y0 +bt)− f (x0,y0)

t

Para v = (1,0), a reta é P(t) = (x0 + t,y0), e, portanto, a derivada direcional

fv(P0) = lim
t→0

f (x0 + t,y0)− f (x0,y0)

t

é a derivada parcial fx(P0). Da mesma forma fv(P0) = fy(P0) no caso em que
v = (0,1). Assim, as derivadas direcionais são uma generalização das parciais.

Assim como as parciais, as derivadas direcionais podem ou não existir. Podem
inclusive não existir em todas as direções, como ilustrado a seguir.

P(t)

� Exemplo 4.6 Determine as direções em que a fun-
ção f : R2 → R, f (x,y) =

√
x2 + y2, tem derivada di-

recional no ponto P0 = (0,0). �

Solução. Considere uma direção v = (a,b) com
‖v‖ 6= 0. A reta por P0 e na direção v tem equação
P(t) = P0 + tv = (at,bt), e daí que

f (P(t))− f (P(0))
t

=

√
(at)2 +(bt)2

t
=

|t|
√

a2 +b2

t
.

onde
√

a2 +b2 = ‖v‖ 6= 0. Ora! Como não existe o limite limt→0 |t|/t, não existe
também a derivada direcional fv(P0). Conclui-se então que a função não tem deri-
vada direcional em todas as direções. �

� Exemplo 4.7 Determine as direções em que a função f : R
2 → R,

f (x,y) =
√

|xy|, tem derivada direcional no ponto P0 = (0,0). �

Solução. Novamente, seja P(t) =P0+tv= (at,bt)
a reta por P0 e na direção v = (a,b) com ‖v‖ 6= 0.
Então

f (P(t))− f (P(0))
t

=

√
|(at)(bt)|

t
=

|t|
√

|ab|
t

.
P(t)

Como no exemplo anterior, a função não tem derivada direcional nos casos em
que

√
|ab| 6= 0, pois não existe o limite limt→0 |t|/t.
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No entanto, pode-se ter
√

|ab|= 0 com ‖v‖ 6= 0. Basta escolher, por exemplo,

v = (1,0). Neste caso, o quociente f (P(t))− f (P(0))
t

se anula identicamente, e, por-
tanto, existe a derivada fv(P0) = 0. Esta é a derivada parcial fx(P0), uma vez que a
direção é v = (1,0). Analogamente obtém-se fv(P0) = fy(P0) = 0 para v = (0,1).
Esse exemplo ilustra o caso em que as derivadas direcionais podem existir em al-
gumas direções e não em outras. �

� Exemplo 4.8 Determine as direções em que a função f : R2 → R tem derivada

direcional em P0 = (0,0), onde f (P0) = 0 e f (P) =
2x2y

x4 + y2 para P = (x,y) 6= P0. �

Solução. Considere de novo a reta P(t) = P0 + tv = (at,bt) por P0 na direção
v 6= (0,0). Então

P(t)

f (P(t))− f (P(0))
t

=
1
t

2(at)2(bt)

[(at)4 +(bt)2]
=

2a2b

a4t2 +b2 .

e deve-se considerar os casos em que b = 0 e
b 6= 0. No primeiro caso, em que b = 0, o quoci-
ente f (P(t))− f (P(0))

t
se anula identicamente, e, portanto,

existe a derivada fv(P0) = 0.

No segundo caso, com b 6= 0, também existe a derivada direcional e é igual a

fv(P0) = lim
t→0

f (P(t))− f (P(0))
t

= lim
t→0

2a2b

a4t2 +b2 =
2a2

b
.

Assim, a função tem derivada direcional em todas as direções. �

Esse exemplo é chocante! A mesma função foi estudada no Exemplo 2.7 da
Seção 2 e, usando a regra dos dois caminhos, foi visto lá que ela nem é contínua em
P0. Assim, em um determinado ponto, a função pode ter derivadas direcionais em
todas as direções e, apesar disso, não ser contínua no ponto. Não sendo contínua,
ela também não é diferenciável.

Deste exemplo conclui-se que a existência das derivadas direcionais não im-
plica diferenciabilidade. No entanto, de acordo com o próximo resultado, vale a
implicação contrária.

Teorema 4.2 Se f é diferenciável em P0, então, neste ponto, ela tem derivada
direcional em qualquer direção v = (a,b) e fv(P0) = fx(P0)a+ fy(P0)b.
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Demonstração. Esta é uma consequência simples da regra da cadeia. De fato,
indicando por P(t) = P0 + tv a reta por P0 na direção v, fv(P0) é a derivada da
composta f (P(t)) em t = 0. Ora! É claro que P(t) é derivável com P′(0) = v.
Como f é diferenciável em P0 = P(0), da regra da cadeia segue-se que a composta
f (P(t)) é derivável em t = 0 e, além disso, a derivada é

fv(P0) =
d

dt
f (P(t))

∣∣∣
t=0

= 〈∇ f (P(0)),P′(0)〉 (4.3)

= 〈∇ f (P0),v〉= fx(P0)a+ fy(P0)b �

Ótimo! Nos pontos em que a função é diferenciável, ela também tem derivada
direcional em qualquer direção. Além disso, a derivada direcional é dada por um
produto escalar! Isso é interessante porque o produto escalar pode ser interpretado
em termos da projeção ortogonal.

Vale, então, lembrar que a projeção ortogonal do
vetor Q = (c,d) sobre o vetor v = (a,b), com ‖v‖ 6= 0,
é dada por rv, onde r = 〈Q,v〉/‖v‖2. Mais explicita-
mente, a projeção ortogonal é dada por

rv =
〈Q,v〉
‖v‖2 v =

〈
Q,

v

‖v‖

〉
v

‖v‖
v

rv

Q

No caso em que a direção v é um vetor unitário, isto é, em que ‖v‖= 1, então a
projeção é dada por rv = 〈Q,v〉v, onde |r|= |〈Q,v〉| é o comprimento da projeção.
Em particular, no caso em que Q = ∇ f (P0) 6= (0,0), de (4.3) segue-se que

| fv(P0)|= |〈∇ f (P0),v〉|= comprimento da projeção de ∇ f (P0) sobre v

v 〈∇ f ,v〉v

∇ f Com essa interpretação, e com o auxilio da fi-
gura, segue-se que, entre todas as direções v com
‖v‖= 1, o maior valor de fv(P0) é obtido quando
se escolhe v na direção de ∇ f (P0)!

Como fv(P0) é também a inclinação do grá-
fico da função ao longo da reta por P0 e na dire-
ção v, segue-se que a direção do gradiente é a de
maior inclinação.

Dito de outra maneira, no ponto P0 o gradiente ∇ f (P0) aponta na direção de
maior crescimento da função. Essa justificativa geométrica pode ser demonstrada
analiticamente como segue.
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Lema 4.1 Supor f diferenciável em P0 com ‖∇ f (P0)‖ 6= 0. Então a direção

w =
∇ f (P0)

‖∇ f (P0)‖
é tal que fv(P0)≤ fw(P0) para toda direção v com ‖v‖= 1. �

Demonstração. Como w = ∇ f (P0)/‖∇ f (P0)‖, é claro que

fw(P0) = 〈∇ f (P0),w〉=
〈∇ f (P0),∇ f (P0)〉

‖∇ f (P0)‖
= ‖∇ f (P0)‖ (4.4)

Por outro lado, para uma direção v com ‖v‖= 1, da igualdade acima segue-se que

fv(P0) = 〈∇ f (P0),v〉 = ‖∇ f (P0)‖‖v‖cos(θ) ≤ ‖∇ f (P0)‖= fw(P0) (4.5)

onde θ é o ângulo entre v e ∇ f (P0), o que demonstra o lema. �

O exemplo a seguir é uma aplicação interessante do Lema 4.1, em que as linhas
de fluxo do calor são as linhas ao longo das quais o calor flui.

� Exemplo 4.9 Determine as linhas de fluxo do calor para a chapa

D = {(x,y);x2 +y2 < 1 e y > 0} com temperatura T (x,y) = 20
π arctan

(
2y

1−x2−y2

)
. �

Solução. O primeiro passo é estudar as curvas
de nível Ck = {(x,y) ∈ D : T (x,y) = k}, que são
as isotermas da chapa. Indicando por c = tan( kπ

20 ),
é fácil concluir que Ck é um arco do círculo
x2 + (y + 1/c)2 = 1 + 1/c2, de centro no ponto
(0,−1/c) e raio

√
1+1/c2. −1 1 x

y

Todos esses círculos passam por (1,0) e (−1,0), conforme a figura acima.

−1 1 x

y Ora! Em cada ponto P ∈ D, o calor flui na di-
reção da menor temperatura, e pelo Lema 4.1 essa
direção é −∇T (P), isto é, a direção contrária à
de maior crescimento. Além disso, o gradiente é
ortogonal à curva de nível.

Assim, as linhas de fluxo são aquelas ortogo-
nais às isotermas, conforme a figura acima.

Veja o gráfico da função temperatura ilustrado
ao lado. De lá percebe-se que a temperatura é alta
em pontos perto do arco de círculo, e baixa em
pontos perto do eixo Ox.
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O calor flui então da maior para a menor temperatura, ao longo de linhas que
são ortogonais às isotermas. Este exemplo ilustra bem como as propriedades do
gradiente podem ser usadas em estudos de termodinâmica. �

Forças conservativas
A regra da cadeia pode ser usada no estudo de algumas leis de conservação.

F

v

Por exemplo, considere a força gravita-
cional com que a Terra atrai um satélite que
está em órbita. Escolha um sistema de coor-
denadas Oxy em que o centro de massa da
Terra está na origem e indique por P = (x,y)

a posição do satélite, por M a massa da Terra, por m a massa do satélite e por F(P)
a força gravitacional com que a Terra atrai o satélite.

Segundo as leis de Newton, a intensidade da força é ‖F(P)‖= GMm/‖P‖2, a
direção é aquela que liga os centros de massa e o sentido é do satélite para a Terra.
Assim, a força F(P) tem a direção e sentido do vetor unitário U(P) = −P/‖P‖
e sua expressão é F(P) = ‖F(P)‖ U(P) = GMm

‖P‖2
−P
‖P‖ = −GMm

‖P‖3 P. Em termos das

coordenadas P = (x,y) do ponto P, a força escreve-se como

F(x,y) =− GMm

(
√

x2 + y2)3
(x,y) =

( −GMmx

(x2 + y2)3/2
,

−GMmy

(x2 + y2)3/2

)

Com essa notação percebe-se agora uma igualdade impressionante: a função

f (P) =
GMm

‖P‖ = GMm (x2 + y2)−1/2

é tal que

fx(x,y) =
−1
2

GMm (x2 + y2)−3/2 (2x) =
−GMm x

(x2 + y2)3/2

Assim, fx é a primeira coordenada do campo F! Analogamente, fy é a segunda
coordenada, e daí se segue que a força F é igual ao gradiente da função f , isto é,

F(x,y) = ( fx(x,y), fy(x,y)) = ∇ f (x,y)

Como será visto a seguir, essa igualdade é o motivo de fundo pelo qual a força
gravitacional é conservativa. A partir dela é possível mostrar que a função f for-
nece o trabalho realizado pela força F ao longo de uma trajetória. Além disso,
como o trabalho e a energia potencial tem sinais contrários, se o satélite está no
ponto P = (x,y), então a sua energia potencial é EP(x,y) =− f (x,y).
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A energia total é a soma EC(x,y)+EP(x,y) das energias cinética e potencial.
Em relação à energia cinética, indicando por P(t) = (x(t),y(t)) a posição do saté-
lite no instante t, a velocidade vetorial é P′(t) = (x′(t),y′(t)), a velocidade escalar
é v(t) = ‖P′(t)‖ e a energia cinética é

EC(P(t)) =
1
2

mv(t)2 =
1
2

m‖P′(t)‖2 =
1
2

m(x′(t)2 + y′(t)2)

� Exemplo 4.10 Com a notação acima, verifique que a energia total
E (t)=EC(P(t))+EP(P(t)) se conserva, isto é, que E (t) não muda com o tempo. �

Solução. Basta que a derivada de E (t) seja nula. E, de fato, derivando obtém-se

d

dt
EC(P(t)) =

1
2

m(2x′(t)x′′(t)+2y′(t)y′′(t))

= 〈(mx′′(t),my′′(t)),(x′(t),y′(t))〉= 〈mP′′(t),P′(t)〉

onde P′′(t) = (x′′(t),y′′(t)) é o vetor aceleração do satélite.
Por outro lado, a energia potencial EP(P(t)) = − f (P(t)) é uma composta, e

sua derivada é dada pela Regra da Cadeia. Assim, usando que ∇ f = F , obtém-se

d

dt
EP(P(t)) = 〈−∇ f (P(t)),P′(t)〉 = 〈−F(P(t)),P′(t)〉

Agora é hora de usar mais uma das leis de Newton, a que afirma que a força
é igual a massa vezes a aceleração. No caso em questão, essa lei assegura que
F(P(t)) = mP′′(t). Usando essa lei e somando as derivadas acima, obtém-se que

d

dt
E (t) =

d

dt
EC(P(t))+

d

dt
EP(P(t))

= 〈mP′′(t),P′(t)〉+ 〈−F(P(t)),P′(t)〉= 〈mP′′(t)−F(P(t)),P′(t)〉= 0

Isso mostra que E (t) tem derivada nula, e, portanto, é independente do parâ-
metro t, o que significa que a energia total se conserva ao longo da trajetória. �

Não há nada de muito particular em relação à força gravitacional. O importante
é que a força F seja o gradiente F = ∇ f de alguma função f , que é dita a função
potencial do campo. Se esse for o caso, o mesmo argumento mostra que a energia
total é conservada, e a força é dita conservativa.
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Exercícios

1) Considere o problema de comparar a média aritmética (x0 + y0)/2 com a mé-
dia geométrica

√
x0y0 dos números não negativos x0 e y0. Nesse sentido, sejam

f (x,y) = xy, c = x0 + y0 e P : [a,b]→ R
2, P(t) = (x(t),y(t)), uma parametrização

regular do segmento de reta entre os pontos P(a) = (c,0) e P(b) = (0,c), conforme
a figura. Julgue os itens a seguir.

C E a) Tem-se necessariamente que
x(t)+ y(t) = c.

C E b) P(t) 6= (x0,y0) para todo t ∈ [a,b].

C E c) f (P(t)) assume o valor mínimo em al-
gum ponto interior ao intervalo [a,b].

x(t) c

y(t)

c

P(t)

C E d) Em um ponto crítico t0 de f (P(t)), tem-se que x(t0) 6= y(t0).

C E e) a média aritmética é maior ou igual à média geométrica.

2) Considere uma distribuição de carga ao longo de Oz com densidade constante
δ = 1. No domínio D = {(x,y);y > 0} e para K > 0, a distribuição gera um campo
elétrico que é o gradiente E(x,y) =−∇ f (x,y) da função f (x,y) =−K ln(x2 + y2).
Suponha que uma partícula de massa m e carga 1 se desloca ao longo da trajetória
P(t) = (x(t),y(t)) sujeita apenas ao campo E . Nesse caso, E é a resultante das for-
ças sobre a partícula e vale a lei de Newton E(P(t)) = mP′′(t). Com essa notação,
E (t) = (m/2)‖P′(t)‖2 + f (P(t)) é a energia total da partícula no tempo t.

P

a) Calcule as derivadas fx(P) e fy(P).

b) Calcule a norma ‖E(P)‖ e o vetor unitário
U(P) na direção e sentido do campo em um
ponto genérico P = (x,y) ∈ D.

c) Esboce o vetor U(P) e a curva de nível de f por
um ponto genérico P ∈ D.

d) Verifique que a energia total é conservada, isto é, que dE (t)/dt ≡ 0.

e) Use o item anterior para verificar que, se a partícula estiver se movendo
sobre uma curva de nível de f , então ‖P′(t)‖ é constante.

3) Sabe-se que, para funções de uma variável, uma limitação na derivada implica
limitação da própria função, e um fato semelhante pode ser mostrado para funções
de duas variáveis. Para isso, sejam R > 0, D = {P ∈ R

2;‖P‖ ≤ R} e f : D → R
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uma função diferenciável com | fx(P)| ≤ 6 e | fy(P)| ≤ 8 ∀ P ∈ D. Dados P1 e
P2 em D, considere o caminho P(t) = P1 + t(P2 −P1) e a função g(t) = f (P(t)).
Segundo o Teorema do Valor Médio, tem-se g(1)−g(0) = g′(c) para c∈ (0,1). Se
necessário, use a desigualdade |〈u,v〉| ≤ ‖u‖‖v‖ ∀ u,v ∈ R

2.

P1 P2

f (P1)

f (P2)

a) Obtenha K0 > 0 tal que ‖∇ f (P)‖ ≤ K0 para todo
P ∈ D.

b) Obtenha a expressão de g(1)− g(0) em termos
de f e dos pontos P1 e P2.

c) Obtenha a expressão da derivada g′(t) em termos
das derivadas parciais de f e dos pontos P1 e P2.

d) Obtenha uma constante K1 tal que

‖ f (P1)− f (P2)‖ ≤ K1‖P1 −P2‖ ∀ P1,P2 ∈ D

e) Obtenha L > 0 tal que a imagem de f esteja contida em um intervalo de
comprimento L.

4) Seja u(x) a solução do problema de valor de contorno

−u′′(x) = f (x), x ∈ (0,1), u(0) = u(1) = 0. (4.6)

que modela a temperatura da barra [0,1] sujeita a uma fonte interna de calor f (x).
A solução pode ser escrita na forma u(x) = g(x,x)+h(x,x), onde

g(x,y) =
∫ x

0
(1− y)t f (t)dt e h(x,y) =

∫ 1

x
y(1− t) f (t)dt.

É uma forma conveniente, pois permite relacionar as propriedades de f (x) e u(x).

a) Use o teorema fundamental do Cálculo
para calcular as derivadas parciais das fun-
ções g(x,y) e h(x,y).

b) Use a regra da cadeia para calcular a deri-
vada da composta g(x,x).

c) Calcule agora a derivada da composta
h(x,x) e obtenha a expressão de u′(x). x 1− x 1

f (x)

d) Calcule u′′(x) e verifique que u(x) é solução do problema (4.6).

e) Suponha que f (x) tem a simetria f (1−x)= f (x). Use a mudança de variável
t = 1− s para mostrar que u(x) tem a mesma simetria.



5 Máximos e mínimos

Problemas de máximos e mínimos
Partindo do princípio de que a luz percorre o caminho de tempo mínimo, Fermat
(1607-1665) demonstrou a lei de Snell, conhecida na época apenas como uma lei
experimental. A partir daí muitos outros princípios de mínimo foram formulados
para explicar outros fenômenos. Essas pesquisas deram origem à área da Mate-
mática conhecida hoje como Cálculo das Variações, área inteiramente dedicada ao
estudo de problemas de máximos e mínimos.

Lembrando: máximos e mínimos em uma variável
Não há nada de novo em problemas de máximos e mínimos em várias variáveis.
As ideias são as mesmas usadas em uma variável, e vale lembrar este caso.

Suponha I ⊂ R um intervalo e g : I → R uma função dada. Um problema
interessante é o de verificar se a função tem um ponto de máximo absoluto, isto é,
um ponto x0 ∈ I com a propriedade de que g(x) ≤ g(x0) para todo x ∈ I. O valor
g(x0) é dito, então, o valor máximo da função. Analogamente para os pontos de
mínimo absoluto.

Outros pontos de interesse são os de máximo
local. Indicando por Iε = (x0 − ε ,x0 + ε) uma
vizinhança de x0, este ponto é de máximo lo-
cal se existe ε > 0 com a propriedade de que
g(x) ≤ g(x0) para todo x ∈ Iε ∩ I.

a x0 O x1 b

Assim, um ponto de máximo local é um ponto de máximo absoluto restrita a
alguma vizinhança Iε ∩ I. Analogamente para os pontos de mínimo local.
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Na figura acima, a origem é de mínimo local, enquanto que x0 e x1 são de
máximo local. De fato, x0 é ponto de máximo absoluto. Esses pontos são interiores
ao intervalo I = [a,b] e, supondo que a função seja derivável, a derivada se anula
em todos esses três pontos. Isso ilustra a importância da derivada na pesquisa de
pontos de máximo e mínimo.

No entanto, o ponto a é também de mínimo local, mas a derivada lateral cor-
respondente não se anula nesse ponto! Mesma observação para o ponto b, que é
de mínimo absoluto. Assim, nos pontos do bordo ∂ I = {a,b}, as derivadas laterais
não são de muita ajuda. O que se pode dizer com certeza é o seguinte:

Lema 5.1 Supor g : I →R uma função derivável e x0 um ponto de máximo (ou
mínimo) local. Supor ainda x0 um ponto interior de I. Então g′(x0) = 0. �

Demonstração. Suponha x0 máximo local. Como x0 é interior, existe ε > 0 tal
que (x0 − ε ,x0 + ε)⊂ I e, além disso, g(x) ≤ g(x0) para todo x ∈ (x0 − ε ,x0 + ε).

Assim, g(x)− g(x0) ≤ 0 para todo x ∈ (x0 − ε ,x0 + ε), mas o sinal de x− x0

depende de x ser menor ou maior do que x0. De fato, tem-se que

g(x)−g(x0)

x− x0
≥ 0 ∀ x ∈ (x0 − ε ,x0) e

g(x)−g(x0)

x− x0
≤ 0 ∀ x ∈ (x0,x0 + ε)

x x0 x

Veja a figura ao lado. Ora! Como g é derivável, as
derivadas laterais são iguais, de onde se segue que

0 ≤ lim
x→x−0

g(x)−g(x0)

x− x0
= g′(x0) = lim

x→x+0

g(x)−g(x0)

x− x0
≤ 0

e, portanto, g′(x0) = 0. Analogamente se x0 for mínimo local. �

O lema explica o fato de que, em pontos de mínimo que estão no bordo, a de-
rivada lateral correspondente pode não ser nula. A explicação é que nestes pontos
só é possível calcular uma das derivadas laterais, e são necessárias as duas para
concluir que a derivada se anula.

Os pontos interiores onde a derivada se anula são ditos pontos críticos. Se-
gundo o lema, esses são candidatos a pontos de máximo ou de mínimo. No entanto,
como o critério da derivada não pode ser usado nos pontos do bordo, esse pontos
devem ser tratados em separado.

O Exemplo 5.1 fornece um roteiro para se determinar máximos e mínimos ab-
solutos de uma função contínua definida em um intervalo fechado e limitado. De
acordo com o Teorema 2.1, da Seção 2, as condições de domínio fechado e limitado
e função contínua são suficientes para garantir a existência de máximos e mínimos
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absolutos. Assim, o problema não é saber se eles existem, mas sim onde eles estão.
O interessante aqui é que os mesmos passos podem ser usados na determinação de
máximos e mínimos em várias variáveis.

O exemplo considera o percurso de um raio
de luz que parte do ponto A1 = (0,3) que está
no ar, incide na superfície da água no ponto
P = (x,0) e alcança o ponto A2 = (L,−3) den-
tro da água, conforme a figura ao lado. Indique
por c1 a velocidade da luz no ar, por c2 a veloci-
dade da luz na água e por k = c1/c2 o índice de
refração correspondente.

A1

A2

P

x L

3

−3

É claro que o tempo de percurso depende tanto de c1 e c2 como também do
ponto de incidência P= (x,0), e o problema está em determinar x para que o tempo
de percurso seja mínimo.

� Exemplo 5.1 Suponha L = 4+9/4, k = 4/3 e use o princípio do tempo mínimo
de Fermat para determinar o ponto x de incidência do raio de luz. �

Solução. Indique por d1 a distância entre A1 e P e por d2 a distância entre P e
A2. Então o tempo T1 gasto pela luz para fazer o percurso de A1 a P é tal que
T1 c1 = d1, e analogamente T2 c2 = d2 para o tempo T2 entre P e A2. Assim, o
tempo total é T = T1 + T2 = d1/c1 + d2/c2. Em termos da coordenada x, tem-se
que d1 =

√
x2 +32 e d2 =

√
(L− x)2 +32, e portanto, T = T (x), onde

T (x) =
1
c1

√
x2 +32 +

1
c2

√
(L− x)2 +32 =

1
c1

(√
x2 +32 + k

√
(L− x)2 +32

)

Segundo o princípio de Fermat, o caminho efetivamente percorrido pela luz é
aquele que minimiza o tempo T . Assim o problema está reduzido a se determinar
o mínimo absoluto da função T definida no intervalo I = [0,L]. Como a função
é contínua e o intervalo é fechado e limitado, a existência de mínimos já está
garantida, e o problema é o de determinar onde esse ponto está. Para isso, basta
seguir os passos abaixo.

1◦ Passo: Determinar os pontos críticos interiores ao intervalo I.

Calculando a derivada, obtém-se

T ′(x) =
1
c1

(
x√

x2 +32
− k

(L− x)√
(L− x)2 +32

)

de onde se segue que os pontos críticos são as soluções da equação
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x√
x2 +32

= k
(L− x)√

(L− x)2 +32
(5.1)

Essa equação é um pouquinho trabalhosa de ser resolvida. Mas, com um pouco
de paciência, elevando ao quadrado ambos os lados, usando os valores L = 4+9/4
e k = 4/3 e simplificando, obtém-se que a equação é equivalente a

0 = 112x4 −1400x3 +5383x2 −28800x+90000

= (x−4)(112x3 −952x2 +1575x−22500)

onde o polinômio cúbico não tem raízes no intervalo [0,L]. Assim, o único ponto
crítico interior ao intervalo I é o ponto x = 4.

2◦ Passo: Determinar o mínimo da função no bordo de I.

Usando L = 4+9/4 e k = 4/3, os valores da função no bordo ∂ I = {0,L} são

T (0) =
1
c1

(
3+ k

√
L2 +32

)
≈ 12,24

c1
e T (L) =

1
c1

(√
L2 +32 +3k

)
≈ 10,93

c1

Logo, no bordo, o mínimo é assumido no ponto x = L e o máximo no ponto x = 0.

3◦ Passo: Determinar o mínimo absoluto da função no intervalo I.

No interior do intervalo I, o único candidato a máximo ou mínimo é o ponto
crítico x= 4. Deve-se então comparar o valor da função nesse ponto com os valores
da função no bordo. Calculando, obtém-se que T (4) = 10/c1, e, portanto,

4 4+9/4

T (4) < T (L)< T (0)

Desta comparação segue-se finalmente que
o ponto crítico x = 4 é de mínimo absoluto e
o ponto do bordo x = 0 é de máximo abso-
luto. De outra forma, o tempo mínimo de per-
curso é aquele em que o ponto de incidência é
P = (4,0), e esse é o percurso efetivo da luz.

Com essas informações, e estudando o sinal da derivada T ′(x), não é difícil
perceber que o gráfico da função T (x) é como ilustrado na figura acima. �

Esse exemplo ilustra como Fermat mostrou a lei de Snell. De fato, de acordo
com (5.1) e com a notação da figura abaixo, os pontos críticos de T (x) são tais que

x

d1
= k

L− x

d2
=

c1

c2

L− x

d2
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Mas x/d1 = sen(θi) e (L− x)/d2 = sen(θr),
onde θi é o ângulo de incidência e θr é o ângulo
de refração. Segue-se que os pontos críticos de
T (x) são aqueles para os quais

sen(θi)

sen(θr)
=

c1

c2
,

que é exatamente a lei de Snell.

x

L− x

d1

d2

θi

θr

L

O surpreendente aqui é que a lei de Snell é puramente experimental e pertence
ao mundo físico. Já o princípio de Fermat é puramente teórico e pertence ao mundo
das ideias. Assim, o princípio de Fermat estabelece uma inesperada ponte entre
esses dois mundos.

Máximos e mínimos em várias variáveis

O modelo agora segue de perto o caso de uma variável estudado acima.

P0

P1

P2

Suponha f : D → R uma função dada, onde
D ⊂ R

2. O problema é o de verificar se a f tem
um ponto de máximo absoluto, isto é, um ponto
P0 ∈ D com a propriedade de que f (P) ≤ f (P0)
para todo P ∈ D. O valor f (P0) é dito, então, o va-
lor máximo da função. Veja a figura ao lado. Ana-
logamente para os pontos de mínimo absoluto.

Outros pontos de interesse são os de máximo local. Indicando por B(P0,ε) a
bola de centro P0 e raio ε , este ponto é de máximo local se existe ε > 0 tal que
f (P)≤ f (P0) para todo P ∈ B(P0,ε)∩D. Assim, um ponto de máximo local é um
ponto de máximo absoluto para a função f restrita a alguma vizinhança de P0. Por
exemplo, na figura acima o ponto P2 é de máximo local. Analogamente para os
pontos de mínimo local.

Ainda na figura acima, tanto P0 como P2 são pontos interiores ao domínio D

e, supondo que a função seja diferenciável, os planos tangentes são horizontais
nesses pontos. Equivalentemente, as derivadas parciais se anulam nesses pontos.
Essas observações ilustram a importância das derivadas parciais na pesquisa de
pontos de máximo e mínimo.

No entanto, no ponto P1, que é de mínimo local, o plano tangente não é hori-
zontal! De fato, como P1 ∈ ∂D, não se pode nem falar em plano tangente nesse
ponto. Assim, nos pontos do bordo ∂D, as derivadas parciais não são de muita
ajuda. O que se pode dizer com certeza é o seguinte.
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Lema 5.2 Supor f : D → R uma função dife-
renciável e P0 um ponto de máximo (ou mí-
nimo) local. Supor ainda P0 um ponto interior

de D. Então fx(P0) = fy(P0) = 0. �

Demonstração. Suponha P0 = (x0,y0) ponto
de máximo local. Como P0 é interior, existe ε > 0
tal que B(P0,ε) ⊂ D e, além disso, f (P) ≤ f (P0)
para todo P ∈ B(P0,ε). Em particular f (x0,y) ≤
f (x0,y0) para todo y ∈ (y0 − ε ,y0 + ε).

P0

fy(P0)

Assim, y0 é ponto de máximo local da função h(y) = f (x0,y), e aplicando o
Lema 5.1 conclui-se que h′(y0) = fy(x0,y0) = 0. Analogamente, fx(x0,y0) = 0. �

Os pontos interiores ao domínio D onde as duas derivadas parciais se anulam
são ditos pontos críticos da função f : D→R.

O Exemplo 5.2 segue o mesmo roteiro do Exemplo 5.1 para obter os pontos de
máximo e mínimo absolutos de uma função contínua definida em um domínio
fechado e limitado. Vale repetir que, de acordo com o Teorema 2.1 da Seção 2, a
existência dos máximos e mínimos já está garantida, e o problema é o de saber
onde esses pontos estão.

1
x

z

1

y
1

� Exemplo 5.2 Entre os paralelepípedos de lados
x ≥ 0, y ≥ 0 e z ≥ 0, com (x,y,z) sobre o plano
de equação x+ y+ z = 1, determine aqueles de
maior e de menor área lateral. �

Solução. O paralelepípedo tem área total (soma
das áreas das seis faces) igual a (veja a figura)
A = 2[xy+ xz+ yz] = 2[xy+(x+ y)z].

Como o ponto (x,y,z) está sobre o plano, segue-se que z = z(x,y) = 1− x− y

é uma função de (x,y) e, portanto, a área é também uma função de (x,y), dada por

A(x,y) = 2[xy+(x+ y)z(x,y)] = 2[xy+(x+ y)(1− x− y)].

O domínio de A é o conjunto D = {(x,y);x ≥ 0, y ≥ 0 e z = 1− x− y ≥ 0},
pois a medidas devem ser não negativas.

Agora o problema está reduzido a se determinar o máximo e o mínimo absoluto
da função contínua A definida no domínio fechado e limitado D. Para isso, basta
seguir os passos abaixo.
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1◦ Passo: Determinar os pontos críticos interiores ao domínio D.

Calculando as derivadas parciais, obtém-se

Ax(x,y) = 2(1−2x− y) e Ay(x,y) = 2(1−2y− x)

Resolvendo o sistema Ax(x,y) =Ay(x,y) = 0, obtém-se que x = y= 1/3. Além
disso, o ponto (1/3,1/3) é interior ao domínio D, uma vez que 1− 1/3− 1/3 =
1/3 > 0. Assim, o único ponto crítico interior é o ponto (x,y) = (1/3,1/3).

2◦ Passo: Determinar o máximo e o mínimo da função no bordo de D.

De acordo com a figura abaixo, o bordo de D

é a união de três segmentos: ∂D = L1 ∪L2 ∪L3.
Em L1 = {(x,0); 0 ≤ x ≤ 1} tem-se que

A(x,0) = 2x(1−x) é uma parábola de raízes x= 0
e x = 1. Daí que, para todo x ∈ [0,1], tem-se
0 = A(0,0) ≤ A(x,0) ≤ A(1/2,0) = 1/2 . Veja
a figura da esquerda abaixo. L1 1

L2

1

L3

Em L2 = {(0,y); 0≤ y≤ 1} o mesmo argumento mostra que A(0,0)≤A(0,y)≤
A(0,1/2) = 1/2 para todo y ∈ [0,1].

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2 1/2

1/2

Em L3 = {(x,1 − x); 0 ≤ x ≤ 1} obtém-se também que 0 = A(0,0) ≤
A(x,1− x) ≤ A(1/2,1/2) = 1/2 para todo x ∈ [0,1]. Veja as figuras acima

Desses resultados segue-se que, ao longo do bordo ∂D, o valor mínimo é
A(0,0) = 0 e o valor máximo é A(1/2,0) = A(0,1/2) = A(1/2,1/2) = 1/2.

3◦ Passo: Determinar o máximo e o mínimo absoluto da função no domínio D.

No interior o único candidato a máximo ou
mínimo é o ponto crítico (1/3,1/3). Deve-se,
então, comparar o valor da função nesse ponto
com os valores da função no bordo. Calculando,
obtém-se que A(1/3,1/3) = 2/3, e, portanto,

1/3 1/3

A(0,0)< A(1/2,0) < A(1/3,1/3)

Desta comparação segue-se finalmente que o ponto crítico (1/3,1/3) é o ponto
de máximo absoluto. Já o ponto de mínimo absoluto é o ponto do bordo (0,0).
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De outra forma, o paralelepípedo de área máxima tem lados x = y = z = 1/3, e o
de área mínima tem lados x = y = 0 e z = 1. Veja o gráfico acima. �

O próximo exemplo ilustra o fato de que pequenas alterações nos dados do
problema podem causar grandes alterações nos resultados.

� Exemplo 5.3 Mesmo problema do exemplo anterior, mas supondo agora que o
o ponto (x,y,z) esteja sobre o plano de equação x+ y+4z = 1. �

1

x

z

1/4

y
1

Solução. É claro que a área total continua
sendo A = 2[xy+(x+ y)z]. A mudança está em
que, como o ponto (x,y,z) está sobre o plano
x + y + 4z = 1, a expressão de z em função de
(x,y) é agora z(x,y) = 1

4(1− x− y).

Assim, a área total é a função

A(x,y) = 2[xy+(x+ y)z(x,y)] = 2

[
xy+

1
4
(x+ y)(1− x− y)

]

com o mesmo domínio anterior D = {(x,y);x ≥ 0, y ≥ 0 e z = 1
4 (1− x− y)≥ 0}.

A figura acima ilustra um paralelepípedo juntamente com o domínio D.
Seguem-se agora os mesmos passos do exemplo anterior.

1◦ Passo: Determinar os pontos críticos interiores ao domínio D.

Calculando as derivadas parciais, obtém-se

Ax(x,y) =
1
2
(1−2x+2y) e Ay(x,y) =

1
2
(1−2y+2x)

Mas, agora, o sistema Ax(x,y) = Ay(x,y) = 0 não tem solução! Assim, a função
não tem ponto crítico, e o máximo e o mínimo devem estar sobre o bordo ∂D.

2◦ Passo: Determinar o máximo e o mínimo da função no bordo de D.

O domímio e o bordo ∂D = L1 ∪L2∪L3 são os mesmos do exemplo anterior.
Como antes, o valor da função em de L1 é A(x,0) = 1

2x(1−x), que é uma pará-
bola de raízes x=0 e x=1. Daí se segue que 0=A(0,0)≤A(x,0)≤A(1/2,0)=1/8
para todo x ∈ [0,1]. Em L2 obtém-se que 0 = A(0,0)≤ A(0,y) ≤ A(0,1/2) = 1/8
para todo y ∈ [0,1]. Veja as figuras a seguir.

1/2

1/8

1/2

1/8

1/2

1/2

1/2
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Já em L3, em que z = 0, obtém-se exatamente a expressão anterior, isto é,
0 = A(0,0)≤ A(x,1− x)≤ A(1/2,1/2) = 1/2 para todo x ∈ [0,1].

Desses resultados segue-se que, ao longo do
bordo ∂D, o valor mínimo da função é A(0,0) = 0
e o valor máximo é A(1/2,1/2) = 1/2.

3◦ Passo: Determinar o máximo e o mínimo ab-
soluto da função no domínio D.

1/2 1/2

Como não existem pontos críticos, os valores máximo e mínimo da função
estão sobre o bordo e já foram obtidos no passo anterior. Segue-se que, agora, o
paralelepípedo de área máxima tem lados x = y = 1/2 e z = 0, e o de área mínima
tem lados x = y = 0 e z = 1/4. Veja o gráfico da nova função A acima. �

Neste exemplo, a função A é contínua e o domínio é fechado e limitado, o que
é suficiente para garantir a existência de máximo e mínimo. No entanto, não deixa
de ser estranho falar que “o paralelepípedo de área máxima tem lados x = y = 1/2
e z = 0”, porque, a rigor, isso não é um paralelepípedo, e sim um retângulo!

Para evitar esse problema, a função A deveria ser considerada no domínio
aberto D̊ = {(x,y);x > 0,y > 0 e 1− x− y > 0}. Mas aí aparece outro problema:
nesse domínio, a função não tem nem máximo nem mínimo! De fato, em rela-
ção ao máximo, dado qualquer paralelepípedo com lados positivos, exite um outro
com lados também positivos e com área maior do que o primeiro: basta escolher
os lados como sendo x = y = 1/2−δ com δ > 0 suficientemente pequeno. Mesma
observação em relação ao mínimo.

Isso ilustra o caso em que, mesmo não sendo inteiramente natural, vale pri-
meiro estudar o problema em um domínio fechado e limitado, garantindo a exis-
tência de solução. Em seguida, as soluções podem ser analisadas no contexto
natural do problema.

Multiplicadores de Lagrange
Em muitos casos é interessante determinar o máximo ou o mínimo de uma função
restrita a um subconjunto de seu domínio. Por exemplo, em uma chapa com tem-
peratura conhecida, determinar o máximo da temperatura ao longo de uma curva
sobre a chapa. Nesse caso o método mais indicado é o dos multiplicadores de
Lagrange, como apresentado a seguir.
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Máximo com restrições orçamentárias

A Economia tem bons exemplos de problemas de máximo com restrições
Por exemplo, suponha que a produção de um determinado bem seja modelada

pela função de produção de Cobb-Douglas f (x,y), introduzida na Seção 3. Neste
modelo a variável x é o número de unidades de trabalho, y é o número de unidades
de capital e f (x,y) é a produção correspondente. A expressão de f (x,y) foi obtida
a partir das equações

fx(x,y) = α
f (x,y)

x
e fy(x,y) = β

f (x,y)

y
(5.2)

a primeira das quais supõe que a produtividade marginal fx(x,y) seja proporcional

à produtividade média f (x,y)
x

do trabalho. Analogamente em relação ao capital na
segunda equação.

A partir (5.2), conclui-se que a função de Cobb-Douglas é da forma

f (x,y) = Kxαyβ onde K > 0 é constante.

Essa função tem a propriedade (desejável!) de ser crescente tanto na variável x

como na variável y, e os expoentes α e β espelham a forma com que o trabalho e
o capital influenciam a produção. Assim, se α > β , o trabalho influencia mais a
produção do que o capital, e o bem é dito intensivo em trabalho. Se α < β , o bem
é dito intensivo em capital.

Outra propriedade interessante é que, se α +β = 1, então a função é homogê-
nea de grau um, no sentido de que, para todo t ≥ 0, a função satisfaz

f (tx, ty) = K(tx)α(ty)β = tα+β Kxα yβ = t f (x,y)

Em particular, para t = 2, a igualdade
f (2x,2y) = 2 f (x,y) significa que a produção é do-
brada se forem dobrados tanto o trabalho quanto
o capital. Esse caso é conhecido como o de retor-
nos constantes de escala, e será o caso estudado
aqui, isto é, supõe-se que α +β = 1.

x
y

A figura acima ilustra o gráfico da função f (x,y) no caso homogêneo e no
domínio natural x ≥ 0 e y ≥ 0.

A homogeneidade tem uma consequência interessante. O que se procura é
maximizar a produção, isto é, obter um ponto de máximo (x0,y0), em que f (x0,y0)
seja o maior possível. Ora, sendo homogênea, a função não tem esse ponto! De
fato, basta escolher t > 1 para se ter que f (tx0, ty0) = t f (x0,y0)> f (x0,y0). Assim,
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a produção é maior em (tx0, ty0) do que em (x0,y0), e, portanto, o ponto de máximo
não existe.

Esta conclusão é bem natural do ponto de vista econômico: aumentando-se os
recursos de (x0,y0) para (tx0, ty0), a produção também aumenta de f (x0,y0) para
t f (x0,y0). Dito de outra maneira, é sempre possível aumentar a produção se for
possível aumentar os recursos.

No entanto, é claro que os recursos são limitados e não podem ser aumentados
indefinidamente, e é aí que entram as restrições.

Uma restrição importante é a de custos fixos, no seguinte sentido. Indique por
a e b os custos de uma unidade de trabalho e de uma unidade de capital, respecti-
vamente. Então, se foram aplicados x unidades de trabalho e y unidades de capital,
o custo correspondente é g(x,y) = ax+by. Agora sim faz sentido estudar o

Problema: Calcule o máximo de f (x,y) com restrição de custos fixos g(x,y)=k.

Dito de outra forma, o problema agora é, a partir de uma quantidade fixa de k

unidades monetárias, como distribuir esse recurso entre x unidades de trabalho e y

unidades de capital de forma a maximizar a produção final.

k/a

k/b

∇C

A restrição g(x,y)=k corresponde a supor que o ponto
(x,y) está sobre a curva de nível Ck = {(x,y); g(x,y) = k}
da função g(x,y). Não é difícil perceber que, no primeiro
quadrante, essa curva corresponde ao segmento de reta
que liga os pontos (k/a,0) e (0,k/b). Além disso, o gradi-
ente da função g(x,y) é o vetor constante ∇g(x,y) = (a,b),
que é ortogonal a Ck em todos os pontos desta curva.

A figura acima ilustra tanto a curva como o vetor gradiente.

A notação f
∣∣
Ck

é usada para indicar que a fun-
ção f (x,y) esta restrita a Ck. A figura ao lado ilus-
tra o gráfico da função f (x,y) juntamente com a
curva de nível Ck (no plano Oxy). Ilustra ainda o
gráfico da restrição f

∣∣
Ck

, que é uma curva acima
de Ck e contida no gráfico de f (x,y).

k/a
k/bx

y

Pela figura percebe-se que, agora sim, o problema de determinar o máximo da
função f

∣∣
Ck

certamente tem solução, e o próximo passo é o de buscar maneiras de
se determinar esse ponto de máximo.

Neste sentido, indique por P(t) = (x(t),y(t)) uma parametrização da curva
Ck, com t em algum intervalo [c,d]. Por exemplo, da igualdade ax + by = k

que define Ck, tem-se que y = (k − ax)/b, e pode-se escolher a parametrização
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P(t) = (x(t),y(t)) = (t,(k − at)/b) com t ∈ [0,k/a]. Pode-se também escolher a
combinação convexa entre os pontos (k/a,0) e (0,k/b), que é a parametrização
P(t) = (x(t),y(t)) = ((1− t)k/a, tk/b) com t ∈ [0,1]. Em qualquer caso, o vetor
velocidade P′(t) = (x′(t),y′(t)) é tangente à curva Ck, e, portanto, ortogonal ao
gradiente ∇g(P(t)) = (a,b).

Com uma parametrização P(t) de Ck, t ∈ [c,d], a restrição f
∣∣
Ck

corresponde
à função composta p(t) = f (P(t)) = f (x(t),y(t)), que avalia a função f sobre a
curva de nível Ck. É claro então que os pontos críticos de p(t), isto é, os pontos t ∈
(c,d) para os quais p′(t) = 0, são pontos importantes para a solução do problema.
Até aqui nada de muito novo.

A novidade está em que a derivada p′(t) tem uma interpretação geométrica
curiosa. De fato, usando a regra da cadeia, obtém-se que

p′(t) =
d

dt
f (P(t)) = 〈∇ f (P(t)),P′(t)〉 (5.3)

Assim, p′(t) é o produto escalar entre o gradiente ∇ f (P(t)) e o vetor veloci-
dade P′(t). Em particular, em um ponto crítico, em que p′(t) = 0, esse produto
escalar se anula, e, portanto, ∇ f (P(t)) é ortogonal a P′(t). Ora, como P′(t) é tam-
bém ortogonal a ∇g(P(t)) em todos os pontos de Ck, segue-se que, nesse ponto
crítico, o vetor ∇ f (P(t)) é um múltiplo de ∇g(P(t)).

Então, em um ponto crítico de p(t), tem-se que ∇ f (P(t)) = λ∇g(P(t)) para
algum λ ∈ R. Resumindo, os pontos críticos P de f

∣∣
Ck

são soluções do sistema

{
∇ f (P) = λ∇g(P)

g(P) = k
(5.4)

e o número λ é dito o multiplicador de Lagrange. Esse método de se obter os
pontos críticos é dito, então, o Método dos Multiplicadores de Lagrange. O curi-
oso é que não é necessário parametrizar a curva Ck para obter os pontos críticos.
A parametrização foi importante para se chegar ao sistema, mas não é usada para
obter os pontos críticos.

k/a

k/b

Ck

k/a

k/b

Ck

k/a

k/b

Ck

x0

y0

direções de ∇g direções de ∇ f direções de ∇g e de ∇ f
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A figura da esquerda acima ilustra o campo de direções do gradiente ∇g, a do
meio ilustra o campo de direções do gradiente ∇ f e a da direita ilustra os dois
campos simultaneamente.

Acompanhe, na figura do meio, o movimento do vetor ∇ f ao longo da curva
Ck. Perto do ponto (k/a,0) do eixo Ox, o vetor ∇ f é quase vertical e, à medida
que avança ao longo de Ck, ele se torna cada vez mais inclinado, até se tornar
praticamente horizontal perto do ponto (0,k/b) do eixo Oy. Entre o inicial e o
final, certamente existe um ponto em que ∇ f é ortogonal a Ck, ponto que está
indicado como (x0,y0) na figura da direita. Segundo o que foi visto, este é um
ponto crítico de f

∣∣
Ck

, e é claro que, neste ponto, o vetor ∇ f é um múltiplo de ∇g.
Assim, conhecendo-se os campos ∇ f e ∇g, é possível obter os pontos críti-

cos de f
∣∣
Ck

apenas por inspeção. Para uma solução analítica, o sistema em (5.4)
escreve-se como 




fx(x,y) = λgx(x,y)

fy(x,y) = λgy(x,y)

g(x,y) = k

(5.5)

onde λ 6= 0, pois ∇ f não se anula. Assim, dividindo-se a primeira equação pela
segunda, obtém-se

fx(x,y)

fy(x,y)
=

gx(x,y)

gy(x,y)
=

a

b

onde foi usado que ∇g(x,y) = (a,b). Agora, da equação (5.2), segue-se que

fx(x,y)

fy(x,y)
=

α f (x,y)/x

β f (x,y)/y
=

αy

βx

Das duas últimas equações segue-se que ax/α = by/β . Finalmente, usando a
condição de custos fixos g(x,y) = ax+ by = k e que α +β = 1, obtém-se que os
pontos críticos de f

∣∣
Ck

são os pontos x = αk/a e y = βk/b.
Para se obter o máximo, deve-se ainda comparar o valor da função no ponto

crítico com os valores nos extremos (k/a,0) e (0,k/b) da curva Ck. Mas é claro
que o valor de f (x,y) = Kxα yβ no ponto crítico é positivo, enquanto que os valores
nos pontos extremos são f (k/a,0) = f (0,k/b) = 0. Assim, o ponto crítico é de
fato o ponto de máximo de f

∣∣
Ck

.

Como exemplo, considere o caso em que α = 4/5 e β = 1/5, e, portanto,
f (x,y) = Kx4/5y1/5 é uma função de produção intensiva em trabalho, uma vez que
α > β . Considere ainda que o custo de uma unidade de trabalho seja a = 10 e de
uma unidade de capital seja b = 5, de modo que a função custo é g(x,y) = 10x+5y.
Neste caso, além se ser intensiva em trabalho, o custo do trabalho é o dobro do
capital, e deve-se gastar muito em trabalho para se produzir o bem.



108 Capítulo 5. Máximos e mínimos

E, de fato, se forem aplicados k = 100 unidade monetárias, deve-se gastar
x = αk/a = 8 unidades de trabalho e y = βk/b = 4 unidade de capital para se
maximizar a produção. O custo do trabalho é então 10x = 80 e o do capital é
5y = 20. Assim, apenas 20% dos recursos devem ser aplicados em capital.

Multiplicadores de Lagrange
No exemplo anterior foi importante que ∇g(x,y) = (a,b) 6= (0,0) para todos os
pontos da curva Ck. Isso porque, sendo não nulo, o gradiente determina uma di-
reção ortogonal a Ck. Foi isso que permitiu concluir que, em um ponto crítico de
f
∣∣
Ck

, o gradiente ∇ f é um múltiplo de ∇g.

Situação diferente acontece com g(x,y) = y2 − x2, cujas curvas de nível estão
ilustradas abaixo.

k > 0 k = 0 k < 0

O gradiente de g é o vetor ∇g(x,y) = (−2x,2y), que só se anula na origem
(0,0). Assim, em um nível k 6= 0, como a curva Ck não passa pela origem, segue-
se que ∇g(x,y) 6= (0,0) para todo (x,y) ∈Ck. Nesse caso k é dito um nível regular.

Já no nível k = 0, a curva Ck inclui a origem, e ∇g(0,0) = (0,0). Assim, nesse
ponto, a curva Ck não tem uma direção ortogonal, e k = 0 é dito um nível crítico.

Em geral, definem-se nível regular e nível crítico como a seguir.

Definição 5.1 Para g : D→R de classe C1, o nível k∈R é regular se ∇g(x,y) 6=
(0,0) para todo ponto (x,y) da curva Ck = {(x,y)∈D; g(x,y)= k}. Se ∇g(x,y)=
(0,0) para algum (x,y) ∈Ck, então k é um nível crítico de g.

Agora sim pode-se enunciar o

Teorema 5.1 — Multiplicadores de Lagrange. Supor f ,g : D → R de classe
C1 e k∈R um nível regular de g. Então os pontos críticos de f

∣∣
Ck

são as soluções
do sistema 




fx(x,y) = λgx(x,y)

fy(x,y) = λgy(x,y)

g(x,y) = k

(5.6)
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A demonstração desse teorema foi feita no exemplo anterior, e usa basicamente
a equação (5.3). Vale enfatizar que não é necessário parametrizar Ck para obter os
pontos críticos. Outro fato importante é que o sistema (5.6) tem três equações e
três incógnitas (x, y e λ ), e, portanto, é um sistema razoável de ser resolvido.

Distância de ponto a curva
Como outro exemplo, considere o problema de calcular a distância do ponto
P0 = (2,0) à curva de equação y2−x2 = 1. Essa curva corresponde à curva de nível
C1 da função g(x,y) = y2 − x2, curva ilustrada abaixo juntamente com o ponto P0.

P0

P C1

A distância de P0 à curva C1 é, por definição,
a menor das distâncias entre P0 e um ponto gené-
rico P da curva C1. Para evitar a raiz quadrada,
é mais conveniente trabalhar com o quadrado da
distância. É claro que, se for obtido o mínimo do
quadrado, basta extrair a raiz para se ter o mínimo
da distância.

Considere, então, a função f (x,y) = (x− 2)2 + y2, que calcula o quadrado da
distância do ponto P0 = (2,0) a um ponto genérico P = (x,y) de R

2. Assim, a
função restrita f

∣∣
C1

calcula o quadrado da distância de P0 a um ponto genérico P

da curva C1, e é o mínimo dessa função que se está procurando.
O primeiro passo é calcular os pontos críticos de f

∣∣
C1

. Como no exemplo
anterior, é possível ter uma ideia dos pontos críticos apenas por inspeção.

P0

C1

P0

C1

P0

C1

x0

y0

−y0

direções de ∇g direções de ∇ f direções de ∇g e de ∇ f

Acompanhe, na figura do meio, o movimento do vetor ∇ f ao longo da curva
C1. Para x < 0, o vetor ∇ f é quase horizontal e, à medida que avança ao longo
do eixo Ox, ele se torna cada vez mais vertical. Entre um extremo e outro, certa-
mente existe um ponto em que ∇ f é ortogonal a C1, ponto que está indicado como
(x0,±y0) na figura da direita. Deve-se então encontrar dois pontos críticos, um no
ramo superior e outro no ramo inferior de C1. É claro que, nesses pontos, o vetor
∇ f é um múltiplo de ∇g, e esse é o multiplicador de Lagrange do problema.
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Para a solução analítica, como ∇g(x,y) = (−2x,2y) e ∇ f (x,y) = (2(x−2),2y),
o sistema (5.6) escreve-se como





2(x−2) =−λ2x

2y = λ2y

y2 − x2 = 1

É claro que y 6= 0, e da segunda equação
obtém-se que λ = 1. Substituindo esse valor na
primeira equação, obtém-se que x = 1.

P0

P1

P2

Finalmente, usando a terceira equação, obtém-se que y = ±
√

2. Assim, os
pontos críticos de f

∣∣
C1

são P1 = (1,
√

2) e P2 = (1,−
√

2). A figura acima ilustra os
pontos P1 e P2, e de lá é claro que são pontos de mínimo. Como f (P1) = f (P2) = 3,
obtém-se que a distância de P0 à curva C1 é

√
3.

Exercícios
1) Para funções de uma variável g(t), se g′(0) = 0 e g′′(0) > 0, então t = 0 é
mínimo local. Se usado para funções de várias variáveis, esse critério conduz
a alguns resultados surpreendentes, como mostra o exemplo da função f (x,y) =
(y−3x2)(y− x2). Para isso, dada uma direção v = (a,b), indique por g(t) = f (tv)
a restrição de f ao longo desta direção. Julgue os itens a seguir.

C E a) Estudando as derivadas parciais, conclui-se
que f é diferenciável na origem.

C E b) Usando a regra da cadeia, obtém-se que,
para alguma direção v, t = 0 não é ponto
crítico da função g(t).

C E c) Calculando g′′(t), conclui-se que, para alguma direção v, t = 0 não é
ponto de mínimo local de g(t).

C E d) Ao longo da curva (t,2t2), a função f tem um máximo local em t = 0.

C E e) A origem (0,0) é ponto de mínimo local da função f .

2) Considere o problema de determinar o paralelepípedo de maior volume que

pode ser inscrito no elipsoide E de equação x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1, onde a, b e c são

constantes positivas. Para isso, seja D = {(x,y);x ≥ 0,y ≥ 0 e x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1}.
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a) Para cada (x,y)∈D, determine z= z(x,y)≥ 0 de forma que o paralelepípedo
retângulo de lados 2x, 2y e 2z esteja inscrito no elipsoide E .

x
y

z

b) Defina agora a função V : D → R que for-
nece o volume do paralelepípedo acima.

c) Justifique a afirmação de que o máximo de
V é assumido no interior de D, e, portanto,
é um ponto crítico.

d) Calcule os pontos críticos de V .

e) Usando os itens anteriores, determine os lados do paralelepípedo de maior
volume que pode ser inscrito no elipsoide, justificando a sua resposta.

3) Considere a situação em que uma calha deve ser fabricada a partir de uma chapa
de metal de largura igual a L m. A figura abaixo ilustra uma seção transversal da
calha, que é simétrica e com três lados retos. Observe que a área A da seção trans-
versal é uma função A = A(s,θ) das medidas s e θ indicadas na figura, e o domínio
dessa função é o conjunto D = [0,L/2]× [0,π/2]. Como a vazão é proporcional à
área da seção transversal, o problema consiste em escolher os valores de s e θ que
maximizam esta área.

a) Obtenha a expressão da função A(s,θ).

b) Esboce o bordo ∂D do domínio D.

c) Determine o valor máximo de A(s,θ)
sobre o bordo ∂D. L−2s

ss

θθ

d) Calcule os pontos críticos de A(s,θ) que são interiores a D.

e) Determine os valores de s e θ que maximizam a área da seção transversal.

4) Suponha que um tronco de árvore tenha seção transversal elítica de semieixos
a e b. Introduzindo o sistema Oxy como na figura, considere o problema de deter-
minar as dimensões da viga de maior resistência que pode ser extraída do tronco,
onde a resistência é proporcional à largura l = 2x e ao quadrado da altura h = 2y da

viga. Para as funções f (x,y) = k(2x)(2y)2 e g(x,y) = x2

a2 +
y2

b2 , definidas no domí-
nio D = {(x,y); x ≥ 0 e y ≥ 0}, o problema corresponde a determinar o máximo
da restrição f

∣∣
C

, onde C é a curva de nível de g no nível 1.
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a

b

x

y

l

h

a) Justifique a afirmação de que f
∣∣
C

tem pon-
tos de máximo e de mínimo absolutos.

b) Calcule os gradientes ∇ f (x,y) e ∇g(x,y).

c) Obtenha o sistema que fornece os pontos
críticos de f

∣∣
C

.

d) Verifique se f
∣∣
C

tem pontos críticos.

e) Obtenha as dimensões da viga de maior resistência, justificando a resposta.



II 6 Integrais duplas . . . . . . . . . . . 115
Integrais em duas variáveis 115
Propriedades da integral 124
Domínios Rx e Ry 131
Exercícios 138

7 Mudança de variáveis em 2D
141
Aplicações da integral 141
Mudança de variável I 149
Mudança de variável II 158
Exercícios 166

8 Integrais triplas . . . . . . . . . . . . 169
Integrais em três variáveis 169
Domínios Rxy, Rxz e Ryz 176
Momento de inércia 184
Exercícios 194

9 Mudança de variáveis em 3D
197
Coordenadas cilíndricas 197
Coordenadas esféricas 205
Outras aplicações da integral 212
Exercícios 219

Integrais múltiplas





6 Integrais duplas

Integrais em duas variáveis
As integrais simples são usadas para medir área, centro de massa, temperatura
média de barras etc. As integrais duplas são uma generalização natural dessas
medidas para volume, centro de massa e temperatura média de chapas etc.

Lembrando: integração em uma variável
Vale começar do início, com a integral em uma variável. Assim, suponha que, até o
momento, só se conheça a área de retângulos, que é o produto da base pela altura.
A partir daí, como calcular, por exemplo, a área A abaixo do gráfico da função
g : [0,2]→ R dada por g(x) = 1+ x2?

2 2 2

1 1 1

5 5 5

A área A O retângulo menor O retângulo maior

O problema, claro, é que o gráfico de g não é uma reta, e a área não pode
ser calculada diretamente. No entanto, ela pode ser aproximada observando o
seguinte: como a função é crescente, tem-se que g(0) ≤ g(x) ≤ g(2) para todo
x ∈ [0,2]. Logo, a área A está entre as áreas de dois retângulos, o menor de base 2
e altura g(0) e o maior de base 2 e altura g(2). Daí se segue que



116 Capítulo 6. Integrais duplas

2 = 2×1 = 2×g(0)≤ A ≤ 2×g(2) = 2×5 = 10 (6.1)

Veja as figuras acima. Bem, concluir que a área A está entre 2 e 10 não chega
a ser emocionante! No entanto, o importante é que esse é o primeiro passo de
aproximações cada vez melhores.

O segredo está em dividir o domínio em intervalos menores, e aplicar o passo
acima em cada um desses pequenos intervalos. Por exemplo, considere a partição
0 < 1 < 2 do intervalo [0,2].

2 2 2

1 1 1

5 5 5

A área A Uma soma inferior Uma soma superior

Então, como g é crescente, tem-se g(0) ≤ g(x) ≤ g(1) para x ∈ [0,1] e
g(1)≤g(x)≤g(2) para x∈ [1,2]. Com o auxilio das figuras acima, segue-se que

3 = g(0)×1+g(1)×1 ≤ A ≤ g(1)×1+g(2)×1 = 7 (6.2)

Ótimo. Já melhorou em relação à aproximação anterior. Além disso, repetindo-
se esses passos, as aproximações ficam cada vez melhores.

O lado esquerdo das desigualdades (6.1) e (6.2) é dito uma soma inferior da
função g, por calcular aproximações a menor da área A. Como no caso acima,
passando do valor 2 para o 3, essas somas aumentam com o aumento do número
de partições do intervalo.

O lado direito das desigualdades (6.1) e (6.2) é dito uma soma superior da
função g, por calcular aproximações à maior da área A. Também como no caso
acima, passando do valor 10 para o 7, essas somas diminuem com o aumento do
número de partições do intervalo.

Esta é uma boa maneira de calcular aproximações, por meio das somas inferi-
ores e superiores. As primeiras aumentam e as segundas diminuem, e a área está
sempre entre elas.

No entanto, as somas inferiores e superiores apresentam um problema prático
importante. É necessário saber o mínimo e o máximo da função em cada subinter-
valo do domínio. No exemplo anterior isso foi fácil porque a função é crescente: o
mínimo ocorre no lado esquerdo e o máximo no lado direito de cada subintervalo.
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Mas isso não seria tão fácil, por exemplo, para
a função cujo gráfico está ilustrado ao lado. A fi-
gura mostra uma soma inferior, e percebe-se que,
dependendo da partição do domínio, não é tarefa
fácil determinar o valor mínimo da função em
cada subintervalo.

Somas de Riemann

O problema com essas somas pode ser contornado com as somas de Riemann.
Considere então uma partição P = {0 = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = 2} do

intervalo [0,2]. Para cada i = 1,2, . . . ,m, escolhe-se um ponto si ∈ [xi−1,xi]. Com
essas escolhas, e com a mesma função g acima, forma-se a soma de Riemann

SR(g,P) =
m

∑
i=1

g(si)∆xi

onde ∆xi = xi − xi−1 é o comprimento de [xi−1,xi]. Cada termo desta soma repre-
senta a área de um retângulo de altura g(si) e base ∆xi, e a soma dessas áreas é
uma aproximação para a área A.

As figuras a seguir ilustram essas somas no caso da partição 0 < 1 < 2 e com
duas escolhas diferentes dos si’s. De lá percebe-se que, se forem escolhidos s1 = 0
e s2 = 1, então a soma de Riemann coincide com a soma inferior. Analogamente,
se forem escolhidos s1 = 1 e s2 = 2, então a soma coincide com a soma superior.

2 2 2

1 1 1

5 5 5

s1 s2 s1 s2

A área A Uma soma de Riemann Outra soma de Riemann

Assim, as somas inferiores e superiores são casos particulares das somas de
Riemann. É claro que são casos particulares importantes porque, para cada parti-
ção P , a soma inferior é o menor e a soma superior o maior valor que as somas
de Riemann podem assumir. Em particular, uma soma de Riemann qualquer está
entre a soma inferior e a superior.

Daí se segue que também as somas de Riemann se aproximam da área à medida
que se aumenta o número de pontos da partição. De fato, o que é importante
não é aumentar esse número, mas diminuir os tamanhos ∆xi. O que se quer é
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que todos esses tamanhos diminuam. Para isso, define-se a norma da partição
P = {0 = x0 < x1 < · · ·< xm−1 < xm = 2} por

‖P‖= maior dos comprimentos ∆xi com i = 1,2, ...,m

É claro que, se ‖P‖ diminui, então todos os comprimentos ∆xi também dimi-
nuem, e pode-se finalmente definir a integral como sendo o limite

∫ 2

0
g(x)dx = lim

‖P‖→0
SR(g,P)

Esta é a definição, e dela decorrem todas as propriedades da integral. Por
exemplo, é fácil deduzir da definição que a integral de uma soma é a soma das
integrais. A definição permite também calcular boas aproximações para a integral.

2

De fato, conforme a figura ao lado, obtém-se
uma boa aproximação para a área A dividindo o
intervalo [0,2] em 10 subintervalos e escolhendo
os si

′s como sendo os pontos médios desses inter-
valos. Neste caso o valor da soma é

SR(g,P) =
10

∑
i=1

g(si)∆xi = 4,660 (6.3)

Teorema fundamental do Cálculo

As somas de Riemann, ou equivalentes, já eram conhecidas dos antigos gregos,
que calcularam a área do círculo com ideias semelhantes. A novidade do Cálculo é
que a integral pode ser calculada de uma forma indireta, mais fácil que a definição.
Para isso, é importante lembrar o

Teorema 6.1 — Valor médio. Se G(x) é contínua em [a,b] e derivável em
(a,b), então existe s ∈ (a,b) tal que

G(b)−G(a)

b−a
= G′(s)

A figura a seguir ilustra o significado geométrico do teorema. Ele afirma que
a inclinação da reta por (a,G(a)) e (b,G(b)) é igual à inclinação da tangente ao
gráfico em algum ponto s ∈ (a,b).
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A igualdade pode ainda ser escrita como

G(b)−G(a) = G′(s)(b−a)

e ser interpretada como uma proporcionalidade
entre a diferença G(b)−G(a) (no eixo Oy) e a
diferença b−a (no eixo Ox). a bs

G(a)

G(b)

O surpreendente é que esse teorema faz uma ponte extremamente elegante en-
tre as derivadas e as integrais. E não só elegante, mas revela um vínculo profundo
entre essas duas ideias.

Com efeito, suponha que G seja uma primitiva de g(x) = 1+ x2, isto é, tal que
G′(x) = g(x). Por exemplo, pode-se escolher G(x) = x+ x3/3, mas poderia ser
qualquer outra primitiva. Então, do Teorema 6.1, existe algum s ∈ [0,2] tal que

G(2)−G(0) = G′(s)(2−0) = g(s)(2−0)

Veja que igualdade interessante. No gráfico de G(x), ela significa uma propor-
ção entre os tamanhos G(2)−G(0) e 2−0. Já no gráfico de g(x), ela significa uma
área retangular, de base 2− 0 e altura g(s). Esta situação está ilustrada na coluna
do meio da figura a seguir.

s

s

g(s)

s1 1 s2

s1 1 s2

G(2) G(2) G(2)

g(s1)

g(s2)

2 2 2

2 2 2

A área A

Gráfico de G

Primeiro passo

Um intervalo

Segundo passo

Dois intervalos
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Acompanhe agora a terceira coluna. Ela ilustra o uso do Teorema 6.1 nos subin-
tervalos da partição 0 < 1 < 2. Assim, existem s1 ∈ [0,1] e s2 ∈ [1,2] tais que

G(2)−G(0) = G(2)−G(1)+G(1)−G(0)

= G′(s2)(2−1)+G′(s1)(1−0)

= g(s2)(2−1)+g(s1)(1−0)

= g(s2)∆x2 +g(s1)∆x1

em que o último termo é uma soma de Riemann da função g. O truque usado
acima, de somar e subtrair G(1), é conhecido como soma telescópica.

Ora! Dada uma partição P = {0 = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = 2} de [0,2],
pode-se então somar e subtrair G(xi) e concluir que existem si ∈ [xi−1,xi] tais que

G(2)−G(0) =
m

∑
i=1

G(xi)−G(xi−1) =
m

∑
i=1

G′(si)∆xi =
m

∑
i=1

g(si)∆xi

Resumindo: para cada partição P de [0,2], existem si ∈ [xi−1,xi] tais que

G(2)−G(0) =
m

∑
i=1

g(si)∆xi = SR(g,P)

Agora fica claro que, passando ao limites com ‖P‖ → 0, obtém-se o

Teorema 6.2 — Fundamental do Cálculo. Se g : [a,b] → R é contínua com
primitiva G, então ∫ b

a
g(x)dx = G(b)−G(a)

Em particular, como G(x) = x+ x3/3 é uma primitiva de g(x) = 1+ x2, segue-
se que a área A sob o gráfico de g no intervalo [0,2] é

∫ 2

0
g(x)dx = G(2)−G(0) = 2+23/3 ≈ 4,66667

Ótimo. Esse é o valor exato da área. Comparando com (6.3), percebe-se que
aquela aproximação já é muito boa. No entanto, o teorema fundamental não só
calcula áreas, mas estabelece uma relação inesperada entre áreas e derivadas, e
essa é a grande novidade do Cálculo.
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Integração em duas variáveis

Suponha que, até o momento, só se conheça a integral de funções de uma variável.
A partir daí, como calcular, por exemplo, o volume V abaixo do gráfico da função
f : D → R, onde D = [0,2]× [0,2] e f (x,y) = 1+ x2 + y2?

x x xy y y

O volume V O paralelepípedo menor O paralelepípedo maior

O problema, claro, é que o gráfico de f não é um plano, e o volume V não pode
ser calculado imediatamente. No entanto, ele pode ser aproximado notando que
f (0,0) ≤ f (x,y) ≤ f (2,2) para todo (x,y) ∈ D. Logo, o volume V está entre os
volumes de dois paralelepípedos, o menor de base 2×2 e altura f (0,0) e o maior
de mesma base e altura f (2,2). Veja as figuras acima. Daí se segue que

4 = 2×2× f (0,0)≤V ≤ 2×2× f (2,2) = 36

Bem, de novo, concluir que o volume V está entre 4 e 36 não parece muito
animador! Mas agora já se sabe que o segredo está em dividir o domínio em
retângulos menores, como ilustram as figuras a seguir, e aplicar o passo anterior
em cada um desses pequenos retângulos.

2 x2 x4x1 x1 x2 x3

2 y3 y3

y2 y2

y1 y1

Em geral, sejam P1 = {0 = x0 < x1 < · · ·< xm−1 < xm = 2} uma partição de
[0,2] ao longo do eixo Ox e P2 = {0 = y0 < y1 < · · ·< yn−1 < yn = 2} uma parti-
ção de [0,2] ao longo do eixo Oy, e indique por ∆xi = xi − xi−1 e
∆y j = y j − y j−1 os comprimentos dos respectivos intervalos.

A partição P = P1 ×P2 do domínio D corresponde a fazer o produto car-
tesiano dos intervalos Ri j = [xi−1,xi]× [y j−1,y j], obtendo retângulos Ri j de áreas
∆xi ∆y j. A norma desta partição é, por definição, o número
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‖P‖ =
√

‖P1‖2 +‖P2‖2

de modo que ‖P‖ → 0 se, e somente se, ‖P1‖→ 0 e ‖P2‖→ 0.
Correspondente à partição P , podem ser definidas a soma inferior, a soma

superior, ou mesmo uma soma de Riemann qualquer. Essas últimas são mais fáceis
e, para isso, devem ser escolhidos si∈ [xi−1,xi] e t j∈ [y j−1,y j]. Com essas escolhas
a soma de Riemann correspondente é

SR( f ,P) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi ∆y j

Cada termo da soma é o volume de um paralelepípedo de altura f (si, t j) e área
da base ∆xi ∆y j, e a soma desses volumes é uma aproximação para o volume V .

x y

A figura ao lado ilustra essa soma no caso
das partições P1 = 0 < 1/2 < 1 < 3/2 < 2
e P2 = 0 < 2/3 < 4/3 < 2 e com (si, t j)
sendo o centro do retângulo Ri j. Neste caso,
∆xi = 1/2 e ∆y j = 2/3 para todo i e j, e a aproxi-
mação correspondente para o volume é

SR( f ,P) =
3

∑
j=1

4

∑
i=1

f (si, t j)∆xi ∆y j ≈ 14,44 (6.4)

Exatamente como antes, define-se a integral dupla de f sobre D como sendo
∫∫

D
f (x,y)dxdy = lim

‖P‖→0
SR( f ,P)

Desta definição seguem todas as propriedades da integral dupla, o que será
visto na seção 6. No entanto, também como no caso de uma variável, a definição
não é uma maneira prática de calcular a integral dupla, e vale procurar maneiras
alternativas de se fazer esse cálculo.

Integrais iteradas

As integrais duplas podem ser calculadas, e de maneira mais fácil que a definição,
por meio das integrais iteradas, como indicado a seguir.

Para isso, considere a partição P = P1 ×P2 como definida anteriormente,
onde P1 é uma partição de [0,2] ao longo de Ox e P2 uma partição de [0,2] ao
longo de Oy. A soma de Riemann correspondente pode ser organizada na forma

n

∑
j=1

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi ∆y j =
n

∑
j=1

(
m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi

)
∆y j (6.5)
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o que corresponde a, primeiro, fixar j e somar em i de 1 a m e, em seguida, somar
os resultados em j de 1 a n. Organizada desta forma, obtém-se que a soma interna
∑m

i=1 f (si, t j)∆xi é uma soma de Riemann da função de uma variável g(x) = f (x, t j).
Muito interessante, pois já se sabe tudo sobre funções de uma variável!

De fato, cada termo (∑m
i=1 f (si, t j)∆xi )∆y j da soma em (6.5) é o volume de um

sólido formado por paralelepípedos, de largura ∆y j e laterais que são aproximações
da área abaixo do gráfico da função g(x) = f (x, t j). Veja a figura do meio a seguir.

x x xy y y

∆y j
∆y j

Passando o limite com ‖P1‖ → 0, obtém-se o sólido que está ilustrado na
figura da direita acima, de volume

(
lim

‖P1‖→0

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi

)
∆y j =

(∫ 2

0
f (x, t j)dx

)
∆y j = A(t j)∆y j

onde foi usada a notação A(y) =
∫ 2

0 f (x,y)dx, que é a área abaixo do gráfico da
função g(x) = f (x,y). Esta área é dita a área da seção transversal pelo ponto (0,y).

Finalmente, como ‖P‖→ 0 se, e só se, ‖P1‖→ 0 e ‖P2‖→ 0, segue-se que

∫∫

D
f (x,y)dxdy = lim

‖P‖→0

n

∑
j=1

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi ∆y j

= lim
‖P2‖→0

n

∑
j=1

(
lim

‖P1‖→0

m

∑
i=1

f (si,y j)∆xi

)
∆y j = lim

‖P2‖→0

n

∑
j=1

A(t j)∆y j

Ora! O último termo é o limite das somas de Riemann da função A(y). Por
definição, este limite é a integral da função A(y) no intervalo [0,2], e, portanto,

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ 2

0
A(y)dy =

∫ 2

0

(∫ 2

0
f (x,y)dx

)
dy

Surpresa! A integral dupla pode ser calculada por meio de duas integrais sim-
ples. Calcula-se a integral da função f (x,y) na variável x para se obter a área da
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seção transversal; em seguida, integram-se essas áreas para se obter o volume. Essa
forma de calcular, integrando uma integral, é conhecida como integrais iteradas.

No exemplo em estudo, em que f (x,y) = 1+ x2 + y2, tem-se que

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ 2

0

(∫ 2

0
(1+ x2 + y2)dx

)
dy

=
∫ 2

0

(
2+23/3+2y2)dy = 44/3 ≈ 14,6667

Ótimo. Esse é o valor exato do volume. Novamente, comparando com (6.4),
percebe-se que aquela aproximação já é muito boa. Mas é claro que, além de obter
o valor exato, as integrais iteradas são mais fáceis nesse caso. De fato, as integrais
iteradas têm implicações teóricas que não são fáceis de ser obtidas diretamente das
somas de Riemann, e daí a importância dessas integrais.

Propriedades da integral
Depois de introduzidas as ideias principais, agora será feito um estudo mais cui-
dadoso da integral dupla, incluindo um detalhamento das principais propriedades.
Será visto inclusive um exemplo curioso, de uma função que não é integrável.

Primeiras definições

A partir das motivações introduzidas anteri-
ormente, o interesse agora é definir e estudar as
propriedades da integral dupla de uma função
f : D → R definida em um domínio retangular
D = [a,b]× [c,d].

b

a c
d

Para isso, o primeiro passo é definir as somas de Riemann correspondentes.
Sejam, então, P1 = {a = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = b} uma partição de [a,b]
e P2 = {c = y0 < y1 < · · ·< yn−1 < yn = d} uma partição de [c,d], e indique por
∆xi = xi − xi−1 e ∆y j = y j − y j−1 os comprimentos respectivos.

a b x0 x0x1 x1x2 x2 x3

c

d y3 y3

y2 y2

y1 y1

y0 y0
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A partição produto P = P1 ×P2 do domínio D corresponde a fazer o pro-
duto cartesiano dos intervalos Ri j = [xi−1,xi]× [y j−1,y j], obtendo retângulos Ri j

de áreas ∆xi ∆y j. As figuras acima ilustram algumas dessas partições.
A norma ‖P1‖ de P1 é o maior dos comprimentos ∆xi, e analogamente para

P2. A partir daí, define-se a norma de P como sendo ‖P‖=
√

‖P1‖2 +‖P2‖2,
de modo que ‖P‖ → 0 se, e só se, ‖P1‖ → 0 e ‖P2‖ → 0. Escolhem-se agora
pontos si ∈ [xi−1,xi] e t j ∈ [y j−1,y j] e forma-se a soma de Riemann

SR( f ,P) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi ∆y j

onde f (si, t j)∆xi ∆y j é o volume de um paralelepípedo de altura f (si, t j) e base
∆xi ∆y j. Veja a figura abaixo. Pode-se agora definir a integral como a seguir.

Definição 6.1 A função f : D → R é integrá-
vel em D se existe o limite

∫∫

D
f (x,y)dxdy = lim

‖P‖→0
SR( f ,P)

que é dito a integral dupla de f sobre D

Essa definição pode parecer estranha, pois toda função deveria ser integrável.
Mas o surpreendente é que existem funções que não são integráveis, isto é, função
para as quais o limite acima não existe! Isso será visto em um exemplo a seguir.

A partir da definição, o próximo passo é estudar as propriedades da integral du-
pla. Como as integrais simples e duplas são definidas por meio do limite das somas
de Riemann, espera-se que as integrais duplas tenham as mesmas propriedades que
as integrais simples. É esse de fato o caso, como pode ser visto com o

Teorema 6.3 Suponha f ,g : D → R funções integráveis e seja k ∈ R. Então
f +g, k f e | f | são também integrais e, além disso,

1)
∫∫
D

[ f (x,y)+g(x,y)] dxdy =
∫∫
D

f (x,y)dxdy+
∫∫
D

g(x,y)dxdy

2)
∫∫
D

k f (x,y)dxdy = k
∫∫
D

f (x,y)dxdy

3)
∫∫
D

f (x,y)dxdy ≤
∫∫
D

g(x,y)dxdy se f (x,y) ≤ g(x,y) ∀(x,y) ∈ D

4)

∣∣∣∣
∫∫
D

f (x,y)dxdy

∣∣∣∣ ≤
∫∫
D

| f (x,y)|dxdy
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Demonstração. Essas propriedades são quase imediatas, como indicado a seguir:

1) para cada termo da soma de Riemann de f +g, tem-se que

[ f (si, t j)+g(si, t j)]∆xi∆y j = f (si, t j)∆xi∆y j +g(si, t j)∆xi∆y j

de onde se segue que SR( f + g,P) = SR( f ,P)+ SR(g,P). Em seguida,
basta usar a propriedade de que o limite de uma soma é a soma dos limites;

2) essa propriedade segue de que SR(k f ,P) = k SR( f ,P) e das propriedades
do limite;

3) se f (x,y) ≤ g(x,y), então SR( f ,P) ≤ SR(g,P) para toda partição P , e
essa desigualdade é mantida passando-se ao limite.

4) a demonstração de que | f | é integrável é longa e não será feita aqui. Assu-
mindo esse fato, da definição das somas de Riemann, tem-se que

|SR( f ,P)|=
∣∣∣∣∣

n

∑
j=1

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi ∆y j

∣∣∣∣∣≤
n

∑
j=1

m

∑
i=1

| f (si, t j)|∆xi ∆y j = SR(| f |,P)

e basta novamente usar as propriedades do limite. �

Como no caso das integrais simples, essas propriedades facilitam muito a mani-
pulação com as integrais duplas, e é curioso notar que elas seguem imediatamente
da definição. No fundo, as propriedades são das próprias somas de Riemann.

Integrais iteradas
As somas de Riemann são fundamentais para se definir a integral dupla, e daí obter
as propriedades listadas acima. São também fundamentais para se obter a relação
da integral dupla com as integrais iteradas, que é a maneira efetiva de cálculo.

Suponha, então, que f seja contínua. Organizando as somas de Riemann de
uma maneira especial, obtém-se que

SR( f ,P) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi ∆y j =
n

∑
j=1

(
m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi

)
∆y j

em que o número (∑m
i=1 f (si, t j)∆xi)∆y j corres-

ponde ao volume do sólido ilustrado na figura
anterior. Ora! Para j fixo, ∑m

i=1 f (si, t j)∆xi é
uma soma de Riemann da função de uma variá-
vel g(x) = f (x, t j), soma correspondente à parti-
ção P1 = {a = x0 < x1 < · · ·< xm−1 < xm = b}. ∆y j
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∆y j

Passando ao limite com ‖P1‖→ 0, segue que

lim
‖P1‖→0

(
m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi

)
∆y j =

(∫ b

a
f (x, t j)dx

)
∆y j

= A(t j)∆y j

onde foi usada a notação A(y) =
∫ b

a f (x,y)dx para indicar a integral da função
g(x) = f (x,y), integral que é a área da seção transversal pelo ponto (a,y).

A figura anterior ilustra o sólido de volume A(t j)∆y j. Somando esses volu-
mes, obtém-se que ∑n

j=1 A(t j)∆y j é uma soma de Riemann da função A(y) cor-
respondente à partição P2 = {c = y0 < y1 < · · · < yn−1 < xn = d}. Finalmente,
lembrando que a partição P = P1 ×P2 é tal que ‖P‖ → 0 se, e somente se,
‖P1‖ → 0 e ‖P2‖ → 0, obtém-se que
∫∫

D
f (x,y)dxdy = lim

‖P‖→0
SR( f ,P) = lim

‖P2‖→0

n

∑
j=1

(
lim

‖P1‖→0

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi

)
∆y j

= lim
‖P2‖→0

n

∑
j=1

A(t j)∆y j =

∫ d

c
A(y)dy =

∫ d

c

(∫ b

a
f (x,y)dx

)
dy

Esta é a relação entre as integrais duplas e as integrais iteradas. Integra-se
primeiro em uma variável e, em seguida, integra-se o resultado na outra variável.

É claro que as somas de Riemann podem também ser organizadas na forma

SR( f ,P) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

f (si, t j)∆xi ∆y j =
m

∑
i=1

(
n

∑
j=1

f (si, t j)∆y j

)
∆xi

onde, para i fixo, ∑n
j=1 f (si, t j)∆y j é uma soma de Riemann da função h(y) =

f (si,y). Logo, repetindo o mesmo argumento, é claro que se pode primeiro integrar
na variável y e, em seguida, na variável x. Esses argumentos justificam o

Teorema 6.4 Suponha D = [a,b]× [c,d] e f : D → R uma função contínua.
Então f é integrável em D e, além disso,

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ d

c

(∫ b

a
f (x,y)dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x,y)dy

)
dx

� Exemplo 6.1 Calcule a integral da função f (x,y) = 2 − x − y no domínio
D = [0,1]× [0,1]. �
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Solução. Como a integral corresponde ao volume
abaixo do gráfico da função, ilustrado ao lado, da
figura percebe-se que a integral deve ser igual a 1.
Isso porque, se retirar o que está acima do plano
z = 1 e colocar abaixo desse plano, obtém-se um
cubo de aresta 1. E, de fato, a integral 1

1

1

2

∫ 1

0
f (x,y)dx =

∫ 1

0
(2− x− y)dx =

(
2x− x2

2
− yx

)∣∣∣
1

0
=

3
2
− y

calcula a área da seção transversal pelo ponto (0,y). Por exemplo, da figura é claro
que, para y = 0, a área da seção transversal é 1+1/2 = 3/2 (área de um quadrado
de lado 1 mais a área de um triângulo retângulo de catetos iguais a 1).

Usando o teorema acima, segue-se que a integral dupla da função f é igual a

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0
f (x,y)dx

)
dy =

∫ 1

0

(
3
2
− y

)
dy =

(
3
2

y− y2

2

)∣∣∣
1

0
= 1

que é o resultado esperado. �

1 1
1/2

� Exemplo 6.2 Calcule a integral da função
f (x,y) = x− y no domínio D = [0,1]× [0,1]. �

Solução. O exemplo é semelhante ao anterior.
A diferença é que, agora, a função assume valores
negativos, conforme ilustra a figura, e vale inter-
pretar a integral nesse caso.

A ideia é muito simples: nas somas de Riemann, o termo f (si, t j)∆xi∆y j cor-
responde ao volume de um paralelepípedo nos casos em que f (si, t j) é positivo;
já nos casos em que f (si, t j) é negativo, o temos f (si, t j)∆xi∆y j corresponde a um
volume com o sinal trocado! Como a soma considera todos esses termos, inclusive
com o sinal, um valor pode cancelar com o outro.

O resultado é então um “volume liquido”, isto é, o volume que está acima do
plano z = 0 menos o volume que está abaixo desse plano.

A partir desta interpretação, e consultando a figura anterior, percebe-se que a
função é positiva na região em que x > y, e negativa na região em que y > x. De
fato, f é antissimétrica em relação à reta y = x, isto é, f (y,x) = − f (x,y). Assim,
espera-se que a integral seja zero, pois os volumes acima e abaixo do plano z = 0
são iguais. E, com efeito, a integral
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∫ 1

0
f (x,y)dx =

∫ 1

0
(x− y)dx =

(
x2

2
− yx

)∣∣∣
1

0
=

1
2
− y

calcula a “área liquida” da seção transversal pelo ponto (0,y). Por exemplo, como
ilustrado na figura, essa integral se anula para y = 1/2 uma vez que, nesse ponto,
a área acima do plano z = 0 é igual à área abaixo desse plano.

Usando novamente o Teorema 6.4, segue-se que a integral dupla é igual a
∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0
f (x,y)dx

)
dy =

∫ 1

0

(
1
2
− y

)
dy =

(
1
2

y− y2

2

)∣∣∣
1

0
= 0

que é o resultado esperado. �

No Teorema 6.4 foi incluída a condição de a função ser contínua. Sem essa
condição as coisas podem ficar bem complicadas, como ilustra o Exemplo 6.3.

� Exemplo 6.3 Verifique se f : D → R é integrável, onde D = [0,1]× [0,1] e

f (x,y) =





0 ,se (x,y) = (0,0)
x− y

(x+ y)3 ,se (x,y) 6= (0,0)
�

Solução. O domínio é o mesmo do exemplo 
anterior, e a função é também antissimétrica em 
relação à reta y = x. Assim, a expectativa é de que 
a integral seja zero.

No entanto, ao contrário do exemplo anterior, 
agora a função não é contínua! Veja o gráfico da 
função ao lado.

1 1

Do gráfico percebe-se que a função é descontinua na origem, uma vez que
f (x,0) = 1/x2 → ∞ com x → 0, enquanto que f (0,y) =−1/y2 →−∞ com y → 0.
Logo, não existe o limite lim(x,y)→(0,0) f (x,y), e a função não é contínua na origem.

Apesar disso, as integrais iteradas podem ser calculadas, como a seguir.
Usando a substituição u = x+ y, segue-se que x− y = u−2y, e, portanto,

x− y

(x+ y)3 =
u−2y

u3 = u−2 −2yu−3.

Logo, como du = dx, tem-se que
∫ 1

0
f (x,y)dx =

∫ 1+y

y
(u−2 −2yu−3)du = (−u−1 + yu−2)

∣∣∣
1+y

y
=

−1
(1+ y)2
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Integrando esse resultado na variável y, obtém-se
∫ 1

0

(∫ 1

0
f (x,y)dx

)
dy =

∫ 1

0
−(1+ y)−2 dy = (1+ y)−1

∣∣∣
1

0
=−1

2
(6.6)

Bem, essa não é uma boa notícia, pois a expectativa era de que a integral fosse
zero. Pior ainda, se for invertida a ordem de integração, um argumento análogo ao
anterior mostra que

∫ 1

0

(∫ 1

0
f (x,y)dy

)
dx =

∫ 1

0
(1+ x)−2 dx =−(1+ x)−1

∣∣∣
1

0
=

1
2

(6.7)

A diferença entre as integrais iteradas em (6.6) e (6.7) enfatiza a suspeita de
que a função não deve ser integrável em seu domínio! Se fosse, essas integrais
iteradas deveriam ser iguais.

Para mostrar que, de fato, a função não é integrável, deve-se verificar que não
existe o limite das somas de Riemann. Para isso, suponha que o intervalo [0,1] ao
longo do eixo Ox seja dividido em m partes iguais pelos pontos xi, e que se escolha
si como sendo o ponto médio do intervalo [xi−1,xi]. Analogamente, suponha que o
intervalo [0,1] ao longo do eixo Oy seja dividido em n partes iguais pelos pontos
y j e que se escolha t j como sendo o ponto médio do intervalo [y j−1,y j].

Com essa notação, e com o auxilio de um computador, as somas de Riemann

SR( f ,P) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

f (si,y j)∆xi∆y j

podem ser calculadas para vários valores de m e n. Por exemplo, fixado n = 10
e escolhendo-se sucessivamente m = 10, m = 20, m = 30 e m = 40, obtêm-se os
resultados a seguir:

m = 10 m = 20 m = 30 m = 40
n = 10 0,00 −0,27 −0,38 −0,42

Esses valores explicam o resultado da integral iterada em (6.6). Integrar pri-
meiro na variável x corresponde a escolher uma quantidade maior de pontos no
eixo Ox do que no eixo Oy, e, procedendo dessa forma, as somas tendem ao valor
em (6.6), que é de −0,50.

Invertendo a ordem, fixando por exemplo m = 10 e escolhendo-se sucessiva-
mente n = 10, n = 20, n = 30 e n = 40, obtêm-se os resultados da tabela a seguir.

n = 10 n = 20 n = 30 n = 40
m = 10 0,00 0,27 0,38 0,42
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Esses últimos valores explicam o resultado da integral iterada em (6.7). Inte-
grar primeiro na variável y corresponde a escolher uma quantidade maior de pontos
no eixo Oy do que no eixo Ox, e, procedendo dessa forma, as somas tendem ao
valor em (6.7), que é de 0,50.

Pode-se agora usar a “regra dos dois caminhos”: escolhendo-se partições com
mais pontos no eixo Ox, as somas de Riemann se aproximam de −0,5; escolhendo-
se partições com mais pontos no eixo Oy, as somas de Riemann se aproximam de
0,5. Como esses valores são distintos, não existe o limite lim‖P‖→0 SR( f ,P), isto
é, a função não é integrável. �

Domínios Rx e Ry

Um exercício bem conhecido, relacionado às inte-
grais simples, é o de calcular a área de regiões limita-
das pelos gráficos de duas funções. Veja a figura ao
lado. Esse tipo de região é importante no contexto
das integrais duplas, tanto que recebem um nome
especial: regiões ou domínios na forma Rx. a x b

h(x)

g(x)

Primeiro exemplo

Suponha que, até o momento, só se conheça a integral de funções definidas em
retângulos. A partir daí, e com a, b e c > 0 constantes, como calcular o volume
V abaixo do gráfico da função f (x,y) = ax + by + c definida no disco unitário
D = {(x,y); x2 + y2 ≤ 1} ?

O problema, claro, é que o domínio não é um retângulo, e o volume não pode
ser calculado imediatamente. No entanto, a partir do gráfico da função ilustrado
abaixo, pode-se inferir o que segue.

1

c

A área do disco unitário (o domínio) é
A = π; se a = b = 0, o gráfico da função é um
plano horizontal pelo ponto (0,0,c), e o volume é
V = A × altura = πc; se a 6= 0 ou b 6= 0, o gráfico
da função é um plano inclinado pelo ponto (0,0,c),
mas o que se retira abaixo do plano z = c é o que se
acrescenta acima desse plano. Assim, em qualquer
caso, o volume deve ser igual a V = πc.
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Para de fato calcular o volume, desse e de outros exemplos, a ideia é usar o
que já se sabe para o caso de domínios retangulares. Nesse sentido, o domínio D

pode ser incluído no retângulo D̂ = [−1,1]× [−1,1], e pode-se definir uma nova
função f̂ : D̂ → R dada por

f̂ (x,y) =

{
f (x,y) , se (x,y) ∈ D

0 , se (x,y) 6∈ D

A figura ao lado ilustra o gráfico de f̂ . Ela
coincide com f no domínio D, e se anula fora dele.
Assim, é claro que os volumes abaixo dos gráficos
de f e de f̂ são os mesmos. A vantagem é que f̂ está
definida em um retângulo, e pode-se usar as integrais
iteradas, como visto anteriormente.

1

c

Supondo então que f̂ seja integrável, tem-se que

V =

∫∫

D̂
f̂ (x,y)dxdy =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1
f̂ (x,y)dy

)
dx (6.8)

e o problema fica reduzido a se calcular uma integral iterada, o que já é muito bom!

1x

1

y2(x)

y1(x)

Vale ressaltar que o disco D é limitado pela
circunferência x2 + y2 = 1, de onde se segue que
|y|=

√
1− x2. Daí se conclui que D é a região limi-

tada pelos gráficos das funções y1(x) =−
√

1− x2 e
y2(x) =

√
1− x2, conforme ilustra a figura ao lado.

De fato, D pode ser descrito na forma

D = {(x,y) ∈ R
2; −1 ≤ x ≤ 1 e y1(x)≤ y ≤ y2(x)} (6.9)

e por isso D é dito uma região do tipo Rx, que é uma região entre os gráficos de
duas funções na variável x.

Da figura acima segue-se ainda que, para cada x ∈ [−1,1] ao longo do eixo Ox,
o intervalo [−1,1] ao longo do eixo Oy pode ser decomposto na forma

[−1,1] = [−1,y1(x))∪ [y1(x),y2(x)]∪ (y2(x),1].

Essa decomposição é importante porque a função f̂ se anula nos intervalos
[−1,y1(x)) e (y2(x),1], uma vez que eles não estão contidos no domínio D. Volte
a olhar o gráfico de f̂ acima. Destas observações segue-se que
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∫ 1

−1
f̂ (x,y)dy =

∫ y1(x)

−1
f̂ (x,y)dy+

∫ y2(x)

y1(x)
f̂ (x,y)dy+

∫ 1

y2(x)
f̂ (x,y)dy

=

∫ y2(x)

y1(x)
f̂ (x,y)dy

e, substituindo esse resultado em (6.8), obtém-se que

V =
∫∫

D̂
f̂ (x,y)dxdy =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1
f̂ (x,y)dy

)
dx =

∫ 1

−1

(∫ y2(x)

y1(x)
f̂ (x,y)dy

)
dx

O lado direito desta igualdade só inclui pontos que estão na região D, onde a
função f̂ coincide com a função f . Assim, pode-se “tirar o chapéu” e obter que

V =

∫ 1

−1

(∫ y2(x)

y1(x)
f (x,y)dy

)
dx (6.10)

Ótimo! Como no caso de retângulos, o volume V pode ser calculado com
integrais iteradas. A diferença é que, na integral da variável y, os extremos de
integração são as funções y1(x) e y2(x) que limitam a região D, conforme (6.9).

Já foi visto que o valor esperado do volume é V = πc, o mesmo de um cilindro
de área da base π e altura c. Esse valor pode agora ser comparado com a expressão
de V em (6.10). Para isso, lembrando-se das expressões de f , y1 e y2, segue-se que

∫ y2(x)

y1(x)
f (x,y)dy =

∫ y2(x)

y1(x)
(ax+by+ c)dy =

(
axy+

b

2
y2 + cy

)∣∣∣
y2(x)

y1(x)

= 2ax
√

1− x2 +2c
√

1− x2

e, substituindo esse resultado em (6.10), obtém-se que

V =
∫ 1

−1

(∫ y2(x)

y1(x)
f (x,y)dy

)
dx =

∫ 1

−1

(
2ax
√

1− x2 +2c
√

1− x2
)

dx

Essa última integral pode ser calculada a partir dos gráficos das funções
h(x) = x

√
1− x2 e g(x) =

√
1− x2, conforme figuras a seguir. Com efeito, a par-

tir do gráfico de h, conclui-se que
∫ 1
−1 h(x)dx = 0, pois esta é uma função ímpar,

isto é, h(−x) = −h(x). O gráfico de g é uma semi-circunferência, e, portanto,∫ 1
−1 g(x)dx = π/2, igual à metade da área do disco de raio 1. Usando esses resul-

tados, obtém-se o valor esperado, isto é,

V =

∫ 1

−1

(
2ax
√

1− x2 +2c
√

1− x2
)

dx = 2c
π

2
= πc
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h(x) = x
√

1− x2 g(x) =
√

1− x2

−1
1

−1 1

Caso geral
Em geral, um domínio D ⊂ R

2 está na forma
Rx se for um domínio limitado acima e abaixo por
gráficos de funções deriváveis na variável x. De
outra forma, indicando as funções por y1(x) e y2(x),
com x ∈ [a,b], o domínio D está na forma Rx se
puder ser descrito na forma (veja a figura ao lado).

a x b

y1(x)

y2(x)

D = {(x,y) ∈ R
2; a ≤ x ≤ b e y1(x)≤ y ≤ y2(x)} (6.11)

Por exemplo, foi visto acima que o disco x2 +y2 ≤ 1 é um domínio Rx, em que
as funções são y1(x) =−

√
1− x2 e y2(x) =

√
1− x2 com x ∈ [−1,1].

a b

c

d
Considere agora f : D → R uma função dada,

e suponha que D ⊂ R
2 seja um domínio Rx.

Então, mesmo nesse caso geral, seguindo os passos
do exemplo anterior pode-se definir o que seja a inte-
gral dupla de f sobre D.

De fato, como ilustra a figura ao lado, se D é da
forma Rx, existem constantes c e d tais que D está
contido no retângulo D̂ = [a,b]× [c,d].

Como no exemplo anterior, define-se então a função f̂ : D̂ → R por

f̂ (x,y) =

{
f (x,y) , se (x,y) ∈ D

0 , se (x,y) 6∈ D

Assim, f̂ coincide com f no domínio D, e se anula fora dele. O interessante
é que f̂ está definida em um retângulo, e pode-se usar o que já é conhecido nesse
caso. A partir dessas observações, a definição a seguir é bastante natural.
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Definição 6.2 A função f é integrável em D se f̂ for integrável em D̂ e, nesse
caso, define-se ∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫∫

D̂
f̂ (x,y)dxdy

Uma vantagem dessa definição é que a integral de f tem as mesmas proprieda-
des da integral de f̂ , propriedades que já foram estudadas anteriormente e podem
ser usadas sem cerimônia! Outra vantagem é em relação ao cálculo da integral.
De fato, para cada x ∈ [a,b], f̂ se anula nos intervalos [c,y1(x)) e (y2(x),d],
conforme ilustra a figura abaixo.

Logo, se f̂ for integrável e sua integral puder
ser calculada iteradamente, então

∫∫

D̂
f̂ (x,y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c
f̂ (x,y)dy

)
dx

=

∫ b

a

(∫ y2(x)

y1(x)
f̂ (x,y)dy

)
dx

a x b

y1(x)

y2(x)

c

d

Além disso, o lado direito da última igualdade só inclui pontos que estão em
D, onde as funções f̂ e f coincidem. Daí se pode “tirar o chapéu” e concluir que

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫∫

D̂
f̂ (x,y)dxdy

=
∫ b

a

(∫ y2(x)

y1(x)
f̂ (x,y)dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ y2(x)

y1(x)
f (x,y)dy

)
dx

A conclusão é que, como no caso de retângulos, a integral de f sobre D pode
ser calculada por meio de integrais iteradas. A diferença é que, na integral da
variável y, os extremos de integração são as funções y1(x) e y2(x), conforme a
expressão em (6.11). Esses passos justificam o

Teorema 6.5 Se D é da forma Rx e f : D →R é contínua, então f é integrável e

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ b

a

(∫ y2(x)

y1(x)
f (x,y)dy

)
dx

Antes do próximo exemplo, vale introduzir os domínios Ry. De fato, não há
nada de particular na escolha de x como variável independente.
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c

y

d

x1(y) x2(y)

Dependendo do caso, é mais conveniente esco-
lher y como variável independente, o que dá origem
aos domínios Ry.

Assim, D ⊂R
2 está na forma Ry se for limitado

à esquerda e à direita por gráficos de funções deri-
váveis na variável y. De outra forma, e indicando
as funções por x1(y) e x2(y), D está na forma Ry se
puder ser descrito como (veja a figura ao lado)

D = {(x,y) ∈R
2; c ≤ y ≤ d e x1(y)≤ x ≤ x2(y)}

Seguindo os passos anteriores, pode-se agora enunciar o

Teorema 6.6 Se D é da forma Ry e f : D →R é contínua, então f é integrável e

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ d

c

(∫ x2(y)

x1(y)
f (x,y)dx

)
dy

� Exemplo 6.4 Calcule a integral da função f : D → R onde D é o triângulo de
vértices (0,0), (2,0) e (0,1) e f (x,y) = y. �

Solução. As figuras abaixo ilustram o domínio e o gráfico da função.

x 2−2y 2

y

1− x/2

1

L

1

2

1

L

Como a função é maior ou igual a zero, a integral corresponde ao volume
abaixo do gráfico. Além disso, esse volume é igual ao de um tetraedro em que a
área da base é A= (2×1)/2= 1 e a altura é H = 1. Segue-se que V = (A×H)/3=
1/3, e esse é o valor esperado da integral.

Para o cálculo da integral, da figura percebe-se que o domínio está tanto na
forma Rx como na forma Ry e, para ilustrar, os cálculos serão feitos na forma Ry.

É claro que D é limitado pelos eixos coordenados e pela reta L que passa por
(0,1) e (2,0). A equação dessa reta é x+2y = 2 e, isolando x, obtém-se x = 2−2y.
Consultando a figura, percebe-se então que D pode ser descrito na forma

D = {(x,y) ∈ R
2; 0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ x ≤ 2−2y}
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Usando essa descrição, obtém-se o valor esperado, isto é,

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ 2−2y

0
ydx

)
dy =

∫ 1

0

(
yx

∣∣∣
2−2y

0

)
dy

=

∫ 1

0
y(2−2y)dy =

(
y2 − 2

3
y3
)∣∣∣

1

0
= 1− 2

3
=

1
3 �

Até aqui os domínios são tanto Rx quanto Ry, e não é muito diferente fazer
os cálculos usando-se uma forma ou outra. No entanto, como ilustra o próximo
exemplo, isso não é sempre assim. Há situações em que uma escolha apropriada
facilita muito os cálculos. Veja o próximo exemplo.

� Exemplo 6.5 Calcule
∫∫

D f (x,y)dxdy, onde f (x,y)=
√

y sen(x
√

y) e D é o do-
mínio limitado por baixo pela parábola y = x2, por cima pela reta y = π/2 e pela
esquerda pelo eixo Oy. �

Solução. As figuras ilustram o domínio e o gráfico da função, que é maior ou
igual a zero, e a integral corresponde ao volume abaixo do gráfico. No entanto,
agora não é possível obter um valor esperado, e o único instrumento para o cálculo
do volume é mesmo a integral.

√
y x

√
π/2

y

x2

π/2

√
π/2

π/2

Da figura segue-se que D é da forma Rx, e pode ser descrito como

D = {(x,y) ∈ R
2; 0 ≤ x ≤

√
π/2 e x2 ≤ y ≤ π/2}

Assim, a integral pode ser escrita como

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ √
π/2

0

(∫ π/2

x2

√
ysen(x

√
y)dy

)
dx

Ora! Tentando resolver a integral na variável y, percebe-se que ela é terrível!!
Essa é daquelas que qualquer um quer evitar! No entanto, resta ainda tentar o
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cálculo com a forma Ry. Para isso, consultando novamente a figura anterior, segue-
se que D pode ser descrito na forma

D = {(x,y) ∈ R
2; 0 ≤ y ≤ π/2 e 0 ≤ x ≤√

y}

Assim, a integral pode também ser escrita como

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ π/2

0

(∫ √
y

0

√
ysen(x

√
y)dx

)
dy

Ora! Tentando resolver a integral na variável x, percebe-se que ela é trivial!!
Essa é daquelas que qualquer um quer calcular! Basta usar a substituição u = x

√
y,

uma vez que du =
√

ydx, e portanto
√

y sen(x
√

y)dx = sen(u)du. Usando essa
substituição, segue-se que

∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫ π/2

0

(∫ √
y

0

√
ysen(x

√
y)dx

)
dy

=

∫ π/2

0

(∫ y

0
sen(u)du

)
dy

=

∫ π/2

0
(1− cos(y))dy = π/2−1 �

Exercícios
1) Considere o tetraedro limitado pelos planos coordenados e pelo plano

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1,

em que a, b e c são constantes positivas. Como ilustra a figura, o tetraedro corres-
ponde à região abaixo do gráfico de uma função f : D →R, onde D é um domínio
que pode ser descrito na forma D = {(x,y);x ∈ I e g1(x) ≤ y ≤ g2(x)} com I ⊂ R

um intervalo e funções apropriadas g1,g2 : I → R. Julgue os itens a seguir.

C E a) O intervalo I é dado por I = [0,b].

C E b) A função g2 é dada por g2(x) =
a
b
(a− x)}.

C E c) A função f é dada por
f (x,y) = c

ab
(ab−bx−ay). a

bc
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C E d) Calculando, obtém-se que
∫ g2(x)

g1(x)
f (x,y)dy = cb

2a2 (a− x)2.

C E e) Dos itens anteriores segue-se que o volume do tetraedro é um terço do
volume do paralelepípedo de lados a, b e c.

2) Seja D a chapa triangular de vértices em (0,0), (0,
√

π) e (
√

π,
√

π) com densi-
dade δ : D → R dada por δ (x,y) = 2sen(y2).

√
π

√
π a) Determine por inspeção os valores máximo

e mínimo de δ .

b) Descreva D na forma Rx.

c) Descreva D na forma Ry.

d) Calcule a massa M de D.

e) Calcule a densidade média de D e compare com os valores do item a).

3) De acordo com a figura, a função f (x,y) =
x− y

(x+ y)3 apresenta uma forte des-

continuidade na origem. Assim, ela será integrável no domínio D = [0,1]× [0,1]
caso exista o

lim
δ→0
ε→0

∫ 1

δ

∫ 1

ε
f (x,y)dxdy

Para verificar esse fato, considere as funções

h(y,ε) =
∫ 1

ε
f (x,y)dx e H(ε ,δ ) =

∫ 1

δ
h(y,ε)dy

a) Calcule a expressão de h(y,ε).

b) Calcule a expressão de H(ε ,δ ).

c) Calcule o limite limε→0 H(ε ,ε)

d) Calcule o limite limε→0 H(ε ,2ε)

e) Decida se a função f é integrável em D.

ε
δ

1

1

4) Em integrais iteradas, uma escolha adequada da ordem de integração pode faci-
litar muito os cálculos. Por exemplo, considere a região D limitada pelas curvas
y+1 = 0, y2 + x−4 = 0 e x+

√
4− y2 = 0, como ilustrado a seguir, e indique por

A a sua área. Se necessário, use
∫ √

4− t2 dt = 2arcsen(1
2 t)+ 1

2 t
√

4− t2 + k.
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B

A D

C

a) Identifique as três curvas e determine
as coordenadas dos pontos A = (a1,a2),
B = (b1,b2), C = (c1,c2) e D = (d1,d2) in-
dicados na figura.

b) A região D pode ser dividida em quatro regiões do tipo Rx, com x variando
nos intervalos [a1,b1], [b1,0], [0,c1] e [c1,d1]. Descreva essas regiões.

c) Use o item anterior para calcular a área A .

d) Observe que D é também uma região do tipo Ry, e descreva D nesta forma.

e) Do item anterior, a área A pode ser calculada por meio de uma única inte-
gral. Proceda a esse cálculo e compare com o resultado do item c).
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Aplicações da integral
Como em uma variável, a integral múltipla tem aplicações nas mais diversas áreas.
Aqui será ilustrado como essa integral pode ser aplicada ao cálculo de áreas e vo-
lumes, de médias ponderadas, de massa, de centro de massa e momento de inércia.

Lembrando: aplicações da integral simples
Uma aplicação interessante da integral é o cálculo de médias. No caso de n nú-
meros y1,y2, . . . ,yn, a média é dada por Mn = 1

n ∑n
i=1 yi. Mas, dada uma função

f : [a,b]→ R, como calcular a média dos infinitos números f (x) com x ∈ [a,b]?
A resposta está na integral. De fato, suponha que a função seja integrável. Para

cada n∈N escolha ∆x= b−a
n

e defina os números x0 = a, x1 = a+∆x, x2 = a+2∆x,
. . . , xn = a+ n∆x = b. Esses números determinam a partição {x0,x1, . . . ,xn} de
[a,b], que fica dividido em n partes iguais de comprimento ∆x. Nesse caso, a
média dos números f (x1), f (x2), . . . , f (xn) é dada por

f n =
1
n

n

∑
i=1

f (xi) =
n

∑
i=1

f (xi)
1
n

Além disso, da escolha ∆x = b−a
n

segue-se
que 1

n
= ∆x

b−a
, que, substituída na igualdade

acima, fornece x0 x j xi−1 xi xn

f (x j)

f (xi−1)
f (xi)

f (xn)

f n =
n

∑
i=1

f (xi)
∆x

b−a
=

1
b−a

n

∑
i=1

f (xi)∆x.

Surpresa! ∑n
i=1 f (xi)∆x é uma soma de Riemann correspondente à partição

{x0,x1, . . . ,xn}, e já se sabe que existe o limite dessas somas com n → ∞, pois a
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função é integrável. Isto é interessante uma vez que, escolhendo-se n cada vez
maior, está-se calculando a média de uma quantidade cada vez maior de termos
f (xi). Passando o limite com n → ∞, espera-se obter a média de todos os termos
f (x). Isso justifica definir a média da função f no intervalo [a,b] como sendo

f = lim
n→∞

1
b−a

n

∑
i=1

f (xi)∆x =
1

b−a

∫ b

a
f (x)dx

A integral faz o papel de somar todos os números f (x), soma que fica divida
pelo comprimento b− a do intervalo [a,b]. Aliás, o comprimento é a aplicação
mais simples da integral, uma vez que

∫ b

a
dx = b−a = comprimento do intervalo [a,b] (7.1)

Usando essa igualdade a média f pode ser escrita como

f =

∫ b
a f (x)dx
∫ b

a dx
(7.2)

e nessa forma ela pode ser generalizada para funções de mais de uma variável.
Antes disso, porém, vale ressaltar uma curiosa interpretação geométrica da média,
ilustrada na figura a seguir. Para isso, multiplicando-se a média pelo comprimento
do intervalo, obtém-se

a b

f (a)

f

f (b) ∫ b

a
f (x)dx = f (b−a).

onde o lado esquerdo é a área abaixo do grá-
fico da função, e o lado direito é a área de um
retângulo de base (b−a) e altura f .

Essa é a interpretação da média f : ela é a altura que faz com que a área do
retângulo seja igual à área abaixo do gráfico da função!

Mais geralmente, pode-se definir a média ponderada de uma função como se-
gue. Suponha que o peso seja uma função p(x) ≥ 0 com

∫ b
a p(x)dx > 0. Nesse

caso, seguindo novamente a média ponderada finita como exemplo, define-se

f p =

∫ b
a f (x)p(x)dx
∫ b

a p(x)dx
(7.3)

como sendo a média ponderada de f com peso p. Veja o próximo exemplo.
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� Exemplo 7.1 Compare a média da função f (x) = x, com x ∈ [0,1], com a média
ponderada da mesma função com peso p(x) = 1+ x. �

Solução. O gráfico da função está ilustrado ao
lado, e do gráfico é claro que a média da função
é exatamente a metade do intervalo [0,1]. E, de
fato, calculando, obtém-se

f =
1

1−0

∫ 1

0
f (x)dx =

∫ 1

0
xdx =

1
2

x2
∣∣∣
1

0
=

1
2

1

1

1/2

Em relação à média ponderada, o peso p(x) aumenta com o valor de x, e os
pontos próximos de 1 têm peso maior do que os pontos que estão próximos de 0.

Assim, a média ponderada deve estar deslocada para a direita, e ser maior do
que 1/2. E, de fato, calculando, obtém-se
∫ 1

0
f (x)p(x)dx =

∫ 1

0
x(1+ x)dx =

5
6

e
∫ 1

0
p(x)dx =

∫ 1

0
(1+ x)dx =

3
2

Daí se segue que a média ponderada é dada por

f p =

∫ b
a f (x)p(x)dx
∫ b

a p(x)dx
=

2
3

5
6
=

5
9

o que confirma que a média ponderada é mesmo maior do que a média. �

Médias em várias variáveis
Com as adaptações óbvias, a situação em duas variáveis é idêntica ao que se fez
acima. Por exemplo, análogo à (7.1), se D ⊂ R

2 é um domínio Rx ou Ry, então

f

∫∫

D
dxdy = área do domínio D

É claro também que, se f : D → R é integrável, então
a sua média é dada por

f =

∫∫
D f (x,y)dxdy∫∫

D dxdy

que é análogo à equação em (7.2). Conforme a figura acima, essa média tem a
mesma interpretação geométrica vista anteriormente, uma vez que

∫∫

D
f (x,y)dxdy = f

∫∫

D
dxdy
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onde o lado esquerdo representa o volume abaixo do gráfico, e o lado direito repre-
senta o volume de um sólido de área da base

∫∫
D dxdy e de altura f .

Finalmente, seguindo (7.3), a média ponderada com peso p(x,y) é dada por

f p =

∫∫
D f (x,y) p(x,y)dxdy∫∫

D p(x,y)dxdy

� Exemplo 7.2 Calcule a média da função f (x,y) = y definida no triângulo de
vértices em (0,0), (2,0) e (0,1). �

Solução. A figura ao lado ilustra o gráfico da
função juntamente com sua média. A função já
foi estudada no Exemplo 6.4 do capítulo anterior.
Lá foi visto que o domínio pode ser descrito na
forma Ry por

D = {(x,y) ∈R
2; 0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ x ≤ 2−2y} 2

1

1/3

e que a integral é
∫∫

D f (x,y)dxdy = 1/3. Logo, para a média está faltando apenas
a área de D, que é dada por

∫∫

D
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 2−2y

0
dx

)
dy =

∫ 1

0
(2−2y)dy = (2y− y2)

∣∣∣
1

0
= 1.

Esse é o valor esperado para a área, uma vez que D é um triângulo de base 2 e
altura 1. Desses cálculos segue-se que a média é igual a

f =

∫∫
D f (x,y)dxdy∫∫

D dxdy
=

1
3 �

Massa de uma chapa
O cálculo da massa de uma chapa é outra aplicação da integral dupla. Nesse sen-
tido, suponha que um domínio D ⊂R

2 represente uma chapa de área A e massa m.
Então a densidade superficial média da chapa é δ0 =

m
A

. Em particular, se δ0 for
conhecida, então a massa é dada por m = δ0 ×A.

Essa igualdade é importante nos casos em que a chapa é homogênea, e a den-
sidade é constante. Mas, se não for homogênea, então a densidade pode variar de
um ponto para outro. Para considerar essas variações, pode-se calcular a densidade
média em regiões cada vez menores em torno de um ponto, o que dá origem ao
conceito de densidade “no ponto”.
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x

∆yy

∆x

Para tornar clara essa ideia, considere um
ponto P = (x,y) da chapa e um retângulo de cen-
tro em P e lados ∆x e ∆y como ilustra a figura ao
lado. É claro que o retângulo tem área ∆x∆y.

Assim, indicando por ∆m a massa, a den-
sidade média desse retângulo e a densidade no
ponto P = (x,y) são definidas por

densidade média =
∆m

∆x∆y
e δ (x,y) = lim

∆x,∆y→0

∆m

∆x∆y

Essa é uma definição natural, em que a densidade no ponto é o limite das
densidades médias quando a área tende a zero. É uma definição semelhante à da
velocidade instantânea, definida como o limite das velocidades médias quando o
tempo tende a zero.

Suponha agora que se conheça a função densidade δ (x,y). Então, se ∆x e ∆y

forem pequenos, da definição segue-se que

δ (x,y) ≈ ∆m

∆x∆y
e portanto ∆m ≈ δ (x,y)∆x∆y

De outra forma, a massa infinitesimal ∆m pode ser aproximada pela densidade
δ (x,y) no ponto P= (x,y) vezes a área ∆x∆y do retângulo, aproximação tão melhor
quanto menor forem ∆x e ∆y. Usando as somas de Riemann, daí se segue que a
massa total é dada por

m =

∫∫

D
δ (x,y)dxdy

Essa é outra bonita aplicação da integral dupla, em que são somadas todas as
massas infinitesimais δ (x,y)dxdy com (x,y) ∈ D. Daqui se segue uma conclusão
óbvia, porém interessante: a densidade média δ0 é exatamente a média da função
densidade! De fato, basta observar que

δ0 =
m

A
=

∫∫
D δ (x,y)dxdy∫∫

D dxdy
= média da função δ (x,y)

Além disso, se a densidade for constante δ (x,y) = δ0, então a massa é dada por

m =

∫∫

D
δ0 dxdy = δ0

∫∫

D
dxdy = δ0 ×A

que coincide com o caso homogêneo visto acima.
A próxima seção inclui vários exemplos do cálculo de massa.



146 Capítulo 7. Mudança de variáveis em 2D

Centro de massa
Grosso modo, o centro de massa é o ponto em que, se pendurada a partir dele, a
chapa permanece na horizontal, não se inclinando para um lado ou para outro.

Para explicar melhor, considere uma única partícula de massa m situada a uma
distância x da origem de um eixo orientado. O momento de massa é definido por

momento de massa = mx
O x

m

Se for multiplicado pela aceleração g da gravidade, então mg é a força peso e o
momento de massa fica igual a (mg)x, que é o torque em relação à origem. Assim,
o momento de massa é um múltiplo do torque e uma medida do quanto a partícula
força o eixo em relação à origem.

A observação importante é que, se a origem for transladada para o ponto x, en-
tão o momento de massa correspondente se anula, e a partícula está em equilíbrio:
não força o eixo para um lado ou para o outro. O ponto x é dito então o centro de
massa. De outra forma, o centro de massa é o ponto em que, em relação a ele, o
momento de massa se anula.

Considere agora o caso de duas partículas de massas m1 e m2 que estão locali-
zadas a distâncias x1 e x2 da origem, respectivamente. O momento de massa deste
sistema é a soma dos momentos de massa de cada uma das partículas, e é dado por

Ox1

m1

x2

m2

x

m
momento de massa = m1 x1 +m2 x2

A ideia agora é reduzir esse caso ao anterior, de uma única partícula. Supo-
nha então que essa única partícula tenha massa m = m1+m2. A pergunta é: qual a
distância da origem a que essa partícula deve estar para que ela tenha o mesmo mo-
mento de massa das outras duas partículas? A resposta é bem simples: indicando
por x a distância procurada, deve-se ter que m1 x1 +m2 x2 = mx = (m1 +m2)x, de
onde se segue que

x =
m1 x1 +m2 x2

m1 +m2

Em relação ao ponto x, a partícula de massa m tem momento de massa nulo, e
isso é também verdade para as outras duas partículas, uma vez que os momentos
de massa são os mesmos. Resumindo, em relação ao ponto x, o sistema de duas
partículas tem momento de massa nulo, e o ponto x é dito o centro de massa.

Vale notar que a expressão de x é a média ponderada das distâncias x1 e x2,
média ponderada pelas massas m1 e m2. Por exemplo, se m1 = m2, então o centro
de massa é o ponto médio entre x1 e x2, isto é, x = 1

2(x1 +x2). O próximo exemplo
mostra que esse é também o caso para uma distribuição contínua de massa.
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� Exemplo 7.3 Suponha que [a,b] corresponda a uma barra de densidade linear
constante δ (x) = δ0. Verifique que o centro de massa é o ponto x = 1

2(a+b). �

Solução. Adaptando os argumentos anteriores, não é difícil perceber que a massa
infinitesimal em torno de um ponto x da barra é dm = δ (x)dx. Além disso, o
correspondente momento de massa em relação à origem é xdm = xδ (x)dx. Daí
se segue que a massa total, o momento de massa e o centro de massa são dados
respectivamente por

m =
∫ b

a
δ (x)dx , M =

∫ b

a
xδ (x)dx e x =

M

m
=

∫ b
a xδ (x)dx
∫ b

a δ (x)dx

Como no caso das partículas, x é igual ao momento de massa dividido pela
massa total. É ainda igual à média ponderada das distâncias x, média ponderada
pela densidade δ (x). Ora! No caso particular em que δ (x) = δ0 é constante, é
claro que m =

∫ b
a δ (x)dx = δ0(b−a) e

M =

∫ b

a
xδ (x)dx =

1
2

δ0(b
2 −a2) =

1
2

δ0(b+a)(b−a)

e, portanto, x = M
m
= 1

2(b+a), que é mesmo o ponto médio da barra. �

Considere agora o caso de uma chapa D ⊂R
2 com densidade δ (x,y). O centro

de massa é agora um ponto do plano C = (x,y), e deve-se calcular as duas coorde-
nadas. Para isso, a ideia é calcular o momento de massa em relação a cada um dos
eixos Ox e Oy separadamente.

Começando com o momento em relação a Oy,
dado um ponto P = (x,y) ∈ D, a massa infinite-
simal em torno desse ponto é dm = δ (x,y)dxdy.
Assim, o momento de massa dMy(x,y) desta par-
tícula em relação ao eixo Oy é dado por

dMy(x,y) = distância ao eixo Oy×massa

= xdm = xδ (x,y)dxdy xO

y

x dm

x

uma vez que a distância de P = (x,y) ao eixo Oy é o próprio x.
Somando esses momentos, obtém-se que o momento em relação ao eixo Oy é

My =
∫∫

D
xδ (x,y)dxdy

Suponha agora que toda a massa da chapa esteja concentrada em uma única
partícula, isto é, uma única partícula de massa m =

∫∫
D δ (x,y)dxdy. A pergunta
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agora é a mesma anterior: a que distância x do eixo Oy essa partícula deve ser
colocada para que ela tenha o mesmo momento de massa My da chapa? A resposta
é bem simples: deve-se ter que

∫∫

D
xδ (x,y)dxdy = x

∫∫

D
δ (x,y)dxdy e portanto x =

∫∫
D xδ (x,y)dxdy∫∫
D δ (x,y)dxdy

Assim, transladando o eixo Oy para o ponto x, o momento de massa da partí-
cula em relação a este novo eixo é nulo, e o mesmo é verdade para o momento de
massa da chapa. O ponto x é dito então a coordenada x do centro de massa. Como
antes, x é uma média ponderada das distâncias x, média ponderada pela função
densidade δ (x,y). Mesmas observações para y, que de forma análoga é dado por

y =

∫∫
D yδ (x,y)dxdy∫∫
D δ (x,y)dxdy

� Exemplo 7.4 Calcule o centro de massa da chapa D corresponde ao triângulo
de vértices em (−

√
3,0), (

√
3,0) e (0,3) e densidade δ (x,y) = δ0. �

Solução. A chapa é um triângulo equilátero, cujos lados medem 2
√

3 e a altura é
3. Portanto, a área é 3

√
3. Além disso, é sabido nesse caso que o centro de massa

está a um terço da altura, isto é, que y = 1. Isso pode ser verificado como segue.
Descrevendo a chapa como um domínio Ry, obtém-se que

D = {(x,y) ∈ R
2; 0 ≤ y ≤ 3 e

−1√
3
(3− y)≤ x ≤ 1√

3
(3− y)}

−
√

3
√

3

1

3
Daí se segue que, como esperado, a massa da
chapa é dada por

m =

∫∫

D
δ0 dxdy = δ0

∫ 3

0

(∫ 1√
3
(3−y)

−1√
3
(3−y)

dx

)
dy

= δ0

∫ 3

0

2√
3
(3− y)dy = 3

√
3δ0

O momento de massa em relação ao eixo Oy é nulo, uma vez que

My =

∫∫

D
xδ (x,y)dxdy =

∫ 3

0

(∫ 1√
3
(3−y)

−1√
3
(3−y)

xδ0 dx

)
dy = δ0

∫ 3

0
0dy = 0

e, portanto, x = My/m = 0.
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Já em relação a Ox, o momento de massa é dado por

Mx =
∫∫

D
yδ (x,y)dxdy =

∫ 3

0

(∫ 1√
3
(3−y)

−1√
3
(3−y)

yδ0 dx

)
dy

= δ0
2√
3

∫ 3

0
(3y− y2)dy = 3

√
3δ0

Daí se segue que y = Mx/m = 1. Finalmente, o centro de massa da chapa é o
ponto C = (x,y) = (0,1), como esperado. �

Mudança de variável I
A mudança de variável é uma ferramenta indispensável no estudo das integrais, e
tanto simples como múltiplas. A intenção geral dessas mudanças é simplificar o
integrando. No entanto, no caso da integral múltipla, é também importante simpli-
ficar a geometria do domínio, pois ela interfere diretamente no cálculo da integral.

Lembrando: mudança nas integrais simples
O melhor é começar com uma situação conhecida, que é a mudança de variável
nas integral simples.

Como exemplo, considere a função
f (x) =

√
R2 − x2, com R > 0 e x ∈ [−R,R],

e o problema de calcular

∫ R

−R
f (x)dx =

∫ R

−R

√
R2 − x2 dx.

−R R

A integral deve ser igual a πR2/2, que é a metade da área do disco de raio R,
uma vez que o gráfico da função f é o semicírculo superior de mesmo raio.

−π/2 θi−1 θi π/2

−R

xi−1

xi

R No entanto, o integrando
√

R2 − x2 não é
muito simpático, e as identidades trigonométricas
sugerem que ele pode ficar mais amigável com a
mudança x = g(θ) = Rsen(θ). Para que x perma-
neça no intervalo [−R,R], pode-se escolher θ no
intervalo [−π/2,π/2]. Veja a figura ao lado.

Assim, a mudança é g : [−π/2,π/2]→ [−R,R], com g(θ) = Rsen(θ).
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Para implementar essa mudança é necessário olhar para as somas de Riemann,
pois todas as propriedades da integral são consequências dessas somas.

Considere, então, a partição −π/2 = θ0 < θ1 < θ2 · · ·< θn = π/2 do intervalo
[−π/2,π/2], e indique por xi = g(θi) as imagens correspondentes. O passo im-
portante é comparar os tamanhos do domínio ∆θi = θi − θi−1 com os respectivos
tamanhos da imagem ∆xi = xi − xi−1, e para isso basta olhar para a derivada

lim
∆θ→0

g(θi−1 +∆θ)−g(θi−1)

∆θ
= g′(θi−1)

De fato, como g(θi−1+∆θ )−g(θi−1)
∆θ ≈ g′(θi−1) se ∆θ for pequeno, basta multiplicar

por ∆θ para obter que

g(θi−1 +∆θ)−g(θi−1)≈ g′(θi−1)∆θ .

Usando essa aproximação com ∆θ =∆θi, tem-se
que θi−1 +∆θi = θi, e, portanto,

∆xi = xi −xi−1 = g(θi)−g(θi−1)≈ g′(θi−1)∆θi (7.4)

aproximação tanto melhor quanto menor for ∆θi. A
figura ao lado ilustra essas aproximações. θi−1 θi

∆θi

xi−1

xi

∆xi g′(θi−1)∆θi

É isso o que é importante, que os tamanhos ∆xi e ∆θi possam ser comparados
por meio da derivada g′(θi−1).

A aproximação ∆xi ≈ g′(θi−1)∆θi é muitas vezes abreviada como dx= g′(θ)dθ ,
que é uma igualdade muito popular nos cursos de cálculo de uma variável.

Ótimo, a parte difícil, de comparação entre ∆xi e ∆θi, já está pronta, e pode-se
agora passar ao estudo das integrais propriamente ditas. Nesse sentido, a pergunta
agora é: seria possível escolher uma função (simpática!) h(θ) de maneira que

∫ π/2

−π/2
h(θ)dθ =

∫ R

−R
f (x)dx ?

−π/2 π/2O

h(θi−1)

θi−1 θi −R RO

f (xi−1)

xi−1 xi

R̂i Ri

A figura acima ilustra a pergunta, cuja resposta é mais fácil do que parece. De
fato, como g é crescente, a partição P̂ = {−π/2 = θ0 < θ1 < θ2 · · ·< θn = π/2}
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do intervalo [−π/2,π/2] induz a uma partição P = {−R = x0 < x1 · · ·< xn = R}
do intervalo [−R,R]. Além disso, com a notação da figura acima, a área de Ri é
f (xi−1)×∆xi. Assim, usando a aproximação ∆xi ≈ g′(θi−1)∆θi e que xi−1 = g(θi−1),
a área de Ri pode ser escrita em termos de θ como

f (xi−1)×∆xi ≈ f (g(θi−1))× [g′(θi−1)∆θi] = [ f (g(θi−1))g
′(θi−1)]×∆θi

Ora! Usando novamente a notação da figura, basta escolher a função
h(θ) = f (g(θ))g′(θ) para se ter que a área de R̂i esteja próxima da área de Ri,
aproximação tão melhor quanto menor forem os ∆θi. Essa é a escolha de h(θ) que
faz com que as área de R̂i e de Ri sejam próximas.

É também a escolha que faz com que as integrais sejam iguais. Isso porque,
em termos das somas de Riemann, as aproximações acima correspondem a

SR( f ,P) =
n

∑
i=1

f (xi−1)×∆xi ≈
n

∑
i=1

[ f (g(θi−1))g
′(θi−1)]×∆θi

=
n

∑
i=1

h(θi−1)×∆θi = SR(h,P̂)

É claro agora que, passando o limite com a ‖P̂‖→ 0, obtém-se que

∫ R

−R
f (x)dx =

∫ π/2

−π/2
h(θ)dθ =

∫ π/2

−π/2
f (g(θ))g′(θ)dθ

que é a conhecida fórmula de mudança de variáveis para as integrais simples.
Ótimo, mas h é uma função simpática? Sim, com certeza, uma vez que

g′(θ) = Rcos(θ) é positivo no intervalo (−π/2,π/2) e, portanto,

h(θ) = f (g(θ))g′(θ) =
√

R2 −R2 sen2(θ) Rcos(θ)

= R2|cos(θ)|cos(θ) = R2 cos2(θ)

Além disso, usando a identidade cos2(θ) = 1
2(1+ cos(2θ)), obtém-se finalmente

∫ R

−R
f (x)dx =

∫ π/2

−π/2
R2 cos2(θ)dθ =

1
2

R2
∫ π/2

−π/2
(1+ cos(2θ))dθ =

1
2

R2π

que é o valor esperado para a integral.
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Área de paralelogramos

A versão 2D da fórmula de mudança de variável faz uso do cálculo da área de um
paralelogramo, e vale lembrar rapidamente como esse cálculo é feito.

Considere o paralelogramo gerado pelos vetores não nulos P = (a,b) e
Q = (c,d), como ilustra a figura, que tem base ‖P‖ e altura h = ‖Q‖sen(θ), onde
θ é o ângulo entre os vetores. Daí se segue que a área A do paralelogramo é
dada por A = ‖P‖‖Q‖sen(θ). Essa área pode ser expressa apenas em termos das
coordenadas de P e Q como segue.

Lembrando da identidade 〈P,Q〉= ‖P‖‖Q‖cos(θ), obtém-se que

P

Q

‖P‖

‖Q
‖ h

θ

A2 = ‖P‖2‖Q‖2 sen2(θ)

= ‖P‖2‖Q‖2(1− cos2(θ))

= ‖P‖2‖Q‖2 −‖P‖2‖Q‖2 cos2(θ)

= ‖P‖2‖Q‖2 −〈P,Q〉2

Usando as coordenadas dos vetores e cancelando alguns termos, obtém-se a
surpreendente igualdade

A2 = (a2 +b2)(c2 +d2)− (ac+bd)2

= (ad)2 −2(ad)(bc)+ (bc)2 = (ad −bc)2 =

(
det

[
a b

c d

])2

que envolve o determinante da matriz cujas linhas são as coordenadas dos vetores.
Assim,

A =

∣∣∣∣det

[
a b

c d

]∣∣∣∣
o que é uma bonita interpretação geométrica do determinante.

Coordenadas polares
A área do disco pode ser calculada com uma substituição trigonométrica. Para o
volume da esfera, serão usadas as coordenadas polares, como a seguir.

A relação entre as coordenadas cartesianas (x,y) e as polares (r,θ) é dada por

x = r cos(θ) e y = r sen(θ) ,

cuja interpretação geométrica está ilustrada na figura abaixo.
A coordenada r é o raio, e é a distância do ponto (x,y) até a origem, uma vez

que x2 + y2 = r2(cos2(θ)+ sen2(θ)) = r2. Já a coordenada θ é o ângulo entre o
vetor (x,y) e o eixo Ox, uma vez que y/x = (r sen(θ))/(r cos(θ)) = tan(θ).
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r x

θ y

θ

r
g

No entanto, para que seja de fato uma mudança de coordenada, os valores de
(x,y) e (r,θ) devem ser escolhidos de modo que a função

g(r,θ) = (x(r,θ),y(r,θ)) = (r cos(θ),r sen(θ))

seja bijetiva com inversa contínua. Uma escolha usual para o domínio é
D̂ = {(r,θ);r > 0 e 0 < θ < 2π} e, para o contradomínio, D = g(D̂). Neste
caso D excluí o semieixo positivo S0 = {(x,0);x ≥ 0}, mas essa exclusão garante
que a cada (r,θ)∈ D̂ corresponde um único (x,y) ∈ D, e vice-versa. Além disso, a
passagem de uma coordenada para a outra se faz continuamente.

D̂

x

r

D
2π

yθ

P̂1

P1P̂2

P2

g

g−1

A figura acima ilustra as imagens g(P̂1) = P1 e g(P̂2) = P2 com as respecti-
vas transformações inversas g−1(P1) = P̂1 e g−1(P2) = P̂2. Da figura percebe-se a
importância de excluir os ângulos θ = 0 e θ = 2π do domínio D̂: se fossem incluí-
dos, a transformação inversa g−1 não seria contínua ao longo do semieixo positivo
S0 = {(x,0);x ≥ 0}.

� Exemplo 7.5 Considere o disco B = {(x,y);x2 + y2 ≤ R2} de centro na origem
e raio R > 0 e o semieixo positivo S0 = {(x,0);x ≥ 0}. Descreva o conjunto
Dd = B\S0 (o disco menos o semieixo) em coordenadas polares, isto é, determine
D̂d ⊂ D̂ tal que g(D̂d) = Dd �

Solução. A necessidade de excluir o semieixo S0 é para que o conjunto Dd esteja
na imagem da mudança g(r,θ). A figura a seguir ilustra a situação.

Da figura abaixo é claro que g(r,θ) = (x,y) ∈ Dd se, e somente se, 0 < r ≤ R

e 0 < θ < 2π . Assim, Dd = g(D̂d), onde D̂d = {(r,θ);0 < r ≤ R e 0 < θ < 2π}.
Nesse caso, diz-se que D̂d “ é ” o conjunto Dd em coordenadas polares. �
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R

x

r

r2π
y

θ

θ

g

Esse exemplo ilustra uma das vantagens das coordenadas polares: a menos
da exclusão de um semieixo, o disco Dd é descrito por meio do retângulo D̂d

e, em termos de integrais, o retângulo é bem mais simples que o disco. Essa
simplificação será importante a seguir.

Outro aspecto importante das coordenadas polares é as curvas coordenadas.
Uma dessas curvas corresponde a, por exemplo, fixar θ = θ0 e considerar a curva

P1(r) = g(r,θ0) = (x(r,θ0),y(r,θ0)) = (r cos(θ0),r sen(θ0))

na variável r. A imagem dessa curva é um raio que parte da origem e forma um
ângulo θ0 com a horizontal, conforme a figura a seguir.

r0

r0θ0

θ0

gr(r0,θ0)

gθ (r0,θ0)

g

Em um ponto r0 > 0, o vetor velocidade da curva P1 é dado por

P′
1(r0) = lim

∆r→0

P(r0 +∆r)−P(r0)

∆r
= lim

∆r→0

g(r0 +∆r,θ0)−g(r0,θ0)

∆r

= lim
∆r→0

(
x(r0 +∆r,θ0)− x(r0,θ0)

∆r
,

y(r0 +∆r,θ0)− y(r0,θ0)

∆r

)

= (xr(r0,θ0),yr(r0,θ0)) = (cos(θ0),sen(θ0))

onde xr e yr indicam as derivadas parciais em relação a r. É usual denotar esse
vetor velocidade com a notação P′

1(r0) = gr(r0,θ0) = (xr(r0,θ0),yr(r0,θ0)) para
indicar a derivada parcial de g(r,θ) na variável r. Com essa notação tem-se que

gr(r0,θ0) = lim
∆r→0

g(r0 +∆r,θ0)−g(r0,θ0)

∆r
(7.5)
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Analogamente, para r = r0 fixo, pode-se considerar a curva coordenada

P2(θ) = g(r0,θ) = (x(r0,θ),y(r0,θ)) = (r0 cos(θ),r0 sen(θ))

na variável θ , cuja imagem é o círculo de raio r0 e centro na origem, conforme
ilustra a figura anterior. De forma semelhante ao que se fez anteriormente, obtém-
se que o vetor velocidade desta curva em um ponto θ0 é dado por

P′
2(θ0) = gθ (r0,θ0) = (xθ (r0,θ0),yθ (r0,θ0)) = (−r0 sen(θ0),r0 cos(θ0))

As curvas coordenadas e seus respectivos vetores velocidades serão usados na
comparação entre áreas, a ser vista na próxima seção.

Comparação entre áreas

Como no caso de uma variável, um passo importante para a mudança de coordena-
das polares é a comparação entre o tamanho de uma pequena região R̂ do domínio
com o tamanho da sua imagem R. A figura a seguir ilustra essas regiões.

r r+∆r

θ

θ+∆θ

R̂

R

g(r,θ )

g(r+∆r,θ )

g(r,θ+∆θ )

g

Assim, o problema é comparar a área do retângulo R̂ = [r,r+∆r]× [θ ,θ +∆θ ]
com a área da sua imagem R = g(R̂), onde g(r,θ) = (x(r,θ),y(r,θ)) é a mudança
de coordenadas polares.

Com o auxílio da figura, a área da região R pode ser aproximada pela área do
paralelogramo gerado pelos vetores g(r+∆r,θ)− g(r,θ) e g(r,θ +∆θ)− g(r,θ).
Por outro lado, da igualdade em (7.5) segue-se que, se ∆r for pequeno, então pode-
se usar a aproximação

g(r0 +∆r,θ0)−g(r0,θ0)

∆r
≈ gr(r0,θ0)

Logo, multiplicando por ∆r, obtém-se que

g(r+∆r,θ)−g(r,θ) ≈ gr(r,θ)∆r = (xr(r,θ)∆r, yr(r,θ)∆r)

Analogamente, se ∆θ for pequeno, então

g(r,θ +∆θ)−g(r,θ)≈ gθ (r,θ)∆θ = (xθ (r,θ)∆θ , yθ (r,θ)∆θ)
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Destas aproximações, e do cálculo de área de paralelogramos obtido na seção
anterior, segue-se que (veja a figura acima)

área deR ≈ área do paralelogramo gerado pelos vetores

(xr(r,θ)∆r, yr(r,θ)∆r) e (xθ (r,θ)∆θ , yθ (r,θ)∆θ)

=

∣∣∣∣det

[
xr(r,θ)∆r yr(r,θ)∆r

xθ (r,θ)∆θ yθ (r,θ)∆θ

]∣∣∣∣=
∣∣∣∣det

[
xr(r,θ) yr(r,θ)
xθ (r,θ) yθ (r,θ)

]∣∣∣∣∆r∆θ

= |Jg(r,θ)| área deR̂

onde Jg(r,θ) é o determinante jacobiano da mudança de coordenadas. Lembrando
que x(r,θ)=r cos(θ) e y(r,θ)=r sen(θ), um cálculo rápido mostra que J(r,θ)=r.

Esta é a comparação que se estava procurando: a área da imagem é aproxi-
madamente a área do domínio multiplicada pelo jacobiano. Esta comparação faz,
para as integrais múltiplas, o mesmo papel que a comparação em (7.4) faz para
as integrais simples, e é fundamental para a fórmula de mudança de variáveis nas
integrais duplas, a ser obtida na próxima seção.

Fórmula de mudança de variáveis

Com as coordenadas polares, é possível fazer um paralelo entre o cálculo da área
do disco, feito no início da seção, e o cálculo do volume da esfera, feito a seguir.

Considere a função f (x,y) =
√

R2 − x2 − y2

definida no disco B = {(x,y); x2 +y2 ≤ R2}, com
R > 0. O gráfico de f é o hemisfério superior da
esfera de raio R, e, portanto, a integral
∫∫

B
f (x,y)dxdy =

∫∫

B

√
R2 − x2 − y2 dxdy.

R

deve ser igual a 2πR3/3, que é a metade do volume da esfera. No entanto, o
integrando

√
R2 − x2 − y2 não é muito simpático, e as identidades trigonométricas

sugerem que ele pode ficar mais amigável com uma mudança de coordenadas.
Considere então a mudança de coordenadas polares g : B̂ → B definida no re-

tângulo B̂ = {(r,θ);0 < r ≤ R e 0 < θ < 2π}. Rigorosamente falando, e de
acordo com o Exemplo 7.5, a imagem g(B̂) não é todo o disco B, pois exclui o se-
mieixo S0 = {(x,0);x ≥ 0}. No entanto, por ser apenas uma linha, S0 pode ser
excluído sem prejuízo para o cálculo da integral. Com essa notação a pergunta
importante é: seria possível escolher uma função (simpática!) h(r,θ) de modo que
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∫∫

B̂
h(r,θ)drdθ =

∫∫

B
f (x,y)dxdy ? (7.6)

As figuras abaixo ilustram a pergunta, cuja resposta é mais fácil do que parece.
A figura da esquerda ilustra o sólido P̂, cuja base é o retângulo
R̂ = [r,r +∆r]× [θ ,θ +∆θ ] e cuja altura é a função a ser escolhida h(r,θ). A
figura da direita ilustra o sólido P, cuja base é a imagem R = g(R̂) e cuja altura é
f (x,y), onde (x,y) = g(r,θ)).

P̂
P

h(r,θ )
f (x,y)

∆θ
∆θ∆r ∆r

Em relação aos volumes de P̂ e P, como área de R ≈ |detJ(r,θ)|∆r∆θ , segue-
se que o volume de P pode ser descrito em termos das variáveis r e θ na forma

f (x,y)× área de R ≈ f (g(r,θ))× [|det J(r,θ)|∆r∆θ ]

= [ f (g(r,θ))|det J(r,θ)|]×∆r∆θ (7.7)

Ora! Basta então escolher a função h(r,θ) = f (g(r,θ))|J(r,θ)| para se ter
que o volume de P̂ seja aproximadamente igual ao volume de P, aproximação tão
melhor quanto menor forem ∆r e ∆θ . Essa é a escolha que faz com que os volumes
de P̂ e de P sejam próximos.

É também a escolha de h(r,θ) que faz com que as integrais em (7.6) se-
jam iguais. De fato, com partições P̂1 = {0 = r0 < r1 < r2 · · · < rm = R} e
P̂2 = {0 = θ0 < θ1 < θ2 · · · < θn = 2π}, constrói-se a partição produto
P̂ = P̂1×P̂2 do retângulo B̂, que corresponde à união de todos os sub-retângulos
R̂i j = [ri−1,ri]× [θ j−1,θ j]. A partição P̂ induz uma outra partição P da imagem
g(B̂), que corresponde à união de todas as sub-regiões Ri j = g(R̂i j).

Usando a aproximação em (7.7) com a notação ∆ri = ri − ri−1 e
∆θ j = θ j − θ j−1, e indicando por (xi−1,y j−1) = g(ri−1,θ j−1), a relação entre as
somas de Riemann dessas partições é

SR( f ,P) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (xi−1,y j−1)× área de Ri j
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≈
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (g(ri−1,θ j−1))|J(ri−1,θ j−1)|×∆ri∆θ j

=
m

∑
i=1

n

∑
j=1

h(ri−1,θ j−1)×∆ri∆θ j = SR(h,P̂)

É claro agora que, passando o limite com ‖P̂‖ → 0, obtém-se que
∫∫

B
f (x,y)dxdy =

∫∫

B̂
h(r,θ)drdθ =

∫∫

B̂
f (g(r,θ))|J(r,θ)|drdθ

que é a fórmula de mudança de variáveis para as integrais duplas. Essa é uma
fórmula importante, e será usada ao longo de todo o restante do texto.

Ótimo, mas h é uma função simpática? Sim, com certeza, pois

h(r,θ) = f (g(r,θ))|J(r,θ)| =
√

R2 − r2(cos2(θ)+ sen2(θ)) r =
√

R2 − r2 r

onde foi usado que |J(r,θ)| = r. Além disso, como B̂ é um retângulo, usando a
mudança u = R2 − r2, obtém-se finalmente

∫∫

B
f (x,y)dxdy =

∫∫

B̂

√
R2 − r2 r drdθ =

∫ 2π

0

(∫ R

0

√
R2 − r2 r dr

)
dθ

=
∫ 2π

0

(
1
2

∫ R2

0
u1/2 du

)
dθ =

∫ 2π

0

(
1
3

R3
)

dθ =
2
3

πR3

que é o valor esperado para a integral.

Mudança de variável II
Depois das primeiras motivações, é hora de olhar com detalhes para a fórmula de
mudança de variáveis. Será visto que ela é bastante geral, que pode ser aplicada a
uma variedade de situações, e capaz de realizar “mágicas” inacreditáveis!

Coordenadas polares
Foi visto que, para r > 0 e 0 < θ < 2π , as coordenadas polares (r,θ) estão relaci-
onadas com as coordenadas cartesianas (x,y) = (x(r,θ),y(r,θ)) pelas igualdades

g(r,θ) = (x(r,θ),y(r,θ)) = (r cos(θ),r sen(θ))
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r x

θ

y

θ

r
g

Foi introduzido ainda o jacobiano Jg(r,θ)=det

[
xr(r,θ) yr(r,θ)
xθ (r,θ) yθ (r,θ)

]
= r, que

é o fator de comparação entre áreas de pequenas figuras dos planos Orθ e Oxy.

A partir das coordenadas polares, a fórmula
de mudança de variáveis foi introduzida na seção
anterior usando o cálculo do volume da esfera
como exemplo. Para isso, foi escolhido o retân-
gulo D̂ = (0,R)× (0,2π) em coordenadas pola-
res, cuja imagem D = g(D̂) é o disco de raio R

menos a parte não negativa do eixo Ox. R

Usando somas de Riemann e o jacobiano Jg(r,θ), foi visto que vale a igualdade
∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫∫

D̂
f (g(r,θ))|Jg(r,θ)|drdθ (7.8)

onde f (x,y) =
√

R2 − x2 − y2 é a função cujo gráfico é o hemisfério superior da
esfera de raio R, e, portanto, a integral acima é a metade do volume desta esfera.

A igualdade em (7.8) é a fórmula de mudança de variável aplicada a este exem-
plo. O importante é que, como visto na seção anterior, a integral do lado esquerdo
é muito difícil, enquanto que a do lado direito é muito fácil de ser calculada.

Mais adiante será visto que a fórmula (7.8) pode ser aplicada a uma variedade
de situações. Antes, porém, vale ilustrar o uso dessa fórmula no caso em que D̂

não é um retângulo.

� Exemplo 7.6 Calcule a densidade média da chapa D limitada pelo círculo
x2 + y2 = 4y com densidade δ (x,y) =

√
x2 + y2

�

θ

r
2

Solução. Completando quadrado, a equação
x2 + y2 = 4y é equivalente a

4 = 4−4y+ y2 + x2 = (y−2)2 + x2 ,

cujo gráfico é o círculo de raio 2 e centro (0,2).
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Agora já se pode inferir que a densidade média deve estar entre 2 e 4. Isso
porque a chapa é mais leve na origem, em que δ (0,0) = 0. A partir desse ponto, a
densidade aumenta com a distância do ponto à origem, alcançando o valor máximo
no ponto (0,4) em que a densidade é δ (0,4) = 4. Além disso, a região da chapa
com densidade maior que 2 tem área maior do que a região com densidade menor
que 2. Assim, o valor médio da densidade deve ser maior do que 2.

Para verificar essa expectativa, o próximo passo é descrever D em coorde-
nadas polares. Para isso, substituindo r2 = x2 + y2 e y = r sen(θ) na equação
x2 + y2 = 4y, obtém-se que r = 4sen(θ). Com o auxílio da figura, segue-se en-
tão que D é descrito como

D̂ = {(r,θ); 0 < θ < π e 0 < r < 4sen(θ)}

r
r

θ

θ

π

4sen(θ ) 4

2g

A figura acima ilustra a relação entre D̂ e D. Usando essa descrição de D̂, e a
fórmula de mudança de variável, a massa M da chapa pode ser calculada como

M =

∫∫

D
δ (x,y)dxdy =

∫∫

D̂
δ (r cos(θ),r sen(θ)) r drdθ

=

∫ π

0

(∫ 4sen(θ )

0
r2 dr

)
dθ =

∫ π

0

(
43

3
sen3(θ)

)
dθ

=
43

3

∫ π

0
(1− cos2(θ))sen(θ)dθ =

43

3

∫ 1

−1
(1−u2)du =

43

3
4
3
=

256
9

Finalmente, como a área de D é A = π22, a densidade média da chapa é igual a
δ0 =

M
A
= 64

9π ≈ 2,26, valor que está de acordo com a expectativa inicial. �

Caso geral
Indique por (u,v) as coordenadas de um domínio D̂ e por (x,y) as coordenadas de
outro domínio D. Uma função g : D̂→D é uma regra que a cada (u,v) ∈ D̂ associa-
se um único (x,y) = g(u,v) ∈ D. Nesse caso, as coordenadas x = x(u,v) e y =
y(u,v) são funções de (u,v), e a função g é indicada por g(u,v) = (x(u,v),y(u,v)).
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Definição 7.1 A função g : D̂ → D é uma mudança de variável se for bijetiva
com inversa contínua, as funções x(u,v) e y(u,v) forem diferenciáveis e, além
disso, Jg(u,v) 6= 0 para todo (u,v) ∈ D̂, onde

Jg(u,v) = det

[
xu(u,v) yu(u,v)
xv(u,v) yv(u,v)

]

A condição de continuidade da inversa é para que seja possível tanto ir de D̂

para D como também voltar de D para D̂ de forma contínua.

� Exemplo 7.7 Seja D a chapa no primeiro quadrante limitada pelas retas y = x e
y = 4x e pelas hipérboles xy = 1 e xy = 9. Use uma mudança de coordenadas para
descrever D em termos de um domínio retangular. �

Solução. A primeira observação é que y/x é constante ao longo das retas e xy

é constante ao longo das hipérboles. Assim, uma escolha natural seria y/x = u e
xy = v. Isso porque, por exemplo, a hipérbole xy = 1 corresponderia à reta v = 1
no plano Ouv, e analogamente para os outros casos. Segue-se que o domínio D̂

seria um retângulo no plano Ouv.
No entanto, apenas por facilidade, as escolhas mais convenientes são y/x = u2

e xy = v2, com u > 0 e v > 0. De fato, nesse caso, expressando x e y como funções
de u e v, obtém-se que x = v/u e y = uv. Além disso, as retas y/x = 1 e y/x = 4
no plano Oxy correspondem às retas u = 1 e u = 2 no plano Ouv, e as hipérboles
xy = 1 e xy = 9 correspondem às retas v = 1 e v = 3. Veja a figura.

1 2 u

1

3
v

D̂
g

D

x

y

y
=

x

y
=

4x

xy
=

1

xy
=

9

Assim, com D̂ = [1,2]× [1,3], a função g : D̂ → D, g(u,v) = (v/u,uv), é bije-
tiva com jacobiano

Jg(u,v) = det

[
xu(u,v) yu(u,v)
xv(u,v) yv(u,v)

]
= det

[
−v/u2 v

1/u u

]
=−2v

u
6= 0 ∀ (u,v)∈D

É também claro que as funções x(u,v) = v/u e y(u,v) = uv são diferenciáveis
em D̂ e que a função inversa g−1 : D → D̂, g−1(x,y) = (

√
y/x),

√
xy), é contínua.

Isso conclui a verificação de que g é uma mudança de coordenadas que descreve
D em termos de um domínio retangular D̂. �
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Voltando ao caso geral, a condição de que Jg(u,v) não se anule em D̂ é para que
seja possível comparar áreas do domínio com áreas da imagem. Essa comparação
é feita por meio dos vetores velocidades das curvas coordenadas u 7→ g(u,v0) (com
v0 fixo) e v 7→ g(u0,v) (com u0 fixo). A figura seguinte ilustra essas curvas.

u0

v0

u

v

x

y

g
v (u

0 ,v
0 )

g(u
0 ,v)

gu
(u0,

v0)
g(u,

v0)

g

Ilustra também os respectivos vetores velocidade, que são dados por

gu(u0,v0) = lim
∆u→0

g(u0 +∆u,v0)−g(u0,v0)

∆u
(7.9)

gv(u0,v0) = lim
∆v→0

g(u0,v0 +∆v)−g(u0,v0)

∆v

Considere agora um pequeno retângulo R̂ = [u,u+∆u]× [v,v+∆v] no domínio
D̂ e indique por R = g(R̂) a sua imagem, conforme ilustra a figura a seguir.

u u+∆u

v

v+∆v

R̂ R

g(u,v)

g(u,v+∆v) g(u+∆u,v)g

Com o auxílio da figura, a área de R pode ser aproximada pela área do para-
lelogramo gerado pelos vetores g(u+∆u,v)−g(u,v) e g(u,v+∆v)−g(u,v). Por
outro lado, se ∆u e ∆v forem pequenos, das definições em (7.9) segue-se que

g(u+∆u,v)−g(u,v) ≈ gu(u,v)∆u e g(u,v+∆v)−g(u,v) ≈ gv(u,v)∆v

Daí que a área de R pode ser aproximada pela área do paralelogramo gerado por

gu(u,v)∆u = (xu(u,v)∆u,yu(u,v)∆u) e gv(u,v)∆v = (xv(u,v)∆v,yv(u,v)∆v)
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Ora! Essa área é o módulo do determinante da matriz cujas linhas são esses vetores:

Área de R ≈
∣∣∣∣det

[
xu(u,v)∆u yu(u,v)∆u

xv(u,v)∆v yv(u,v)∆v

]∣∣∣∣

=

∣∣∣∣det

[
xu(u,v) yu(u,v)
xv(u,v) yv(u,v)

]∣∣∣∣∆u∆v = |Jg(u,v)|∆u∆v (7.10)

Resumindo, tem-se que Área de R ≈ |Jg(u,v)|Área de R̂, e essa aproximação
justifica a importância do jacobiano Jg(u,v) não se anular em D̂, para não prejudi-
car a comparação entre áreas. Além disso, essa aproximação é o passo-chave para
se deduzir a fórmula de mudança de variáveis.

� Exemplo 7.8 Com a mudança do exemplo anterior, compare as áreas de
R1=g(R̂1) e R2=g(R̂2), onde R̂1=[1, 1,1]× [1, 1,1] e R̂2=[1, 1,1]× [2,9 ,3] �

Solução. A mudança é g(u,v) = (v/u,uv) com Jg(u,v) =−2v/u.

R̂1

R̂2

R1

R2
g

R̂1 corresponde ao ponto (1,1) com lados ∆u = ∆v= 0,1. Como Jg(1,1) =−2,
segue-se que área de R1 ≈ |Jg(1,1)|∆u∆v = 2 ·0,1 ·0,1 = 0,02.

Já R̂2 corresponde a (1, 2,9) com lados ∆u = ∆v = 0,1. Como Jg(1, 2,9) =
−5,8, segue-se que área de R2 ≈ |Jg(1, 2,9)|∆u∆v = 5,8 ·0,1 ·0,1 = 0,058.

Assim, apesar de as áreas de R̂1 e R̂2 serem iguais, a área de R2 = g(R̂2) é
quase o triplo da área de R1 = g(R̂1). Isso ilustra o quanto as mudanças podem
alterar as áreas. �

Fórmula de mudança de coordenadas

Com a notação da seção anterior, em que g : D̂ → D é uma mudança de coordena-
das genérica, suponha que f : D→R seja integrável. Suponha ainda que, apesar de
integrável, seja importante procurar maneiras de simplificar o cálculo da integral.
Nesse sentido, uma pergunta interessante é: seria possível escolher uma função
simpática h(u,v) de maneira que

∫∫

D̂
h(u,v)dudv =

∫∫

D
f (x,y)dxdy ?
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Essa pergunta é a mesma da seção anterior e, como antes, tem uma resposta
afirmativa. De fato, nas figuras abaixo, a da esquerda ilustra o sólido P̂, cuja base
é o retângulo R̂ = [u,u+∆u]× [v,v+∆v] e cuja altura é a função a ser escolhida
h(u,v). A figura da direita ilustra o sólido P, cuja base é a imagem R = g(R̂) e cuja
altura é f (x,y), onde (x,y) = g(u,v).

P̂

h(u,v)

uu+∆u

v v+∆v

f (x,y)

P

Da comparação entre áreas obtida em (7.10) segue-se que o volume de P pode
ser descrito em termos das variáveis u e v na forma

f (x,y)× área de R ≈ f (g(u,v))× [|detJg(u,v)|∆u∆v]

= [ f (g(u,v))|det Jg(u,v)|]×∆u∆v. (7.11)

Ora! Basta então escolher a função h(u,v) = f (g(u,v))|Jg(u,v)| para se ter
que o volume de P̂ seja aproximadamente igual ao volume de P, aproximação tão
melhor quanto menor forem ∆u e ∆v. Essa é a escolha que faz com que os volumes
de P̂ e de P sejam próximos.

É também a escolha que faz com que as integrais sejam iguais. De fato, seja
P̂ uma partição do domínio D̂ que consiste da união de todos os sub-retângulos
da forma R̂i j = [ui−1,ui]× [v j−1,v j]. A partição P̂ induz uma outra partição P da
imagem g(D̂), que corresponde à união de todas as sub-regiões Ri j = g(R̂i j).

Usando a aproximação em (7.10) com ∆ui = ui − ui−1 e ∆v j = v j − v j−1, e
indicando por (xi−1,y j−1) = g(ui−1,v j−1), a relação entre as somas de Riemann
dessas partições é

SR( f ,P) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (xi−1,y j−1)× área de Ri j

≈
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (g(ui−1,v j−1))|Jg(ui−1,v j−1)|×∆ui∆v j

=
m

∑
i=1

n

∑
j=1

h(ui−1,v j−1)×∆ui∆v j = SR(h,P̂)
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É claro agora que, passando o limite com ‖P̂‖→ 0, obtém-se que
∫∫

D
f (x,y)dxdy =

∫∫

D̂
h(u,v)dudv =

∫∫

D̂
f (g(u,v))|J(u,v)|dudv

que é a fórmula de mudança de variáveis para as integrais duplas. Essa fórmula
abre a possibilidade de, escolhendo-se criteriosamente a mudança g, fazer com
que a integral do lado direito seja mais fácil de calcular do que a do lado esquerdo.
Veja o próximo exemplo.

� Exemplo 7.9 Seja D a chapa do Exemplo 7.7. Calcule o centro de massa da chapa
supondo que ela tenha densidade δ (x,y) =

√
y/x. �

1/2 1 3/2 3

Solução. A figura ilustra novamente a chapa D, que é a
união de três domínios na forma Rx. Assim, um cálculo direto
seria longo e trabalhoso, pois seria necessário o cálculo de
três integrais, e cada uma delas deveria ser dividida em outras
três partes.

Vale então usar a mudança g : D̂→D do Exemplo 7.7, onde
D̂ = [1,2]× [1,3] e g(u,v) = (v/u,uv) com Jg(u,v) =−2v/u.
Assim, lembrando que y/x = u2 e usando que δ (x,y) =√

y/x, segue-se que δ (g(u,v))|Jg(u,v)| = u2v
u
= 2v.

Daqui, e da fórmula de mudança de variáveis, obtém-se que a massa é

M =
∫∫

D
δ (x,y)dxdy =

∫∫

D̂
δ (g(u,v))|Jg(u,v)|dudv

=

∫∫

D̂
2vdudv =

∫ 3

1

(∫ 2

1
2vdu

)
dv =

∫ 3

1
2vdv = v2

∣∣∣
3

1
= 8

Como x = v/u, o momento de massa em relação a Oy é

My =
∫

D
xδ (x,y)dxdy =

∫∫

D̂

v

u
2vdudv

=

∫ 3

1

(∫ 2

1

2v2

u
du

)
dv = ln(2)

∫ 3

1
2v2 dv = 2ln(2)

26
3

Analogamente, como y = uv, o momento de massa em relação a Ox é
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Mx =

∫

D
yδ (x,y)dxdy =

∫∫

D̂
uv2vdudv

=

∫ 3

1

(∫ 2

1
2uv2 du

)
dv = 3

∫ 3

1
v2 dv = 26

Destes cálculos segue-se que as coordenadas x e y do
centro de massa da chapa são dadas por

x =
My

M
≈ 1,50 e y =

Mx

M
≈ 3,25 x

y

O ponto (x,y) está ilustrado acima juntamente com a chapa D, e da ilustração
conclui-se que os cálculos estão bem coerentes. �

Exercícios
1) Considere a chapa D limitada pela elipse x2 − xy+ y2 = 2, conforme figura, e
suponha que D tenha densidade δ (x,y) = x2 − xy+ y2. Indique por M a massa e
por C = (x,y) o centro de massa de D. Escolhendo a > 0 e b > 0 apropriados, a
mudança (x,y)=g(u,v)=(au−bv,au+bv) transforma D em um disco unitário D̂

nas variáveis u e v. Julgue os itens a seguir.

C E a) O jacobiano Jg(u,v) não depende das variáveis u e v.

C E b) Nas novas variáveis tem-se que
M =

∫∫
D̂
(a2u2 +3b2v2)dudv.

C E c) As escolhas apropriadas são a =
√

2/3
e b =

√
2.

C E d) Calculando, obtém-se que M > 2π .

C E e) O centro de massa é tal que x > y.

x

y

2) Seja D ⊂ R
2 a chapa no primeiro quadrante limitada pelas parábolas y = x2,

y = 8x2 e pelas hipérboles xy = 1, xy = 27, e com densidade δ (x,y) = (y/x2)1/3

kg/m2. Definindo as variáveis u > 0 e v > 0 tais que x = u/v e y = u2v, obtém-se
uma mudança de variáveis g : D̂ → D, onde D̂ é tal que g(D̂) = D.
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O

a) A partir do esboço da chapa ao lado, determine
as coordenadas de todos os pontos de interse-
ção das curvas que limitam a região.

b) Do item anterior, obtenha a e b tais que
a ≤ y ≤ b para todo (x,y) ∈ D.

c) Descreva do domínio D̂.

d) Calcule a massa M de D.

e) Calcule agora a coordenada y do centro de massa de D e verifique se o
resultado está de acordo com aqueles do item b).

3) Em um sistema Oxy em que o Sol está na origem O , indique por
P(t) = (x(t),y(t)) a posição da Terra no tempo t, e por x(t) = r(t)cos(θ(t)) e
y(t) = r(t)sen(θ(t)) as coordenadas polares de P(t). Indique ainda por A(α) a
área varrida pelo raio vetor da Terra entre os ângulos 0 e α , conforme figura. Como
a gravidade é uma força central, pode-se mostrar que o momento angular é conser-
vado, isto é, que r2(t)θ ′(t) = K, onde K 6= 0 é uma constante.

a) Justifique a afirmação de que a função θ = θ(t)
tem inversa t = t(θ), e, portanto, o raio r(t)
pode ser expresso em função do ângulo θ , isto
é, r(t) = r(t(θ)) = r(θ).

b) Usando as variáveis r e θ , obtenha a expressão
da função A(α) em termos de uma integral no
intervalo [0,α ].

θ

α

r

x

y

c) Supondo que α = θ(t), obtenha a expressão da comporta A(α) = A(θ(t)).

d) A função A(t) = A(θ(t)) fornece a área varrida pelo raio vetor em termos
do tempo t. Calcule a derivada A′(t) dessa função.

e) Usando o item anterior, conclua que A(t) pode ser expressa apenas em ter-
mos dos dados fornecidos no enunciado. Em seguida, use essa expressão
para demonstrar a 2a Lei de Kepler: o raio vetor da Terra varre áreas iguais
em tempos iguais.
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4) Um modelo simplificado para estimar o volume de um lago é assumir que a sua

superfície seja limitada pela elipse x2

a2 +
y2

b2 = 1 e que a profundidade em cada ponto

(x,y) da superfície seja dada pela função p(x,y) = H cos

(
π
2

√
x2

a2 +
y2

b2

)
, em que

H é a profundidade máxima. Uma vez estimado o volume, a profundidade média
é a razão entre o volume e a área da superfície do lago.

a b

a) Expresse o volume V do lago por meio de
uma integral dupla.

b) Use uma mudança de variáveis para trans-
formar a integral do item anterior em uma
integral sobre um disco de raio um.

c) Calcule o volume do lago usando o item b).

d) Calcule a área A da superfície do lago.

e) Verifique que a altura média do lago é independente das constantes a e b.



8 Integrais triplas

Integrais em três variáveis
A motivação usual de áreas e volumes deixa de ser natural para as integrais triplas.
Isso porque, para funções de três variáveis, a região abaixo do gráfico está em R

4 e
não pode ser visualizada, o que prejudica a motivação. Daí ter sido escolhida uma
motivação diferente, como a seguir.

Pressão atmosférica

A pressão atmosférica em um ponto da superfície da Terra corresponde à pressão
que a coluna de ar imediatamente acima deste ponto exerce sobre ele. A pressão,
por sua vez, corresponde ao peso da coluna de ar por unidade de área.

A pressão atmosférica padrão é 101.325 N/m2. Assim, indicando por g≈ 9,8 a
aceleração da gravidade, a coluna de ar acima de um metro quadrado exerce sobre
ele uma força de F =101.325 N, e a massa dessa coluna é F/g≈10.340 kg.

Um estudo mais detalhado requer que se saiba calcu-
lar a massa de regiões da atmosfera. O interessante desse
cálculo é que a densidade varia enormemente, e principal-
mente com a altitude. Por exemplo, na superfície da Terra,
o volume de 1 m3 de ar tem massa de 1,2 kg. Já a uma
altitude de 10.000 m a massa deste mesmo volume é de
0,41 kg, uma redução de quase 2/3 da massa original.

A atmosfera alcança 100.000 m, e modelar a densidade nesta extensão é difícil.
Mas, até uma altitude de 30.000 m, a densidade pode ser modelada como segue.

Considere a região Q de 1 m2 de base e com altura de 30.000 m, isto é,
Q = {(x,y,z);0 ≤ x ≤ 1,0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ 30.000}
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Um bom modelo para a densidade dessa região é o polinômio
δ (x,y,z) = a− bz+ cz2 − dz3, em unidades de kg/m3 e com coeficientes dados
por a = 1,2, b = 1,096× 10−4, c = 0,342× 10−8 e d = 0,036× 10−12. A figura
a seguir ilustra a variação da densidade em relação à altitude, de onde se percebe
que ela decresce rapidamente de δ (0,0,0) = 1,2 para δ (0,0,30.000) ≈ 0,02.

10.000 20.000 30.000
0,02

0,40

0,80

1,20
O problema é o de calcular a massa de Q com

essa densidade variável. A dificuldade, claro, é
que a densidade não é constante, e a massa M não
pode ser calculada imediatamente.

Em uma primeira estimativa, ela pode ser
aproximada notando que, como o volume é de
30.000m3 e 0,02≤δ (x,y,z)≤1,20, segue-se que

600 = 0,02×30.000 ≤ M ≤ 1,20×30.000 = 36.000

Bem, essa estimativa não chega a ser emocionante! Mas, como antes, o segredo
está em dividir Q em paralelepípedos menores, e aplicar o passo acima em cada
um desses pequenos paralelepípedos. As figuras seguintes ilustram essas divisões.

Em geral, sejam P1 = {0 = x0 < x1 < · · ·< xm−1 < xm = 1} uma partição de
[0,1] ao longo do eixo Ox; P2 = {0= y0 < y1 < · · ·< yn−1 < yn = 1} uma partição
de [0,1] ao longo do eixo Oy; e P3 = {0 = z0 < z1 < · · · < zk−1 < zp = 30.000}
uma partição de [0,30.000] ao longo do eixo Oz.

Indique por ∆xi = xi−xi−1, ∆y j = y j −y j−1 e ∆zk = zk−zk−1 os comprimentos
dos respectivos intervalos, e lembre-se de que a norma ‖P1‖ da partição P1 é o
maior dos comprimentos ∆xi, e analogamente para P2 e P3.

A partição P = P1 ×P2 ×P3 do domínio Q corresponde a fazer o produto
cartesiano Ri jk = [xi−1,xi]× [y j−1,y j]× [zk−1,zk], obtendo paralelepípedos Ri jk de
volumes ∆xi ∆y j ∆zk. A norma dessa partição é o número

‖P‖=
√

‖P1‖2 +‖P2‖2 +‖P3‖2

de modo que ‖P‖ → 0 se, e somente se, ‖P1‖→ 0, ‖P2‖ → 0 e ‖P3‖ → 0.
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Resta ainda escolher pontos si ∈ [xi−1,xi], t j ∈ [y j−1,y j] e uk ∈ [zk−1,z j], e com
eles montar a soma de Riemann correspondente, que é dada por

SR(δ ,P) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

p

∑
k=1

δ (si, t j,uk)∆xi ∆y j ∆zk (8.1)

Cada termo dessa soma representa a massa de um paralelepípedo de densidade
δ (si, t j,uk) e volume ∆xi ∆y j ∆zk, e a soma dessas massas é uma aproximação para
a massa de Q, aproximação tão melhor quanto menor for a norma da partição P .

Matematicamente falando, as somas acima em nada diferem das somas de Rie-
mann das integrais duplas, e está-se lidando essencialmente com o mesmo objeto,
com as mesmas propriedades. Ao invés de um significado geométrico, agora as
somas têm um significado físico, e um significado tão importante quanto antes.

Como nas outras integrais, a integral tripla é definida como sendo o
∫∫∫

Q
δ (x,y,z)dxdydz = lim

‖P‖→0
SR(δ ,P)

Esse limite de fato existe, e por construção é exatamente a massa da região Q!
Falta agora como calcular esse limite, o que será feito na próxima seção.

Integrais iteradas

Como as duplas, as integrais triplas podem ser calculadas por meio das integrais
iteradas. De fato, considerando a partição P = P1 ×P2 ×P3 anterior, e reorga-
nizando a soma em (8.1), obtém-se

n

∑
j=1

m

∑
i=1

p

∑
k=1

δ (si, t j,uk)∆xi ∆y j ∆zk =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

(
p

∑
k=1

δ (si, t j,uk)∆zk

)
∆xi ∆y j (8.2)

o que corresponde a, primeiro, fixar os índices i e j e somar em k, e só depois
somar em i e j. Organizada nesta forma, a soma interna ∑

p
k=1 δ (si, t j,uk)∆zk é uma

soma de Riemann da função de uma variável g(z) = δ (si, t j,z). Assim, passando
ao limite com ‖P3‖ → 0, obtém-se que

(
lim

‖P3‖→0

p

∑
k=1

δ (si, t j,uk)∆zk

)
∆xi∆y j =

(∫ 30.000

0
δ (si, t j,z)dz

)
∆xi∆y j

= G(si, t j)∆xi∆y j

onde foi usada a notação G(x,y) =
∫ 30.000

0 δ (x,y,z)dz.
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O termo G(si, t j)∆xi∆y j é uma aproximação para
a massa da coluna de ar que está sobre o retângulo
[xi−1,xi]× [y j−1,y j] e de altura igual à do sólido Q,
conforme ilustra a figura ao lado.

O próximo passo é somar essas aproximações,
passo que, surpreendentemente, resulta em uma soma
de Riemann de G(x,y)! De fato, até aqui se tem que

lim
‖P3‖→0

n

∑
j=1

m

∑
i=1

(
p

∑
k=1

δ (si, t j,uk)∆zk

)
∆xi ∆y j

=
n

∑
j=1

m

∑
i=1

(
lim

‖P3‖→0

p

∑
k=1

δ (si, t j,uk)∆zk

)
∆xi∆y j

=
n

∑
j=1

m

∑
i=1

(∫ 30.000

0
δ (xi,y j,z)dz

)
∆xi∆y j

=
n

∑
j=1

m

∑
i=1

G(xi, t j)∆xi∆y j (8.3)

onde (8.3) é uma soma de Riemann de G(x,y) associada à partição P1 ×P2 do
domínio D = [0,1]× [0,1], soma que está relacionada com a integral dupla. Assim,
como ‖P‖ → 0 se, e somente se, ‖P1 ×P2‖ → 0 e ‖P3‖ → 0, segue-se que

∫∫∫

Q
δ (x,y,z)dxdydz = lim

‖P‖→0

n

∑
j=1

m

∑
i=1

p

∑
k=1

δ (si, t j,uk)∆xi ∆xi ∆y j

= lim
‖P1×P2‖→0

n

∑
j=1

m

∑
i=1

(
lim

‖P3‖→0

p

∑
k=1

δ (si,y j,uk)∆zk

)
∆xi ∆y j

= lim
‖P1×P2‖→0

n

∑
j=1

m

∑
i=1

G(si, t j)∆xi ∆y j =

∫∫

D
G(x,y)dxdy

Essa igualdade torna muito fácil o cálculo das integrais triplas: basta calcu-
lar a integral simples em uma das variáveis para reduzir o problema à situação
conhecida de uma integral dupla.

No exemplo em estudo, em que δ (x,y,z) = a−bz+ cz2 −dz3, tem-se que
∫ 30.000

0
δ (x,y,z)dz =

(
az− 1

2
bz2 +

1
3

cz3 − 1
4

dz4
)∣∣∣

3×104

0
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=

(
a− 1

2
bz+

1
3

cz2 − 1
4

dz3
)

z

∣∣∣
3×104

0

=

(
a− 3

2
b×104 +

32

3
c×108 − 33

4
d ×1012

)
3×104

Usando os valores de a = 1,2, b = 1,096 × 10−4, c = 0,342 × 10−8 e d =
0,036×10−12 dados no início da seção, obtém-se que

∫ 30.000

0
δ (x,y,z)dz =

(
1,2− 3

2
1,096+

32

3
0,342− 33

4
0,036

)
3×104 = 10.170

Finalmente, como D = [0,1]× [0,1] tem área 1, a massa M da região Q é

M =

∫∫∫

Q
δ (x,y,z)dxdydz =

∫∫

D

(∫ 30.000

0
δ (x,y,z)dz

)
dxdy

=

∫∫

D
10.170dxdy = 10.170

Esse valor deve ser comparado com a massa de 10.340 kg de toda a coluna de
ar da atmosfera sobre um m2. Além de próximo, o valor acima é menor do que o
valor total, o que é perfeitamente coerente. Isso indica que o modelo é muito bom!

Caso geral

Em geral, a integral tripla é definida de forma semelhante à integral dupla, por
meio das somas de Riemann, e segue os mesmos passos já feitos anteriormente.

Considere então a região Q = [a1,a2]× [b1,b2]× [c1,c2], que é o produto car-
tesiano de três intervalos, conforme ilustra a figura abaixo.

a1
a2

b1
b2

c1

c2 Escolha partições de [a1,a2], [b1,b2]
e [c1,c2] dadas, respectivamente por
P1 = {a1 = x0 < x1 < · · ·< xm−1 < xm = a2};
P2 = {b1 = y0 < y1 < · · ·< yn−1 < yn = b2}; e
P3={c1=z0<z1 <.. .<zk−1<zp=c2}.

Como antes, indique por ∆xi = xi − xi−1,
∆y j = y j − y j−1 e ∆zk = zk − zk−1 os comprimen-
tos dos respectivos intervalos.

Vale repetir que a norma ‖P1‖ da partição P1 é o maior dos comprimentos
∆xi, e analogamente para P2 e P3.
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A partição P = P1 ×P2 ×P3 do domínio Q corresponde a fazer o produto
cartesiano Ri jk = [xi−1,xi]× [y j−1,y j]× [zk−1,zk], obtendo paralelepípedos Ri jk de
volumes ∆xi ∆y j ∆zk. A figura anterior ilustra os paralelepípedos. A norma dessa
partição é o número ‖P‖=

√
‖P1‖2 +‖P2‖2 +‖P3‖2, de modo que ‖P‖→ 0

se, e somente se, ‖P1‖→ 0, ‖P2‖ → 0 e ‖P3‖ → 0.
Suponha agora que seja dada uma função f : Q → R e que se queira definir

a integral dessa função sobre a região Q. O primeiro passo é definir as somas de
Riemann, para o que é necessário escolher pontos si ∈ [xi−1,xi], t j ∈ [y j−1,y j] e
uk ∈ [zk−1,z j]. Com essas escolhas a soma é

SR( f ,P) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

p

∑
k=1

f (si, t j,uk)∆xi ∆y j ∆zk

Finalmente pode-se agora definir

Definição 8.1 A função f : Q → R é integral se existe o limite
∫∫∫

Q
f (x,y,z)dxdydz = lim

‖P‖→0
SR( f ,P)

Esta definição é idêntica à da integral dupla, e, portanto, as integrais dupla e
tripla têm as mesmas propriedades. Essa é mais uma vantagem da semelhança
entre essas integrais.

Em relação à integrabilidade, assim como no caso de duas variáveis, existem
funções de três variáveis que não são integráveis. No entanto, de acordo com o
próximo resultado, a continuidade é condição suficiente para a integrabilidade.

Teorema 8.1 Se f : Q → R é contínua, então f é integrável sobre Q e
∫∫∫

Q
f (x,y,z)dxdydz =

∫∫

D

(∫ c2

c1

f (x,y,z)dz

)
dxdy

onde D é o retângulo D = [a1,a2]× [b1,b2].

Ótimo! Como a dupla, a integral tripla pode ser calculada iteradamente, e isso
decorre apenas de organizar adequadamente as somas de Riemann, como indicado
na seção anterior.

Agora pode-se fazer várias aplicações. A primeira delas é quase óbvia, e diz
que o volume da região Q é a integral

∫∫∫
Q dxdydz. Para isso basta notar que, como

o retângulo D = [a1,a2]× [b1,b2] tem área (a2 −a1)(b2 −b1), segue-se que
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∫∫∫

Q
dxdydz =

∫∫

D

(∫ c2

c1

dz

)
dxdy

=
∫∫

D
(c2 − c1)dxdy = (a2 −a1)(b2 −b1)(c2 − c1)

que é o volume de Q. Outra aplicação é a média que, como antes, é dada por

f =

∫∫∫
Q f (x,y,z)dxdydz
∫∫∫

Q dxdydz

Vale ainda para médias ponderadas, como é o caso do centro de massa.
De fato, se δ : Q → R é a densidade, então a coordenada x do centro de massa
é a média das distâncias dos pontos P=(x,y,z)∈Q ao plano Oyz, média ponde-
rada pela densidade, isto é,

x =

∫∫∫
Q xδ (x,y,z)dxdydz

∫∫∫
Q δ (x,y,z)dxdydz

Volta à pressão atmosférica

Como ilustração, pode-se agora voltar ao estudo da pressão atmosférica e calcular
a densidade média da região Q cuja massa já foi calculada nas seções anteriores.
Como o volume é 30.000 m3 e a massa é 10.170 kg, a densidade média é

δ =

∫∫∫
Q δ (x,y,z)dxdydz
∫∫∫

Q dxdydz
=

10.170
30.000

= 0,339

o que significa que, em média, um metro cúbico da região Q tem massa de aproxi-
madamente 340 g. Outro cálculo interessante é o do exemplo a seguir.

� Exemplo 8.1 Calcule o centro de massa C = (x,y,z) da região Q. �

Solução. Como visto acima, a coordenada x é dada por

x =
1
M

∫∫∫

Q
xδ (x,y,z)dxdydz =

1
M

∫∫

D

(∫ 30.000

0
xδ (x,y,z)dz

)
dxdy

=
1
M

∫∫

D
10.170xdxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0
xdx

)
dy =

1
2

o que sem dúvida é o valor esperado. Também é claro que y = 1/2.
O valor de z é mais interessante. É claro que z deve ser menor do que a metade

da altura de Q. Além disso, como a densidade diminui muito com a altura, z deve
ser muito menor do que a metade, e é curioso saber quão menor ele é. Para isso,
usando os valores dos coeficientes a, b, c e d, primeiro é preciso calcular a integral
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∫ 30.000

0
zδ (x,y,z)dz =

(
1
2

az2 − 1
3

bz3 +
1
4

cz4 − 1
5

dz5
)∣∣∣

3×104

0

=

(
1
2

a− 1
3

bz+
1
4

cz2 − 1
5

dz3
)

z2
∣∣∣
3×104

0

=

(
1
2

1,2−1,096+
32

4
0,342− 33

5
0,036

)
32 ×108

= 0,7119×108

Agora sim, o valor de z pode ser calculado e é dado por

z =
1
M

∫∫∫

Q
zδ (x,y,z)dxdydz

=
1
M

∫∫

D

(∫ 30.000

0
zδ (x,y,z)dz

)
dxdy

=
1
M

∫∫

D
0,7119×108 dxdy =

0,7119×108

1,0170×104 = 7.000

Esse valor é surpreendentemente pequeno: menor do que um quarto da al-
tura. Isto é mais um indicativo de que a densidade decresce mesmo muito rápido.
A figura acima ilustra a posição relativa do centro de massa. �

Domínios Rxy, Rxz e Ryz

Os domínios Rxy desempenham, para as integrais triplas, o mesmo papel que os
domínios Rx desempenham para as integrais duplas. São maneiras de descrever os
domínios de forma a calcular as integrais triplas por meio de integrais iteradas.

Primeiro exemplo

Considere o sólido Q no primeiro octante li-
mitado pelo plano P de equação 2x+5y+z= 10,
conforme figura, e com densidade constante δ0.

O plano P intercepta o plano Oxy ao longo
da reta 2x+5y = 10, e indique por D o triângulo
no plano Oxy limitado por essa reta e pelos eixos. 5 2

10

2x+5y = 10
D

z2(x,y)
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Então, o sólido Q pode ser descrito como a região entre os gráficos das funções
z1(x,y) = 0 e z2(x,y) = 10−2x−5y. De fato, Q pode ser descrito como

Q = {(x,y,z) ∈ R
3; (x,y) ∈ D e z1(x,y) ≤ z ≤ z2(x,y)}.

Por esse motivo a região Q é dita da forma Rxy, em que o intervalo de variação
de z depende das variáveis independentes (x,y).

Como Q tem densidade δ0, e é fácil calcular seu volume, é fácil também cal-
cular a sua massa M, e isso sem integrais. Mas, para o cálculo do centro de massa,
a integral é inevitável. Por exemplo, a coordenada x do centro de massa seria dada
por x = 1

M

∫∫∫
Q xδ0 dxdydz caso já se soubesse calcular integrais triplas sobre Q.

O problema fica então reduzido a calcular essas integrais, e é claro que é
importante usar o que já se sabe sobre integrais triplas em paralelepípedos.

5 2

10
Considere então Q̂ = [0,5]× [0,2]× [0,10] o

paralelepípedo ilustrado na figura ao lado, e com
densidade δ̂ : Q̂ → R dada por

δ̂ (x,y,z) =

{
δ0, se (x,y,z) ∈ Q

0, se (x,y,z) 6∈ Q

É claro que Q ⊂ Q̂. Além disso, eles têm
a mesma densidade nos pontos em comum, e a
densidade de Q̂ se anula fora de Q.

Assim, os dois sólidos têm as mesmas propriedades. Mas o bom é que, sendo
um paralelepípedo, já se sabe como calcular integrais triplas sobre Q̂.

Por exemplo, como os momentos de massa de Q e Q̂ são os mesmos, pode-se
definir o momento de massa Myz de Q em relação ao plano Oyz como sendo

Myz =

∫∫∫

Q
xδ0 dxdydz =

∫∫∫

Q̂
x δ̂ (x,y,z)dxdydz

pois a integral do lado direito é bem conhecida, e pode ser calculada como segue.
Indique por D̂ = [0,5]× [0,2] a base de Q̂, e observe que a base D do sólido

Q é tal que D ⊂ D̂. Além disso, com o auxílio da figura acima, é fácil ver que a
densidade se anula fora de D, e essa região pode ser desconsiderada na integral.
Usando então integrais iteradas, o que pode ser feito em Q̂, daí se segue que

Myz =
∫∫

D̂

(∫ 10

0
x δ̂ (x,y,z)dz

)
dxdy =

∫∫

D

(∫ 10

0
x δ̂ (x,y,z)dz

)
dxdy

Na integral interna do lado direito, para cada (x,y)∈D fixo, z varia de 0 a 10,
passando pelo gráfico da função z2(x,y).
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Mas a densidade também se anula se z > z2(x,y),
conforme ilustra a figura, e daí se segue que

Myz =

∫∫

D

(∫ 10

0
x δ̂ (x,y,z)dz

)
dxdy

=

∫∫

D

(∫ z2(x,y)

0
x δ̂ (x,y,z)dz

)
dxdy

5 2

10

z2(x,y)

Finalmente, a última integral do lado direito só inclui pontos da região Q, onde
a densidade δ̂ é constante e igual a δ0. Chega-se assim à conclusão de que

Myz =
∫∫∫

Q
xδ0 dxdydz =

∫∫∫

Q̂
x δ̂ (x,y,z)dxdydz

=

∫∫

D

(∫ z2(x,y)

0
x δ̂ (x,y,z)dz

)
dxdy =

∫∫

D

(∫ z2(x,y)

0
xδ0 dz

)
dxdy

O resultado final é que, sendo Q uma região Rxy da forma

Q = {(x,y,z) ∈ R
3; (x,y) ∈ D e z1(x,y) ≤ z ≤ z2(x,y)}

as integrais sobre essa região podem ser calculadas iteradamente como

∫∫∫

Q
xδ0 dxdydz =

∫∫

D

(∫ z2(x,y)

z1(x,y)
xδ0 dz

)
dxdy

Perfeito! Agora já se pode calcular as integrais necessárias para se obter o
centro de massa. Lembrando a expressão de z2(x,y) = 10−2x−5y, obtém-se que

∫∫∫

Q
xδ0 dxdydz =

∫∫

D

(∫ z2(x,y)

0
xδ0 dz

)
dxdy = δ0

∫∫

D
x(10−2x−5y)dxdy

Já o domínio D, limitado pelos eixos e pela reta 2x+5y = 10, pode ser descrito
como D = {(x,y) ∈R

2; 0 ≤ x ≤ 5 e 0 ≤ y ≤ (10−2x)/5}, e daí se segue que

∫∫∫

Q
xδ0 dxdydz = δ0

∫∫

D
x(10−2x−5y)dxdy

= δ0

∫ 5

0

(∫ (10−2x)/5

0
x(10−2x−5y)dy

)
dx =

2
5

δ0

∫ 5

0
x(5− x)2 dx =

125
6

δ0

Finalmente, como o volume de Q é V = (área da base × altura)/3 = 50/3,
segue-se que a massa é M = δ0V = 50δ0/3 e a coordenada x é dada por
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x =
1
M

∫∫∫

Q
xδ0 dxdydz =

3
50

125
6

=
5
4

Cálculos análogos mostram que y = 1/2 e
z = 5/2. A figura ao lado ilustra a posição rela-
tiva do centro de massa.

Veja que, em razão da geometria do sólido, o centro de massa está mais
próximo da origem do que se podia imaginar de início.

Caso geral

O caso geral segue de perto as ideias introduzidas anteriormente. De fato, uma
região Q ⊂R

3 é dita na forma Rxy se existe um domínio D ⊂R
2 e funções zi : D →

R, i = 1,2, tais que Q pode ser descrita na forma

Q = {(x,y,z) ∈ R
3; (x,y) ∈ D e z1(x,y) ≤ z ≤ z2(x,y)}

A figura ilustra a definição. Abreviadamente
diz-se que Q é uma região entre dois gráficos.

Não há nada de muito especial em relação às
coordenadas x e y, e definições análogas valem
para regiões da forma Rxz e Ryz. A regra é que o
subíndice indica as variáveis independentes, e a
outra é a variável dependente.

y

x
z1(x,y)

z2(x,y)

D

Considere agora a questão de definir o que seja a integral de uma função
f : Q →R. Para isso escolhe-se um paralelepípedo Q̂ = [a1,a2]× [b1,b2]× [c1,c2]
de modo que Q ⊂ Q̂ e define-se uma nova função f̂ : Q̂ → R por

f̂ (x,y,z) =

{
f (x,y,z), se (x,y,z) ∈ Q

0, se (x,y,z) 6∈ Q

Tanto f como f̂ têm as mesmas propriedades, com a diferença de que f̂ está
definida em um paralelepípedo. Como já se sabe calcular integrais em paralelepí-
pedos, faz sentido a definição

Definição 8.2 A função f é integrável sobre Q se f̂ for integrável sobre Q̂ e,
nesse caso, ∫∫∫

Q
f (x,y,z)dxdydz =

∫∫∫

Q̂
f̂ (x,y,z)dxdydz
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O próximo resultado é bastante razoável e a sua demonstração segue essenci-
almente os mesmos passos apresentados na seção anterior.

Teorema 8.2 Se Q ⊂ R
3 é da forma Rxy e f : Q → R é uma função contínua,

então f é integrável sobre Q e, além disso,

∫∫∫

Q
f (x,y,z)dxdydz =

∫∫

D

(∫ z2(x,y)

z1(x,y)
f (x,y,z)dz

)
dxdy

Analogamente para os casos em que Q é da forma Rxz ou Ryz.

Esse teorema é uma ótima notícia, pois diz que uma integral tripla pode ser
reduzida a uma integral dupla por meio de uma integral iterada. É de se esperar que
esse padrão valha para dimensões maiores, e pode-se imaginar que uma integral
em quatro dimensões possa ser reduzida a uma integral tripla por meio de uma
integral iterada! Argumentos como esse são muito usados em Estatística, onde o
número de variáveis em geral é grande.

Uma vez definida a integral, todas as aplicações a ela associadas seguem natu-
ralmente. Por exemplo, é claro que o volume de Q é a integral V =

∫∫∫
Q dxdydz.

Também pode ser calculada a média e a média ponderada de funções definidas em
Q. Os próximos exemplos ilustram esses casos.

� Exemplo 8.2 Calcule o centro de massa do hemisfério Q supondo densidade
constante δ0, onde Q = {(x,y,z) ∈ R

3; x2 + y2 + z2 ≤ R2 e z ≥ 0} e R > 0. �

Solução. Indicando por D = {(x,y) ∈ R
2; x2 + y2 ≤ R2} o disco de raio R,

é claro que o hemisfério é a região entre os gráficos das funções z1(x,y) = 0 e
z2(x,y) =

√
R2 − x2 − y2. Logo, Q é uma região Rxy e pode ser descrita como

Q = {(x,y,z) ∈ R
3; (x,y) ∈ D e 0 ≤ z ≤

√
R2 − x2 − y2}

D

R/2

Em relação ao centro de massa (x,y,z), como
o hemisfério é homogêneo, é claro que x = y = 0.
Já em relação a z, como o hemisfério tem uma
maior quantidade de massa abaixo do plano z =
R/2, espera-se que z < R/2. Veja a figura ao lado.

E, de fato, calculando o momento Mxy em relação ao plano Oxy, obtém-se que
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Mxy =
∫∫∫

Q
zδ0 dxdydz = δ0

∫∫

D

(∫ √
R2−x2−y2

0
zdz

)
dxdy

=
1
2

δ0

∫∫

D
(R2 − x2 − y2)dxdy

Ora! Já se conhecem as mudanças de coordenadas para as integrais duplas. 
Usando então as coordenadas polares, obtém-se

Mxy =
1
2

δ0

∫∫

D
(R2 − x2 − y2)dxdy

=
1
2

δ0

∫ 2π

0

(∫ R

0
(R2 − r2)r dr

)
dθ =

1
4

πR4δ0

Finalmente, como a massa do hemisfério é
M = 2

3πR3δ0, segue-se que z = Mxy/M = 3
8R.

Como 3
8 < 4

8 = 1
2 , a expectativa inicial, de que o

centro de massa estaria abaixo da metade do raio,
estava correta. Veja a figura ao lado. � D

R/2
z

z1

z2

D

� Exemplo 8.3 Calcule o centro de massa do
cone Q de raio da base R > 0, altura H > 0 e den-
sidade constante δ0 > 0. �

Solução. Novamente, é claro que o cone é
a região entre os gráficos das funções z1(x,y) =
H
R

√
x2 + y2 e z2(x,y) = H definidas no disco D

de raio R. Veja a figura ao lado. Assim, o cone é
uma região Rxy e pode ser descrita na forma

Q = {(x,y,z) ∈ R
3; (x,y) ∈ D e

H

R

√
x2 + y2 ≤ z ≤ H}

Como no caso do hemisfério, por simetria é claro que x = y = 0. O cálculo da
coordenada z é mais interessante. Calculando o momento de massa Mxy em relação
ao plano Oxy, obtém-se que

Mxy =

∫∫∫

Q
zδ0 dxdydz = δ0

∫∫

D

(∫ H

H
R

√
x2+y2

zdz

)
dxdy

=
δ0

2
H2

R2

∫∫

D
(R2 − x2 − y2)dxdy



182 Capítulo 8. Integrais triplas

Em seguida, usando mais uma vez as coordenadas polares, segue-se que

Mxy =
δ0

2
H2

R2

∫∫

D
(R2 − x2 − y2)dxdy

=
δ0

2
H2

R2

∫ 2π

0

(∫ R

0
(R2 − r2)r dr

)
dθ =

1
4

πH2R2δ0

Como a massa é M = 1
3πR2Hδ0, a coordenada z é então igual a z =

Mxy

M
= 3

4H .
A primeira observação é que z > H/2, o que está de acordo com o fato de o

cone ter uma maior quantidade de massa acima do plano z = H/2. Veja a figura
abaixo. A segunda observação é bastante curiosa: z não depende de R! De outra
forma, e olhando de novo a figura, a altura z não se altera com a mudança do raio.

Assim, fixada a altura H , chega-se à conclu-
são surpreendente de que z = z(R) é uma função
descontínua da variável R!

De fato, o caso em que R = 0 corresponde ao
de um fio homogêneo de comprimento H , cujo
centro de massa é H/2, e, portanto, z(0) = H/2.
Assim, a função z(R) é dada por

H/2

z

R

R

z

H
2

3H
4 z(R) =





3
4 H, se R > 0

1
2 H, se R = 0

O gráfico dessa função está ilustrado ao lado, e
esse é mesmo um fato surpreendente. �

� Exemplo 8.4 Calcule o centro de massa do sólido Q de densidade δ0 que é
limitado pelas superfícies y = 4− x2, y = 2− x, z = 4+ x2 e z = 0. �

Solução. As superfícies estão ilustradas nas figuras abaixo

x

y

z

y = 4− x2 y = 2− x z = 4+ x2
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O primeiro passo é descrever o sólido em uma das três formas possíveis. Para
isso observe que a equação y = 4− x2, que corresponde a uma parábola no plano
Oxy, no espaço corresponde a um cilindro parabólico, como ilustra a figura da
esquerda acima. Da mesma forma para as equações y = 2− x e z = 4+ x2, que
correspondem às outras figuras.

A partir das duas primeiras figuras, percebe-se que aquelas superfícies deter-
minam uma região no plano Oxy, região que está ilustrada na figura da esquerda
abaixo. Indicando por D essa região, ela pode ser descrita como segue: as curvas
y = 2−x e y = 4−x2 se interceptam nos pontos de abscissas x =−1 e x = 2; como
a reta está abaixo da parábola no intervalo [−1,2], segue-se que D é da forma

D = {(x,y) ∈ R
2; −1 ≤ x ≤ 2 e 2− x ≤ y ≤ 4− x2}

Veja a figura do meio a seguir.

−1x2

2− x

4− x2
D

Finalmente, acrescentando a superfície z = 4+ x2, o sólido Q tem o aspecto
ilustrado na figura da direita acima, e pode ser descrito como

Q = {(x,y,z) ∈ R
3; (x,y) ∈ D e 0 ≤ z ≤ 4+ x2}

Pronto! Com essa descrição a massa do sólido é dada por

M =

∫∫∫

Q
δ0 dxdydz =

∫∫

D

(∫ 4+x2

0
δ0 dz

)
dxdy = δ0

∫∫

D
(4+ x2)dxdy

= δ0

∫ 2

−1

(∫ 4−x2

2−x
(4+ x2)dy

)
dx = δ0

∫ 2

−1
(4+ x2)(2+ x− x2)dx =

423
20

δ0

O restante dos cálculos é semelhante. Por exemplo,
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x =
1
M

∫∫∫

Q
xδ0 dxdydz =

1
M

∫∫

D

(∫ 4+x2

0
xδ0 dz

)
dxdy

=
1
M

δ0

∫ 2

−1
x(4+ x2)(2+ x− x2)dx =

252
423

≈ 0,5957

Da mesma forma para as outras coordenadas, cujos
valores são y ≈ 2,2796 e z ≈ 2,4225.

A figura ao lado ilustra a posição do centro de massa,
e de lá se percebe que os cálculos estão bem razoáveis. �

Momento de inércia
Uma das aplicações da integral tripla é o momento de inércia, com o qual se pode
explicar, por exemplo, porque é importante balancear os pneus de um carro. Pode-
se ainda explicar o silencioso dos celulares, bem como calcular a energia cinética
de rotação da Terra em torno de seu eixo!

Primeiras noções
O momento de inércia está relacionado ao movimento de rotação de um sólido em
torno de um eixo, e, para entendê-lo bem, vale comparar com o movimento linear.

Considere então o movimento de uma partícula
de massa m ao longo de uma reta, partícula que está
sujeita a uma força F . Indique por s(t) a posição,
por v(t) = s′(t) a velocidade e por a(t) = v′(t) a ace-
leração da partícula no tempo t. De acordo com as
leis de Newton, essas quantidades estão relaciona-
das pela equação F = ma, ou ainda por m = F/a.

O

s(t) F

Assim, para uma dada força, a massa é inversamente proporcional à aceleração.
Se a aceleração for grande, a massa será pequena, e vice-versa. Dito de outra
forma, a massa é a capacidade de a partícula resistir à aceleração: quanto maior a
resistência à aceleração, maior a massa.

Já no movimento circular, aparece um fator novo, que é a distância da
partícula ao eixo de rotação. Considere então uma partícula de massa m girando
com raio r em torno de um eixo, partícula que está sujeita a uma força tangencial
F . Veja a figura a seguir.
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θ (t)

r

F
A distância funciona como um “braço de alavanca”

e interfere no efeito que a força provoca no movimento
da partícula. De fato, o efeito da força depende do
torque que ela gera, torque que é dado por T = rF .

Indique por θ(t) o ângulo, por ω(t) = θ ′(t) a velo-
cidade angular e por α(t) =ω ′(t) a aceleração angular
da partícula no tempo t. Com essa notação, o momento
de inércia I é definido pela equação

T = Iα , ou ainda por I = T/α

Assim, para o movimento de rotação, o momento de inércia desempenha o
mesmo papel que a massa para o movimento linear. Em particular, vale a interpre-
tação de que I é a capacidade de a partícula resistir à aceleração angular: quanto
maior a resistência à aceleração angular, maior o momento de inércia.

Agora, o espaço percorrido pela partícula é um arco de círculo dado por s(t) =
rθ(t). Derivando essa igualdade, segue-se que também v(t) = rω(t), e daí que
a(t) = rα(t). Isso permite escrever o momento de inércia em termos das quantida-
des lineares. De fato, isolando I da igualdade rF = T = Iα = Ia/r e usando que
F/a = m, obtém-se que

I = r2F/a = r2m

A interpretação dessa igualdade é que a capacidade de a partícula resistir à
aceleração angular depende tanto da massa da partícula quanto do quadrado de sua
distância ao eixo de rotação. Segue-se que I é mais sensível a mudanças em r do
que em m.

Assim como a massa está relacionada com a energia cinética dos movimentos
lineares, também o momento de inércia está relacionado com a energia cinética
de rotação. De fato, se uma partícula de massa m tem velocidade escalar v(t),
então a sua energia cinética é K(t) = mv2(t)/2. Se a partícula gira com raio r em
torno de um eixo com velocidade angular ω(t), então a sua velocidade escalar é
v(t) = rω(t) e a sua energia cinética é

K(t) =
1
2

mv2(t) =
1
2

m(rω(t))2 =
1
2
(r2m)ω2(t) =

1
2

Iω2(t) (8.4)

Essa igualdade enfatiza, mais uma vez, que o momento de inércia desempenha,
para os movimentos circulares, o mesmo papel que a massa desempenha para os
movimentos lineares.
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Quantidade de movimento angular

Outro paralelo interessante entre a massa e o momento de inércia está no cálculo
das quantidades de movimento, tanto linear quanto angular.

Para os movimentos lineares, a quantidade de movimento é definida por ms′(t),
onde m é a massa e s′(t) a velocidade da partícula. A força F(t) é então definida
como a taxa de variação da quantidade de movimento, isto é, F(t) = d

dt
(ms′(t)).

Em particular, a quantidade de movimento se conserva se a força for nula.
Para os movimentos circulares, os análogos da massa m, da velocidade s′(t)

e da força F são o momento de inércia I = mr2, a velocidade angular θ ′(t) e o
torque T . Assim, por analogia, Iθ ′(t) = mr2 θ ′(t) é a quantidade de movimento
angular, e o torque é definido como a taxa de variação dessa quantidade, isto é,
T (t) = d

dt
(mr2 θ ′(t)). Ora! A quantidade de movimento angular deve ser conser-

vada nos casos em que o torque for nulo.
Um caso particular importante em que o torque se anula é o da força de atração

gravitacional, como no estudo a seguir.

Considere então um sistema de coordenadas
Oxy em que o Sol está na origem. Nesse sistema,
se a Terra está no ponto P = (x,y), a força com
que o Sol atrai a Terra é

F(P) =−GMm

‖P‖2

P

‖P‖

onde M e m são as massas dos planetas e G é a
constante gravitacional.

P

F(P)

Essa força é dita central porque está direcionada para o centro, que é o Sol.
Suponha, então, que P(t) = (x(t),y(t)) seja uma parametrização da órbita

da Terra e indique por x(t) = r(t)cos(θ(t)) e y(t) = r(t)sen(θ(t)) as coordena-
das polares do ponto P(t). Então ‖P(t)‖ = r(t) é a distância entre os planetas,
U(t) = P(t)/‖P(t)‖ = (cos(θ(t)),sen(θ(t))) é o vetor unitário na direção e sen-
tido de P(t) e a expressão da força é F(P(t)) =−GMmU(t)/r2(t).

O que se quer é mostrar que a quantidade de movimento angular mr2(t)θ ′(t)
se conserva. Equivalentemente, o que se quer é mostrar que a derivada

d

dt
(mr2(t)θ ′(t)) = m

[
2r(t)r′(t)θ ′(t)+ r2(t)θ ′′(t)

]
(8.5)

é identicamente nula. Para isso, calculando, obtém-se que
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x′(t) = r′(t)cos(θ(t))− r(t)sen(θ(t))θ ′(t)

y′(t) = r′(t)sen(θ(t))+ r(t)cos(θ(t))θ ′(t)

P(t)

r(t)

θ (t)

Com essas igualdades o vetor velocidade
pode ser escrito na forma

P′(t) = (x′(t),y′(t)) = r′(t)U(t)+ r(t)θ ′(t)V (t)

onde U(t) = (cos(θ(t)),sen(θ(t))) é como de-
finido acima e V (t) = (−sen(θ(t)),cos(θ(t))).
Uma conta rápida mostra que esses dois vetores
são unitários e ortogonais, isto é,

‖U(t)‖ = ‖V (t)‖ = 1 e 〈U(t),V (t)〉= 0 (8.6)

Um cálculo análogo, e com um pouquinho de paciência, mostra que

P′′(t) = (x′′(t),y′′(t)) =
[
r′′(t)− r(t)θ ′(t)2]U(t)+

[
2r′(t)θ ′(t)+ r(t)θ ′′(t)

]
V (t)

onde o coeficiente de V (t) é muito interessante: de acordo com (8.5), e a menos
da massa, ele é a derivadas d

dt
(mr2(t)θ ′(t)), derivada que deve ser nula. E, de fato,

da expressão da força e da 2a lei de Newton mP′′(t) = F(P(t)) segue-se que

−GMm

r2(t)
U(t) = F(P(t)) = mP′′(t)

= m
[
r′′(t)− r(t)θ ′(t)2]U(t)+m

[
2r′(t)θ ′(t)+ r(t)θ ′′(t)

]
V (t)

Fazendo agora o produto escalar desta igualdade com V (t) e usando (8.6) obtém-se

m
[
2r′(t)θ ′(t)+ r(t)θ ′′(t)

]
= 0

De acordo com (8.5), isso mostra que a derivada da quantidade de movimento
angular se anula, e, portanto, essa quantidade é conservada. Essa propriedade é o
principal ingrediente para o estudo da 2a Lei de Kepler, como será visto adiante.

Momento de inércia de barras

Uma vez conhecido o momento de inércia de uma partícula, pode-se usar argu-
mentos infinitesimais para calcular o momento de inércia de barras, de chapas ou
mesmo de sólidos, e isso de maneira relativamente simples.
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No caso de uma barra, suponha que ela
gire em torno de um eixo perpendicular à
barra, que a densidade linear δ (x) só dependa
da posição x, com x∈ [a,b], e indique por r(x)
a distância de x ao eixo de rotação.

a

b

x x+∆x

r(x)

Veja a figura acima. A parte da barra que está no intervalo [x,x+∆x], com ∆x

pequeno, está aproximadamente a uma distância r(x) do eixo de rotação. Como
a densidade é linear, a massa desse intervalo é aproximadamente ∆m ≈ δ (x)∆x, e,
portanto, o momento de inércia correspondente é ∆I ≈ r2(x)δ (x)∆x, aproximação
tão melhor quanto menor for ∆x. Assim, já se pode calcular o momento de inércia
de cada elemento infinitesimal da barra.

Considere agora uma partição P = {a = x0 < x1 < · · ·< xn = b} do intervalo
[a,b], e indique por ∆xi = xi − xi−1 o comprimento de cada intervalo
[xi−1,xi] = [xi−1,xi−1 +∆xi]. Como visto acima, o momento de inércia de cada
um desses intervalos é r2(xi−1)δ (xx−1)∆xi, e o momento de inércia total I da barra
pode ser aproximado pela soma de Riemann

I ≈
n

∑
i=1

r2(xi−1)δ (xi−1)∆xi

Finalmente, passando o limite com ‖P‖ → 0, o momento de inércia é igual a

I =
∫ b

a
r2(x)δ (x)dx

o que é mais uma bonita aplicação da integral. Uma maneira resumida de entender
essa igualdade é assim: δ (x)dx é a massa e dI(x) = r2(x)δ (x)dx é o momento de
inércia do ponto x; a integral representa então a soma de todos esses momentos
infinitesimais, resultando no momento de inércia total. É claro que isso é apenas
um resumo, mas representa bem o processo de construção das somas de Riemann.

O momento de inércia será calculado em relação a um eixo perpendicular e
passando por algum ponto da barra. Abreviadamente, diz-se que o momento é em
relação a esse ponto.

� Exemplo 8.5 Considere o intervalo [0,2] com densidade constante δ0. Calcule
a energia cinética de rotação em torno de x = 1 com velocidade angular ω0. �

Solução. Esse é fácil! Como a distância de um ponto x ∈ [0,2] ao eixo de rotação
é r(x) = |x−1|, segue-se que o momento de inércia é dado por

I =

∫ 2

0
r2(x)δ0 dx =

∫ 2

0
(x−1)2δ0 dx =

2
3

δ0
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Usando a relação entre o momento de inércia e a energia cinética vista em
(8.4), segue-se que a energia é dada por K = 1

2 Iω2
0 = 1

3δ0ω2
0 �

Neste exemplo o ponto x = 1 é o centro de massa do intervalo. De acordo com
o próximo resultado, conhecido como o Teorema dos Eixos Paralelos, o momento
aumentaria se fosse calculado em relação a qualquer outro ponto.

Teorema 8.3  Eixos paralelos. Suponha que I seja o momento de inércia de 
uma barra em relação ao seu centro de massa e I o momento em relação a um 
outro ponto. Então I = I + d2M, onde d é a distância entre os eixos e M é a 
massa da barra.

a

b
0xx0

Demonstração. Fazendo uma translação, se
necessário, pode-se supor que o centro de
massa seja a origem x = 0. Nessas coorde-
nadas, suponha que a barra corresponda ao
intervalo [a,b] com densidade δ (x).

Então, como a distância de x ∈ [a,b] ao eixo de rotação em torno de x = 0 é
r(x) = |x|, segue-se que r2(x) = x2 e

M =

∫ b

a
δ (x)dx , x =

1
M

∫ b

a
xδ (x)dx = 0 e I =

∫ b

a
x2δ (x)dx

Por outro lado, se I é calculado em relação ao ponto x0, então a distância de
x ∈ [a,b] a esse eixo é r0(x) = |x− x0|. Daí se segue que r2

0(x) = (x− x0)
2 e

I =

∫ b

a
(x− x0)

2δ (x)dx =

∫ b

a
(x2 −2x0x+ x2

0)δ (x)dx

=

∫ b

a
x2δ (x)dx−2x0

∫ b

a
xδ (x)dx+ x2

0

∫ b

a
δ (x)dx = I +d2M

pois a integral
∫ b

a xδ (x)dx é nula e d = |x0| é a distância entre os dois eixos. �

� Exemplo 8.6 Repita o Exemplo 8.5 supondo rotação em torno de x0 = 1/2. �

Solução. De acordo com o Exemplo 8.5, a barra tem massa M = 2δ0 e o momento
em torno do centro de massa x = 1 é I = 2

3δ0. Como a distância entre x e x0 é
d = 1

2 , do teorema acima segue-se que o momento em torno de x0 é

I = I+d2M =
2
3

δ0 +
1
4

2δ0 =
7
6

δ0

A nova energia cinética é então K = 1
2 Iω2

0 = 7
12 δ0ω2

0 . �
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Momento de inércia de chapas
Não há muito mais o que fazer, pois as principais ideias já foram introduzidas.

Com efeito, considere uma chapa D ⊂R
2

de densidade δ (x,y) girando em torno de um
eixo L perpendicular à chapa, e indique por
r(x,y) a distância de (x,y) ao eixo L.

rL dm

D

Usando uma linguagem abreviada, a massa do ponto (x,y) é dm= δ (x,y)dxdy,
e o momento de inércia correspondente é dI = r2(x,y)dm = r2(x,y)δ (x,y)dxdy.
Somando-se os momentos de todos os pontos da chapa, obtém-se que o momento
de inércia total é dado por

I =

∫∫

D
r2(x,y)δ (x,y)dxdy

Esta expressão pode ser usada, por exemplo, para calcular a energia cinética de
um pneu. Um pneu típico de um carro de passeio tem massa de cerca de m0 = 13,8
kg e raio r0 = 0,3 m. Fazendo as conversões necessárias, a velocidade de 60 km/h
corresponde aproximadamente à velocidade angular do pneu de ωo = 55,6 rad/s.

� Exemplo 8.7 Calcule a energia cinética do pneu descrito acima supondo que ele
seja um disco de densidade constante. �

Solução. Pode-se supor que o pneu seja o disco D de raio r0 e centro na origem.
Como a massa é m0 e a área é A = πr2

0, pode-se supor que D tenha densidade
constante δ0 = m0/A. Como D gira em torno de seu centro, a distância de um
ponto (x,y) ao eixo de rotação é r(x,y) =

√
x2 + y2. Assim, usando coordenadas

polares e a expressão δ0 = m0/(πr2
0), o momento de inércia de D é

I =

∫∫

D
(x2 + y2)δ0 dxdy = δ0

∫ 2π

0

(∫ r0

0
r3 dr

)
dθ =

π

2
δ0r4

0 =
1
2

m0r2
0

Finalmente, se D gira com velocidade angular ω0, a sua energia cinética é
K = 1

2 Iω2
0 . Substituindo os valores dados obtém-se que K ≈ 959,87 J. �

Como uma observação, se o carro passa de 60 km/h para 80 km/h, a velocidade
angular passa de 55,6 rad/s para 74,1 rad/s, e a energia cinética de 959,87 J para
1.704,9 J. Assim, um aumento de 33% na velocidade acarreta um aumento de mais
de 77% na energia cinética!

O teorema dos eixos paralelos vale para chapas. Indicando por M a massa, por
I o momento em torno do eixo L pelo centro de massa, por I o momento em torno
de um outro eixo L e por d a distância entre os eixos, obtém-se que I = I+d2M.
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L
L d

Em particular, I é o menor momento de
inércia da chapa.

Esse teorema explica por que é im-
portante balancear os pneus de um carro.
Balancear significa fazer com que o centro de
massa coincida com o centro geométrico.

Assim, um pneu balanceado tem o menor momento possível. Suponha agora
que, nos pneus da frente, um esteja balanceado e o outro não. O que não está
balanceado tem um momento de inércia maior do que o outro, pois gira em torno
de um eixo que está fora do centro de massa. Logo, esse pneu tem uma maior
resistência à aceleração angular, e o carro “puxa” para o lado deste pneu.

Momento de inércia de sólidos

Para o momento de inércia de sólidos basta adaptar os argumentos anteriores.
Considere então Q ⊂ R

3 de densidade δ (x,y,z) girando em torno do eixo L, e
indique por r(x,y,z) a distância de um ponto (x,y,z) ∈ Q ao eixo L.

Usando novamente uma linguagem abreviada (veja figura abaixo), a massa do
ponto (x,y,z) é dm = δ (x,y,x)dxdydz, e o momento de inércia correspondente é
dI = r2(x,y,z)δ (x,y,z)dxdydz. Somando-se os momentos de todos os pontos do
sólido, obtém-se que o momento de inércia total é dado por

I =

∫∫∫

Q
r2(x,y,z)δ (x,y,z)dxdydz

Muitas vezes é necessário minimizar o mo-
mento de inércia. Já no caso dos silenciosos
dos celulares, o importante é maximizar esse mo-
mento. De fato, a vibração do silencioso é obtida
por meio da rotação de uma cunha em torno de
um eixo que gera o maior momento possível.

r dm
L

Q

� Exemplo 8.8 Calcule o momento de inércia da cunha ilustrada abaixo supondo
densidade δ0 = 1 g/cm3, ângulo central de θ0 = π/6 rad, raio de r0 = 1/2 cm e
altura de z0 = 1/5 cm. �

Solução. Introduza um sistema de eixos como na figura, em que L é o eixo Oz,
e indique por Q a região ocupada pela cunha. Nesse sistema, a distância de um
ponto (x,y,z) ∈ Q ao eixo de rotação é r(x,y,z) =

√
x2 + y2, e, portanto,

I =
∫∫∫

Q
(x2 + y2)δ0 dxdydz
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rdm

D

L

Indique por D o setor circular ilustrado na
figura. Com essa notação, a cunha é a região
Q = {(x,y,z) ∈ R

3; (x,y) ∈ D e 0 ≤ z ≤ z0},
e, portanto,

I =

∫∫

D

(∫ z0

0
(x2 + y2)δ0 dz

)
dxdy

=

∫∫

D
(x2 + y2)z0δ0 dxdy

Em polares, D é o retângulo D̂={(r,θ); 0<r<r0 e 0 < θ < θ0}, e daí que

I =

∫∫

D
(x2 + y2)z0δ0 dxdy =

∫ θ0

0

(∫ r0

0
r2z0δ0r dr

)
dθdz =

1
4

θ0z0δ0r4
0

É curioso notar que I depende de r4
0, e, portanto, é muito sensível em relação a

essa variável. Finalmente, substituindo os valores dados, segue-se que I = π
480 . �

O momento de inércia pode ser usado tanto para se entender os silenciosos dos
celulares como para se ter uma ideia da energia cinética de rotação da Terra!

� Exemplo 8.9 Calcule a energia cinética de rotação da Terra em torno de seu eixo
supondo que ela tenha raio R = 6.380 km e densidade δ0=5.200 kg/m3. �

Solução. Primeiro o momento de inércia.
Introduza um sistema de coordenadas em que

o eixo de rotação seja o eixo Oz e que o centro de
massa seja a origem, e indique por Q a esfera de
raio R nesse sistema.

A distância de um ponto (x,y,z) ∈ Q ao eixo
de rotação é r(x,y,z) =

√
x2 + y2, e daí que o mo-

mento de inércia é dado por

r dm

x
y

z1

z2

D

I =
∫∫∫

Q
(x2 + y2)δ0 dxdydz

Para o calculo da integral, primeiro indique
por D = {(x,y) ∈ R

2; x2 + y2 ≤ R2} o disco
no plano do equador. Isolando z da inequação
x2 + y2 + z2 ≤ R2, conclui-se que a Terra é uma
região do tipo Rxy que pode ser descrita na forma
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Q = {(x,y,z) ∈ R
3; (x,y) ∈ D e z1(x,y) ≤ z ≤ z2(x,y)}

onde z1(x,y) = −
√

R2 − x2 − y2 e z2(x,y) =
√

R2 − x2 − y2. Assim, o momento
de inércia é dado por

I =

∫∫

D

(∫ z2(x,y)

z1(x,y)
(x2 + y2)dz

)
δ0 dxdy =

∫∫

D
(x2 + y2)2

√
R2 − x2 − y2 δ0 dxdy

A integral pode ser calculada usando coordenadas polares, uma vez que nessas
coordenadas o disco D é o retângulo D̂ = {(r,θ) ∈R

2; 0 < θ < 2π e 0 < r < R}.
Usando essa mudança, obtém-se que

I =
∫ 2π

0

(∫ R

0
r22
√

R2 − r2 r δ0 dr

)
dθ = 2πδ0

∫ R

0
r2
√

R2 − r2 2r dr

Finalmente, usando a substituição u = R2 − r2, segue-se que

I = 2πδ0

∫ R2

0
(R2 −u)u1/2 du = 2πδ0

∫ R2

0
(R2u1/2 −u3/2)du

= 2πδ0

(
R2 2

3
u3/2 − 2

5
u5/2

)∣∣∣
R2

0
=

8
15

πδ0R5

Ótimo! Com o momento de inércia, é fácil agora calcular a energia cinética:

K =
1
2

Iω2 =
4

15
πδ0R5ω2

onde ω é a velocidade angular da Terra, igual a 2π/24 rad/h.
Vale medir essa energia em Joules, para se ter uma ideia de sua magnitude.

Para isso, transformando todas as medidas para o sistema internacional de metro,
quilo e segundo, obtém-se R = 6,38 × 106 m, δ0 = 5,2 × 103 kg/m3 e
ω = 72,72× 10−6 rad/s. Substituindo na expressão da energia cinética, segue-se
que essa energia é da ordem de

K ≈ 2,44×1029 J

Para se avaliar bem esse número, a energia de uma bomba atômica é de cerca
de 107 J. Assim, dez vezes, cem vezes, mil vezes ou um milhão de vezes a energia
da bomba atômica é da ordem de 10×107 J, 102×107 J, 103×107 J ou 104 ×107 J,
respectivamente. Pois então, a energia K é mais do que 1022 ×107 J! �



194 Capítulo 8. Integrais triplas

Exercícios
1) Denote por (x,y,z) o centro de massa do sólido Q, de densidade 1, limitado pelo
paraboloide z = x2 + y2, pelo cilindro x2 + y2 = 4x e pelo plano z = 0, conforme a
figura. Se necessário, use que cos4(t) = 1

8(cos(4t)+4cos(2t)+3).

C E a) Em coordenadas cartesianas, tem-se que
Q = {(x,y,z);x2 + y2 ≤ 4x e 0 ≤ z ≤ x2 + y2}.

C E b) Em coordenadas cilíndricas, o sólido corres-

ponde à região Q̂ = {(r,θ ,z); 0 ≤ θ ≤ 2π ,
0 ≤ r ≤ 4cos(θ ) e 0 ≤ z ≤ r2}.

C E c) A massa de Q é maior do que 25π .

C E d) Tem-se necessariamente que z < 16.

C E e) Tem-se necessariamente que y = 0.
x

y

z

2) Considere o cilindro Q= {(x,y,z); x2+y2 ≤ 32 e 0≤ z≤ 4}, com densidade δ0,
e o problema de calcular a força gravitacional com que ele atrai uma partícula de
massa m0 situada no ponto P0 = (0,0,0). Denote por G a constante de gravitação
e por dF(P) a força com que a massa dm = δ0 dxdydz do ponto P = (x,y,z) atrai a
partícula. Por simetria, as componentes horizontais de dF(x,y,z) e dF(−x,−y,z)
se cancelam, restando apenas as componentes verticais dessas forças.

a) Use as leis de gravitação para determinar
dF(P).

b) Use um argumento infinitesimal para obter a
componente vertical Fv da força F = (0,0,Fv)
com que o cilindro atrai a partícula.

c) Calcule a integral
∫ 4

0
zdz

(r2+z2)3/2 .

d) Calcule Fv usando os itens anterior e coordena-
das polares.

e) Seja d > 0 tal que Fv = GM m0/d2, onde M = π324δ0 é a massa de Q. Ve-
rifique se d é menor, igual ou maior do que a distância entre a partícula e o
centro de massa do cilindro.
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3) Em estudos de formação das cordilheiras, é usual calcular o trabalho W neces-
sário para formá-las supondo que toda a massa estivesse inicialmente no nível do
solo. Esse cálculo pode ser feito para o Monte Fuji no Japão, que é aproximada-
mente um cone reto com base de raio R = 2× 104 m, altura de H = 4× 103 m e
densidade média de δ0 = 3×103 kg/m3. Para o cálculo, basta lembrar que o traba-
lho realizado para se deslocar uma partícula de massa m do solo até uma altura h é
mgh, onde g é a aceleração da gravidade em m/s2.

a) Indicando por Q a região ocupada pelo
Monte Fuji, obtenha a expressão do traba-
lho W em termos de uma integral tripla so-
bre Q, justificando a resposta.

b) Para ser usada adiante, obtenha a função f cujo gráfico é a lateral do cone
de raio da base R, altura H , eixo ao longo de Oz e vértice na origem.

c) Use a função f para descrever a região Q em coordenadas cartesianas.

d) Use o item anterior e coordenadas polares para calcular o trabalho W .

e) Decida se o número obtido acima, dado em joules, é menor ou maior do
que 57 megatons ≈ 2,4× 1017 joules, que é a energia da maior bomba de
hidrogênio já testada até hoje.

4) Suponha que, do hemisfério sólido x2 + y2 + z2 ≤ R2
2 e z ≥ 0, seja retirado o

cilindro sólido x2 + y2 ≤ R2
1, onde 0 ≤ R1 ≤ R2, conforme figura. Seja Q o sólido

resultante com densidade δ0.

R2
R1

a) Obtenha a altura H de Q em termos dos raios
R1 e R2.

b) Descreva Q em coordenadas cartesianas.

c) Calcule a massa M de Q usando o item ante-
rior e coordenadas polares.

d) Verifique que M pode ser expresso apenas
em termos da altura H .

e) Calcule a coordenada z do centro de massa de Q, e verifique que também z

pode ser expresso apenas em termos de H .





9 Mudança de variáveis em 3D

Coordenadas cilíndricas
Além das cartesianas, outras duas coordenadas são importantes para as integrais
triplas: as coordenadas cilíndricas, que fazem um paralelo interessante com as
coordenadas polares, e as coordenadas esféricas, que são importantes, por exemplo,
no estudo de gravitação.

Volume de paralelepípedos
A versão 3D da fórmula de mudança de variável faz uso do cálculo do volume de
um paralelepípedo. Do caso 2D já conhecido, espera-se que o volume seja dado
em termos de um determinante, mas agora o determinante de uma matriz 3×3.

E, com efeito, considere o paralelepípedo gerado pelos vetores Q = (a,b,c),
P1 = (x1,y1,z1) e P2 = (x2,y2,z2), como ilustra a figura, cuja base é o paralelo-
gramo gerado por P1 e P2.

P1

P2

Q
Considere ainda a matriz

M =




a b c

x1 y1 z1

x2 y2 z2




e indique por Mi j a matriz 2× 2 obtida de M retirando-se a i-ésima linha e a j-
ésima coluna. Então, desenvolvendo o determinante de M em relação à primeira
linha, obtém-se
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detM = adet M11 −bdetM12 + cdetM13

= 〈(a,b,c),(det M11,−detM12,det M13)〉
= 〈Q,P1 ×P2〉 (9.1)

onde P1 ×P2 é o produto vetorial entre P1 e P2. Explicitamente esse produto é

P1 ×P2 = (y1z2 − y2z1,x2z1 − x1z2,x1y2 − x2y1)

Substituindo Q por P1 na igualdade (9.1), conclui-se que 〈P1,P1×P2〉= 0, pois
é igual ao determinante de uma matriz com duas linhas iguais. Da mesma forma
〈P2,P1 ×P2〉= 0, e, portanto, o produto vetorial é ortogonal tanto a P1 quanto a P2.
Outra propriedade do produto vetorial é o resultado do próximo lema, onde vale
lembrar a identidade

〈P1,P2〉= ‖P1‖‖P2‖cos(α) (9.2)

em que α é o ângulo entre os dois vetores.

Lema 9.1 A norma ‖P1 ×P2‖ é a área do paralelogramo gerado por P1 e P2. �

Demonstração. O paralelogramo tem base ‖P1‖ e altura h = ‖P2‖sen(α). Veja
a figura a seguir. Daí se segue que a sua área é dada por A = ‖P1‖‖P2‖sen(α).
Essa área pode ser expressa em termos das coordenadas de P1 e P2 como segue.
Da identidade (9.2) obtém-se que

A2 = ‖P1‖2‖P2‖2 sen2(α)

= ‖P1‖2‖P2‖2(1− cos2(α))

= ‖P1‖2‖P2‖2 −‖P1‖2‖P2‖2 cos2(α)

= ‖P1‖2‖P2‖2 −〈P1,P2〉2
P1

P2

Q

α h

Usando as coordenadas, cancelando e agrupando termos, o resultado segue da
surpreendente igualdade

A2 = (x2
1 + y2

1 + z2
1)(x

2
2 + y2

2 + z2
2)− (x1x2 + y1y2 + z1z2)

2

= (y1z2 − y2z1)
2 +(x2z1 − x1z2)

2 +(x1y2 − x2y1)
2 = ‖P1 ×P2‖2

�

Agora é fácil calcular o volume. Como P1 ×P2 é ortogonal tanto a P1 como a
P2, a altura do paralelepípedo é igual ao tamanho da projeção de Q sobre P1 ×P2.
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P1

P2

Q

θ

H

Daí se segue que a altura é
H = ‖Q‖|cos(θ)|, onde θ é o ângulo en-
tre Q e P1 ×P2. Veja a figura.

Ora! Como a área da base é
‖P1 ×P2‖, basta usar novamente as igual-
dades (9.1) e (9.2) para obter que o vo-
lume do paralelepípedo é dado por

V = ‖P1 ×P2‖‖Q‖|cos(θ)| = |〈Q,P1 ×P2〉|= |detM|
Resumindo, o volume do paralelepípedo gerado por Q, P1 e P2 é o módulo do

determinante da matriz cujas linhas são as coordenadas desses três vetores.

Coordenadas cilíndricas
As coordenadas cilíndricas correspondem a introduzir as coordenadas polares no
plano Oxy e manter a coordenada z inalterada, como ilustrado a seguir.

r
θ

z

x
y

z

θ r

g

Assim, como antes, a relação entre (x,y,z) e (r,θ ,z) é por meio das equações

x = r cos(θ), y = r sen(θ) e z = z

Para que seja de fato uma mudança de coordenada, a função

g(r,θ ,z) = (x(r,θ ,z),y(r,θ ,z),z(r,θ ,z)) = (r cos(θ),r sen(θ),z)

deve ser bijetiva e, além disso, ter inversa contínua. Como no caso das coordenadas
polares, é usual escolher Q̂= {(r,θ ,z);r > 0, 0< θ < 2π e z∈R} para o domínio
e Q = g(Q̂) para o contradomínio. Neste caso a imagem Q exclui o semi-plano
S0 = {(x,0,z);x ≥ 0 e z ∈ R}, exclusão que garante que a cada (r,θ ,z) ∈ Q̂

corresponde um único (x,y,z) ∈ Q, e vice-versa. Além disso, a passagem de uma
coordenada para a outra se faz continuamente.

� Exemplo 9.1 Sejam C o cilindro de raio r0 e altura h0 e S0 o semiplano como
acima. Descreva o conjunto C0 = C \S0 (o cilindro menos o semiplano) em coor-
denadas cilíndricas. �
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Solução. A necessidade de excluir o semiplano S0 é para que o conjunto C0

esteja na imagem Q da mudança g(r,θ ,z). A figura a seguir ilustra a situação.

r0

r0

r
r

z
z

θ
θ

h0
h0

2π

g

Da figura não é difícil ver que, se (r,θ ,z) são as coordenadas cilíndricas de um
ponto (x,y,z) ∈ C0, então (r,θ ,z) está no paralelepípedo Ĉ0, onde

Ĉ0 = {(r,θ ,z); 0 < θ < 2π, 0 < r ≤ r0 e 0 ≤ z ≤ h0}

Assim, C0 = g(Ĉ0).
Esse exemplo ilustra o porquê do nome de coordenadas cilíndricas: elas descre-

vem um cilindro em termos de um paralelepípedo; e isso será útil para simplificar
as integrais. �

Uma maneira de conhecer melhor as coordenadas cilíndricas é por meio das
curvas coordenadas. Uma dessas curvas corresponde, por exemplo, a fixar ambas
as coordenadas θ = θ0 e z = z0 e considerar a curva na variável r

r 7→ g(r,θ0,z0) = (r cos(θ0),r sen(θ0),z0)

A imagem dessa curva é um raio que parte do ponto (0,0,z0), é paralelo ao plano
Oxy e forma um ângulo θ0 com o eixo Ox, conforme a figura a seguir.

r0
r0θ0

θ0

z0 z0

gr(r0,θ0,z0)
gθ (r0,θ0,z0)

gz(r0,θ0,z0)

r θ

z

g

Em um ponto r0 > 0, o vetor velocidade desta curva é dado por
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gr(r0,θ0,z0) = lim
∆r→0

g(r0 +∆r,θ0,z0)−g(r0,θ0,z0)

∆r
(9.3)

= lim
∆r→0

(
x(r0 +∆r,θ0,z0)− x(r0,θ0,z0)

∆r
,

y(r0 +∆r,θ0,z0)− y(r0,θ0,z0)

∆r
,

z(r0 +∆r,θ0,z0)− z(r0,θ0,z0)

∆r

)

= (xr(r0,θ0,z0),yr(r0,θ0,z0),zr(r0,θ0,z0)) = (cos(θ0),sen(θ0),0)

onde gr = (xr,yr,zr) denota o vetor formado pelas derivadas parciais de cada uma
das coordenadas de g. Veja a interpretação geométrica de gr na figura anterior.

Analogamente, para a variável θ , obtém-se

gθ (r0,θ0,z0) = lim
∆θ→0

g(r0,θ0 +∆θ ,z0)−g(r0,θ0,z0)

∆θ
(9.4)

= (−r0 sen(θ0),r0 cos(θ0),0)

e, para a variável z, obtém-se

gz(r0,θ0,z0) = lim
∆z→0

g(r0,θ0,z0 +∆z)−g(r0,θ0,z0)

∆z
= (0,0,1) (9.5)

As curvas coordenadas e seus respectivos vetores velocidades serão usados na
comparação entre volumes, a ser vista na próxima seção.

Comparação entre volumes
Como nos casos anteriores, um passo importante é a comparação entre o volume de
um pequeno paralelepípedo R̂ = [r,r+∆r]× [θ ,θ +∆θ ]× [z,z+∆z] com o volume
da sua imagem R = g(R̂) pelas coordenadas cilíndricas. A figura abaixo ilustra
os pontos P̂0 = (r,θ ,z), P̂1 = (r+∆r,θ ,z), P̂2 = (r,θ +∆θ ,z) e P̂3 = (r,θ ,z+∆z)
juntamente com as suas respectivas imagem Pi = g(P̂i), i = 0,1,2,3.

P̂0
P̂1

P̂2

P̂3

R̂
R

P0

P1

P2

P3

g
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Com o auxilio da figura, o volume de R pode ser aproximado pelo volume do
paralelepípedo gerado pelos vetores P1−P0, P2−P0 e P3−P0, isto é, pelos vetores

g(r+∆r,θ ,z)−g(r,θ ,z), g(r,θ +∆θ ,z)−g(r,θ ,z) e g(r,θ ,z+∆z)−g(r,θ ,z)

Por outro lado, usando as igualdade de (9.3) a (9.5), esses vetores podem ser
aproximados por

g(r+∆r,θ ,z)−g(r,θ ,z) ≈ gr(r,θ ,z)∆r = (xr(r,θ ,z), yr(r,θ ,z), zr(r,θ ,z))∆r

g(r,θ +∆θ ,z)−g(r,θ ,z) ≈ gθ (r,θ ,z)∆θ = (xθ (r,θ ,z), yθ (r,θ ,z), zθ (r,θ ,z))∆θ

g(r,θ ,z+∆z)−g(r,θ ,z) ≈ gz(r,θ ,z)∆z = (xz(r,θ ,z), yz(r,θ ,z), zz(r,θ ,z))∆z

Daqui e do volume de paralelepípedos obtido na seção anterior, segue-se que

volume deR ≈

∣∣∣∣∣∣
det




xr(r,θ ,z)∆r yr(r,θ ,z)∆r zr(r,θ ,z)∆r

xθ (r,θ ,z)∆θ yθ (r,θ ,z)∆θ zθ (r,θ ,z)∆θ

xz(r,θ ,z)∆z yz(r,θ ,z)∆z zz(r,θ ,z)∆z



∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
det




xr(r,θ ,z) yr(r,θ ,z) zr(r,θ ,z)
xθ (r,θ ,z) yθ (r,θ ,z) zθ (r,θ ,z)
xz(r,θ ,z) yz(r,θ ,z) zz(r,θ ,z)



∣∣∣∣∣∣
∆r∆θ∆z

= |Jg(r,θ ,z)|∆r∆θ∆z = |Jg(r,θ ,z)|volume deR̂

onde o determinante Jg(r,θ ,z) é o jacobiano da mudança de coordenadas g. Essa é
a comparação que se estava procurando: o volume da imagem é aproximadamente
o volume do domínio vezes o jacobiano. Essa comparação é fundamental para a
fórmula de mudança de variáveis, a ser obtida na próxima seção.

Lembrando-se das expressões x(r,θ ,z) = r cos(θ), y(r,θ ,z) = r sen(θ) e
z(r,θ ,z) = z, não é difícil perceber que o jacobiano das coordenadas cilíndricas
é dado por Jg(r,θ ,z) = r. Esse valor é natural uma vez que, de R̂ para R, a altura
permanece a mesma, e a mudança é apenas nas base desses dois sólidos, bases que
estão relacionadas pelas coordenadas polares.

Fórmula de mudança de variáveis

Suponha que um tronco de árvore seja modelado pelo cilindro C de raio r0 = 0,2
m, altura h0 = 2 m e densidade

δ (x,y,z) =
1.140√

x2 + y2 +1
kg/m3
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A densidade é independente da altura z do tronco,
o que é uma hipótese razoável. Além disso, o que
também é razoável, o tronco é mais denso no cen-
tro do que na borda. De fato, ao longo do eixo do
tronco, a densidade é δ (0,0,z) = 1.140 kg/m3. Já na
borda, em que o raio é

√
x2 + y2 = 0,2, a densidade é

δ (x,y,z) = 1140/1,2 = 950 kg/m3. r0

h0

Como a densidade da água é de 1.000 kg/m3, o tronco é mais denso do que
a água no centro, e menos denso na borda. Esse fato sugere uma pergunta inte-
ressante: se colocado na água, o tronco afunda ou flutua? A pergunta pode ser
respondida por meio da densidade média do tronco, para o que é necessário calcu-
lar a sua massa, dada pela integral

M =

∫∫∫

C

δ (x,y,z)dxdydz

Para o cálculo da massa, considere a mudança de coordenadas cilíndricas
g : Ĉ → C definida no paralelepípedo

Ĉ = {(r,θ ,z);0 < r ≤ r0, 0 < θ < 2π e 0 ≤ z ≤ h0}

r0 r0

Ĉ C

h0 h0

2π

g

Rigorosamente falando, e de acordo com o Exemplo 9.1 acima, a imagem
g(Ĉ ) não é todo o cilindro C , pois exclui o semiplano S0 = {(x,0);x ≥ 0 e z∈R}.
No entanto, por ser apenas um plano, S0 pode ser excluído sem prejuízo para o
cálculo da integral.

A pergunta agora é: como escolher uma densidade δ̂ (r,θ ,z) de modo que, com
ela, Ĉ tenha a mesma massa de C ? De outra forma, como escolher δ̂ de modo que

∫∫∫

Ĉ

δ̂ (r,θ ,z)drdθdz =

∫∫∫

C

δ (x,y,z)dxdydz ?

Já se têm todas as ferramentas para responder a essa pergunta! De fato, dado
um ponto (r,θ ,z) ∈ Ĉ e um paralelepípedo R̂= [r,r+∆r]× [θ ,θ +∆θ ]× [z,z+∆z],
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indique por g(r,θ ,z) = (x,y,z) ∈ C a imagem do ponto e por R = g(R̂) a imagem
do paralelepípedo. Já se sabe que a relação entre os volumes de R̂ e R é dada por

volume de R ≈ |Jg(r,θ ,z)|∆r∆θ∆z

Multiplicando esta igualdade pela densidade δ (x,y,z), lembrando que (x,y,z)=
g(r,θ ,z) e indicando por δ̂ (r,θ ,z) = δ (g(r,θ ,z))|Jg(r,θ ,z)|, obtém-se que

δ (x,y,z)volume de R ≈δ (x,y,z)|Jg(r,θ ,z)|∆r∆θ∆z

=δ (g(r,θ ,z))|Jg(r,θ ,z)|∆r∆θ∆z = δ̂ (r,θ ,z)∆r∆θ∆z

Ora! Com essa escolha de δ̂ , a massa de R̂ é aproximadamente igual à massa
de R, aproximação tão melhor quanto menor forem ∆r, ∆θ e ∆z. Essa é a escolha
de δ̂ que faz com que as massas de R̂ e de R sejam próximas.

Usando as somas de Riemann, não é difícil concluir que é também essa escolha
que faz com que as integrais sejam iguais, isto é,

∫∫∫

C

δ (x,y,z)dxdydz =
∫∫∫

Ĉ

δ̂ (r,θ ,z)drdθdz

=
∫∫∫

Ĉ

δ (g(r,θ ,z))|Jg(r,θ ,z)|drdθdz

Esta é a fórmula de mudança de variáveis para as integrais triplas, fórmula que
será usada ao longo de todo o restante do curso.

Bem, mas a função δ̂ é simpática? Sim, pois
√

x2 + y2 = r, e portanto

δ̂ (r,θ ,z) = δ (g(r,θ ,z))|Jg(r,θ ,z)| = 1.140
r

r+1

= 1.140
r+1−1

r+1
= 1.140

(
1− 1

r+1

)

onde usou-se que |Jg(r,θ ,r)| = r. Como Ĉ é um paralelepípedo, segue-se que
∫∫∫

C

δ (x,y,z)dxdydz =

∫∫∫

Ĉ

δ (g(r,θ ,z))|Jg(r,θ ,z)|drdθdz

= 1.140
∫ 2π

0

∫ r0

0

(∫ h0

0

(
1− 1

r+1

)
dz

)
drdθ

= 1.140h0 2π

∫ r0

0

(
1− 1

r+1

)
dr

= 1.140h0 2π(r0 − ln(r0 +1))≈ 80,61π kg
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Em números decimais a massa do tronco é M = 253,26 kg, o que parece ser
um valor alto. No entanto, como o volume é V = π r2

0 h0 ≈ 0,08π , a densidade
média do tronco é

δM = M/V ≈ 1.007,67 kg/m3

Assim, o tronco tem densidade média ligeiramente maior do que a da água.
Se colocado na água, ele afunda, mas muito devagar!

Coordenadas esféricas
É surpreendente que uma integral sobre uma esfera possa ser transformada em
outra sobre um paralelepípedo, e essa é a mágica desta seção. Outra mágica é
explicar como Arquimedes calculou o volume da esfera, e isso sem integrais!

Coordenadas esféricas
As coordenadas de navegação sobre a super-

fície da Terra são bem conhecidas. Elas medem
a latitude e a longitude de um determinado ponto,
medidas em graus a partir do Equador e de Gre-
enwich, respectivamente.

Por exemplo, as coordenadas de Brasília são,
aproximadamente, 16◦ de latitude sul e 48◦ de
longitude oeste. Veja a figura ao lado.

48◦16◦

N

S

W E

Equador

Greenwich

A terceira coordenada é a altitude, medida a partir do nível do mar, e que, no
caso de Brasília, é de cerca de 1.100 m.

As coordenadas esféricas são basicamente as mesmas da navegação, mas adap-
tadas para localizar qualquer ponto do espaço, e não só sobre a superfície da Terra.

Assim é que a altitude ρ é medida a partir da origem do sistema de coordena-
das, e não do nível do mar. Também a latitude φ é medida a partir do polo norte,
e não do Equador. Outra diferença é que, em razão das funções trigonométricas,
tanto a latitude quanto a longitude θ são medidas em radianos, e não em graus.

ρ
θ

φ

x
y

z

θ

r

ρφg
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A figura acima ilustra a relação entre as coordenadas (x,y,z) e (ρ ,θ ,φ).
Para obter as equações que relacionam essas coordenadas, primeiro lembre-se

de que as coordenadas cilíndricas (r,θ ,z) são dadas por

x = r cos(θ), y = r sen(θ) e z = z

Usando essas coordenadas e a figura acima, percebe-se que r é o cateto oposto
ao ângulo φ , e, portanto, r = ρ sen(φ). Também a coordenada z é o cateto adjacente
a este ângulo, e, portanto, z = ρ cos(φ). A partir dessas igualdades, conclui-se que

x = ρ sen(φ)cos(θ), y = ρ sen(φ)sen(θ) e z = ρ cos(φ)

Essas são as expressões de (x,y,z) em termos de (ρ ,θ ,φ).
Para que seja de fato uma mudança de coordenada, os valores de (x,y,z) e

(ρ ,θ ,φ) devem ser escolhidos de modo que

g(ρ ,θ ,φ) = (x(ρ ,θ ,φ),y(ρ ,θ ,φ),z(ρ ,θ ,φ))

= (ρ sen(φ)cos(θ),ρ sen(φ)sen(θ),ρ cos(φ))

seja uma função bijetiva e, além disso, tenha inversa contínua. É usual escolher
Q̂ = {(ρ ,θ ,φ); ρ > 0, 0 < θ < 2π e 0 < φ < π} para o domínio e Q = g(Q̂) para
o contradomínio. Neste caso Q exclui o semiplano S0 = {(x,0,z);x ≥ 0 e z ∈ R},
exclusão que garante que a cada (ρ ,θ ,φ) ∈ Q̂ corresponde um único (x,y,z) ∈ Q,
e vice-versa, correspondência que é contínua nos dois sentidos.

� Exemplo 9.2 Considere a esfera E de raio R > 0 e o semiplano S0 como acima.
Descreva E0 = E \S0 (a esfera menos o semi-plano) em coordenadas esféricas. �

Solução. A necessidade de excluir o semiplano S0 é para que o conjunto E0 esteja
na imagem Q da mudança g(ρ ,θ ,φ). A figura a seguir ilustra a situação.

R

R
ρ

φφ

ρ

θ
θ

π

2π

g

Não é difícil ver que, se (ρ ,θ ,φ) são as coordenadas esféricas de (x,y,z) ∈ E0,
então (ρ ,θ ,φ) ∈ Ê0 = {(ρ ,θ ,φ); 0 < θ < 2π,0 < ρ ≤ R e 0 < φ < π}. Assim,
em coordenadas esféricas, E0 é o paralelepípedo Ê0 no sistema Oρθ φ .

Essa é a mágica das coordenadas esféricas: elas descrevem uma esfera em
termos de um paralelepípedo; e isso será útil para simplificar as integrais. �
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Também aqui as curvas coordenadas desempenham um papel importante.
Por exemplo, fixadas as coordenadas θ = θ0 e φ = φ0, obtém-se a curva

ρ 7→ g(ρ ,θ0,φ0) = (ρ sen(φ0)cos(θ0),ρ sen(φ0)sen(θ0),ρ cos(φ0))

na variável ρ . A imagem dessa curva é um raio que parte da origem com latitude
φ0 e longitude θ0, conforme ilustra a figura seguinte.

ρ0

ρ0

θ0 θ0

φ0

φ0

gφ (ρ0,θ0,φ0)

gθ (ρ0,θ0,φ0)

gρ (ρ0,θ0,φ0)

ρ θ

φ

g

Como nos casos anteriores, o vetor velocidade dessa curva em um ponto ρ0 é

gρ(ρ0,θ0,φ0) = lim
∆ρ→0

g(ρ0 +∆ρ ,θ0,φ0)−g(ρ0,θ0,φ0)

∆ρ
(9.6)

= (xρ(ρ0,θ0,φ0),yρ(ρ0,θ0,φ0),zρ(ρ0,θ0,φ0))

= (sen(φ0)cos(θ0),sen(φ0)sen(θ0),cos(φ0))

onde gρ = (xρ ,yρ ,zρ) denota o vetor formado pelas derivadas parciais de cada uma
das coordenadas da função g. O vetor gρ está indicado na figura anterior.

Essa figura também ilustra as outras derivadas gθ e gφ , que são dadas por

gθ (ρ0,θ0,φ0) = (−ρ sen(φ0)sen(θ0),ρ sen(φ0)cos(θ0),0)

gφ (ρ0,θ0,φ0) = (ρ cos(φ0)cos(θ0),ρ cos(φ0)sen(θ0),−ρ sen(φ0))

As curvas coordenadas e seus respectivos vetores velocidades serão usados na
comparação entre volumes, a ser vista na próxima seção.

Comparação entre volumes
Como antes, um passo importante é a comparação entre o volume de um pequeno
paralelepípedo R̂ = [ρ ,ρ +∆ρ ]× [θ ,θ +∆θ ]× [φ ,φ +∆φ ] com o volume da sua
imagem R = g(R̂) pelas coordenadas esféricas, como ilustra a próxima figura.

A comparação entre esses volumes é feita por meio do jacobiano Jg(ρ ,θ ,φ),
que é o determinante da matriz cujas linhas são os vetores velocidades gθ , gρ e gφ .



208 Capítulo 9. Mudança de variáveis em 3D

R̂
R

g

Calculando, obtém-se que

Jg(ρ ,θ ,φ) = det




−ρ sen(φ)sen(θ) ρ sen(φ)cos(θ) 0
sen(φ)cos(θ) sen(φ)sen(θ) cos(φ)

ρ cos(φ)cos(θ) ρ cos(φ)sen(θ) −ρ sen(φ)




= ρ2 senφ

Como antes, obtém-se que a comparação entre os volumes de R̂ e R é dada por

Volume de R ≈ |Jg(ρ ,θ ,φ)|Volume de R̂ (9.7)

O jacobiano pode também ser calculado com um argumento geométrico. De
acordo com a figura a seguir, que ilustra três lados da região R, é claro que o
segmento entre g(ρ ,θ ,φ) e g(ρ +∆ρ ,θ ,φ) tem comprimento ∆ρ ; o arco entre
g(ρ ,θ ,φ) e g(ρ ,θ ,φ +∆φ) tem raio ρ e ângulo central ∆φ , e seu comprimento é
ρ∆φ ; finalmente, o arco entre g(ρ ,θ ,φ) e g(ρ ,θ +∆θ ,φ) tem raio r = ρ sen(φ) e
ângulo central ∆θ , e seu comprimento é r∆θ = ρ sen(φ)∆θ .

rθ

φ

ρ

∆φ

∆θ

g(ρ ,θ ,φ)

g(ρ+∆ρ ,θ ,φ)

g(ρ ,θ+∆θ ,φ)

g(ρ ,θ ,φ+∆φ)

Como essas curvas são duas a duas orto-
gonais, segue-se que o volume de R é aproxi-
madamente igual ao produto desses três com-
primentos, isto é,

Volume de R ≈ (∆ρ)(ρ∆φ)(ρ sen(φ)∆θ)

= ρ2 sen(φ)∆ρ∆θ∆φ

= ρ2 sen(φ)Volume de R̂

e Jg(ρ ,θ ,φ) = ρ2 sen(φ) é mesmo o fator de comparação entre esses dois volumes.
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Fórmula de mudança de variáveis
O volume V de uma esfera de raio R > 0 é bem conhecido. Se a esfera tiver
densidade constante δ0, então a sua massa é simplesmente o produto M = δ0V .

Esse fato pode ser usado para se fazer um “Teste de São Tomé”: será que, se
calculada usando as coordenadas esféricas, obtém-se o mesmo valor para a massa
da esfera homogênea?

Para responder a essa pergunta, deve-se calcular a integral

M =

∫∫∫

E

δ0 dxdydz

usando coordenadas esféricas, onde E é a esfera de raio R > 0.

R

R

π

2π

g

Para esse cálculo, considere a mudança de coordenadas esféricas g : Ê → E

definida no paralelepípedo Ê = {(ρ ,θ ,φ);0 < ρ ≤ R, 0 < θ < 2π e 0 < φ < π}.
Rigorosamente falando, e de acordo com o Exemplo 9.2, a imagem g(Ê ) não é toda
a esfera E , pois exclui o semiplano S0 = {(x,0,z);x ≥ 0 e z ∈R}. No entanto, por
ser apenas um plano, S0 pode ser excluído sem prejuízo para o cálculo da integral.

Como anteriormente, a pergunta agora é a seguinte: como escolher uma densi-
dade δ̂ (ρ ,θ ,φ) de modo que, com essa densidade, Ê tenha a mesma massa de E ?
Dito de outra maneira, como escolher δ̂ de modo que

∫∫∫

Ê

δ̂ (ρ ,θ ,φ)dρdθdφ =

∫∫∫

E

δ0 dxdydz ?

Usando uma notação infinitesimal, pode-se argumentar como sempre: dado
um ponto (x,y,z)= g(ρ ,θ ,φ)∈ E , a relação entre um elemento de volume dρdθdφ

em torno do ponto (ρ ,θ ,φ) e o correspondente elemento de volume dxdydz em
torno de (x,y,z) é dxdydz = |Jg(r,θ ,z)|dρdθdφ .

Multiplicando-se pela densidade δ0, e indicando por δ̂ (ρ ,θ ,φ)= δ0|Jg(ρ ,θ ,φ)|,
obtém-se que a massa infinitesimal δ0 dxdydz pode ser descrita em termos das co-
ordenadas esféricas como

δ0 dxdydz =δ0|Jg(ρ ,θ ,φ)|dρdθdφ = δ̂ (ρ ,θ ,φ)dρdθdφ
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Somando essas massas infinitesimais (somas de Riemann!), obtém-se que
∫∫∫

E

δ0 dxdydz =
∫∫∫

Ê

δ̂ (ρ ,θ ,φ)dρdθdφ =
∫∫∫

Ê

δ0|Jg(ρ ,θ ,φ)|dρdθdφ

e, portanto, é essa a escolha de δ̂ que faz com que as massas de E e de Ê sejam
iguais. A igualdade acima é a fórmula de mudança de variáveis no caso particular
em que a função δ é constate. É claro que, no caso geral, em que δ = δ (x,y,z)
depende das variáveis (x,y,z), a fórmula de mudança de variáveis é dada por

∫∫∫

E

δ (x,y,z)dxdydz =

∫∫∫

Ê

δ (g(ρ ,θ ,φ))|J(ρ ,θ ,φ)|dρdθdφ

Voltando ao caso em que δ (x,y,z) = δ0, como ficam os cálculos? Bem, como
Ê é um paralelepípedo, basta notar que

∫∫∫

E

δ0 dxdydz =
∫∫∫

Ê

δ0|Jg(ρ ,θ ,φ)|dρdθdφ

= δ0

∫ 2π

0

∫ π

0

(∫ R

0
ρ2 sen(φ)dρ

)
dφdθ

= δ0 2π
R3

3

∫ π

0
sen(φ)dφ = δ0

4
3

πR3

Surpresa! O valor de 4πR3/3 é exatamente o volume da esfera. Assim, usando
coordenadas esféricas, obtém-se que a massa da esfera homogênea é mesmo
M = δ0V , como esperado. Não deixa de ser curioso que essa massa é a mesma
do paralelepípedo Ê com densidade variável δ̂ (ρ ,θ ,φ) = δ0ρ2 sen(φ).

Nem sempre a integral é sobre um paralelepípedo, como anteriormente, mas
ainda assim as coordenadas esféricas facilitam muito os cálculos. Esse é o con-
teúdo do próximo exemplo.

� Exemplo 9.3 Calcule o volume do sólido Q que é interior à esfera
x2 + y2 + z2 = 2Rz e ao cone z =

√
x2 + y2. �

R
R

π/4
R

R

π/4
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Solução. A equação da esfera escreve-se na forma x2 + y2 + z2 − 2Rz+R2 = R2

que, completando quadrados, é igual a x2 + y2 +(z−R)2 = R2. Assim, a esfera
tem raio R e centro no ponto (0,0,R), como ilustra a figura anterior.

Como ρ2 = x2+y2+z2 e z= ρ cos(φ), a equação da esfera em coordenadas es-
féricas é ρ2 = 2Rρ cos(φ), ou ainda, ρ = 2Rcos(φ). Também
r =

√
x2 + y2 = ρ sen(φ), e a equação do cone z =

√
x2 + y2 em coordenadas esfé-

ricas é ρ cos(φ) = ρ sen(φ), ou ainda cos(φ) = sen(φ). Como 0< φ < π , segue-se
que necessariamente φ = π/4.

Finalmente, como não há restrições em θ , o sólido em coordenadas esféricas é

Q̂ = {(ρ ,θ ,φ); 0 < θ < 2π, 0 < φ < π/4 e 0 < ρ < 2Rcos(φ)}

As próximas figuras ilustram tanto Q̂ quanto Q.

ρ θ

φ

2π

π/4

π/4

φ

ρ
g

Agora é fácil calcular o volume de Q, que é dado por
∫∫∫

Q
dxdydz =

∫∫∫

Q̂
ρ2 sen(φ)dρdθdφ

=
∫ 2π

0

∫ π/4

0

(∫ 2Rcos(φ)

0
ρ2 sen(φ)dρ

)
dφdθ

= 2π
(2R)3

3

∫ π/4

0
cos3(φ)sen(φ)dφ

= 2π
(2R)3

3
(−cos4(φ)

4
)
∣∣∣
π/4

0
= πR3

�

Este resultado é curioso porque πR3 = πR2 ×R é o volume do cilindro C de
raio R e altura também R. Consultando as figuras anteriores, isso significa que,
se do volume do cilindro C for retirado o volume do cone, então o que sobra é
exatamente o volume de um hemisfério de raio R.

Esta conclusão é de fato verdadeira, e está relacionada ao método pelo qual
Arquimedes primeiro calculou o volume da esfera, sem usar integrais triplas!

Veja as figuras a seguir. A da esquerda ilustra o cilindro, o hemisfério e o
cone juntos. A do meio ilustra o hemisfério e a da direita o cilindro menos o cone.
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As figuras ilustram ainda seções transversais na altura h tanto do hemisfério quanto
do cilindro menos o cone. O que Arquimedes percebeu, e é surpreendente, é que
essas seções transversais têm a mesma área.

R R

h h

r h

De fato, com a notação acima e usando Pitágoras, o raio da seção transversal
do hemisfério é tal que r2 = R2 −h2. Logo, a área dessa seção é πr2 = π(R2 −h2).

Por outro lado, na seção transversal da direita, o disco maior tem raio R. Por
semelhança de triângulos, o disco menor tem raio igual à altura h. Como a área
desta seção transversal é a diferença entre as áreas desses dois discos, segue-se que
a área é πR2 −πh2 = π(R2 −h2), que é a área da seção transversal do hemisfério.

Como os dois sólidos têm seções transversais de mesma área, Arquimedes
concluiu que eles têm o mesmo volume. Como os volumes do cilindro e do
cone já eram conhecidos, Arquimedes obteve pela primeira vez que o volume
do hemisfério é igual ao volume do cilindro menos o do cone, isto é, igual a
πR2 ×R−πR2×R/3 = (2/3)πR3.

A conclusão de que áreas de seções transversais iguais implicam em volu-
mes iguais ficou conhecida posteriormente como o Princípio de Cavalieri, mas
foi usada mesmo antes de Arquimedes por Eudoxo e Demócrito no cálculo do vo-
lume do cone. É um princípio interessante que é usado até hoje para o cálculo de
volume de prismas e outra figuras geométricas.

Outras aplicações da integral
Agora é hora de ilustrar a variedade de situações em que as integrais, duplas e
triplas, podem ser aplicadas.

Segunda lei de Kepler

Uma aplicação interessante de coordenadas polares é a dedução da 2a lei de Kepler,
segundo a qual o raio que liga a Terra ao Sol varre áreas iguais em tempos iguais.

A lei é uma conclusão a sobre a velocidade da Terra ao longo de sua órbita: ela
aumenta à medida que a Terra se aproxima do Sol, e de tal maneira que a área var-
rida permaneça constante em intervalos constantes de tempo. Veja a figura abaixo.
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Como a força gravitacional F(P) é central, o mo-
vimento de rotação da terra em torno do Sol conserva
a quantidade de movimento angular (veja a Seção 8), e
essa conservação é o fato fundamental para a demons-
tração da lei de Kepler.

Considere então um sistema de coordenadas Oxy

em que o Sol está na origem, e indique por P(x,y) a
posição da Terra nesse sistema.

P

F(P)

A área varrida pelo raio pode ser calculada usando coordenadas polares, e essa
é a ligação dessas coordenadas com a lei de Kepler. Indique então por α o ângulo
do ponto P = (x,y) e por r = r(α) o raio correspondente. Veja a figura a seguir.

θ

r(α)

α

P

Fixado um ângulo θ , indique por D a região var-
rida pelo raio entre os ângulos α = 0 e α = θ , con-
forme ilustra a figura. Em coordenadas polares, essa
região é descrita por

D̂ = {(r,α); 0 < α < θ e 0 < r < r(α)}

e daí se segue que a área de D é dada por

A (θ) =

∫∫

D
dxdy =

∫∫

D̂
r drdα =

∫ θ

0

(∫ r(α)

0
r dr

)
dα =

∫ θ

0

1
2

r2(α)dα

Não se pode continuar esses cálculos, pois não se conhece a função r(α). No
entanto, do teorema fundamental do Cálculo segue-se que a derivada de A (θ) é

A
′(θ) =

1
2

r2(θ)

Ótimo, já se têm boas informações, mas é preciso dar mais um passo. Isso
porque a lei de Kepler refere-se à área varrida em intervalos de tempo, e não entre
ângulos, como acima. Mas isso é fácil: certamente θ = θ(t) é função do tempo, e
a área varrida até o tempo t é

A(t) = A (θ(t)) =

∫ θ (t)

0

1
2

r2(α)dα

Novamente, não se pode continuar esses cálculos, mas pode-se derivar A(t).
De fato, sendo uma composta entre A (θ) e θ(t), da regra da cadeia segue-se que

A′(t) = A
′(θ(t))θ ′(t) =

1
2

r2(θ(t))θ ′(t) =
1

2m
[mr2(θ(t))]θ ′(t)
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onde m denota a massa da Terra. Essa igualdade é interessante: r(θ(t)) é a dis-
tância entre os planetas no tempo t e, portanto, mr2(θ(t)) é o momento de inér-
cia correspondente. Além disso, θ ′(t) é a velocidade angular no tempo t. Ora!
O produto mr2(θ(t))θ ′(t), entre o momento de inércia e a velocidade angular, é a
quantidade de movimento angular, quantidade que se conserva segundo o que foi
visto na Seção 8. Isso significa que o produto

mr2(θ(t))θ ′(t) = L

não depende de t. Essa é uma conclusão interessante. Não se conhece a função
A(t); no entanto, pode-se calcular a derivada e concluir que A′(t) = L/2m é cons-
tante. Desta conclusão, e usando de novo o teorema fundamental do Cálculo, a
área varrida entre os instante t1 < t2 é dada por

A(t2)−A(t1) =

∫ t2

t1

A′(t)dt =
L

2m
(t2 − t1)

Isso significa que a área varrida entre dois instante é proporcional ao intervalo
de tempo. É clara agora a lei de Kepler: o raio varre áreas iguais em intervalos
iguais de tempo.

Nesse argumento o passo importante foi concluir que a derivada da função A(t)
é constante, o que foi possível graças às coordenadas polares e à conservação da
quantidade de movimento angular (e ao teorema fundamental do Cálculo!).

Outra observação interessante é que a própria conservação da quantidade de
movimento angular já indica como a velocidade da Terra se comporta ao longo da
órbita. Isso porque, como o produto mr2(θ(t))θ ′(t) = L é constante, se a distância
r(θ(t)) diminui, então a velocidade θ ′(t) aumenta de forma a manter o produto
constante. O que a lei de Kepler diz de interessante é que os aumentos e as dimi-
nuições ocorrem de forma a conservar a área em intervalos fixos de tempo.

Energia potencial de um reservatório

Os exemplos de coordenadas cilíndricas estudados até aqui introduziram as coorde-
nas polares no plano Oxy e consideram z como função de r e θ . Nesses exemplos
os domínios eram na forma Rrθ , e claro que são exemplos importantes.

No entanto, vale considerar outras situação, em que z é variável independente,
por exemplo. É o caso de um reservatório na forma de um hemisfério de raio R e
abastecido de água até a altura H . Veja as próximas figuras. A região Q ocupada
pela água pode ser descrita por

Q = {(x,y,z); x2 + y2 + z2 ≤ R2 e 0 ≤ z ≤ H}
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H H H

R R R

Em coordenadas cilíndricas, com r2 = x2 + y2, a região é dada por

Q̂ = {(r,θ ,z); r2 + z2 ≤ R2 e 0 ≤ z ≤ H}

Nas figuras anteriores, a da esquerda ilustra a região Q. De lá se percebe que,
na forma Rrθ , Q̂ é a união de duas regiões: uma em que z é limitado por H (a figura
do meio) e outra em que z é limitado pela função

√
R2 − r2 (a figura da direita).

No entanto, Q̂ é uma região na forma Rθ z, em
que r pode ser visto como função de θ e z em
toda a região. De fato, isolando r da desigualdade
r2 + z2 ≤ R2, obtém-se que

H

R

z
r =

√
R2 − z2

Q̂ = {(r,θ ,z);0 < θ < 2π, 0 ≤ z ≤ H e 0 < r ≤
√

R2 − z2}
que é uma descrição pronta para a integração. Veja a figura acima. Por exemplo, o
volume de Q é dado por

V =
∫∫∫

Q
dxdydz =

∫∫∫

Q̂
r drdθdz =

∫ 2π

0

∫ H

0

(∫ √
R2−z2

0
r dr

)
dzdθ

=
1
2

∫ 2π

0

(∫ H

0
(R2 − z2)dz

)
dθ =

1
2

∫ 2π

0

(
R2H − H3

3

)
dθ =

π

3
H(3R2 −H2)

Como verificação, o volume de Q se anula se H for nulo, que é o caso em que o
reservatório está vazio. Também, se o reservatório estiver cheiro, isto é, se H = R,
então o volume é igual ao volume de um hemisfério, como esperado!

Considere agora o problema de calcular a energia potencial armazenada no
reservatório, cálculo que pode ser feito como nos outros casos, primeiro fazendo
um cálculo local, usando partições, e depois somando todos os resultados locais,
por meio das somas de Riemann.

Para o cálculo local, deve-se lembrar que, se uma partícula de massa m está a
uma altura h do solo, então a sua energia potencial é mgh, onde g é a aceleração
da gravidade.
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R

z
dm

Considerando cada ponto (x,y,z) do reserva-
tório como uma partícula de volume infinitesimal
dxdydz (usando partições), a massa do ponto é
dm = δ0dxdydz, onde δ0 é a densidade da água.

Como o ponto (x,y,z) está a uma altura z do solo
(o plano Oxy), a sua energia potencial é

dE = dmgz = gzδ0 dxdydz

Somando-se todas essas energias infinitesimais (somas de Riemann), obtém-se
que a energia total do reservatório é dada por

E =
∫∫∫

Q
gzδ0 dxdydz =

∫∫∫

Q̂
gzδ0 r drdθdz

=gδ0

∫ 2π

0

∫ H

0

(∫ √
R2−z2

0
zr dr

)
dzdθ = gδ0

1
2

∫ 2π

0

(∫ H

0
(R2 z− z3)dz

)
dθ

=gδ0
1
2

∫ 2π

0

(
R2 H2

2
− H4

4

)
dθ =

π

4
gδ0 H2(2R2 −H2)

Novamente, como verificação, a energia potencial é nula se o reservatório
estiver vazio (H = 0). Também, não é difícil ver que E = E(H) é uma função
crescente da variável H , alcançando o valor máximo quando o reservatório estiver
cheio (H = R), como esperado!

Uma pergunta interessante é a seguinte: se toda a massa do reservatório esti-
vesse concentrada em uma única partícula, a que altura essa partícula deveria estar
para ter a mesma energia potencial do reservatório? Ora! Se a partícula estiver
a uma altura h0, a sua energia potencial é Mgh0, onde M = δ0V é a massa do
reservatório. Para que essa energia seja igual à do reservatório, deve-se ter

Mgh0 = E =
∫∫∫

Q
gzδ0 dxdydz

Isolando h0 e cancelando g, obtém-se que

h0 =

∫∫∫
Q zδ0 dxdydz

∫∫∫
Q δ0 dxdydz

Surpresa! A expressão de h0 é a da coorde-
nada z do centro de massa. Assim, h0 = z. R

z
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Resumindo, a energia potencial do reservatório pode ser calculada concen-
trando toda a massa no seu centro de massa. Muito elegante!

Calculando, obtém-se que a expressão de h0 é um pouco complicada:

h0 =
3
4

H
2R2 −H2

3R2 −H2

No entanto, como verificação, se o reservatório estiver cheio, com H = R, esse
valor é h0 = 3R/8, que coincide como o centro de massa de um hemisfério homo-
gêneo. Muito bom.

Potencial gravitacional

O potencial gravitacional entre duas partículas é diretamente proporcional ao pro-
duto das massas e inversamente proporcional à distância entre elas. Por exemplo,
se uma partícula está na origem, a outra em P = (x,y,z) e as massas são m1 e m2,
então o potencial é

V (P) =
Gm1m2

‖P‖ =
Gm1m2√

x2 + y2 + z2

onde G é a constante gravitacional. Calculando as derivadas parciais obtém-se que

∇V (P) =− Gm1m2

(x2 + y2 + z2)3/2
(x,y,z) =−Gm1m2

‖P‖3 P (9.8)

Assim, o gradiente de V é a força gravitacional, e daí a importância do potencial.
No entanto, no cálculo do potencial entre dois corpos que não são partículas,

como calcular a distância entre eles? No caso dos planetas, com simetria esférica,
Newton mostrou que basta calcular a distância entre os centros de massa, e essa é
a situação a ser estudada a seguir.

R

Pdm

P0m

‖P−P0‖

Suponha, então, que a Terra seja uma esfera
de densidade δ0 e raio R, e considere o problema
de calcular o potencial gravitacional entre a Terra
e um satélite de massa m e a uma altura H do
centro de massa da Terra, com H > R.

É claro que cada ponto da Terra está a uma
distância diferente do satélite, e o potencial gra-
vitacional deve ser calculado considerando essas
diferenças. Veja a figura ao lado.

Introduza coordenadas Oxyz em que o centro de massa da Terra está na origem
e o satélite está em P0 = (0,0,H), e indique por Q a região ocupada pela Terra.
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Usando uma linguagem abreviada, um elemento de volume dxdydz em torno
do ponto P = (x,y,z) ∈ Q tem massa dm = δ0dxdydz e está a uma distância
‖P−P0‖=

√
x2 + y2 +(z−H)2 do satélite.

Segue-se que o potencial gravitacional gerado por esse ponto é

dV (P) =
Gmdm

‖P−P0‖
=

Gmδ0dxdydz√
x2 + y2 +(z−H)2

A grande vantagem da integral está em que, por meio das somas de Riemann,
ela é capaz de somar todos esses potenciais infinitesimais dV ′s, resultando no po-
tencial total entre a Terra e o satélite. Assim, o potencial total é

V =
∫∫∫

Q

Gmδ0√
x2 + y2 +(z−H)2

dxdydz

Mais ainda, pode-se usar coordenadas esféricas para o cálculo desta integral.
De fato, a Terra é a região Q̂ = {(ρ ,θ ,φ); 0 < ρ < R, 0 < θ < 2π e 0 < φ < π}
em coordenadas esféricas, onde x2 +y2+ z2 = ρ2 e z = ρ cos(φ). Daí se segue que

x2 + y2 +(z−H)2 = x2 + y2 + z2 −2Hz+H2 = ρ2 −2Hρ cos(φ)+H2

Finalmente, usando a expressão do jacobiano J(ρ ,θ ,φ) = ρ2 sen(φ) em coor-
denadas esféricas, segue-se que o potencial é dado por

V =

∫∫∫

Q̂

Gmδ0ρ2 sen(φ)√
ρ2 −2Hρ cos(φ)+H2

dρdθdφ

O cálculo desta integral pode ser feito notando que −cos(φ) aparece no de-
nominador, e a sua derivada sen(φ) aparece no numerador. Isso sugere calcular
primeiro a integral na variável φ usando a mudança u(φ) = ρ2−2Hρ cos(φ)+H2.
Então du = 2Hρ sen(φ)dφ e, além disso, u(0) = ρ2 − 2Hρ +H2 = (ρ −H)2 e
u(π) = ρ2 +2Hρ +H2 = (ρ +H)2. Daí se segue que

∫ π

0

Gmδ0ρ2 sen(φ)√
ρ2 −2Hρ cos(φ)+H2

dφ =
Gmδ0

2H

∫ u(π)

u(0)
ρ u−1/2 du =

Gmδ0

2H
ρ 2u1/2

∣∣∣
(ρ+H)2

(ρ−H)2

=
Gmδ0

H
ρ(|ρ +H|− |ρ −H|) = Gmδ0

H
2ρ2

onde foi usado que |ρ −H|= H −ρ , pois ρ < H .
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Pronto, essa foi a parte difícil! Isso porque daqui em diante o cálculo é trivial:

V =
∫∫∫

Q̂

Gmδ0ρ2 sen(φ)√
ρ2 −2Hρ cos(φ)+H2

dρdθdφ

=

∫ 2π

0

∫ R

0

(∫ π

0

Gmδ0ρ2 sen(φ)√
ρ2 −2Hρ cos(φ)+H2

dφ

)
dρdθ

=
∫ 2π

0

(∫ R

0

Gmδ0

H
2ρ2 dρ

)
dθ =

Gm

H
δ0 2

R3

3

∫ 2π

0
dθ =

Gm

H
δ0

4
3

π R3

Incrível! Nessa igualdade 4πR3/3 é o volume e M = δ04πR3/3 é a massa
da Terra. Assim, o potencial é igual a V = GmM/H , que é o mesmo entre duas
partículas de massas m e M a uma distância H uma da outra. Foi isso o que Newton
demonstrou, que o potencial pode ser calculado considerando as distâncias entre
os centros de massa. O impressionante é que ele fez isso sem as integrais!

Em relação à força gravitacional, é claro que V =V (H) é uma função da altura
H do satélite. Ora! Por simetria, se o satélite estiver em P = (x,y,z), o potencial é

V =V (P) =
GMm

‖P‖ =
GMm√

x2 + y2 + z2

Calculando as derivadas parciais como em (9.8), obtém-se que ∇V (P)=−GMm
‖P‖3 P

é a expressão da força gravitacional entre a Terra e o satélite. Assim, também a
força pode ser calculada a partir da distância entre os centos de massa.

Exercícios
1) Considere a ampulheta dada pela rotação da função y(z) = cos(z)+ 1+ h em
torno do eixo Oz, com 0 ≤ z ≤ 2π e h > 0, de modo que a areia passa do compar-
timento superior para o inferior através de um orifício de raio h. Suponha que a
areia ocupe todo o compartimento superior no instante t = 0, e que o volume de
areia que passa pelo orifício até o instante t > 0 seja igual a π2th2. Indique por
T = T (h) o tempo que a areia leva para passar de um compartimento para o outro,
e por (r,θ ,z) as coordenadas cilíndricas da ampulheta. Julgue os itens a seguir.

C E a) A coordenada r está em um intervalo que depende apenas de z.
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C E b) Em coordenadas cilíndricas, a ampulheta
corresponde a um sólido de base quadrada.

C E c) Em termos de h, o volume da areia é igual a
π2(9/2+4h+h2).

C E d) T (1) é maior do que 4.

C E e) Se T (h) = 3, então h > 2.

2π

2+h

2) Considere uma antena parabólica com 2 m de raio e 2 m de altura, cuja forma
é a de rotação de uma parábola em torno do eixo Oz, conforme ilustra a figura a
seguir. Suponha que a antena esteja inclinada em 45o, de modo que a vertical fique
representada pelo vetor N = (0,−1,1). Nesse caso, a antena pode acumular água
da chuva, e indique por Q a maior região que pode ser ocupada pela água.

N θ

2

2

a) Determine o domínio e a função f : D → R de
modo que a antena possa ser descrita como o
gráfico de f .

b) Determine a equação do plano que é ortogonal
a N e que passa pelo ponto (0,2,2).

c) Descreva Q em coordenadas cartesianas.

d) Descreva Q em coordenadas cilíndricas.

e) Calcule o volume de Q.

3) A atmosfera alcança cerca de 100× 103 m e tem massa aproximada de 5,1×
1018 kg. Suponha a Terra esférica de raio R m e denote por Q a região da atmosfera
situada entre o nível do solo e um altura de h0 m. Suponha ainda que a densidade
nessa região, em kg/m3 e na altura de h m, possa ser aproximada pela função
δ (h) = a−b(R+h), em que a e b são constantes apropriadas.

a) Obtenha a expressão da região Q em coordena-
das cartesianas.

b) Obtenha a expressão da região Q em coordena-
das esféricas.

c) Calcule a massa M de Q em termos das cons-
tantes a, b, R e h0.

h
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d) Suponha agora R = 6.370 × 103 e h0 = 3 × 103. Então as constantes
a = 619,09 e b = 9,7× 10−5 fornecem um bom modelo para a densidade.
Verificar que, neste caso, M é maior do que 1,5×1018.

e) Nas condições acima verifique que, apesar de a altura de Q ser de 3% da
altura total, essa região concentra mais de 30% da massa da atmosfera.

4) O campo elétrico E(P) gerado por uma bola uniforme de raio R com carga

total q é dado por E(P) =
q

4πε0R3 P se ‖P‖ ≤ R e por E(P) =
q

4πε0‖P‖3 P se

‖P‖ > R, onde P = (x,y,z) é um ponto genérico de R
3. A energia potencial U

correspondente a esse campo, que é o trabalho requerido para agrupar as cargas,
pode ser calculada por meio da integral

q

4πε0R2

‖E‖

R ‖P‖

U =
ε0

2

∫∫∫

R3
‖E(x,y,z)‖2 dxdydz

a) Encontre a expressão de ‖E(P)‖2 nos casos
em que ‖P‖ ≤ R e ‖P‖> R.

b) Expresse o resultado acima em coordena-
das esféricas.

c) Calcule
ε0

2

∫∫∫

BR

‖E(x,y,z)‖2 dxdydz, onde BR é a bola de raio R.

d) Calcule
ε0

2

∫∫∫

Qa

‖E(x,y,z)‖2 dxdydz onde Qa = {P ∈ R
3; R < ‖P‖ < a}.

Em seguida, passando o limite com a → ∞, calcule a energia total U .

e) A energia de um sistema de duas cargas de magnitude q/2 separadas por
uma distância d é q2/16πε0d. Determine d para que a energia deste sistema
seja igual à energia U .
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10 Integrais de linha

Integrais de linha – I
Depois das derivadas parciais e das integrais múltiplas, o próximo passo é estudar 
a relação entre esses dois conceitos. No caso de uma variável, essa relação é o 
Teorema Fundamental Cálculo; no caso de várias variáveis, recebe os nomes de 
Teorema de Green, de Gauss ou de Stokes.

Lembrando: teorema fundamental do Cálculo
De início vale lembrar alguns conceitos bem familiares.

Para calcular a integral de uma função
f : [a,b] → R, basta determinar uma primitiva,
isto é, uma função F(t) tal que F ′(t) = f (t)
∀ t ∈ (a,b). Nesse caso, segundo o Teorema Fun-
damental do Cálculo, a integral é dada por

∫ b

a
f (t)dt = F(b)−F(a) a t b

f (t)

O conjunto {a,b} dos pontos extremos é dito o bordo do intervalo, e é comum
a notação ∂ [a,b] = {a,b} para indicar esse bordo.O curioso da igualdade acima
é que a integral depende do valor da função f ao longo de todo o intervalo [a,b],
enquanto que a diferença F(b)−F(a) depende apenas dos valores da função F

sobre o bordo do intervalo. É mesmo interessante!
A pergunta agora é bem natural: haveria um análogo do Teorema Fundamental

para o caso de funções de duas variáveis?
Considere então D ⊂ R

2 e f : D → R uma função dada. Como se aumentou
uma dimensão no domínio, aumentou-se também uma dimensão no bordo ∂D, que
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agora passa a ser uma curva no plano Oxy, como ilustra a figura abaixo.

P

f (P)

D ∂D

O análogo do Teorema Fundamental seria re-
lacionar a integral dupla

∫∫
Q f (x,y)dxdy com a

soma dos valores de uma outra função F definida
apenas no bordo ∂D do domínio.

Ora! A soma dos valores de uma função defi-
nida em um conjunto é igual à integral da função
sobre o conjunto. Assim, o primeiro passo para
se generalizar o Teorema Fundamental é estudar
integrais de funções definidas sobre curvas.

Essas são as integrais de linha estudadas a seguir.

Integrais de linha de 1a espécie

Como motivação, considere o problema de calcular a massa de um fio que corres-
ponda ao intervalo [a,b] e com densidade linear δ̂ : [a,b]→ R conhecida.

Como sempre, a ideia é dividir o intervalo [a,b] com uma uma partição
P = {a= t0 < t1 · · ·< tn = b}. Aproximando a densidade em [ti−1, ti] pelo valor de
δ̂ (ti−1), a massa desse intervalo é aproximadamente δ̂ (ti−1)∆ti, onde ∆ti = ti − ti−1

é o comprimento do intervalo. Somando-se essas aproximações, obtém-se a soma
de Riemann ∑n

i=1 δ̂ (ti−1)∆ti, que é uma aproximação para a massa do fio, aproxi-
mação tão melhor quanto menor forem os ∆ti.

É claro, então, que a massa do fio é dada por

∫ b

a
δ̂ (t)dt = lim

‖P‖→0

n

∑
i=1

δ̂ (ti−1)∆ti

a

b

ti−1 ti

Ótimo. Isso resolve o problema no caso em que o fio é reto. Mas suponha agora
que, como ilustrado a seguir, o fio corresponda à imagem de uma parametrização
P(t)= (x(t),y(t),z(t)), com t ∈ [a,b] e densidade conhecida δ (P(t)) no ponto P(t).
Então, como calcular a massa desse fio?

a

b

t t +∆t P

P(a)

P(b)

P(t)

P(t +∆t)

Como já se sabe calcular a massa no caso de um intervalo, a pergunta pode ser
reformulada assim: como obter uma densidade δ̂ no intervalo [a,b] de modo que,
com essa densidade, o intervalo tenha a mesma massa do fio?
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Ora, essa é uma pergunta familiar, e o segredo da resposta está em comparar
tamanhos no domínio e na imagem. De fato, supondo que a parametrização tenha
vetor velocidade

lim
∆t→0

P(t +∆t)−P(t)

∆t
= P′(t)

pode-se usar a aproximação P(t +∆t)−P(t)≈ P′(t)∆t para ∆t é pequeno. Assim,
nesse caso, o comprimento do fio entre P(t) e P(t +∆t) pode ser aproximado por

‖P(t +∆t)−P(t)‖ ≈ ‖P′(t)‖∆t

Pronto! Aí está a comparação procurada: o comprimento do fio entre P(t) e
P(t +∆t) é, aproximadamente, o comprimento do intervalo [t, t +∆t] multiplicado
pelo fator ‖P′(t)‖. Assim, para as integrais de linha, esse fator desempenha um pa-
pel semelhante ao que o jacobiano desempenha para as mudanças de coordenadas.

Voltando ao cálculo da massa, divida o intervalo [a,b] com uma partição
P = {a = t0 < t1 · · · < tn = b} e suponha que a densidade entre P(ti−1) e P(ti)
seja aproximada por δ (P(ti−1)). Então, como ti = ti−1 +∆ti, o comprimento do fio
entre P(ti−1) e P(ti) é aproximadamente

‖P(ti)−P(ti−1)‖ ≈ ‖P′(ti−1)‖∆ti

Multiplicando-se pela densidade, a massa entre P(ti−1) e P(ti) é aproximadamente

δ (P(ti−1))‖P′(ti−1)‖∆ti = δ̂ (ti−1)∆ti

onde foi usada a notação δ̂ (t) = δ (P(t))‖P′(t)‖. Ora, δ̂ (ti−1)∆ti é a massa do in-
tervalo [ti−1, ti] se for escolhida a densidade δ̂ em [a,b]. Assim, essa é a escolha
que faz com que, localmente, as massas do domínio e da imagem sejam aproxima-
damente iguais. É também a escolha que faz com que as massas totais sejam as
mesmas! De fato, as massas totais, do fio e do intervalo, podem ser aproximadas
pelas somas de Riemann

n

∑
i=1

δ (P(ti−1))‖P′(ti−1)‖∆ti =
n

∑
i=1

δ̂ (ti−1)∆ti

aproximações tão melhores quanto menores forem os ∆ti. Passando o limite com
‖P‖ → 0, é claro, então, que as massas são dadas por

∫ b

a
δ (P(t))‖P′(t)‖dt =

∫ b

a
δ̂ (t)dt
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1P(a)

P(t)

P(b)
� Exemplo 10.1 Calcule a massa do fio de pa-
rametrização P(t) = (cos(t),sen(t), t) com densi-
dade δ (P(t)) = ‖P(t)‖2, t ∈ [0,2π]. �

Solução. O fio está ilustrado ao lado, e de lá
se percebe que a sua projeção sobre o plano Oxy

é um círculo de raio 1. A componente vertical é
o próprio parâmetro t, que alcança a altura 2π ao
longo do eixo Oz. Em razão desta forma, o fio é
conhecido como uma hélice.

A massa é fácil de calcular, pois P′(t) = (−sen(t),cos(t),1) tem norma cons-
tante ‖P′(t)‖=

√
2. Além disso, como δ (P(t)) = ‖P(t)‖2 = 1+ t2, segue-se que

M =

∫ 2π

0
δ (P(t))‖P′(t)‖dt =

∫ 2π

0
(1+ t2)

√
2dt

=
√

2

(
2π +

(2π)3

3

)
=

2π
√

2
3

(
3+4π2)

�

Com densidade 1 a massa coincide com o comprimento, que é dado por∫ b
a ‖P′(τ)‖dτ . Em particular, o comprimento entre P(a) e P(t) é dado por

s(t) =

∫ t

a
‖P′(τ)‖dτ

A figura anterior ilustra essa igualdade. A derivada desta função é

d

dt
s(t) = ‖P′(t)‖

e é comum a notação ds = ‖P′(t)‖dt, que é o elemento comprimento de arco do
caminho. Essa notação significa que uma pequena variação dt no comprimento do
domínio provoca uma variação ds = ‖P′(t)‖dt no comprimento da imagem.

Em geral, dada uma parametrização P(t) = (x(t),y(t),z(t)), com t ∈ [a,b],
indica-se por C a sua imagem, e diz-se que C é o caminho de parametrização
P(t). Uma boa comparação está em supor que C representa uma estrada e P(t)
uma maneira particular de percorrer essa estrada.

Em vários argumentos é importante que o elemento comprimento de arco
ds = ‖P′(t)‖dt esteja definido e não se anule. Nesse caso, segundo a próxima
definição, a parametrização é dita regular.
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Definição 10.1 A parametrização P(t) = (x(t),y(t),z(t)), t ∈ [a,b], do cami-
nho C é dita regular se tem vetor velocidade P′(t) = (x′(t),y′(t),z′(t) contínuo
e, além disso, ‖P′(t)‖ não se anula para todo t ∈ [a,b].

Se P(t) é uma parametrização regular de um caminho C, usa-se a notação

∫

C
f ds =

∫ b

a
f (P(t))‖P′(t)‖dt

para indicar a integral da função f sobre C, integral que é dita a integral de linha
de 1a espécie de f sobre C. Por exemplo, se f for a densidade, então a integral é a
massa. Mas a integral pode ter outros significados, como se verá a seguir.

� Exemplo 10.2 Calcule o centro de massa do fio do Exemplo 10.1. �

Solução. O primeiro passo é, a partir de um comprimento infinitesimal
ds = ‖P′(t)‖dt em torno do ponto P(t), determinar a massa infinitesimal

δ ds = δ (P(t))‖P′(t)‖dt

O próximo passo é determinar o momento de massa desse ponto em relação aos
três planos coordenados. Por exemplo, para o momento de massa em relação ao
plano Oyz, deve-se calcular a distância x do ponto P(t) = (cos(t),sen(t), t) a este
plano. Mas é claro que essa distância é dada por x = x(t) = cos(t). Multiplicando-
se essa distância pela massa δ ds, obtém-se que o momento de massa do ponto P(t)
em relação ao plano Oyz é dado por

xδ ds = x(t)δ (P(t))‖P′(t)‖dt

O último passo é somar todos esses momentos ao longo de C. A rigor essa
soma deveria ser feita por meio das somas de Riemann. Mas esses passos já são
conhecidos, e é claro que a soma de todos os momentos é dada pela integral

∫

C
xδ ds =

∫ 2π

0
x(t)δ (P(t))‖P′(t)‖dt

Ótimo. Essa é outra interpretação das integrais de linha de 1a espécie: podem
ser usadas para calcular o momento de massa do caminho em relação a um dos
planos coordenados. Serve também para calcular as coordenadas do centro de
massa, que, no caso da coordenada x, é dado por

x =

∫
C xδ ds∫
C δ ds
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onde a massa
∫

C δ ds foi calculada no Exemplo 10.1. A outra integral, dada por
∫

C
xδ ds =

∫ 2π

0
x(t)δ (P(t))‖P′(t)‖dt =

∫ 2π

0
cos(t)(1+ t2)

√
2dt

é um pouco chata de calcular, em razão do fator t2. Mas ela pode ser calculada
usando integração por partes, e é igual a

∫
C xδ ds = 4π

√
2. Juntando as peças do

quebra-cabeça e simplificando, obtém-se que

x =
6

3+4π2 ≈ 0,1412

As outras coordenadas são calculadas de forma análoga, e são dadas por

y=
−6π

3+4π2 ≈−0,4437 e z=
3π(1+2π2)

3+4π2 ≈ 4,6014

A figura ao lado ilustra essas coordenadas, e pa-
rece estranho que z seja tão alto. Mas isso se deve a
que a densidade é maior em pontos afastados da ori-
gem, deslocando o centro de massa para cima. �

� Exemplo 10.3 Calcule o comprimento da curva de equação x2/3 + y2/3 = a2/3.
�

Solução. A curva está ilustrada na figura seguinte, e é conhecida como uma
hipocicloide. O comprimento pode ser calculado das maneiras indicadas a seguir.

ax

y

Solução 1. Indique por C a parte da hipocicloide
que está no primeiro quadrante. Por simetria, o
comprimento total é quatro vezes o comprimento
de C. Além disso, C é o gráfico da função

y = f (x) = (a2/3 − x2/3)3/2 com x ∈ [0,a]

gráfico parametrizado por P(x) = (x, f (x)), com
x ∈ [0,a]. Veja a figura ao lado.

O vetor velocidade é então P′(x)=(1, f ′(x)) e, portanto, o comprimento de C é
∫

C
ds =

∫ a

0
‖P′(x)‖dx =

∫ a

0

√
1+ f ′(x)2 dx

igualdade que é bem conhecida nos cursos de Cálculo em uma variável.
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Em geral, e em razão da raiz no integrando, o cálculo do comprimento de
curvas não é muito simples. No entanto, para a hipocicloide, os cálculo ficam bem
fáceis. De fato, calculando, obtém-se f ′(x) =−(a2/3 − x2/3)1/2x−1/3, e, portanto,

1+ f ′(x)2 = 1+(a2/3 − x2/3)x−2/3 = a2/3x−2/3 = (a1/3x−1/3)2

É fácil então extrair a raiz e obter que
∫

C
ds =

∫ a

0

√
1+ f ′(x)2 dx =

∫ a

0
a1/3x−1/3 dx =

3
2

a

Esse é o comprimento de 1/4 da hipocicloide. O comprimento total é 6a.

Solução 2. Com a mudança u = x1/3 e v = y1/3, a equação da hipocicloide

(a1/3)2 = a2/3 = x2/3 + y2/3 = (x1/3)2 +(y1/3)2 = u2 + v2

transforma-se na equação de um círculo de raio a1/3, círculo que pode ser para-
metrizado por u(t) = a1/3 cos(t) e v(t) = a1/3 sen(t) com t ∈ [0,2π]. Voltando às
variáveis x e y, obtém-se que a hipocicloide pode ser parametrizada por

P(t) =
(
acos3(t),asen3(t)

)
, t ∈ [0,2π]

Essa parametrização é curiosa porque, apesar de a hipocicloide ter “bicos”,
ou pontos onde não tem reta tangente, a parametrização é derivável em todos os
pontos t ∈ [0,2π]. No entanto, não é uma parametrização regular, uma vez que

P′(t) =
(
−3acos2(t)sen(t),3asen2(t)cos(t)

)
= 3asen(t)cos(t)(−cos(t),sen(t))

e, portanto, ‖P′(t)‖= 3a|sen(t)cos(t)| se anula nos pontos t ∈ [0,2π] que são múl-
tiplos de π/2. Vale então voltar a restringir a hipocicloide ao primeiro quadrante,
e considerar valores de t ∈ (0,π/2). Nesse intervalo, o comprimento da curva é

∫ π/2

0
‖P′(t)‖dt = 3a

∫ π/2

0
sen(t)cos(t)dt = a

3
2

sen2(t)
∣∣∣
π/2

0
=

3
2

a

que é o mesmo valor obtido na solução anterior.
Esse exemplo ilustra a importância de verificar se a parametrização é regular.

Do contrário, um cálculo desatento poderia concluir que o comprimento seria
∫ 2π

0
‖P′(t)‖dt = 3a

∫ 2π

0
sen(t)cos(t)dt = a

3
2

sen2(t)
∣∣∣
2π

0
= 0

o que não faz sentido! �
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Integrais de linha – II
Além do comprimento e da massa, as integrais de linha podem ser usadas para 
calcular o trabalho de uma força ao longo de uma trajetória, ou a diferença de 
potencial gerado por um campo elétrico ao longo de um circuito. Mas, antes, vale 
estudar algumas propriedades básicas dessas integrais.

Lembrando: mudança de variáveis em integrais simples
Em uma parametrização regular P : [a,b] → R3, o elemento comprimento de arco 
compara pequenos tamanhos dt do domínio como os respectivos tamanhos
ds = ‖P′(t)‖dt da imagem. Assim, o comprimento de arco desempenha um pa-
pel semelhante ao do jacobiano dxdy = |J(r,θ )|drdθ em coordenadas polares.

dt

P
ds

No entanto, chama a atenção um fato curioso. Todas as comparações de ta-
manho envolvem números positivos. Afinal, tamanhos são sempre positivos. Mas
isso não acontece na mudança de variáveis das integrais simples! De fato, com
uma mudança x = g(t), usa-se a comparação dx = g′(t)dt sem a menor cerimônia,
mesmo que g′(t) seja negativa.

O que explica essa curiosidade é o fato de a integral simples ser orientada, no
sentido de que

∫ a
b f (x)dx =−∫ b

a f (x)dx. Veja os detalhes no lema a seguir.

Lema 10.1 Sejam f : [a,b]→ R uma função contínua e g : [c,d]→ [a,b] uma
função de classe C1 tal que g′(t) 6= 0 para todo t ∈ [c,d]. Então

∫ b

a
f (x)dx =

∫ d

c
f (g(t))|g′(t)|dt

�

Demonstração. Como g′(t) não se anula, ela também não muda de sinal. Assim,
ou g′(t)> 0 ou g′(t) < 0 ao longo de todo o intervalo [c,d], conforme ilustram as
figuras a seguir.

No caso em que g′(t)> 0 não tem muito o que fazer, pois |g′(t)|= g′(t) e g pre-
serva a orientação dos intervalos, no sentido de que, quanto t percorre o intervalo
[c,d] de c para d, a imagem x = g(t) percorre o intervalo [a,b] de a para b.
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c d

a

b

g′(t)> 0
c d

a

b

g′(t)< 0

Assim, a = g(c) e b = g(d), e, usando a mudança em integrais simples já vista
anteriormente, segue-se que

∫ b

a
f (x)dx =

∫ d

c
f (g(t))g′(t)dt =

∫ d

c
f (g(t))|g′(t)|dt

No caso em que g′(t) < 0, tem-se que |g′(t)| = −g′(t), e a função g inverte a
orientação dos intervalos, no sentido de que, quando t percorre o intervalo [c,d] de
c para d, a imagem x = g(t) percorre o intervalo [a,b] de b para a. Veja a figura
acima. Assim, a = g(d) e b = g(c), e usando mais uma vez a mudança já vista
anteriormente, obtém-se que

∫ b

a
f (x)dx =

∫ c

d
f (g(t))g′(t)dt =−

∫ d

c
f (g(t))g′(t)dt

=

∫ d

c
f (g(t))(−g′(t))dt =

∫ d

c
f (g(t))|g′(t)|dt

Resumindo, em qualquer caso vale a igualdade
∫ b

a f (x)dx=
∫ d

c f (g(t))|g′(t)|dt.
Isso significa que, se mantidas as orientações dos intervalos, pode-se usar a com-
paração dx = |g′(t)|dt, que inclui o módulo como nos outros casos. �

Reparametrização de caminhos

Um caminho pode ser parametrizado de diferentes maneiras. Uma boa comparação
é o caminho com a estrada, e a parametrização com uma forma de percorrê-la.
Então, para medir o comprimento da estrada, deve-se fazer o percurso, mas é claro
que o comprimento não depende da forma particular em que o percurso é feito.

É isso que será mostrado a seguir.
Por exemplo, considere o caminho C cor-

respondente ao semicírculo superior de equação
x2 + y2 = R2 com y ≥ 0. Como C é o gráfico da
função f (x) =

√
R2 − x2, é claro que ele pode ser −R Rx

f (x)
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parametrizado por P(x) = (x, f (x)), com x ∈ [−R,R], como ilustra a figura acima.
O vetor velocidade é então P′(x) = (1, f ′(x)) e, calculando, obtém-se que

ds = ‖P′(x)‖dx =
R√

R2 − x2
dx

que não é uma expressão fácil de se integrar. Mas C pode ser reparametrizado de
forma a que o novo elemento comprimento de arco seja muito fácil de se integrar.

0 t π −R x R

g P

P̂
g(t)

f (g(t)) P̂(t)

De fato, seja g : [0,π] → [−R,R] a mudança g(t) = Rcos(t). É uma mudança
que inverte a orientação dos intervalos, pois a derivada g′(t) =−Rsen(t) é negativa
para todo t ∈ (0,π). Apesar disso, é uma mudança conveniente, pois permite
definir uma nova parametrização P̂ de C dada pela composta

P̂(t) = P(g(t)) =

(
g(t),

√
R2 −g(t)2

)
= (Rcos(t),Rsen(t))

Surpresa! A composta P̂ é a parametrização de C em coordenadas polares.
Pela regra da cadeia, o vetor velocidade desta nova parametrização é

P̂′(t) = P′(g(t))g′(t) = (1, f ′(g(t)))g′(t) = (−Rsen(t),Rcos(t))

e, portanto, ‖P̂′(t)‖ = R. Em particular, como esperado, o comprimento de C é
∫

C
ds =

∫ π

0
‖P̂′(t)‖dt =

∫ π

0
Rdt = πR

Desses cálculos vem uma pergunta interessante. O comprimento é calculado
por meio de uma parametrização. Mas, se o caminho admite várias parametriza-
ções, qual delas usar para calcular o comprimento? De acordo com o próximo
resultado, pode-se usar qualquer uma: todas levam ao mesmo comprimento.

Teorema 10.1 — Independência da parametrização. Supor P: [a,b]→R
2

e P̂ : [c,d]→R
2 parametrizações regulares de C e f : C → R uma função contí-

nua. Então ∫ d

c
f (P̂(t))‖P̂′(t)‖dt =

∫ b

a
f (P(x))‖P′(x)‖dx
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Demonstração. Escolhendo-se uma mudança de coordenadas g : [c,d] → [a,b],
pode-se supor que P̂(t) = P(g(t)), como ilustra a figura anterior. Então, pela regra
da cadeia, P̂′(t) = P′(g(t))g′(t), e, portanto, ‖P̂′(t)‖ = ‖P′(g(t))‖|g′(t)|. Usando
agora o Lema 10.1 com a mudança x = g(t), tem-se que dx = |g′(t)|dt, e, portanto,
∫ d

c
f (P̂(t))‖P̂′(t)‖dt =

∫ d

c
f (P(g(t)))‖P′(g(t))‖|g′(t)|dt =

∫ b

a
f (P(x))‖P′(x)‖dx

o que conclui a demonstração. �

� Exemplo 10.4 Calcule o centro de massa do caminho C correspondente ao se-
micírculo de equação x2 + y2 = R2, com y ≥ 0, e com densidade constante δ0. �

Solução. O comprimento πR de C já foi calculado acima. Como a densidade é
constante, a massa é M = πRδ0.

Por simetria é claro que x = 0. Veja a figura. Para y, escolhendo a parametriza-
ção P̂(t) = (Rcos(t),Rsen(t)), com t ∈ [0,π], tem-se que ‖P̂′(t)‖= R. Logo

∫

C
yδ0 ds =

∫ π

0
Rsen(t)δ0Rdt = 2R2δ0

e, portanto, y = 1
M

∫
C yδ0 ds = 2R/π . A figura ao

lado ilustra o ponto (x,y). �

Como um exercício, vale repetir esses cálculos usando a parametrização
P(x) = (x,

√
R2 − x2) de C.

Componente tangencial da força

Para ser usado logo a seguir, considere o pro-
blema de calcular a componente tangencial de
uma força que atua no deslocamento de uma par-
tícula. Esses cálculos já foram feitos antes, mas
vale lembrá-los rapidamente.

rP′ P′

F

F − rP′

De acordo com a figura acima, a projeção ortogonal da força F sobre o vetor
P′ é o vetor rP′, onde r deve ser escolhido de modo que F − rP′ seja ortogonal a
P′. Para isso, basta notar que esses vetores são ortogonais se, e somente se,

0 = 〈F − rP′,P′〉= 〈F,P′〉− r〈P′,P′〉

Usando que 〈P′,P′〉= ‖P′‖2 e isolando r, obtém-se que r = 〈F,P′〉
‖P′‖2 , e, portanto,

rP′ =
〈F,P′〉
‖P′‖2 P′ =

〈
F,

P′

‖P′‖

〉
P′

‖P′‖
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Esta é a componente tangencial da força. Como P′
‖P′‖ é unitário, a intensidade

da componente é ‖rP′‖= |〈F, P′
‖P′‖〉|. Outro aspecto importante é o sinal do número

〈F, P′
‖P′‖〉, que é o mesmo sinal de r. Ele indica o sentido da componente em relação

ao vetor velocidade: se positivo, a componente tem o mesmo sentido de P′; se
negativo, tem sentido contrário.

rP′ P′

F

P′

F

rP′ P′

F

r > 0 r = 0 r < 0

Integrais de linha de 2a espécie

Suponha que uma partícula se desloca em linha reta de um ponto a até um ponto b

sujeita a uma força F̂ que só depende da posição t da partícula. A força é positiva
se tem o sentido do deslocamento, e negativa caso contrário. Veja a figura a seguir.

a t b

F̂ < 0

F̂ > 0 Se F̂ é constante, então o trabalho Wab

realizado por F̂ ao longo do deslocamento é

Wab = força×deslocamento = F̂(b−a)

Se F̂ = F̂(t) não é constante, divida o intervalo [a,b] com uma partição
P = {a = t0 < t1 · · · < tn = b} e suponha que a força entre os pontos ti−1 e ti
seja aproximada por F̂(ti−1). Então, o trabalho entre ti−1 e ti pode ser aproximado
por ∆Wi ≈ F̂(ti−1)∆ti, e o trabalho total pode ser aproximado pela soma de Rie-
mann Wab ≈ ∑n

i=1 F̂(ti−1)∆ti, aproximação tão melhor quanto menor forem os ∆ti.
O trabalho total é dado então por

Wab =

∫ b

a
F̂(t)dt

Ótimo. Isso resolve o problema no caso em que a trajetória é reta. Mas supo-
nha que, como ilustrado a seguir, a trajetória seja o caminho C de parametrização
P(t) = (x(t),y(t),z(t)), com t ∈ [a,b], e que se conheça a força F(P(t)) no ponto
P(t). Como calcular o trabalho nesse caso?
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a bt P

P(a)

P(b)

P(t)

F(P(t))
P′(t)

rP′(t)

Como já se sabe calcular o trabalho no caso de um intervalo, a pergunta pode
ser reformulada assim: como obter uma força F̂ em [a,b] de modo que o trabalho
realizado por essa força seja igual ao trabalho realizado por F ao longo de C?

Ora, essa é uma pergunta familiar, e já não há mais segredo em responde-la!
De fato, o primeiro passo é localizar os cálculos em torno de um pequeno intervalo
[t, t +∆t] e supor que a força seja constante e igual a F(P(t)) ao longo do trecho
entre P(t) e P(t +∆t).

Como apenas a componente tangencial realiza trabalho, deve-se projetar a
força sobre o tangente, além de considerar o sentido da projeção. Procedendo
assim, e já considerando o sentido, a intensidade da força tangente é dada por

FT (P(t)) =

〈
F(P(t)),

P′(t)
‖P′(t)‖

〉

Como o deslocamento entre P(t) e P(t +∆t) é aproximadamente ‖P′(t)‖∆t, o tra-
balho ∆W realizado pela força entre esses dois pontos é aproximadamente

∆W ≈ FT (P(t))‖P′(t)‖∆t =

〈
F(P(t)),

P′(t)
‖P′(t)‖

〉
‖P′(t)‖∆t

=
〈
F(P(t)),P′(t)

〉
∆t = F̂(t)∆t

onde foi usada a notação F̂(t) = 〈F(P(t)),P′(t)〉. Ora, com essa escolha, o pro-
duto F̂(t)∆t é o trabalho realizado por F̂ no intervalo [t, t +∆t]. Assim, essa é a
escolha que faz com que, localmente, os trabalhos no domínio e na imagem sejam
aproximadamente iguais. Usando partições e somas de Riemann, não é difícil ver
que essa também é a escolha que faz com que os trabalhos totais sejam os mesmos,
trabalhos que são dados por

W =

∫ b

a
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ b

a
F̂(t)dt

Em geral, se F é um campo de vetores (força, velocidade, ...), diz-se que
∫

C
〈F,T 〉ds =

∫ b

a
〈F(P(t)),

P′(t)
‖P′(t)‖〉‖P′(t)‖dt =

∫ b

a
〈F(P(t)),P′(t)〉dt
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é a integral de linha de 2a espécie de F sobre C, onde T = P′(t)
‖P′(t)‖ é o vetor tangente

unitário. Outra notação é usando as componentes F = (L,M,N) do vetor F . Nesse
caso, uma vez que 〈F(P(t)),P′(t)〉 = L(P(t))x′(t)+M(P(t))y′(t)+N(P(t))z′(t),
é comum a notação

∫

C
〈F,T 〉ds =

∫ b

a
[L(P(t))x′(t)+M(P(t))y′(t)+N(P(t))z′(t)]dt

=
∫

C
Ldx+Mdy+Ndz

� Exemplo 10.5 Calcule o trabalho da força de gravidade ao se deslocar uma
partícula de massa m ao longo da hélice P(t) = (cos(t),sen(t), t), com t ∈ [0,2π].
�

P′(t)

rP′(t)

F

Solução. Indicando por F a força de gravidade
que age sobre a partícula, é claro que ‖F‖ = mg,
onde g é a aceleração da gravidade. É claro
também que F tem a direção e sentido do ve-
tor (0,0,−1), e, portanto, a sua expressão é
F(P) = (0,0,−mg). Veja a figura ao lado.

Projetando a força F(P) sobre P′(t) = (−sen(t),cos(t),1), e usando a expres-
são do trabalho W obtida anteriormente, segue-se que

W =
∫ 2π

0
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ 2π

0
−mgdt =−mg2π

�

Esse resultado concorda com o fato de que, se uma partícula de massa m é
deslocada de uma altura h, então o trabalho realizado pela força gravitacional é
W = −mgh. O curioso desse resultado é que o trabalho não depende da trajetória
da partícula, mas apenas das posições inicial e final.

Mais adiante será visto que a força gravitacional é um caso particular de forças
conservativas, forças que desempenham um papel central na física newtoniana.

O exemplo a seguir aborda o caso em que a parametrização é regular por partes.

� Exemplo 10.6 Calcule a integral
∫

C
xydx+ zdy+ ydz, onde C é o triângulo de

vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) com orientação anti-horária se visto de cima. �

Solução. A primeira observação é que, com a notação de componentes introdu-
zida acima, deve-se calcular a integral
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∫

C
〈F,T 〉ds =

∫

C
xydx+ zdy+ ydz

onde o campo de vetores é F(x,y,z) = (xy,z,y). A
segunda observação é que, com a notação da figura,
o caminho é uma justaposição C = C1 ∪C2 ∪C3,
onde cada Ci tem uma parametrização regular. A
integral é então definida como a soma C1

C2

C3

∫

C
〈F,T 〉ds =

∫

C1

〈F,T 〉ds+
∫

C2

〈F,T 〉ds+
∫

C3

〈F,T 〉ds

Começando com a integral em C1, como esse caminho é um segmento de reta
que parte de (1,0,0) e chega a (0,1,0), ele pode ser parametrizado por

P1(t) = (1− t)(1,0,0)+ t(0,1,0) = (1− t, t,0) com t ∈ [0,1]

Assim, P′
1(t) = (−1,1,0) e F(P1(t)) = F(1− t, t,0) = ((1− t)t,0, t), e, portanto,

∫

C1

〈F,T 〉ds =
∫ 1

0
〈F(P1(t)),P

′
1(t)〉dt =

∫ 1

0
−(1− t)t dt =−1

6

Procedendo de maneira análoga nos outros dois casos, obtém-se que

∫

C2

〈F,T 〉ds =
∫ 1

0
(1−2t)dt = 0 e

∫

C3

〈F,T 〉ds =
∫ 1

0
0dt = 0

de onde se segue que

∫

C
〈F,T 〉ds =

∫

C1

〈F,T 〉ds+

∫

C2

〈F,T 〉ds+

∫

C3

〈F,T 〉ds =−1
6 �

Independência do caminho
O trabalho realizado pela força gravitacional depende dos pontos inicial e final,
mas não da trajetória entre os pontos, propriedade que é conhecida como a in-

dependência do caminho. A pergunta natural agora é saber se existem, e como
encontrar, outras forças com essa propriedade.

Caminho inverso
Antes da independência do caminho, entretanto, vale destacar uma propriedade
importante das integrais de linha de 2a espécie. Ao contrário das integrais de 1a

espécie, as de 2a dependem da orientação do caminho, como explicado a seguir.
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O sentido de percurso de um caminho C de parametrização P : [a,b] → R
3 é

aquele que parte de P(a) e chega a P(b). Assim, a orientação do caminho é a
mesma do intervalo [a,b]. O caminho de orientação contrária é indicado por −C,
e é dito o caminho inverso.

Uma maneira de parametrizar o caminho inverso é primeiro inverter a orienta-
ção de [a,b], passando para [−b,−a]. De fato, se a variável τ percorre [−b,−a] de
−b para −a, a variável t =−τ percorre [a,b] no sentido inverso, de b para a.

a t b

P(a)

P(t)

P(b)
P′(t)

−b τ −a

Q(−b)

Q(τ)

Q(−a)

Q′(τ)

Explorando esse fato, o caminho −C pode ser parametrizado por
Q : [−b,−a] → R

3, onde Q(τ) = P(−τ). O ponto inicial de −C é então
Q(−b) = P(b) e o ponto final é Q(−a) = P(a), invertendo de fato o sentido de
percurso. Além disso, pela regra da cadeia, Q′(τ) =−P′(−τ), o que significa que
o vetor velocidade de Q(τ) tem sentido oposto ao de P(t), como esperado!

Com essa notação pode-se agora demonstrar o

Teorema 10.2 Se F é um campo de vetores contínuo, C é um caminho de
parametrização regular P : [a,b]→ R

3 e −C é o caminho inverso, então
∫

−C
〈F,T 〉ds =−

∫

C
〈F,T 〉ds

Demonstração. Essa é fácil. Basta usar a mudança τ =−t para obter que

∫

−C
〈F,T 〉ds =

∫ −a

−b
〈F(Q(τ)),Q′(τ)〉dτ =

∫ −a

−b
〈F(P(−τ)),−P′(−τ)〉dτ

=

∫ a

b
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =−

∫ b

a
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =−

∫

C
〈F,T 〉ds

�

� Exemplo 10.7 Seja C a hélice de parametrização P(t) = (cos(t),sen(t), t) com
t ∈ [0,2π]. Comparar o trabalho realizado pela força gravitacional F = (0,0,−mg)
ao longo de C e −C �
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Solução. Como visto anteriormente, ao longo de C, o trabalho é

WC =

∫

C
〈F,T 〉ds =

∫ 2π

0
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ 2π

0
(−mg)(1)dt =−mg2π

A parametrização de −C é Q(τ) = P(−τ) = (cos(−τ),sen(−τ),−τ), com
τ ∈ [−2π,0]. Daí se segue que o trabalho ao longo de −C é

W−C =

∫

−C
〈F,T 〉ds =

∫ 0

−2π
〈F(Q(τ)),Q′(τ)〉dτ =

∫ 0

−2π
(−mg)(−1)dτ = mg2π

o que mostra que, de fato, um valor tem sinal contrário ao do outro. �

Independência do caminho

Considere o problema de calcular o trabalho realizado pela força gravitacional ao
se colocar um satélite em órbita. Indique por m a massa do satélite e por H a altura
da órbita em relação ao solo.

Introduza um sistema de eixos Oxyz em que
a origem está no centro de massa da Terra, e indi-
que por P=(x,y,z) a posição do satélite nesse sis-
tema. Indicando por G a constante de gravitação
e por M a massa da Terra, a força gravitacional é

F(P) =
GMm

‖P‖2

−P

‖P‖ =− GMm

(x2 + y2 + z2)3/2
(x,y,z)

R

m

F

H

R

P(t)

R+H Em relação ao tralho realizado por F , de
início e simplificadamente, suponha que a tra-
jetória C do satélite possa ser parametrizada
por P(t) = (0,0,R+ t) com t ∈ [0,H], onde R

é o raio da Terra.

Isso significa que o satélite subiu em linha reta ao longo do eixo Oz, partindo
do solo P(0) = (0,0,R) e alcançando o ponto P(H) = (0,0,R+H) de altura H em
relação ao solo. Nesse caso

F(P(t)) =− GMm

(R+ t)3 (0,0,R+t) , P′(t) = (0,0,1) e 〈F(P(t)),P′(t)〉=− GMm

(R+ t)2
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Daí se segue que o trabalho é dado por

W =
∫

C
〈F,T 〉ds =

∫ H

0
〈F(P(t)),P′(t)〉dt

=

∫ H

0
− GMm

(R+ t)2 dt =
GMm

R+ t

∣∣∣
H

0
= GMm

(
1

R+H
− 1

R

)

Bem, já é um primeiro cálculo. Mas quase certamente C não é um caminho
tão simples quanto essa reta, e fica a dúvida se esses cálculos são válidos. Nesse
sentido, a observação importante é que a força F tem a seguinte propriedade: a
derivada parcial fx(P) da função

f (P) =
GMm

‖P‖ = GMm(x2 + y2 + z2)−1/2 (10.1)

é dada por

fx(P) =− GMmx

(x2 + y2 + z2)3/2

e analogamente para fy(P) e fz(P). Comparando com a força, percebe-se que

F(P) = ( fx(P), fy(P), fz(P)) = ∇ f (P)

A força é dita então uma força gradiente, e f é uma função potencial para F .
É esse fato que faz com que F tenha a propriedade da independência do caminho.

Com efeito, suponha que a trajetória C seja
um qualquer caminho de parametrização regular
P : [a,b]→ R

3 com ‖P(a)‖=R e ‖P(b)‖=R+H .
Assim, a única hipótese é que o satélite partiu do
solo e alcançou a altura H . Então, como F = ∇ f ,
da regra da cadeia segue-se que

R

P(t)

R+H

d

dt
f (P(t)) = 〈∇ f (P(t)),P′(t)〉= 〈∇F(P(t)),P′(t)〉 (10.2)

Daí se segue que o trabalho é dado por

W =
∫

C
〈F,T 〉ds =

∫ b

a
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ b

a

d

dt
f (P(t))dt

= f (P(t))
∣∣∣
b

a
= f (P(b))− f (P(a)) =

GMm

‖P(b)‖ − GMm

‖P(a)‖ = GMm

(
1

R+H
− 1

R

)

que é o mesmo resultado anterior. Como C é um qualquer caminho que liga P(a) a
P(b), o trabalho depende apenas destes pontos inicial e final, mas não da trajetória.

Este fato é válido para campos gradientes em geral. Veja o próximo teorema.
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Teorema 10.3 — fundamental das curvas. Suponha F : Q → R
3 campo de

vetores com F = ∇ f para alguma função f : Q → R de classe C1. Então, para
todo caminho C ⊂ Q de parametrização regular P : [a,b]→ R

3, tem-se que
∫

C
〈F,T 〉ds = f (P(b))− f (P(a))

Demonstração. Basta usar a regra da cadeia como feito acima:
∫

C
〈F,T 〉ds =

∫ b

a
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ b

a

d

dt
f (P(t))dt

= f (P(t))
∣∣∣
b

a
= f (P(b))− f (P(a)) �

Condição necessária para campo gradiente

Ótimo! Os campos gradientes são fáceis de lidar. Mas resta a pergunta: dado
um campo de coordenadas F(P) = (L(P),M(P),N(P)), como saber se ele é um
gradiente? E, se for, como determinar a função potencial? Essas perguntas estão
respondidas parcialmente a seguir.

Teorema 10.4 Sejam Q ⊂ R
3 uma região aberta e F : Q → R

3 um campo de
coordenadas F = (L,M,N) de classe C1. Uma condição necessária para F ser
gradiente é que

Ly = Mx , Lz = Nx e Mz = Ny

Demonstração. Para o campo F ser gradiente, deve existir uma função f com a
propriedade de que ∇ f = ( fx, fy, fz) = (L,M,N). Deve-se ter, então, que

fx(P) = L(P) , fy(P) = M(P) , e fz(P) = N(P) ∀ P ∈ Q

Nesse caso, como F é de classe C1, as coordenadas L, M e N têm derivadas parci-
ais contínuas, o que significa que f tem derivadas parciais segundas contínuas, e
portanto essas derivadas comutam! Assim, é necessário, por exemplo, que

Ly(P) = ( fx)y(P) = ( fy)x(P) = Mx(P)

e de forma análoga para os outros casos. Isto resulta na conclusão do teorema. �

Esse critério é necessário, mas não suficiente. O problema está em que, além
da condição necessária, é também importante que o domínio do campo tenha uma
geometria adequada. Essa questão será retomada mais adiante.
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Bem, de qualquer maneira, já se tem um critério necessário para que o campo
seja gradiente. A próxima etapa é, caso esse critério seja satisfeito, verificar se
é possível obter a função potencial. Essa etapa é mais bem ilustrada com um
exemplo, como a seguir.

� Exemplo 10.8 Verifique que F(x,y,z) = (ysen(z)+ x, xsen(z)+ y, xycos(z)+
1), com (x,y,z) ∈R

3, é campo gradiente, e obtenha uma função potencial. �

Solução. Indicando por F = (L,M,N) as coordenadas do campo, segue-se que

Ly(P) = sen(z) = Mx(P) , Lz(P) = ycos(x) = Nx(P) e Mz(P) = xcos(z) = Ny(P)

e, portanto, as condições necessárias para ser campo gradiente são satisfeitas.
Em relação à função potencial, deve-se obter uma função f tal que fx = L,

fy = M e fz = N. Entao, integrando a igualdade fx = L na variável x, obtém-se

f (x,y,z) =

∫
fx(x,y,z)dx =

∫
L(x,y,z)dx

=

∫
[ysen(z)+ x]dx = xysen(z)+

1
2

x2 +g(y,z)

onde g(y,z) é a constante de integração em relação x, mas pode depender de y e z.
Resumindo, o candidato à função potencial é

f (x,y,z) = xysen(z)+
1
2

x2 +g(y,z)

e o problema está reduzido a encontrar a função g de apenas duas variáveis. Neste
sentido, o próximo passo é calcular fy e usar a igualdade fy = M. De fato, como

fy(x,y,z) = xsen(z)+gy(y,z) e M(x,y,z) = xsen(z)+ y

deve-se ter que gy(y,z) = y. Integrando em y, obtém-se que g(y,z) = 1
2y2 + h(z),

onde h(z) é a constante de integração com respeito a y. Com isso, o candidato é

f (x,y,z) = xysen(z)+
1
2

x2 +
1
2

y2 +h(z)

e resta apenas determinar a função h(z). Mas esse passo é fácil de adivinhar: deve-
se derivar f com respeito a z e usar a igualdade fz = N. Como

fz(x,y,z) = xycos(z)+h′(z) e N(x,y,z) = xycos(z)+1
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deve-se ter h′(z) = 1, e, portanto, h(z) = z+c, onde c é uma constante de integração
(essa é uma constante de verdade!). Daí se segue finalmente que

f (x,y,z) = xysen(z)+
1
2

x2 +
1
2

y2 + z+ c

deve ser uma função potencial para o campo F . O último passo é apenas verificar
se F(P) = ∇ f (P) para todo P ∈ R

3, o que pode ser feito sem problemas. �

O próximo exemplo ilustra o fato de que, se as condições necessárias não são
satisfeitas, os passos seguintes não podem ser dados.

� Exemplo 10.9 Mesmo exemplo anterior para o campo F(x,y,z) = (y,z,x). �

Solução. É fácil ver que 1 = Ly 6= Mx = 0, e assim as condições necessárias não
são satisfeitas. Nesse caso, os passos dados no exemplo anterior não funcionam.
Por exemplo, se a igualdade fx = L = y for integrada em x, obtém-se que

f (x,y,z) =

∫
fx(x,y,z)dx =

∫
L(x,y,z)dx =

∫
ydx = xy+g(y,z)

onde g(y,z) é a constante de integração em relação à variável x. O passo seguinte
seria calcular fy e usar a igualdade fy = M. Mas, então, como

fy(x,y,z) = x+gy(y,z) e M(x,y,z) = z

deveria-se ter que gy(y,z) = z− x, o que é uma contradição, pois g não depende de
x! Assim, sem as condições necessárias, os passos seguintes não funcionam! �

� Exemplo 10.10 Obter uma função potencial para a força gravitacional

F(P) =
GMm

‖P‖2

−P

‖P‖ =− GMm

(x2 + y2 + z2)3/2
(x,y,z)

�

Solução. Já foi visto que F é um campo gradiente, e a questão é saber como
a função potencial em (10.1) foi obtida. Para isso, seguindo os passos indicados
anteriormente e usando a substituição u = x2 + y2 + z2, obtém-se que

f (x,y,z) =
∫ (

− GMmx

(x2 + y2 + z2)3/2

)
dx =−GMm

∫
1
2

u−3/2 du

= GMmu−1/2 +g(y,z) =
GMm

(x2 + y2 + z2)1/2
+g(y,z)

Agora é fácil verificar que g(y,z) é independente de y e de z, e isso explica
como a função potencial para o campo F foi obtida. �
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Forças conservativas

Conforme o Teorema 10.3, as integrais de campos gradientes são independentes do
caminho. Esse fato está ligado aos campos conservativos, como detalhado a seguir.

De início vale lembrar o exemplo da partícula de massa m que é levada da su-
perfície da Terra até uma altura h. Foi visto que o trabalho realizado pela força
gravitacional é −mgh, sendo negativo porque o deslocamento é em sentido contrá-
rio ao da força. Já a energia potencial é mgh, com sinal contrário ao do trabalho,
porque é a energia adquirida durante o trajeto. Essa relação entre trabalho e energia
potencial, de sinais contrários, é verdadeira em geral, e será usada logo a seguir.

Suponha agora que F seja a resultante das forças que atuam sobre uma par-
tícula, e que F = ∇ f seja o gradiente de uma função f de classe C1. Suponha
ainda que a partícula tenha massa m e que se desloque ao longo do caminho C de
parametrização regular P(t) = (x(t),y(t),z(t)), com t ∈ [a,b]. Então, o trabalho
realizado por F ao longo de C é

W =

∫ b

a
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ b

a

d

dt
f (P(t))dt = f (P(b))− f (P(a))

e f é dita uma função potencial para o campo F . A função de sinal contrário,
p =− f , é dita a função energia potencial e, com essa notação, o trabalho é

F
P′

FT

W = p(P(a))− p(P(b)) (10.3)

Em palavras, W é a diferença entre a energia po-
tencial inicial e a final, nessa ordem.

O trabalho pode ser calculado de outra forma.
De fato, com F é a resultante das forças, das leis de
Newton segue-se que F(P(t))=mP′′(t), pois P′′(t) e
a aceleração da partícula. Assim, o trabalho é igual a

W =
∫ b

a
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ b

a
〈mP′′(t),P′(t)〉dt

onde 〈mP′′(t),P′(t)〉 é a derivada da energia cinética! Caramba, outra integral da
derivada? É verdade, como a velocidade escalar da partícula é ‖P′(t)‖ e a energia
cinética é 1

2m‖P′(t)‖2, da regra da cadeia em uma variável obtém-se que

d

dt

1
2

m‖P′(t)‖2 =
d

dt

1
2

m(x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2)

=
1
2

m(2x′(t)x′′(t)+2y′(t)y′′(t)+2z′(t)z′′(t)) = 〈mP′′(t),P′(t)〉
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Daí se segue que o trabalho é igual a

W =

∫ b

a
〈mP′′(t),P′(t)〉dt =

∫ b

a

d

dt

1
2

m‖P′(t)‖2 dt

=
1
2

m‖P′(b)‖2 − 1
2

m‖P′(a)‖2 (10.4)

Em palavras, o trabalho é a diferença entre a energia cinética final e a inicial. De
(10.3) e (10.4) segue-se que W = p(P(a))− p(P(b)) = 1

2 m‖P′(b)‖2 − 1
2m‖P′(a)‖2

e, reorganizando os termos, obtém-se que

1
2

m‖P′(a)‖2 + p(P(a)) =
1
2

m‖P′(b)‖2 + p(P(b))

Isso mostra que a energia total da partícula (cinética mais potencial) é conser-
vada ao longo da trajetória, e a força é dita conservativa.

Conclui-se então que as forças gradientes são conservativas. Pode-se mostrar
que a recíproca é também verdadeira: toda força conservativa é necessariamente
um gradiente. Esta é uma caracterização extremamente poderosa da conservação
da energia, e é surpreendente que seja uma consequência direta da regra da cadeia!

Exercícios
1) A figura a seguir ilustra uma espira retangular no plano Oyz, de lados a e b e com
um de seus vértices no ponto (0,y0,0), na qual circula uma corrente I2 no sentido

horário. Nesse caso, o campo magnético B(x,y,z) =
µ0I1

2π

( −y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
,0

)

exerce uma força Fi = I2

∫

Ci

Ti × Bds em cada um dos lados Ci da espira, i =

1,2,3,4, em que Ti é o vetor unitário tangente a Ci com a orientação dada pelo
sentido da corrente. Com base nessas informações, julgue os itens a seguir.

C E a) No plano Oyz o campo magnético depende apenas de y.

C E b) A força F3 é diretamente proporcional
à y0 +a.

C E c) F2 =
µ0I1I2

2π (0,0, ln(1+ a
y0
)).

C E d) A soma F2 +F4 depende do sentido de I2.

C E e) A soma F1 +F3 depende do sentido de I2.

F1 F3

F2

F4

I2
I1

C1 C3

C2

C4

b

y0 y0 +a
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2) Suponha que uma cerca tenha sido construída ao longo da curva C de parame-
trização P(θ) = (30 cos3(θ),30 sen3(θ)) com θ ∈ [0,π/2]. Suponha ainda que a
altura da cerca no ponto (x,y) seja dada por A(x,y) = 1+ y/3, conforme a figura.

θ
P(θ )

A(P(θ ))

a) Calcule o elemento comprimento de arco ds da
curva.

b) Calcule o comprimento da curva C.

c) Justifique o fato de que a integral
∫

C Ads for-
nece a área de um dos lados da cerca.

d) Calcule a integral do item anterior.

e) Use os itens anteriores para calcular a altura média da cerca.

3) Para a > 0, a curva C definida por r(θ) = a(1+ cos(θ)) em coordenadas pola-
res, com θ ∈ [0,2π], é conhecida como um cardioide, e pode ser parametrizada na
forma P(θ) = (x(θ), y(θ)).

a) Obtenha a parametrização P(θ) em termos das
funções r(θ), cos(θ) e sen(θ).

b) Expresse o vetor velocidade P′(θ) em termos
das funções r(θ), r′(θ), cos(θ) e sen(θ).

c) Verifique que o elemento comprimento de arco
da curva pode ser expresso em termos apenas
das funções r(θ) e r′(θ).

2a

a

d) Use a identidade 2cos2(θ
2 ) = 1+cos(θ) para obter uma primitiva da função√

1+ cos(θ) em um intervalo em que cos(θ
2 ) não muda de sinal.

e) Use os itens anteriores para calcular o comprimento da curva C.

4) Suponha que um arame tenha a forma correspondente à interseção da esfera
x2 + y2 + z2 = 1 com o plano x+ y+ z = 0, como ilustrado a seguir.

u

v

a) Justifique a afirmação de que a forma do arame
corresponde a um círculo unitário de centro na
origem.

b) Verifique que os vetores u = 1√
2
(−1,0,1) e v=

1√
6
(1,−2,1) são unitários, ortogonais e perten-

cem ao plano.
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c) Verifique que o vetor w = au + bv está no plano para quaisquer a,b ∈ R.
Em seguida, calcule a norma ‖w‖ em termos de a e b.

d) Use os itens anteriores para obter uma parametrização P(θ),
θ ∈ [0,2π], da curva correspondente à forma do arame.

e) Calcule a massa M do arame supondo densidade linear igual a δ (x,y,z) = x2.





11 Teorema de Green

Integral da circulação

Além do trabalho, outra interpretação da integral de linha é a circulação, que é uma
medida da tendência de girar de um fluido. É uma medida importante em dinâmica
dos fluidos, na qual desempenha um papel central. É importante também para o
teorema de Green a ser visto adiante.

Circulação no plano

Considere um canal, longo e estreito, e indique por F o campo de velocidades
na superfície da água. Devido ao atrito com as laterais, a velocidade é maior no
centro e diminui à medida que se aproxima das bordas. Usando o sistema de eixos
da figura, o campo F pode ser modelado por

F(x,y) =

(
0,

1
|x|+1

)

Como esperado, esse campo é para-
lelo ao eixo Oy e seu módulo diminui à
medida que |x| aumenta, isto é, à medida
que se aproxima da borda.

x y

F

Suponha agora que um anel flutuante e de raio 1 seja colocado no ponto de
coordenadas (2,0), e indique por C o caminho correspondente ao anel. Considere
uma parametrização anti-horária P(t) = (2 + cos(t),sen(t)) de C e indique por
T (t) = P′(t)/‖P′(t)‖ o vetor unitário tangente.

Então, como ilustra a figura abaixo, a velocidade da água é maior do lado
esquerdo do anel. Com isso, além de seguir o fluxo da água, o anel apresenta um
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movimento de rotação, e rotação no sentido horário. O problema é como medir
esse movimento de rotação.

F

T

FT

F T

FT

C

Ora! Exatamente como no caso do trabalho,
o que provoca o movimento de rotação são as
componentes tangenciais do campo, componen-
tes que estão ilustradas ao lado com a notação FT .

Assim, uma maneira de medir o movimento
de rotação é somar todas as componentes tangen-
ciais, soma que é dada pela integral de linha

∫

C
〈F,T 〉ds

O que se espera é que essa integral seja negativa, representando o fato de que
as componentes tangenciais de F são maiores no sentido contrário ao do vetor
tangente T . Dito de outra forma, a integral deve ser negativa porque o sentido de
rotação é oposto ao da parametrização.

Essa expectativa pode ser verificada como a seguir. Por conveniência, pode-se
supor que t ∈ [−π,π]. Além disso, como 2+ cos(t)> 0, segue-se que

|2+ cos(t)|+1 = 2+ cos(t)+1 = cos(t)+3

Destas observações, e das expressões de F e P(t) dadas acima, obtém-se que
∫

C
〈F,T 〉ds =

∫ π

−π
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ π

−π

cos(t)
|2+ cos(t)|+1

dt

=

∫ π

−π

cos(t)
cos(t)+3

dt =

∫ π

−π

cos(t)+3−3
cos(t)+3

dt

=

∫ π

−π

(
1− 3

cos(t)+3

)
dt = 2π −3

∫ π

−π

1
cos(t)+3

dt

onde a última integral é um pouco delicada, mas pode ser calculada com a substitui-
ção t = 2arctan(u). Dessa substituição e das identidades trigonométrica segue-se

∫ π

−π

1
cos(t)+3

dt =

∫ ∞

−∞

1
2+u2 du =

√
2

2
π

Finalmente, dos cálculos acima segue-se que
∫

C
〈F,T 〉ds = 2π −3

√
2

2
π ≈−0,12π

o que confirma a expectativa de que a integral é mesmo negativa.
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Essa integral é dita a circulação do campo F ao longo de C, e o seu significado
é exatamente esse: ela mede a tendência de o fluido apresentar movimento de
rotação. O módulo da circulação é uma medida da intensidade do movimento, e
o seu sinal indica o sentido da rotação. Se negativo, a tendência é a de girar em
sentido contrário ao da parametrização.

Já se a circulação for positiva, a tendência é
a de girar no mesmo sentido da parametrização.
Por exemplo, se o anel for colocado no ponto
(−2,0), do outro lado do canal, então o sentido de
rotação fica alterado. Isso porque, agora, as com-
ponentes tangenciais da velocidade são maiores
na direção do vetor tangente, ao contrário da si-
tuação anterior. Assim, a soma das componentes
tangenciais agora deve ser positiva. Veja a figura.

F

T
FT

F

T

FT

Em geral, a circulação é calculada ao longo de um caminho fechado e simples,
como descrito a seguir.

Um caminho C no plano, de parametrização regular P : [a,b] → R
2 com

P(t) = (x(t),y(t)), é dito fechado se o ponto inicial coincide com o final, isto é,
se P(a) = P(b). Nesse caso P(a) é dito um ponto múltiplo, pois ele é a imagem de
dois valores distintos do parâmetro t (t = a e t = b).

P(a) P(b) P(a) = P(b) P(a) = P(b)

não fechado fechado não simples fechado simples

Um caminho fechado pode ter mais do que um ponto múltiplo, como ilustra a
figura do meio. Esses pontos múltiplos extras são mais delicados de ser estudados.
Por exemplo, não se pode definir a reta tangente ao caminho nesses pontos, pois
existe mais de uma direção tangente. Consideram-se então apenas os caminhos
fechados simples, que são aqueles em que o único ponto múltiplo é o ponto inicial.

Finalmente, para um caminho fechado e simples C, define-se a circulação do
campo F ao longo de C como sendo a integral

∮

C
〈F,T 〉ds
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onde o “o” da integral é para enfatizar que o caminho é fechado. Se nada for dito
sobre a orientação, assume-se que a ela é a positiva, isto é, no sentido anti-horário.

� Exemplo 11.1 Calcule a circulação do campo F(x,y) = (L0,M0) ao longo do
círculo C de centro em (x0,y0) e raio r0. �

Solução. O campo F é constante e não deve apresentar tendência de rotação.
Assim, a circulação ao longo de qualquer círculo deve ser igual a zero.

E, com efeito, C pode ser parametrizado no sentido anti-horário por
P(t) = (x0 + r0 cos(t),y0 + r0 sen(t)), com t ∈ [0,2π]. Daí se segue que
〈F(P(t)),P′(t)〉=−L0r0 sen(t)+M0r cos(t), e, portanto,
∮

C
〈F,T 〉ds =

∫ 2π

0
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =−L0r0

∫ 2π

0
sen(t)dt +M0r0

∫ 2π

0
cos(t)dt = 0

o que confirma a expectativa inicial, de que a circulação seria nula. �

Densidade de circulação

A circulação tem uma propriedade curiosa, em que somar e subtrair uma mesma
quantidade pode causar uma grande diferença!

De fato, considere um domínio D ⊂ R
2 com o bordo ∂D orientado no sentido

anti-horário. Considere ainda um campo contínuo de vetores F , cuja circulação
sobre o bordo é dada por

D1D2

∮

∂D
〈F,T 〉ds

Suponha agora que D seja dividido nos domí-
nios D = D1 ∪D2, como na figura, com ambos os
bordos ∂D1 e ∂D2 de orientação anti-horária.

Ora! Esses bordos têm uma parte em comum e, nessa parte, a orientação de
∂D1 é contrária à orientação de ∂D2. Veja de novo a figura. Daí se segue que, ao
longo dessa parte comum, as integrais têm sinais contrários e se cancelam quando
somadas, restando apenas a integral sobre o bordo inicial ∂D. Isso significa que

∮

∂D1

〈F,T 〉ds+

∮

∂D2

〈F,T 〉ds =

∮

∂D
〈F,T 〉ds

De outra forma, se um domínio for dividido em duas partes e for calculada a
circulação em cada uma dessas partes, então a soma dessas duas circulações é igual
à circulação no domínio original. Pois muito bem: esse mesmo raciocínio pode ser
aplicado em cada uma das duas partes, que podem elas próprias ser divididas em
duas outras, e assim por diante...
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A conclusão é que o domínio original pode ser dividido em um número grande
de pequenos domínios, e a soma das circulações nesses pequenos domínios é igual
à circulação no domínio original. E o que é melhor: a circulação em pequenos
domínios pode ser calculada de forma aproximada, como indicado a seguir.

Para o cálculo aproximado, é necessário supor que F(x,y) = (L(x,y),M(x,y))
seja de classe C1, isto é, que as funções L e M tenham derivadas parciais contínuas.

Com essa hipótese, escolha um ponto interior
(x,y) ∈ D e ∆x e ∆y pequenos de forma que o re-
tângulo R = [x,x+∆x]× [y,y+∆y]⊂ D. O bordo
de R é a união ∂R = ∪4

i=1Ci, onde os caminhos
Ci estão ilustrados ao lado. O objetivo é calcular
uma aproximação para a circulação x x+∆x

y

y+∆y

C1

C2
C3

C4

∮

∂R
〈F,T 〉ds =

4

∑
i=1

∫

Ci

〈F,T 〉ds

Começando com C1, e de acordo com a figura, ele pode ser parametrizado por
P1(t) = (x+ t∆x,y) com t ∈ [0,1]. Daí se segue que P′

1(t) = (∆x,0) e, lembrando
das coordenadas F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)), obtém-se que

〈F(P1(t)),P
′
1(t)〉= L(P1(t))∆x = L(x+ t∆x,y)∆x

Como t∆x é pequeno, pode-se usar a aproximação L(x + t∆x,y) ≈ L(x,y) e
concluir que a integral sobre C1 pode ser aproximada por

∫

C1

〈F,T 〉ds =
∫ 1

0
〈F(P1(t)),P

′
1(t)〉dt =

∫ 1

0
L(x+ t∆x,y)∆xdt

≈
∫ 1

0
L(x,y)∆xdt = L(x,y)∆x

Um argumento semelhante pode ser usado em C3, mas tendo cuidado com a
orientação. De fato, devido à orientação, a parametrização P3(t)= (x+t∆x,y+∆y),
com t ∈ [0,1], é do caminho inverso −C3, e não de C3. Mas, tendo esse cuidado,
pode-se continuar usando essa parametrização, cujo vetor velocidade é P′

3(t) =
(∆x,0). Assim, como antes, tem-se que

〈F(P3(t)),P
′
3(t)〉= L(P3(t))∆x = L(x+ t∆x,y+∆y)∆x

e, usando a aproximação L(x+ t∆x,y+∆y)≈ L(x,y+∆y), obtém-se que
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∫

C3

〈F,T 〉ds =−
∫

−C3

〈F,T 〉ds =−
∫ 1

0
〈F(P3(t)),P

′
3(t)〉dt

=−
∫ 1

0
L(x+ t∆x,y+∆y)∆xdt

≈−
∫ 1

0
L(x,y+∆y)∆xdt =−L(x,y+∆y)∆x

Resumindo, até agora já se tem que
∫

C1∪C3

〈F,T 〉ds ≈−[L(x,y+∆y)−L(x,y)]∆x (11.1)

e a intenção é passar o limite com ∆x → 0 e ∆y → 0. Mas, nesse caso, a conclusão
seria que a integral sobre um ponto é igual a zero! Isso é verdade, sem dúvida, mas
não chega a ser emocionante!

Procurando outras ideias, pode-se comparar a quantidade obtida em (11.1) com
a área do retângulo R. Ambas as quantidades diminuem, mas pode-se comparar
o tamanho relativo entre elas. E, de fato, fazendo isso, acontece uma mágica:
dividindo os dois dados de (11.1) pela área ∆x∆y do retângulo R, obtém-se que

1
∆x∆y

∫

C1∪C3
〈F,T 〉ds ≈− [L(x,y+∆y)−L(x,y)]∆x

∆x∆y
=−L(x,y+∆y)−L(x,y)

∆y

onde o lado direito é o quociente de Newton da função L em relação à variável y.
Que descoberta fantástica: as derivadas parciais aparecendo no meio das integrais
de linha! Agora sim, pode-se passar o limite para obter que

lim
∆x,∆y→0

1
∆x∆y

∫

C1∪C3
〈F,T 〉ds = lim

∆x, ∆y→0
−L(x,y+∆y)−L(x,y)

∆y
=−Ly(x,y)

Ótimo, é mesmo uma igualdade surpreendente, e encoraja usar os mesmos
argumentos para o cálculo sobre os outros caminhos. Os argumentos são de fato
análogos e, lembrando que o campo tem coordenadas F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)),
não é difícil concluir que

lim
∆x,∆y→0

1
∆x∆y

∫

C2∪C4
〈F,T 〉ds = lim

∆x, ∆y→0

M(x+∆x,y)−M(x,y)

∆x
= Mx(x,y)

Finalmente, como a integral em ∂R é a soma das integrais nos Ci’s, segue-se que

lim
∆x,∆y→0

1
∆x∆y

∮

∂R
〈F,T 〉ds = Mx(x,y)−Ly(x,y) (11.2)
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Essa igualdade é interessante. O lado esquerdo, uma circulação por unidade
de área, é uma densidade de circulação. Além disso, como se está passando ao
limite, é a densidade de circulação “no ponto (x,y)”. A igualdade em (11.2) diz,
então, que essa densidade de circulação no ponto pode ser calculada por meio das
derivadas parciais das coordenadas do campo.

Supondo ∆x e ∆y pequenos, a igualde em (11.2) pode ser reescrita como
∮

∂R
〈F,T 〉ds ≈ [Mx(x,y)−Ly(x,y)]∆x∆y (11.3)

e nessa forma pode-se estudar o sinal da circulação de maneira fácil. Por exemplo,
é claro de (11.3) que o campo constante F(x,y) = (L0,M0) tem circulação nula em
todos os pontos. O próximo exemplo ilustra mais uma vez o uso de (11.3).

� Exemplo 11.2 Estude o sinal da circulação do campo F(x,y) =

(
0,

1
|x|+1

)
�

Solução. A circulação desse campo foi estudada no início da seção usando a
definição de circulação. Agora, esse estudo pode ser feito muito mais facilmente
por meio da aproximação em (11.3).

x y
F

Basta notar que, indicando por
F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)) as coordenadas
do campo, então L(x,y) é identicamente nula. Já
a coordenada M(x,y) pode ser escrita como

M(x,y)=





1
−x+1

, se x < 0

1
x+1

, se x > 0

e, portanto, Mx(x,y)=





1
(−x+1)2 , se x < 0

−1
(x+1)2 , se x > 0

Daí se segue que, se x > 0, então Mx(x,y)−Ly(x,y) < 0, e o campo apresenta
tendência de girar no sentido horário. Analogamente, se x < 0, então
Mx(x,y)− Ly(x,y) > 0, e o campo apresenta tendência de girar no sentido anti-
horário. Compare com o início da seção. �

Teorema de Green

Ótimo, já se sabe calcular de forma aproximada a circulação em pequenos do-
mínios. Esse é o conteúdo de (11.3). Mas qual a relação desse cálculo com a
circulação em todo o bordo ∂D do domínio D, como foi proposto anteriormente?

A conclusão a que se chegou no início da seção anterior é que o domínio
original poderia ser dividido em um número arbitrariamente grande de pequenos
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domínios, e a soma das circulações nesses pequenos domínios seria igual à circu-
lação no domínio original. A circulação nos pequenos domínios já foi calculada
em (11.3), e resta apenas somar todas essas circulações.

Considere então uma partição

Ri j = [xi−1,xi]× [y j−1,y j], i = 1,2, . . .m, j = 1,2, . . .n

do domínio D, como ilustrado na figura a seguir, e indique por ∆xi = xi − xi−1 e
∆y j = y j − y j−1. Com essa notação, e usando novamente (11.3), a circulação em
∂Ri j pode ser aproximada por

∮

∂Ri j

〈F,T 〉ds ≈ [Mx(xi−1,y j−1)−Ly(xi−1,y j−1)]∆xi∆y j

aproximação tão melhor quanto menor forem ∆xi

e ∆y j. A soma de todas essas circulações é igual
à circulação no bordo de D, de onde se segue a
surpreendente aproximação

Ri j

∮

∂D
〈F,T 〉ds =

n

∑
j=1

m

∑
i=1

∮

∂Ri j

〈F,T 〉ds ≈
n

∑
j=1

m

∑
i=1

[Mx(xi−1,y j−1)−Ly(xi−1,y j−1)]∆xi∆y j

Olhando com cuidado essa aproximação, descobre-se que ela é mesmo surpre-
endente: o lado direito é uma soma de Riemann da função Mx − Ly. Essa apro-
ximação é uma mistura explosiva de integrais de linha, de derivadas parciais, de
somas de Riemann e, claro: de integrais duplas! De fato, passando ao limite com
a norma da partição tendendo a zero, deve-se ter que

∮

∂D
〈F,T 〉ds =

∫∫

D
(Mx −Ly)dxdy

Essa igualdade é conhecida como o Teorema de Green e é verdadeira para uma
grande variedade de situações. Ele será estudado em detalhes logo adiante.

No momento serão feitos apenas os exemplos a seguir. Antes, porém, vale
observar que o teorema pode ser enunciado em termos apenas das coordenadas do
campo. Para isso basta lembrar que a integral de linha é também indicada por

∮

∂D
〈F,T 〉ds =

∮

∂D
Ldx+M dy

Com essa notação o teorema de Green escreve-se como
∮

∂D
Ldx+M dy =

∫∫

D
(Mx −Ly)dxdy (11.4)

onde fica mais claro o papel de cada uma das coordenadas L e M.
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� Exemplo 11.3 Use o teorema de Green para mostrar que, para campos conser-
vativos, o trabalho realizado ao longo de um caminho fechado simples é zero. �

Solução. Essa é outra boa notícia: o teorema de Green foi motivado usando
campos de velocidades, mas, como será visto adiante, ele vale também para outros
campos, inclusive para campos de força. Assim, por Green, se C é um caminho
fechado simples, então o trabalho realizado por F ao longo de C é dado por

W =

∮

C
〈F,T 〉ds =

∫∫

D
(Mx −Ly)dxdy

onde D é a região limitada pelo caminho C.
Por outro lado, sendo conservativo, o campo F = (L,M) é um gradiente, e,

portanto, existe uma função f tal que L = fx e M = fy. Mas então, lembrando
que as derivadas parciais mistas de f comutam, isto é, fxy = fyx, segue-se que
Mx −Ly = ( fy)x − ( fx)y = fyx − fxy = 0. Basta agora usar a expressão do trabalho
dada acima para concluir que ele é zero. �

� Exemplo 11.4 Calcule a área da região limitada pelo caminho fechado simples
C de parametrização P(t) = (−2sen(t),(1− cos(t))cos(t)) com t ∈ [0,2π]. �

Solução. Indique por D a região limitada pelo caminho C, que está ilustrada a
seguir. Da figura é claro que D é da forma Rx, mas não deve ser fácil descrevê-la
nessa forma, e, portanto, deve-se evitar as integrais iteradas.

D

P(π/2) P(0)

A ideia é então usar o teorema de Green.
Para isso, deve-se verificar se a parametrização
de C está no sentido correto. Calculando, obtém-
se, por exemplo, que P(0) = (0,0) e P(π/2) =
(−2,0), o que significa que a parametrização está
mesmo se deslocando no sentido anti-horário.

Em seguida, em vista de (11.4), deve-se procurar um campo F = (L,M) tal
que Mx−Ly seja constante e igual a 1. Ora! Um campo muito simples que satisfaz
essa condição é L(x,y) =−y/2 e M(x,y) = x/2. Assim, de (11.4) segue-se que

∮

C
− y

2
dx+

x

2
dy =

∫∫

D

[(x

2

)
x
−
(
− y

2

)
y

]
dxdy =

∫∫

D
1dxdy = área de D

Caramba! Outra bonita aplicação das integrais de linha. Via o teorema de
Green, elas podem ser usadas para calcular áreas. Muito interessante.
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Finalmente, para a integral de linha, basta lembrar que a parametrização
P(t) = (x(t),y(t)) é dada por x(t) =−2sen(t) e y(t) = (1− cos(t))cos(t). Simpli-
ficando, obtém-se que −y(t)x′(t)+ x(t)y′(t) = 2cos(t)3 −4cos(t)+2, e, portanto,

área de D =

∮

C
− y

2
dx+

x

2
dy =

1
2

∫ 2π

0
(−y(t)x′(t)+ x(t)y′(t))dt

=
1
2

∫ 2π

0
(2cos(t)3 −4cos(t)+2)dt = 2π

�

Teorema de Green – I
O teorema de Green foi introduzido na seção anterior usando como motivação a 
densidade de circulação do campo de velocidades de um fluido. No entanto, o teo-
rema vale em uma generalidade bem maior, e o objetivo agora é buscar condições 
mais precisas sob as quais ele pode ser usado.

Lembrando: domínios Rx e Ry

Os domínios Rx e Ry foram introduzidos na Parte 2, Seção 6, como forma de genera-
lizar as integrais definidas em retângulos. Eles desempenham um papel importante 
no contexto do teorema de Green, e vale lembrar como eles são caracterizados.

Um domínio D ⊂ R
2 é da forma Rx se for

limitado acima e abaixo por gráficos de fun-
ções deriváveis na variável x. De outra forma,
indicando as funções por y1(x) e y2(x), com
x ∈ [a,b], o domínio D é da forma Rx se puder
ser descrito na forma (veja a figura)

a x b

y1(x)

y2(x)

D = {(x,y) ∈ R
2; a ≤ x ≤ b e y1(x)≤ y ≤ y2(x)}

c

y

d

x1(y) x2(y)

onde y1(x) e y1(x) são funções deriváveis. Esses
domínios são os mais populares porque, em geral,
se escolhe x como variável independente.

No entanto, não há nada de particular com a
variável x. Dependendo do caso, é mais conveni-
ente escolher y como a variável independente, o
que dá origem aos domínios na forma Ry.

Assim, um domínio D ⊂R
2 é da forma Ry se for limitado à esquerda e à direita

por gráficos de funções deriváveis na variável y. De outra forma, e indicando as
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funções por x1(y) e x2(y), com y ∈ [c,d], D é da forma Ry se puder ser descrito
como (veja a figura acima)

D = {(x,y) ∈ R
2; c ≤ y ≤ d e x1(y)≤ x ≤ x2(y)}

Alguns domínios, como um disco, por exemplo, são tanto da forma Rx quanto Ry.
Esses domínios recebem um nome especial, segundo a definição a seguir.

Definição 11.1 Um domínio D ∈ R
2 é simples se for tanto Rx quanto Ry.

A importância dos domínios simples é que as integrais sobre eles podem ser
calculadas iteradamente primeiro na variável y e depois na variável x, ou então
invertendo essa ordem. Essas duas formas de calcular uma mesma integral serão
importantes logo a seguir.

� Exemplo 11.5 Verifique que D = {(x,y); x2 + y2 ≤ R2 e y ≥ 0} é simples. �

Solução. O domínio é a parte superior do disco de raio R, e as figuras seguintes
ilustram as duas formas possíveis em que ele pode ser descrito.

−R R

R

x

y

−
√

R2 − y2
√

R2 − y2

√
R2 − x2

A figura da esquerda ilustra a forma Rx, com o domínio descrito como

D = {(x,y); −R ≤ x ≤ R e 0 ≤ y ≤
√

R2 − x2}

Já a figura da direita ilustra a forma Ry, com o domínio descrito como

D = {(x,y); 0 ≤ y ≤ R e −
√

R2 − y2 ≤ x ≤
√

R2 − y2} �

Teorema de Green – Caso geral

Como motivação, considere o domínio do exemplo acima, que é um domínio sim-
ples. Considere ainda F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)) um qualquer campo de classe C1.
Em particular, não é necessário que F seja o campo de velocidades de um fluido.

Com a orientação positiva, o bordo de D é a união ∂D =C1 ∪C2 dos caminhos
C1 e C2 ilustrados na figura abaixo. Para esses caminhos, as parametrizações

P1(x) = (x,0) e P2(x) = (x,
√

R2 − x2), x ∈ [−R,R]



262 Capítulo 11. Teorema de Green

têm em comum o fato de que o parâmetro x é
também a coordenada x do caminho, e esse fato
será explorado a seguir. Mas, antes, é importante
notar que, se P1(x) é de fato uma parametrização
de C1, P2(x) é uma parametrização de −C2.
Isso porque o início da parametrização é o ponto −R R

C1

C2

x

√
R2 − x2

P2(−R) = (−R,0), que é o final do caminho C2. Veja a figura novamente

Feitas essas considerações, a integral da primeira componente do campo F

sobre o bordo ∂D pode ser calculada como segue:
∮

∂D
Ldx =

∫

C1

Ldx+

∫

C2

Ldx =

∫ R

−R
L(x,0)dx−

∫ R

−R
L(x,

√
R2 − x2)dx

=−
∫ R

−R

[
L(x,

√
R2 − x2)−L(x,0)

]
dx

É curioso notar a diferença de significados para o “dx”: na integral
∮

∂D Ldx

ele significa dx = x′(t)dt; mas como t = x, acaba-se por usar dx = dt, que é o
significado usado na integral

∫ R
−R L(x,0)dx. É nesse ponto que foi usado que o

parâmetro x coincide com a coordenada x da parametrização, coincidência que se
deve ao fato de o domínio ser Rx.

Bem, lembrando do teorema fundamental do Cálculo, pode-se escrever que

L(x,
√

R2 − x2)−L(x,0) =
∫ √

R2−x2

0
Ly(x,y)dy

e, substituindo essa igualdade na integral anterior, segue-se que

∮

∂D
Ldx =−

∫ R

−R

(∫ √
R2−x2

0
Ly(x,y)dy

)
dx

Surpresa! Como D é da forma Rx, o lado direito é exatamente a integral de Ly

sobre D. Fica então demonstrada a surpreendente igualdade
∮

∂D
Ldx =−

∫∫

D
Ly(x,y)dxdy (11.5)

que relaciona uma integral de linha sobre o bordo ∂D com uma integral dupla
sobre todo o domínio D. O surpreendente é que o lado esquerdo depende apenas
dos valores de L sobre o bordo, enquanto que o lado direito depende dos valores de
Ly sobre todo o domínio. É mesmo surpreendente. Além disso, a igualdade vale
para toda função L de classe C1.
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O próximo passo é calcular a integral de linha da segunda componente do
campo F = (L,M), mas agora explorando o fato de que D é da forma Ry.

R

C1

C2C3 y

−
√

R2 − y2
√

R2 − y2

Para isso, decompõe-se o bordo de D na união
∂D =C1 ∪C2∪C3 dos caminhos C1, C2 e C3 ilus-
trados na figura. O caminho C1 é o mesmo do
cálculo anterior, mas o arco superior foi dividido
em duas partes.

Isso porque, como antes, as parametrizações

P2(y) = (
√

R2 − y2,y) e P3(y) = (−
√

R2 − y2,y) com y ∈ [0,R]

têm em comum o fato de que o parâmetro y é também a coordenada y do caminho,
e esse fato será explorado a seguir. Mas, antes, é importante notar que, se P2(y)
é de fato uma parametrização de C2, P3(y) é uma parametrização de −C3. Isso
porque o início da parametrização é o ponto P3(0) = (−R,0), que é o final de C3.
Veja a figura anterior.

Feitas essas considerações, e observando que a componente y da parametriza-
ção P1(x) = (x,0) se anula, a integral da segunda componente do campo F =(L,M)
sobre o bordo ∂D pode ser calculada como segue:
∮

∂D
M dy =

∫

C1

M dy+
∫

C2

M dy+
∫

C3

M dy

=
∫ R

−R
M(x,0) ·0dx+

∫ R

0
M(
√

R2 − y2,y)dy−
∫ R

0
M(−

√
R2 − y2,y)dy

=

∫ R

0

[
M(
√

R2 − y2,y)−M(−
√

R2 − y2,y)
]

dy

=

∫ R

0

(∫ √
R2−y2

−
√

R2−y2
Mx(x,y)dx

)
dy =

∫∫

D
Mx dxdy (11.6)

onde foram usadas as mesmas observações e argumentos do primeiro cálculo.
Somando as igualdade em (11.5) e (11.6), obtém-se que

∮

∂D
Ldx+M dy =

∫∫

D
[Mx −Ly]dxdy

que é o teorema de Green aplicado ao domínio D.
Não há nada de particular no domínio D, a não ser que ele é simples. Com

efeito, com os mesmos argumentos, pode-se demonstrar o teorema a seguir, onde
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D é um qualquer domínio simples. Mas é importante não esquecer que a orientação
correta do bordo ∂D é a positiva.

Teorema 11.1 — de Green. Suponha U ⊂R
2 uma região aberta e F = (L,M)

um campo de classe C1 em U . Se ∂D∪D ⊂U e D é um domínio simples, então
∮

∂D
Ldx+M dy =

∫∫

D
[Mx −Ly]dxdy

Campos irrotacionais

De início o teorema responde a uma pergunta interessante: quais são os campos
que não apresentam qualquer tendência de rotação? De outra forma, quais são
os campos F = (L,M) para os quais a integral

∮
C Ldx+M dy se anula para todo

caminho C fechado e simples? Ora! Segundo o teorema de Green, essa questão
está ligada com o fato de a quantidade Mx−Ly ser identicamente nula. Isso sugere a

Definição 11.2 O campo F = (L,M) de classe C1 é irrotacional em uma região
U ⊂ R

2 se Mx(x,y)−Ly(x,y) = 0 para todo (x,y) ∈U .

Do teorema de Green, se F é irrotacional, então
∮

∂D
Ldx+M dy =

∫∫

D
[Mx −Ly]dxdy = 0

para todo domínio simples D ⊂U , e, portanto, não há tendência de rotação.
Por exemplo, um campo constante F = (L0,M0) é irrotacional. Mais geral-

mente, um campo conservativo é irrotacional. Com efeito, nas condições do teo-
rema, suponha que F = (L,M) seja tal que L = fx e M = fy para alguma função
potencial f . Nesse caso, as derivadas parciais mistas comutam, e, portanto,

Mx −Ly = ( fy)x − ( fx)y = fyx − fxy = 0

Assim, os campos conservativos são também irrotacionais. Mais adiante será
visto que os campos irrotacionais são “quase” conservativos. Tem aí uma questão
importante em relação ao domínio em que o campo está definido, questão que será
mais bem percebida no contexto da Lei de Ampère, a ser vista logo a seguir.

Áreas de figuras planas
Não existe uma relação clara entre a área e o perímetro de uma figura plana.
Existem figuras com perímetros grandes e áreas pequenas. Já as figuras de áreas
grandes não podem ter perímetros muito pequenos.
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A esse respeito, é bem famoso o problema de Dido: determinar a figura de
maior área que pode ser obtida a partir de um perímetro de comprimento constante.
Intuitivamente, a solução deve ser um círculo. Mas resolver matematicamente o
problema é bem mais delicado.

Pois muito bem, apesar dessas questões, o Teorema de Green estabelece um
relação clara entre a área e uma integral de linha sobre o bordo da figura.

Isso porque o teorema vale para qualquer campo de classe C1, e existem cam-
pos F = (L,M) para os quais Mx − Ly = 1. Por exemplo, escolhendo o campo
L(x,y) =−y e M(x,y) = 0, segue-se que, se D ⊂ R

2 é um domínio simples, então
∮

∂D
−ydx =

∮

∂D
−ydx+0dy =

∫∫

D
[(0)x − (−y)y]dxdy =

∫∫

D
dxdy (11.7)

em que o lado direito é a área de D. Analogamente, escolhendo L(x,y) = 0 e
M(x,y) = x, segue-se que, se D ⊂ R

2 é um domínio simples, então
∮

∂D
xdy =

∮

∂D
0dx+ xdy =

∫∫

D
[(x)x − (0)y]dxdy =

∫∫

D
dxdy (11.8)

em que o lado direito é novamente a área de D. Pode-se ainda somar as duas
últimas igualdades e dividir por dois para obter que

1
2

∮

∂D
−ydx+ xdy =

1
2

∫∫

D
[(x)x − (−y)y]dxdy =

∫∫

D
dxdy (11.9)

Isso mostra que a área pode ser calculada de três maneiras diferentes, e, depen-
dendo do caso, uma maneira pode ser mais fácil do que a outra.

� Exemplo 11.6 Use o teorema de Green para calcular a área limitada pela elipse
x2

a2 +
y2

b2 = 1, onde a e b são constantes positivas. �

Solução. O cálculo dessa área por meio da inte-
gral da função f (x) = b

a

√
a2 − x2 exige uma artilha-

ria pesada de mudança de variáveis e identidades
trigonométricas. No entanto, por meio do teorema
de Green, o cálculo é bem mais fácil.

x a

f (x)
b

Aliás, nesse exemplo pode-se comparar as três formas do cálculo da área. As-
sim, usando a parametrização anti-horária P(t) = (acos(t),bsen(t)) de ∂D, com
t ∈ [0,2π], de (11.7), segue-se que
∫∫

D
dxdy =

∮

∂D
−ydx =

∫ 2π

0
(−bsen(t))(−asen(t))dt = ab

∫ 2π

0
sen2(t)dt
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Já usando a igualdade em (11.8), obtém-se
∫∫

D
dxdy =

∮

∂D
xdy =

∫ 2π

0
(acos(t))(bcos(t))dt = ab

∫ 2π

0
cos2(t)dt

Agora fica claro que a maneira mais fácil de calcular a área é por meio da
igualdade em (11.9). De fato, usando aquela igualdade, segue-se que
∫∫

D
dxdy =

1
2

∮

∂D
−ydx+xdy =

ab

2

∫ 2π

0
[cos2(t)+sen2(t)]dt =

ab

2

∫ 2π

0
dt = πab

que é o valor conhecido para a área da elipse. �

−a

−a

x

y
� Exemplo 11.7 Use o teorema de Green para
calcular a área do laço do Fólio de Descartes
x3 + y3 = 3axy, onde a > 0. �

Solução. O nome da curva vem do formato de
folha que ela descreve no primeiro quadrante, e é
a área dessa folha que se quer calcular.

Novamente, calcular a área usando gráficos de funções não é uma boa ideia, e
o teorema de Green parece mais indicado. Para isso, tentando y = tx e substituindo
na equação, obtém-se que x3 + t3x3 = 3atx2. Ótimo, porque daí se obtém

x = x(t) =
3at

1+ t3 e y = y(t) = tx(t) =
3at2

1+ t3

que parece uma boa parametrização. Além disso, analisando os sinais de x(t) e y(t),
conclui-se que o laço no primeiro quadrante corresponde aos valores de t ∈ (0,∞).

A área do laço pode agora ser calculada usando uma das três formas acima.
A mais conveniente delas é a igualdade em (11.9), uma vez que

−y(t)x′(t)+ x(t)y′(t) = [−tx(t)]x′(t)+ x(t)[x(t)+ tx′(t)] = x2(t)

e a integral de x2(t) é fácil de ser calculada. De fato, indicando a região do laço
por D, usando (11.9) e a igualdade acima, segue-se que a área de D é dada por
∫∫

D
dxdy =

1
2

∮

∂D
−ydx+ xdy =

1
2

∫ ∞

0
[−y(t)x′(t)+ x(t)y′(t)]dt =

1
2

∫ ∞

0
x2(t)dt

Finalmente, usando a expressão de x(t) e a substituição u = 1+ t3, segue-se que
∫∫

D
dxdy =

1
2

∫ ∞

0
x2(t)dt =

1
2

∫ ∞

0

9a2t2

(1+ t3)2 dt =
1
2

∫ ∞

1
3a2u−2 du =

3a2

2

que é a área procurada. �
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Teorema de Green e trabalho

Um dos lados da igualdade no teorema de Green é uma integral de linha que pode
representar o cálculo do trabalho. O outro lado é uma integral dupla, que está
relacionada com uma área. Assim, esse teorema pode ser usado para relacionar
trabalho e área, semelhante ao que acontece no ciclo de Carnot. Para um exemplo,
considere um motor de quatro tempos, com um cilindro, cujo funcionamento está
ilustrado nas figuras seguintes.

Admissão Compressão Explosão Exaustão

No primeiro tempo, de admissão, a válvula de admissão está aberta e o pistão
desce aspirando uma mistura de ar e gasolina. No segundo tempo, de compressão,
a válvula de admissão se fecha e o pistão sobe comprimindo a mistura. No ponto
mais alto do movimento, a vela solta uma faísca que provoca a explosão da mistura,
e o pistão desce com força realizando trabalho. No ponto mais baixo, a válvula de
exaustão se abre, e o pistão sobe expulsando a mistura queimada. O movimento
então se repete iniciando nova admissão.

O trabalho realizado está compreendido entre os tempos de compressão e ex-
plosão, e este é o trabalho a ser calculado adiante. Nos outros tempos o motor usa
parte da energia acumulada para realizar os ciclos de exaustão e admissão.

Para o cálculo deste trabalho, considere o sistema de eixos como na figura
ao lado, em que Ox está no ponto mais alto do pistão e Oy está orientado para
baixo. Considere ainda a seguinte notação:

• T = tempo entre o início da compressão e
o final da explosão;

• A = área da superfície superior do pistão;

• h(t) = altura do pistão no tempo t ∈ [0,T ];

• v(t) =Ah(t) = volume no interior do pistão
no tempo t ∈ [0,T ];

• p(t) = pressão no interior do pistão no
tempo t ∈ [0,T ].

h(t)
x

y
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Nesse sistema, a posição do pistão é P(t) = (0,h(t)). Além disso, como a
força é o produto da área pela pressão, a força exercida sobre o pistão é F(P(t)) =
(0,Ap(t)). Lembrando que v(t) = Ah(t), daí se segue que o trabalho realizado
entre os ciclos de compressão e explosão é

W =

∫ T

0
〈F(P(t)),P′(t)〉dt =

∫ T

0
Ap(t)h′(t)dt

=

∫ T

0
p(t)[Ah′(t)]dt =

∫ T

0
p(t)v′(t)dt

p

v A

B
D

Por outro lado, no sistema de eixos
O pv, considere o caminho de parametrização
Q(t) = (p(t),v(t)) com t ∈ [0,T ]. Com a notação
da figura, a partir do ponto A, início da compres-
são, o volume diminui e a pressão aumenta, até
alcançar o ponto B onde ocorre a explosão.

A pressão então aumenta rapidamente e força o pistão a voltar ao ponto inicial.
Assim, Q(t) é um caminho fechado e simples, que limita uma região. Indicando
por D essa região, tem-se então que Q(t) é uma parametrização positiva do ∂D.

De (11.8), com (x,y) trocados por (p,v), obtém-se a surpreendente igualdade

W =

∫ T

0
p(t)v′(t)dt =

∫

∂D
pdv =

∫∫

D
dpdv = Área de D

Em resumo, semelhante ao ciclo de Carnot, o trabalho realizado pelo motor é 
igual à área da região limitada pela curva (p(t),v(t)) no plano O pv.

Teorema de Green – II
O teorema de Green tem várias aplicações, e em diversas áreas. Uma delas é a Lei 
de Ampère, que será detalhada a seguir. A partir dessa lei, é possível obter uma 
expressão explícita para o campo magnético, e então estudar suas propriedades.

União de domínios simples

Para as aplicações é necessário generalizar um pouquinho as condições nas quais
o teorema de Green pode ser aplicado.

Até agora o teorema garante que, se D ⊂ R
2 é um domínio simples (da forma

Rx e Ry) e F = (L,M) é um campo de classe C1, então vale a igualdade
∮

∂D
Ldx+M dy =

∫∫

D
(Mx −Ly)dxdy
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No entanto, agora que a igualdade foi demonstrada, pode-se concluir que ela
vale também no caso em que D é a união de dois domínios simples.

Considere, por exemplo, o caso em que o do-
mínio é como ilustrado ao lado. Ele é da forma
Ry, mas não é da forma Rx, pois a função y2(x)
não é derivável em x = c e a função y1(x) não é
derivável em x = d. Não sendo simultaneamente
Rx e Ry, o domínio não é simples.

a c d x b

y1(x)

y2(x)

D

D1

D2

D3

Mas D pode ser dividido nos domínios sim-
ples D1, D2 e D3 ilustrados na figura ao lado.
Com a orientação positiva, os bordos ∂D1 e ∂D2

têm uma parte em comum e, nessa parte, as ori-
entações são contrárias. Da mesma forma com os
bordos ∂D2 e ∂D3.

Assim, as correspondentes integrais se cancelam quando somadas, e, portanto,

∮

∂D
Ldx+M dy =

3

∑
i=1

∮

∂Di

Ldx+M dy

Aplicando Green nos domínios D1, D2 e D3, que são simples, obtém-se
∮

∂D
Ldx+M dy =

∮

∂D1

Ldx+M dy+
∮

∂D2

Ldx+M dy+
∮

∂D3

Ldx+M dy

=
∫∫

D1

(Mx −Ly)dxdy+
∫∫

D2

(Mx −Ly)dxdy+
∫∫

D3

(Mx −Ly)dxdy

=

∫∫

D
(Mx −Ly)dxdy

Isso mostra que o teorema vale se o domínio for união de domínios simples.
Um vez feita essa conclusão, pode-se dar um passo adiante e concluir que o

teorema vale em domínios como o ilustrado na figura da esquerda a seguir. Esse
domínio não é Rx, pois não é a região entre dois gráficos de funções na variável x.
No entanto, como ilustra a figura da direita, ele pode ser dividido em quatro outros
domínios nos quais vale o teorema, e o mesmo argumento usado anteriormente
mostra que o teorema também vale para o domínio original.
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Ainda os mesmos argumentos podem ser usados para mostrar que o teorema
vale em domínios como o ilustrado a seguir, com um “buraco” no seu interior.
O domínio está ilustrado na figura da esquerda, e a da direita ilustra uma divisão
em domínios onde vale o teorema.

C1 C2 C1 C2

Em razão do “buraco”, o bordo do domínio é a união das curvas C1 e C2 ilustra-
das acima, e vale observar um fato curioso: a orientação da curva C2 é contrária à
da curva C1! Veja a figura da direita. Essa mudança é essencial para que o teorema
de Green possa ser aplicado corretamente e, em geral, a definição de orientação
positiva é aquela dada a seguir. Observe que o bordo do domínio ilustrado acima
está orientado positivamente segundo essa definição.

Definição 11.3 — Regra da mão esquerda. O sentido positivo do bordo
∂D é aquele que deixa o domínio à esquerda de quem faz o percurso.

Lei de Ampère

Por volta de 1820, Oersted realizou uma experiên-
cia histórica, aproximando uma agulha imantada
de um fio por onde passava uma corrente estaci-
onária. Ele notou então, pela primeira vez, que
essas correntes produzem campos magnéticos.

i

P
B

C

Na figura acima o sentido da corrente está indicado por uma seta, as linha de
força por um círculo e o campo magnético pelo vetor B. Assim, a direção e o
sentido do campo podem ser determinados apenas com o uso da agulha imantada.
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Para o estudo da intensidade, entretanto, são necessárias experiências mais
elaboradas, e Ampère foi o primeiro a perceber a importância da circulação para
esse estudo. Assim, supondo que a corrente está ao longo do eixo Oz, e indicando
por C um círculo de centro na origem e raio r, a lei de Ampère afirma que

∮

C
〈B,T 〉ds = µ0 i (11.10)

onde i é a intensidade da corrente e µ0 = 4π ×10−7 N/A2 é a constante magnética.
O curioso dessa lei é que a integral de linha é sobre um círculo de raio r e, em
princípio, depende desse raio. Mas, segundo a lei, a integral de linha é constante,
e independente do raio do círculo!

Esse comportamento pode ser explicado
como segue. Se o raio do círculo é pequeno, o
seu comprimento também é pequeno, mas a inten-
sidade do campo é grande. Se o círculo aumenta,
o seu comprimento também aumenta, mas a in-
tensidade do campo diminui.

Assim, a lei de Ampère afirma que um aumento no raio do círculo corresponde
a uma diminuição da intensidade do campo, e isso de maneira a que a circulação
permaneça constante. Esse comportamento está ilustrado na figura acima.

Bem, após esses entretantos, pode-se passar ao cálculo da intensidade do campo.
Indique por P(t) = (r cos(t),r sen(t)), t ∈ [0,2π], uma parametrização positiva do
círculo C e por T (t) = P′(t)/‖P′(t)‖ o vetor unitário tangente. Como B é tangente
ao círculo, tem-se que B(P(t)) = ‖B(P(t))‖T (t). Além disso, por simetria, a inten-
sidade de B é constante ao longo de C, isto é, ‖B(P(t))‖ = k para todo t ∈ [0,2π].
Segue-se que B(P(t)) = k T (t), e, portanto,

〈B(P(t)),T (t)〉= 〈k T (t),T (t)〉= k〈T (t),T (t)〉= k

Mas então, da lei de Ampère,

µ0i =

∮

C
〈B,T 〉ds =

∫ 2π

0
〈B(P(t)),T (t)〉‖P′(t)‖dt = k

∫ 2π

0
‖P′(t)‖dt = k 2πr

de onde se segue que‖B(P(t))‖ = k = µ0i/2πr.
Ótimo, essa é a intensidade ao longo de C, onde ‖P(t)‖ = r. Em um ponto

qualquer P = (x,y), com ‖P‖ 6= 0, a intensidade é dada por

‖B(P)‖= µ0i

2π‖P‖ =
µ0i

2π
√

x2 + y2
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Resta ainda determinar a direção e sentido
do campo. Mas essa é fácil! Da figura ao
lado, basta girar o ponto P = (x,y) de π/2 no
sentido anti-horário para obter que a direção e
o sentido do campo magnético são dados por
Q = (−y,x). Considerando o vetor unitário
U = Q/‖Q‖, obtém-se finalmente que a expres-
são do campo B é dada por

P

B

B(P) = ‖B(P)‖U =
µ0i

2π
√

x2 + y2

(
−y√

x2 + y2
,

x√
x2 + y2

)

=
µ0i

2π

( −y

x2 + y2 ,
x

x2 + y2

)

Muito bom! Essa é uma expressão explícita para o campo e, como mostram as
próximas seções, dela é possível tirar várias conclusões interessantes.

Campo gradiente × campo irrotacional

Um campo F = (L,M) de classe C1 é um campo gradiente se L = fx e M = fy para
alguma função f , que é dita a função potencial para o campo. Como as derivadas
parciais mistas comutam, se F é um campo gradiente então

Mx −Ly = ( fy)x − ( fx)y = fyx − fxy = 0

e, portanto, o campo é irrotacional, segundo a definição dada na seção anterior.
Assim, todo campo gradiente é também irrotacional. É natural então perguntar

pela volta, se os campos irrotacionais são também campos gradientes. A resposta
é não, e o contraexemplo é exatamente o campo magnético obtido anteriormente.
De fato, indicando por

L(x,y) =
µ0i

2π

−y

x2 + y2 e M(x,y) =
µ0i

2π

x

x2 + y2

as coordenadas do campo, o primeiro fato a notar é que o domínio de B é o conjunto

D = {(x,y) ∈R
2; (x,y) 6= (0,0)}

que não inclui a origem O , e, portanto, é um domínio com um “buraco” corres-
ponde a este ponto. O segundo fato é que

Ly(x,y) =
µ0i

2π

y2 − x2

(x2 + y2)2 = Mx(x,y)
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de onde se segue que B é irrotacional, isto é, Mx −Ly = 0 no domínio D.
No entanto, B não é um campo gradiente, o que decorre da lei de Ampère em

(11.10). De fato, o círculo C, de centro na origem e raio r, é um caminho fechado
e simples. Logo, se B fosse um campo gradiente, a integral em (11.10) seria nula,
uma contradição.

Segue-se que B é exemplo de um campo irrotacional que não é gradiente. Isso
ocorre porque, em razão do buraco correspondente à origem, o domínio de B não
é simplesmente conexo. Veja as definições a seguir.

Definição 11.4 Um domínio D ⊂ R
2 é

i) conexo se quaisquer dois pontos de D podem ser ligados por um caminho
inteiramente contido no domínio;

ii) simplesmente conexo se for conexo e, além disso, todo caminho fechado
e simples em D contorna apenas pontos do domínio.

Intuitivamente, o domínio é conexo se tiver apenas uma parte, e é simples-
mente conexo se, além de ser conexo, não tiver “buracos”.

Por exemplo, o domínio {(x,y) ∈ R
2; x2 + y2 ≤ 32 e |y| ≥ 1} tem as partes

{(x,y) ∈ R
2; x2 + y2 ≤ 32 e y ≥ 1} e {(x,y) ∈ R

2; x2 + y2 ≤ 32 e y ≤−1}, e, por-
tanto, não é conexo (veja a figura da esquerda abaixo). Já o anel
{(x,y) ∈ R

2; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 32} é conexo, mas não é simplesmente conexo, uma
vez o círculo x2 + y2 = 22 está contido no anel mas contorna pontos que não es-
tão no domínio (veja a figura do meio). Finalmente, a figura da direita ilustra um
domínio que é simplesmente conexo.

Para campos definidos em domínios simplesmente conexos, pode-se demons-
trar o teorema a seguir, segundo o qual ser gradiente é sinônimo de ser irrotacional.

Teorema 11.2 Suponha F = (L,M) um campo de classe C1 em um domínio
simplesmente conexo D ⊂ R

2. Então F é um campo gradiente se, e somente se,
F é um campo irrotacional.

Esse teorema esclarece a questão do campo magnético: ele é irrotacional e
deixa de ser gradiente em virtude de seu domínio não ser simplesmente conexo.
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� Exemplo 11.8 Verifique que, restrito a D = {(x,y) ∈ R
2; y > 0}, o campo mag-

nético é gradiente, e determine uma função potencial para este campo. �

Solução. Já foi visto que B é irrotacional. Além disso, é claro que o novo
domínio é simplesmente conexo, e, de acordo com o teorema acima, ele é também
um campo gradiente.

Para a função potencial, deve-se obter uma função f (x,y) tal que fx = L e
fy = M, onde L e M são as coordenadas do campo. Usando a substituição u = x/y

para integrar a igualdade fx = L na variável x, obtém-se que

f (x,y) =

∫
µ0i

2π

−y

x2 + y2 dx =−µ0i

2π

∫
y

y2((x/y)2 +1)
dx =−µ0i

2π

∫
1

u2 +1
du

=−µ0i

2π
arctan(u)+g(y) =−µ0i

2π
arctan(x/y)+g(y)

onde g(y) é a constante de integração em relação à variável x. Já se tem então que
f (x,y) =− µ0i

2π arctan(x/y)+g(y). Para determinar g(y) basta notar que

fy(x,y) =−µ0i

2π

1
(x/y)2 +1

−x

y2 +g′(y) =
µ0i

2π

x

x2 + y2 +g′(y) = M(x,y)+g′(y)

Como fy = M, segue-se então que g′(y) = 0, e, portanto, g(y) = k = constante.
Assim, para qualquer constante k, f (x,y) = − µ0i

2π arctan(x/y) + k é uma função
potencial para o campo magnético restrito ao domínio D = {(x,y) ∈ R

2; y > 0}.
A restrição é mesmo essencial, uma vez que o y aparece no denominador, e,

portanto, não pode se anular. �

Lei de Ampère ampliada

C

Do fato de que o campo magnético B é irrotacional
podem ser deduzidas algumas propriedades impor-
tantes desse campo. Uma delas é a ampliação da
lei de Ampère, no sentido indicado a seguir.

Considere um qualquer caminho fechado sim-
ples C, orientado no sentido anti-horário e com a
origem em seu interior, como na figura.

O que se pretende é mostrar que, mesmo sem conhecer uma parametrização
do caminho, ainda assim se tem que

∮

C
〈B,T 〉ds = µ0i
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Para isso não é possível aplicar o teorema de Green na região limitada por C,
pois essa região contém a origem, onde o campo magnético não está definido.

A ideia é muito simples: usar um argumento
de excisão, retirando-se um pequeno disco em
torno da origem. Por um lado, a excisão permite
a aplicação do teorema de Green, o que é muito
bom. Mas, por outro, cria uma região com um
“buraco”, como ilustrado na figura ao lado, e deve-
se prestar atenção a essa novidade.

C

C0

D

Indique então por C0 um círculo orientado no sentido anti-horário, centrado na
origem e de raio pequeno o suficiente para estar dentro da região limitada por C.
Indique ainda por D a região entre C e C0. Veja a figura acima.

Ora! O primeiro ponto é que o teorema de Green pode ser aplicado no domínio
D, que é uma união de domínios simples, como visto no início da seção. O segundo
ponto é que, com as orientações introduzidas acima e em vista da regra da mão
esquerda, o bordo de D tem orientação ∂D = C ∪ (−C0), com uma inversão na
orientação de C0. Veja de novo a figura acima.

Esclarecidos esses pontos, lembrando que o campo B = (L,M) é irrotacional,
isto é, que Mx −Ly = 0, e aplicando o teorema de Green em D, obtém-se que

0 =

∫∫

D
(Mx −Ly)dxdy =

∮

∂D
〈B,T 〉ds

=

∮

C
〈B,T 〉ds+

∮

−C0

〈B,T 〉ds

=
∮

C
〈B,T 〉ds−

∮

C0

〈B,T 〉ds

Finalmente, da lei de Ampère como em (11.10) e aplicada a C0, segue-se que
∮

C
〈B,T 〉ds =

∮

C0

〈B,T 〉ds = µ0i

Esta é a forma ampliada da lei de Ampère, em que C não precisa ser um círculo
de centro na origem, mas pode ser qualquer curva fechada simples que inclui a
origem em seu interior.
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Teorema de Gauss em 2D
A circulação é calculada com a componente tangencial do campo. A componente
normal é usada para o cálculo do fluxo. É o que se verá a seguir, incluindo o
Teorema da Divergência, que é uma versão normal do Teorema de Green.

Integral do fluxo

Considere o movimento de um fluido em um canal de profundidade h, e supo-
nha que o movimento seja estratificado no sentido de que a velocidade não de-
penda da coordenada z, mas apenas das coordenadas (x,y) da superfície do canal.
O campo de velocidades do fluido é então função dessas coordenadas, e pode ser
representado por F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)).

O problema consiste em calcular o fluxo (volume por unidade de tempo) do
campo F através de uma peneira colocada dentro do canal. As figuras abaixo
ilustram a situação, em que a peneira está ao longo do caminho C e, em cada
ponto, foi feita a escolha de um vetor n que é unitário e normal ao caminho. Esse
vetor será estudado logo adiante.

C C

C

F

F

F

ds

ds

ds

n

n

n

h

〈F,n〉n

Escolhe-se um pequeno comprimento ds ao longo de C, o que delimita uma
pequena área dA = hds da peneira, de base ds e altura h. Veja a figura da esquerda.
Ora! O comprimento de F é a velocidade escalar das partículas. Assim, as partícu-
las que no instante inicial estavam sobre ds, após uma unidade de tempo terão se
deslocado de ‖F‖ ao longo de F . Daí se segue que o volume de fluido por dA por
unidade de tempo ocupa o sólido ilustrado na figura da esquerda, sólido em que a
base é um paralelogramo (veja a figura do meio) e a profundidade é h.

O passo seguinte é calcular a área desse paralelogramo, cuja altura é o compri-
mento |〈F,n〉| da projeção do campo F sobre o vetor n. Veja a figura da direita. Se
〈F,n〉 for positivo, como no exemplo, então a área do paralelogramo é 〈F,n〉ds, e
o volume de fluido por dA por unidade de tempo é h〈F,n〉ds. Esse volume é dito
o fluxo por dA na direção n.

Somando-se esses fluxos obtém-se que o fluxo pela peneira é igual a
∫

C h〈F,n〉ds.
Como h é constante e a situação é essencialmente bidimensional, a integral
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∫

C
〈F,n〉ds

é dita o fluxo bidimensional de F através de C na direção n. A novidade está em
que, agora, a projeção do campo é feita sobre o normal, e não sobre o tangente
como anteriormente.

Vale notar que o vetor normal é fácil de ser obtido. De fato, se P(t)= (x(t),y(t))
é uma parametrização regular de C , basta girar o vetor unitário tangente

T (t) =
P′(t)
‖P′(t)‖ =

(
x′(t)

‖P′(t)‖ ,
y′(t)

‖P′(t)‖

)

de π/2 no sentido horário para obter que

n(t) =

(
y′(t)

‖P′(t)‖ ,
−x′(t)
‖P′(t)‖

)

C T (t)

P(t)

n(t)

é um vetor unitário normal a C no ponto P(t). É claro que também −n(t) é unitário
normal, e escolher entre um e outro é equivalente a orientar o caminho.

� Exemplo 11.9 Seja C o segmento de reta que une os pontos (1,0) e (0,1), nesta
ordem, e n o vetor unitário normal que se obtém girando o tangente no sentido
horário. Calcule o fluxo do campoF(x,y) = (1,1) ao longo de C na direção n. �

Solução. O exemplo está ilustrado abaixo. O caminho pode ser parametrizado por

P(t) = (1− t)(1,0)+ t(0,1) = (1− t, t)

1

1 C

T (t)

P(t)

n(t)

F(P(t))

em que P(0) = (1,0) e P(1) = (0,1) são so pon-
tos inicial e final. Girando-se o vetor tangente
P′(t) = (−1,1) de π/2 no sentido horário e nor-
malizando, segue-se que

n(t) = (
1√
2
,

1√
2
)

Assim, 〈F(P(t)),n(t)〉 = 〈(1,1),(1/
√

2,1/
√

2)〉= 2/
√

2, e, portanto,
∫

C
〈F,n〉ds =

∫ 1

0
〈F(P(t)),n(t)〉‖P′(t)‖dt =

∫ 1

0

2√
2

√
2dt = 2

�

Neste exemplo o campo tem a mesma direção e sentido do vetor normal, e,
portanto, é o maior valor que o fluxo pode ter. Assim, o fluxo deve diminuir se o
caminho for mudado de posição, como no próximo exemplo.
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� Exemplo 11.10 Mesmo exemplo anterior, mas supondo que C seja o segmento
de reta que une os ponto (

√
2,0) e (0,0), nesta ordem. �

Solução. O caminho do exemplo anterior tem comprimento
√

2 e, se for desli-
zado sobre o eixo Ox até ficar paralelo a esse eixo, coincide com o caminho desse
exemplo. Veja a figura a seguir. Assim, o que se espera é que, agora, o fluxo seja
menor que o do exemplo anterior.

E, de fato, neste exemplo, C pode se parametrizado por

P(t) = (1− t)(
√

2,0)+ t(0,0) = ((1− t)
√

2,0)

e, girando-se o vetor tangente P′(t) = (−
√

2,0)
de π/2 no sentido horário e normali-
zando, obtém-se que n(t) = (0,1). Assim,
〈F(P(t)),n(t)〉= 〈(1,1),(0,1)〉 = 1, e, portanto, C T (t) P(t)

n(t) F(P(t))

√
2

∫

C
〈F,n〉ds =

∫ 1

0
〈F(P(t)),n(t)〉‖P′(t)‖dt =

∫ 1

0

√
2dt =

√
2 �

� Exemplo 11.11 Seja C o círculo x2 + y2 = R2 e n a normal unitária exterior ao
círculo. Calcule o fluxo do campo F(x,y) = (1,1) ao longo de C na direção n. �

Solução. Esse exemplo é interessante porque a quantidade 〈F,n〉 muda de sinal
ao longo do caminho.

F

F

n

n

〈F,n〉n

〈F,n〉n

De fato, de acordo com a figura, na parte supe-
rior do círculo, o sinal de 〈F,n〉 é positivo, pois a
projeção de F sobre n tem o mesmo sentido de n.
Já na parte inferior, esse sinal muda, pois a pro-
jeção tem sentido contrário ao da normal. Mas,
ainda assim, o fluxo é definido pala integral

∫

C
〈F,n〉ds

que é uma soma algébrica de todos os fluxos infinitesimais 〈F,n〉ds. Como esses
fluxos podem mudar de sinal, a interpretação física é a seguinte: o fluxo total é um
balanço “liquido” da quantidade de fluido que passa por C na direção n menos o
que passa na direção de −n.

Da simetria ilustrada na figura, o fluido que entra no disco pela parte de baixo
é igual ao que sai pela parte de cima, e o que se espera é que o fluxo total seja
zero. E, com efeito, a partir da parametrização P(t) = (Rcos(t),Rsen(t)), com
t ∈ [0,2π], gira-se o tangente P′(t) = (−Rsen(t),Rcos(t)) de π/2 no sentido ho-
rário e normaliza-se para obter que n(t) = (cos(t),sen(t)). Daí se segue que
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〈F(P(t)),n(t)〉= cos(t)+ sen(t) e, portanto,

∫

C
〈F,n〉ds =

∫ 2π

0
〈F(P(t)),n(t)〉‖P′(t)‖dt =

∫ 2π

0
(cos(t)+ sen(t))Rdt = 0

�

Teorema de Gauss

Uma vez entendido o fluxo, que é uma integral de linha, o próximo passo é procurar
relacioná-lo com uma integral dupla.

O motivo para essa procura está ilustrado na
figura ao lado. Indique por T = (a,b) as coorde-
nadas do unitário tangente e por F = (L,M) as
do campo F . Então as coordenadas do unitário
normal são n = (b,−a), e, portanto,

F〈F,n〉

n

T

Q

〈Q,T 〉

〈F,n〉= 〈(L,M),(b,−a)〉 = Lb+M(−a)

= (−M)a+Lb = 〈(−M,L),(a,b)〉 = 〈Q,T 〉

onde Q = (−M,L) corresponde a girar F de π/2 no sentido anti-horário. Assim,
projetar F sobre a normal é equivalente a projetar Q sobre o tangente. Segue-se
que, a menos das unidades de medida, o fluxo de F é igual à circulação de Q.

Como, por Green, a circulação é igual à uma integral dupla, o fluxo também
deve ser igual à uma integral dupla. Caramba! Que integral seria essa?

É fácil. Basta começar do início. Seja então D⊂R
2 um domínio no qual vale o

teorema de Green e F = (L,M) um campo de classe C1. Seja ainda
P(t) = (x(t),y(t)), com t ∈ [a,b], uma parametrização regular e positiva de ∂D.
Da relação entre o unitário tangente T (t) e o unitário normal n(t) segue-se que

∫

∂D
〈F,n〉ds =

∫ b

a

(
L(P(t))

y′(t)
‖P′(t)‖ +M(P(t))

−x′(t)
‖P′(t)‖

)
‖P′(t)‖dt

=

∫ b

a

(
−M(P(t))x′(t)+L(P(t))y′(t)

)
dt =

∫

∂D
−M dx+Ldy

o que confirma o que foi visto acima, de que o fluxo de F = (L,M) é igual à
circulação de Q = (−M,L). Mas essa igualdade só é verdadeira se T e n estiverem
relacionados como acima: T é o tangente de uma parametrização positiva de ∂D

e n corresponde a girar T no sentido horário. Outra maneira de preservar essa
relação é dizer que n é a normal unitária exterior ao domínio D. A figura abaixo
ilustra a relação entre T e n.
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Agora, pode-se agora aplicar o teorema de Green ao campo Q para obter que

D

T n ∫

∂D
〈F,n〉ds =

∫

∂D
−M dx+Ldy

=
∫∫

D
(Lx − (−M)y)dxdy

=

∫∫

D
(Lx +My)dxdy

Muito bom. Essa é a relação que se estava procurando. O fluxo pelo bordo, na
direção da normal exterior, corresponde a uma integral dupla sobre todo o domínio
da função Lx +My. Essa função é famosa, e conhecida pelo nome de divergente.
A notação usada é a seguinte:

divF(x,y) = Lx(x,y)+My(x,y) = divergente de F no ponto (x,y)

Essa discussão pode ser resumida no teorema a seguir, conhecido também como a
forma normal do Teorema de Green, ou ainda como Teorema da Divergência.

Teorema 11.3 — de Gauss. Sejam D ⊂ R
2 um domínio no qual vale o Teo-

rema de Green, com ∂D orientado com a normal unitária exterior n. Se F é um
campo de classe C1 em uma região que contém D, então

∫

∂D
〈F,n〉ds =

∫∫

D
divF dxdy

Densidade de fluxo

Para ser usado a seguir, vale lembrar que, se
uma função f : D → R é integrável, então a sua
média é

M f =
1

área deD

∫∫

D
f (x,y)dxdy

que é um valor entre o máximo e o mínimo da
função. Veja a figura. Logo, se a função for con-
tínua, então a média está na imagem da função.
Isso significa que

M f

D

1
área deD

∫∫

D
f (x,y)dxdy = f (x1,y1) para algum (x1,y1) ∈ D
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Esse resultado é conhecido como o teorema da média para integrais.

x0 x1 x0 +∆x

y0

y1

y0 +∆y

R
n

Voltando ao teorema de Gauss, o nome de
“divergente” parece estranho, mas pode ser justi-
ficado com a densidade de fluxo. Para isso, consi-
dere um retângulo R = [x0,x0+∆x]× [y0,y0+∆y]
dentro do domínio do campo F , com o ∂R orien-
tado com a normal unitária exterior. Veja a figura.

O fluxo
∫

∂R〈F,n〉ds é um balanço líquido entre o que sai menos o que entra.
Assim, se o fluxo for positivo, então sai mais do que entra. Se negativo, então entra
mais do que sai.

Mas, e no ponto (x0,y0), o que acontece? Não adianta calcular o limite do
fluxo com (∆x,∆y) → (0,0), pois esse limite é zero. É, então, que entra em cena
uma ideia nova, de comparar o fluxo com a área ∆x∆y do retângulo R. Veja que
ideia boa: usando o teorema da divergência e o teorema da média, obtém-se que

1
∆x∆y

∫

∂R
〈F,n〉ds =

1
∆x∆y

∫∫

R
divF dxdy = divF(x1,y1)

para algum ponto (x1,y1) ∈ R. O lado esquerdo da igualdade é a densidade de
fluxo (fluxo por unidade de área), a integral do meio é a média da função divF no
retângulo R e o lado direito é o valor da média, igual a divF(x1,y1).

Consultando mais uma vez a figura acima, como (x1,y1) ∈ R, se
(∆x,∆y)→ (0,0) então (x1,y1)→ (x0,y0), e da última igualdade segue-se que

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

1
∆x∆y

∫

∂R
〈F,n〉ds = lim

(x1,y1)→(x0,y0)
divF(x1,y1) = divF(x0,y0)

Esta é a interpretação física do divergente: ele é a densidade de fluxo no ponto
(x0,y0). Em particular, em vizinhanças pequenas do ponto, o sinal do fluxo é o
mesmo do divergente, e indica se está saindo ou entrando fluido no ponto (x0,y0).

divF > 0

sai mais do que entra

divF = 0

sai igual ao que entra

divF < 0

sai menos do que entra
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O próximo exemplo ilustra o fato de que a igualdade divF = 0 pode ser usada
como uma condição de equilíbrio em um problema de termodinâmica.

� Exemplo 11.12 Suponha que a chapa semicircular D={(x,y);x2 +y2 < 1 e y >

0} tenha temperatura T (x,y) = 20
π arctan

(
2y

1− x2 − y2

)
. Justifique a afirmação de

que a temperatura deve satisfazer à equação de Laplace

Txx(x,y)+Tyy(x,y) = 0 ∀ (x,y) ∈ D �

Solução. Esse exemplo foi estudado na Seção 4, onde foram obtidas as curvas de
nível (pontilhadas na próxima figura) e as linhas de fluxo do calor.

Como o gradiente ∇T (x,y) = (Tx(x,y),Ty(x,y)) aponta na direção da maior
temperatura, o calor flui na direção contrária, de −∇T (x,y). De fato, o vetor fluxo
de calor é dado por F(x,y) =−k∇T (x,y), onde k é a condutividade térmica.

Ora! A temperatura é estacionária, no sentido
de que é não muda com o tempo, e isso apesar de
haver fluxo de calor. Para isso é necessário que,
em cada ponto, a quantidade de calor que entra
seja igual à quantidade de calor que sai!

Assim, para que a temperatura seja estacionária, é necessário que divF(x,y)=0
para todo (x,y) ∈ D. Como F(x,y) =−k(Tx(x,y),Ty(x,y)), deve-se ter que

0 = divF(x,y) =−k

(
∂

∂x
Tx(x,y)+

∂

∂y
Ty(x,y)

)

=−k(Txx(x,y)+Tyy(x,y)) ∀ (x,y) ∈ D

Com um pouquinho de paciência, essa justificativa pode ser verificada direta-
mente, calculando as derivadas Txx e Tyy. Calcula-se as derivadas primeiras

Tx(x,y) =
80
π

yx

((x+1)2 + y2)((x−1)2 + y2))

Ty(x,y) =
40
π

y2 − x2 +1
((x+1)2 + y2)((x−1)2 + y2)

e, em seguida, as derivadas segundas

Txx(x,y) =−80
π

y(3x4 +2x2y2 − y4 −2x2 −2y2 −1)
((x+1)2 + y2)2((x−1)2 + y2)2 =−Tyy(x,y)

Desses cálculos segue-se que, de fato, T satisfaz à equação de Laplace. �
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Lei de Gauss

A figura ilustra um fio infinito ao longo do eixo Oz com uma densidade uniforme
de carga δ0 > 0. Ilustra ainda o campo elétrico E em um ponto P do plano Oxy,
campo que, experimentalmente, tem a mesma direção e sentido do ponto P.

Para o estudo da intensidade, entretanto, é
necessário um melhor entendimento, e Gauss
foi um dos pioneiros a aprofundar esse conheci-
mento. Assim, indicando por C um círculo de
centro na origem e raio r e por n a normal unitá-
ria exterior, a lei de Gauss afirma que

∮

C
〈E,n〉ds =

1
ε0

δ0 (11.11)

P
E

C

onde ε0 ≈ 8,85418782 × 10−12 A s2/kg m3 é a constante de permissividade do
vácuo. O curioso é que a integral é sobre um círculo de raio r e, em princípio,
depende desse raio. Mas, segundo a lei, a integral é independente do raio!

Esse comportamento é análogo ao do campo magnético, e pode ser explicado
da mesma forma. Se o raio é pequeno, o comprimento do círculo também é pe-
queno, mas a intensidade do campo é grande.

Se o círculo aumenta, o seu comprimento tam-
bém aumenta, mas a intensidade do campo dimi-
nui. Assim, a lei de Gauss afirma que um au-
mento no raio corresponde a uma diminuição da
intensidade do campo, e isso de maneira a que o
fluxo permaneça constante. Veja a figura ao lado.

Para o cálculo da intensidade, indique por P(t), t ∈ [0,2π], uma parametriza-
ção positiva de C e por n(t) o vetor unitário normal e exterior. Como E é também
normal e exterior, tem-se que E(P(t)) = ‖E(P(t))‖n(t). Além disso, por sime-
tria, a intensidade de E é constante ao longo de C, isto é, ‖E(P(t))‖ = k para
todo t ∈ [0,2π]. Segue-se que E(P(t)) = k n(t), e, portanto, 〈E(P(t)),n(t)〉 =
〈k n(t),n(t)〉= k. Mas então, da lei de Gauss,

1
ε0

δ0 =

∮

C
〈E,n〉ds =

∫ 2π

0
〈E(P(t)),n(t)〉‖P′(t)‖dt

= k

∫ 2π

0
‖P′(t)‖dt = k 2πr
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de onde obtém-se ‖E(P(t))‖= k = δ0/2πε0r. Ótimo, essa é a intensidade ao longo
de C, onde ‖P(t)‖ = r. Em um ponto P = (x,y), com ‖P‖ 6= 0, a intensidade é

‖E(P)‖= δ0

2πε0‖P‖ =
δ0

2πε0

√
x2 + y2

Além disso, E(P) tem a mesma direção e sen-
tido do vetor P = (x,y). Basta então considerar o
vetor unitário

U =
P

‖P‖ =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

)
P

E

na direção e sentido de P para obter que o campo é dado por

E(P) = ‖E(P)‖U =
δ0

2πε0

(
x

x2 + y2 ,
y

x2 + y2

)

Muito bom! Essa é uma expressão explícita para o campo e, como mostram as
próximas seções, dela é possível tirar várias conclusões interessantes.

Lei de Gauss ampliada

Assim como o campo magnético é irrotacional, o campo elétrico é “incompressí-
vel”, no sentido de que divE(P) = 0 para todo P 6= (0,0). Essa é uma propriedade
importante e fácil de verificar: indicando por L e M as coordenadas de E , um
cálculo simples mostra que

Lx(x,y) =
δ0

2πε0

y2 − x2

(x2 + y2)2 =−My(x,y)

de onde se segue que divE(P)= Lx(P)+My(P)= 0 ∀ P 6=(0,0). Essa propriedade
pode ser usada para ampliar a lei de Gauss no sentido indicado a seguir.

C

n

Considere um qualquer caminho fechado sim-
ples C, orientado com a normal unitária exterior e
com a origem em seu interior, como na figura. O
que se pretende é mostrar que, mesmo sem conhe-
cer uma parametrização do caminho, ainda assim

∮

C
〈E,n〉ds =

1
ε0

δ0
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Para isso, não é possível aplicar o teorema de divergência na região limitada
por C, pois essa região contém a origem, onde o campo elétrico não está definido.

Como no caso da lei de Ampère, a ideia é muito simples: usar um argumento
de excisão, retirando-se um pequeno disco em torno da origem. Por um lado, a
excisão permite a aplicação do teorema da divergência, o que é muito bom. Mas,
por outro, cria uma região com um “buraco”, como ilustrado na figura seguinte, e
é necessário cuidar dessa novidade.

Indique então por C0 um círculo orientado com a normal unitária exterior
n0, centrado na origem e de raio pequeno o suficiente para estar dentro da região
limitada por C. Indique ainda por D a região entre C e C0. Veja a figura abaixo.

O primeiro ponto é que o teorema da diver-
gência pode ser aplicado ao domínio D, pois é
um domínio onde pode ser aplicado o teorema de
Green. O segundo ponto é sobre a normal unitária
exterior ñ ao bordo ∂D: tem-se que ñ = n em C,
mas ñ =−n0 em C0. Isso porque ñ deve apontar
para fora de D. Veja de novo a figura ao lado.

CC0D

n

n0

Esclarecidos esses pontos, lembrando que o campo elétrico é tal que divE ≡ 0
e aplicando o teorema da divergência em D, obtém-se que

0 =

∫∫

D
divE dxdy =

∮

∂D
〈E, ñ〉ds =

∮

C
〈E,n〉ds+

∮

C0

〈E,−n0〉ds

=

∮

C
〈E,n〉ds−

∮

C0

〈E,n0〉ds

Daqui, e da lei de Gauss como em (11.11) e aplicada a C0, segue-se que

∮

C
〈E,n〉ds =

∮

C0

〈E,n0〉ds =
1
ε0

δ0

Esta é a forma ampliada da lei de Gauss, onde C não precisa ser um círculo
de centro na origem, mas pode ser qualquer curva fechada simples que inclui a
origem em seu interior.
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Exercícios
1) Considere o semiplano D = {P = (x,y) ∈ R

2; x > 0} e a região R ⊂ D limitada
pelas circunferências ‖P‖= 1 e ‖P‖= 2 e pelas retas y =±x. Conforme a figura,
tem-se que ∂R=∪4

i=1Ci onde os caminhos Ci têm a orientação indicada. Considere

ainda o campo elétrico E(P) =
δ0

2πε0

P

‖P‖2 . Se necessário, use que ln(2)≈ 7/10 e

arctan(2)≈ 11/10, e julgue os itens a seguir.

C E a) Por considerações geométricas, conclui-se que o trabalho realizado por
E ao longo do caminho C3 é positivo.

C E b) E é um campo conservativo em D.

C E c) Tem-se que E =∇ f para alguma função
f : D → R cuja expressão envolve o lo-
garitmo.

C E d)
∫

C2
〈E,T 〉ds >

δ0

2πε0
.

C E e) As integrais
∫

Ci
〈E,T〉ds, i = 2,4, têm

sinais iguais.

C1

C2

C4

C3

2) Indique por v o volume e por p a pressão no interior de um cilindro de um
motor a 4 tempos. A figura a seguir ilustra o diagrama v× p ao longo de um
ciclo: aspiração (1 a 2), compressão (2 a 3), explosão (3 a 4) e exaustão (4 a 1).
O trabalho realizado ao longo desse ciclo é W =

∮
C pdv, onde C é a curva fechada

de orientação indicada na figura, curva que limita as regiões R1 e R2.
a) Justifique a afirmação de que as regiões R1 e R2 satisfazem as condições do

Teorema de Green.

C

O

1 2

3

4

v

p

R1

R2

b) Enuncie o Teorema de Green na região
R1 para um campo genérico F(v, p) =
(L(v, p),M(v, p)).

c) Calcule a integral
∮

∂R1
pdv em termos da

área de R1.

d) Repita o item anterior no caso da região R2.

e) Use os itens anteriores para calcular o tra-
balho W em termos das áreas de R1 e R2.
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3) Considere o problema de calcular a circulação ao longo da curva C do campo

magnético B(x,y) = (L(x,y),M(x,y)) =
(

−2y

x2+y2 ,
2x

x2+y2

)
, onde C é uma curva fe-

chada simples e orientada no sentido positivo, conforme a figura. Para isso, indi-
que por C0 o círculo de centro na origem e raio a > 0, orientado também no sentido
positivo, e por D a região entre C e C0. Com essa notação, o campo B está bem
definido e é de classe C1 no domínio D.

a) Calcule, pela definição, a circulação de B ao longo de C0.

b) Enuncie o Teorema de Green no domínio D, in-
dicando a orientação do bordo ∂D.

c) Calcule as derivadas parciais Ly e Mx.

d) Calcule
∫

∂D〈B,T 〉ds usando os itens anteriores.

e) Use os itens anteriores para calcular∫
C〈B,T 〉ds.

C0

C

4) Na figura, C2 e C1 são segmentos sobre as retas y = x e y = −x, respectiva-
mente, C0 é um arco de círculo de raio 1 e C é uma curva qualquer ligando os
pontos P1 e P2. Essas curvas limitam uma região D cujo bordo ∂D tem orientação
positiva. Com essa notação, o problema é calcular a integral

∫
C〈B,T 〉ds, em que

B(x,y) =
(
−3y/(x2 + y2),3x/(x2 + y2)

)
é o campo magnético.

a) Parametrize −C0 e calcule
∫
−C0

〈B,T 〉ds pela definição.

P1

P2

C1

C2

C0 CD

b) Justifique a afirmação de que
∫

Ci
〈B,T 〉ds = 0

para i = 1,2.

c) Calcule as derivadas parciais de L e M,
onde B = (L,M).

d) Calcule
∫

∂D〈B,T 〉ds usando o Teorema de Green.

e) Calcule
∫

C〈B,T 〉ds usando os itens anteriores.





12 Teorema de Stokes

Integral de superfície
As integrais de linha, a um parâmetro, medem comprimento, massa ou fluxo ao
longo de curvas. As integrais de superfície são uma generalização dessas integrais
para as superfícies. São integrais a dois parâmetros que, agora, medem área, massa
ou fluxo através de superfícies.

Superfícies paramétricas

O primeiro exemplo de uma superfície é o gráfico de uma função diferenciável
f : D → R, com D ⊂ R

2, que é o conjunto S= {(x,y, f (x,y)) ∈ R
3;(x,y) ∈ D}. A

superfície S pode ser descrita por meio da função vetorial ϕ : D → R
3 dada por

ϕ(x,y) = (x,y, f (x,y))

Com essa notação, S= ϕ(D) é a imagem de D por ϕ , o que é uma maneira de
descrever S por meio dos parâmetros x e y. Assim, ϕ é dita uma parametrização
de S, ou que S é uma superfície paramétrica.

Para x = x0 fixo, a função
y 7→ ϕ(x0,y) = (x0,y, f (x0,y)) descreve um
caminho sobre a superfície S, que é dito um
caminho coordenado. A figura ao lado ilustra o
caminho juntamente com o vetor velocidade no
ponto y0, que é o limite do quociente de Newton

x0

y0

ϕy

D

S
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ϕy(x0,y0) = lim
∆y→0

ϕ(x0,y0 +∆y)−ϕ(x0,y0)

∆y
(12.1)

= lim
∆y→0

(
0,1,

f (x0,y0 +∆y)− f (x0,y0)

∆y

)
= (0,1, fy(x0,y0)).

Analogamente, para y = y0 fixo, a função x 7→ ϕ(x,y0) = (x,y0, f (x,y0)) é
também um caminho coordenado cujo vetor velocidade no ponto x0 é

ϕx(x0,y0) = lim
∆x→0

ϕ(x0 +∆x,y0)−ϕ(x0,y0)

∆x
= (1,0, fx(x0,y0)). (12.2)

ϕx

ϕy

ϕx ×ϕy

Tanto ϕx como ϕy são vetores do plano
tangente, e, portanto, ϕx ×ϕy é um vetor nor-
mal à superfície. Usando as expressões obti-
das acima, segue-se que

ϕx ×ϕy = det




i j k

1 0 fx

0 1 fy


= (− fx,− fy,1)

Em particular a norma ‖ϕx ×ϕy‖ =
√

1+ f 2
x + f 2

y é sempre diferente de zero,

o que será usada logo adiante.
Análogos aos caminhos no plano, que podem ou não ser gráficos de funções,

também as superfícies podem ou não ser gráficos de funções. Por exemplo a esfera,
que não é gráfico, pode ser parametrizada com as coordenadas esféricas. Para isso,
considere o domínio D = (0,2π)× (0,π) e a função vetorial ϕ : D → R

3 dada por

ϕ(θ ,φ) = (Rsen(φ)cos(θ),Rsen(φ)sen(θ),Rcos(φ))

que são as coordenadas esféricas com raio constante ρ = R. Então a imagem
S= ϕ(D) é a esfera de raio R menos o meridiano correspondente ao ângulo θ = 0.

θ

φ

ϕθ

ϕφ

D S
ϕ
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As figuras acima ilustram a esfera juntamente com alguns caminhos coordena-
dos e seus respectivos vetores velocidades, que são dados por

ϕθ (θ ,φ) = (−Rsen(φ)sen(θ),Rsen(φ)cos(θ),0)

ϕφ (θ ,φ) = (Rcos(φ)cos(θ),Rcos(φ)sen(θ),−Rsen(φ))

Um cálculo longo mostra que ϕθ (θ ,φ)×ϕφ (θ ,φ)=−Rsen(φ)ϕ(θ ,φ). Como
sen(φ)> 0 para φ ∈ (0,π) e |‖ϕ(θ ,φ)‖= R, segue-se que ‖ϕθ ×ϕφ‖= R2 sen(φ).
Em particular, ‖ϕθ ×ϕφ‖ não se anula no domínio D.

Em geral, uma superfície paramétrica é aquela que pode ser descrita por meio
de uma parametrização regular ϕ(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) com (u,v) ∈ D.
Veja a próxima definição.

Definição 12.1 A parametrização ϕ : D → R
3 de S= ϕ(D) é regular se

i) ϕ é diferenciável;

ii) ‖ϕu ×ϕv‖ não se anula em D;

iii) ϕ : D → S é injetiva e ϕ−1 : S→ D

é contínua. ϕu

ϕv

A

A condição de que ‖ϕu ×ϕv‖ não se anule está relacionada com uma compa-
ração entre áreas a ser vista a seguir. Vale lembrar que, segundo o que foi visto na
Seção 9, A = ‖ϕu ×ϕv‖ é a área do paralelogramo gerado por ϕu e ϕv, área que
pode ser calculada diretamente a partir do vetor ϕu ×ϕv, ou então indiretamente
pela fórmula ‖ϕv ×ϕv‖=

√
‖ϕu‖2‖ϕv‖2 −〈ϕu,ϕv〉2.

Revendo os exemplos acima, do gráfico e da esfera, verifica-se que eles satis-
fazem as condições para ser parametrizações regulares. De fato, isso é claro para
o caso de gráficos. Para o caso da esfera, é importante observar que a retirada de
um meridiano é o que garante que a função inversa ϕ−1 : S→ D seja contínua.

Lembrando: comprimento de arco

Como guia para o que se vai fazer adiante, vale lembrar o cáculo do comprimento
de um caminho de parametrização P(t) = (x(t),y(t)), com ‖P′(t)‖ 6= 0 ∀t ∈ [a,b].

O primeiro passo é um cálculo local, comparando o comprimento do intervalo
[t, t +∆t] no domínio com o comprimento do caminho entre P(t) e P(t +∆t).

t t +∆t

P

P′(t)∆t

P(t) P(t +∆t)
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Usando a figura como guia, e lembrando-se da definição do vetor velocidade

lim
∆t→0

P(t +∆t)−P(t)

∆t
= P′(t)

pode-se usar a aproximação P(t +∆t)−P(t) ≈ P′(t)∆t se ∆t é pequeno. Assim,
nesse caso, o comprimento entre P(t) e P(t +∆t) pode ser aproximado por

‖P(t +∆t)−P(t)‖ ≈ ‖P′(t)‖∆t

Feito o cálculo local, o passo seguinte é a globalização por meio das somas
de Riemann. Escolhe-se então uma partição [a,b] = ∪Ii, onde cada Ii = [ti, ti +∆ti]
é um pequeno intervalo. O comprimento de cada imagem pode então ser aproxi-
mado por ‖P(ti +∆ti)−P(ti)‖ ≈ ‖P′(ti)‖ ∆ti, e o comprimento total por

comprimento de C ≈∑‖P(ti +∆ti)−P(ti)‖ ≈ ∑‖P′(ti)‖ ∆ti

aproximação tão melhor quanto menor forem os ∆ti. O lado direito dessa aproxi-
mação é uma soma de Riemann e, passando ao limite com a norma da partição
tendendo a zero, obtém-se

comprimento de C =
∫ b

a
‖P′(t)‖dt

Essa integral é denotada por
∫

C ds, e ds= ‖P′(t)‖dt é o elemento comprimento
de arco. Assim, se P : [a,b]→R

2 é parametrização regular de C = P([a,b]), então

∫

C
ds =

∫ b

a
‖P′(t)‖dt

Área de superfície

Usando a estrutura acima como modelo, o primeiro passo para se calcular a área
de uma superfície é fazer um cálculo local, comparando a área de um pequeno
retângulo R̂ do domínio com a área da imagem R = ϕ(R̂).

Considere então uma parametrização regular ϕ : D →R
3 de S= ϕ(D). Consi-

dere ainda um ponto (x,y)∈D e ∆x e ∆y pequenos o suficiente para que o retângulo
R̂ = [x,x+∆x]× [y,y+∆y] esteja contido em D, e indique a imagem por R = ϕ(R̂).

Usando a figura abaixo como guia, e lembrando-se das definições dos vetores
velocidades dadas em (12.1) e (12.2), para ∆x e ∆y pequenos, tem-se que

ϕ(x+∆x,y)−ϕ(x,y)≈ ϕx(x,y)∆x e ϕ(x,y+∆y)−ϕ(x,y)≈ ϕy(x,y)∆y
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x
y

x+
∆x

y+∆y

ϕ(x,y)

ϕ(x,y+∆y)

ϕ(x+∆x,y)

ϕy(x,y)∆y

ϕ x
(x
,y
)∆

x

R̂

R

ϕ

Daí se segue que a área de R pode ser aproximada pela área do paralelogramo
gerado por ϕx(x,y)∆x e ϕy(x,y)∆y. Ora! Segundo o que foi lembrado acima, a área
desse paralelogramo é o módulo do produto vetorial entre os dois vetores. Assim

área de R ≈ ‖(ϕx(x,y)∆x)× (ϕy(x,y)∆y)‖
= ‖ϕx(x,y)×ϕy(x,y)‖ ∆x∆y = ‖ϕx(x,y)×ϕy(x,y)‖ área de R̂ (12.3)

Surpresa! As áreas podem ser comparadas por meio do fator ‖ϕx×ϕy‖. Assim,
esse fator desempenha um papel semelhante ao do ‖P′(t)‖ no caso de caminhos.

Essa semelhança é ainda maior no caso de gráficos. Com efeito, se
P(x)= (x,g(x)) parametriza o gráfico da função g(x), então ‖P′(x)‖=

√
1+g′(x)2.

Analogamente, se ϕ(x,y) = (x,y, f (x,y)) parametriza o gráfico da função f (x,y),

então já foi visto que, nesse caso, ‖ϕx ×ϕy‖=
√

1+ f 2
x + f 2

y , que é uma generali-

zação natural da expressão de ‖P′(x)‖.
A comparação pode ser levada adiante. Nos dois casos, a partir do cálculo lo-

cal, os resultados podem ser globalizados por meio das somas de Riemann. De fato,
escolhendo-se uma partição D = ∪R̂i j do domínio D, onde cada
R̂i j = [xi,xi +∆xi]× [y j,y j +∆y j] é um pequeno retângulo, de (12.3) obtém-se que
a área de Ri j = ϕ(R̂i j) pode ser aproximada por

área de Ri j ≈ ‖ϕx(xi,y j)×ϕy(xi,y j)‖ ∆xi∆y j

Como S=ϕ(D)=ϕ(∪R̂i j)=∪ϕ(R̂i j)=∪Ri j, a área de S pode ser aproximada por

área de S= ∑∑área de Ri j ≈ ∑∑‖ϕx(xi,y j)×ϕy(xi,y j)‖ ∆xi∆y j

aproximação tão melhor quanto menores forem os ∆xi e ∆y j. Como o lado direito
dessa aproximação é uma soma de Riemann da função ‖ϕx ×ϕy‖, passando ao
limite com a norma da partição tendendo a zero, deve-se ter que

área de S=
∫∫

D
‖ϕx(x,y)×ϕy(x,y)‖dxdy
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Usa-se a notação
∫∫

S
dS para indicar a área, e dS = ‖ϕx ×ϕy‖dxdy é dito o

elemento de área da superfície. Assim, por definição, se ϕ : D → R
3 é uma para-

metrização regular de S, então
∫∫

S

dS =
∫∫

D
‖ϕx(x,y)×ϕy(x,y)‖dxdy

� Exemplo 12.1 Sejam D o disco de raio R e f : D → R a função f (x,y) =
H
R

√
x2 + y2, cujo gráfico é um cone de raio R e altura H > 0. Calcule a área

do gráfico de f . �

Solução. Esse exemplo é interessante porque permite comparar os resultados
obtidos de duas maneiras: usando integrais de superfície e planificando o cone.

R H
A B

C A B

C

√
R 2
+

H 2

√ R
2 +

H
2

2πR

Para planificar, basta cortar ao longo de AC, como indicado na figura da es-
querda, para então transformar o cone no setor circular da figura da direita, e isso
sem alterar sua área.

Na figura da esquerda, o círculo de raio R começa no ponto A, termina no
ponto B e tem comprimento 2πR. Além disso, por Pitágoras, o segmento AC tem
comprimento

√
R2 +H2. Estes são os mesmos comprimentos na figura da direita:√

R2 +H2 para o segmento AC e 2πR para o arco AB

)

. Ora, por proporcionalidade,

área do setor circular

comprimento 2πR do arco AB

) =
área do disco

comprimento do círculo
=

π(R2 +h2)

2π
√

R2 +h2

de onde se segue que a área procurada é πR
√

R2 +H2.
Para usar integrais, o primeiro passo é calcular as derivadas parciais

fx(x,y) =
H

R

x√
x2 + y2

e fy(x,y) =
H

R

y√
x2 + y2

Em seguida, como o cone é o gráfico da função f , o elemento de área é dado por

dS =
√

1+ f 2
x + f 2

y dxdy =
√

1+H2/R2 dxdy =
1
R

√
R2 +H2 dxdy
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Daí se segue que a área do cone é igual a
∫∫

S

dS =

∫∫

D

1
R

√
R2 +H2 dxdy =

1
R

√
R2 +H2

∫∫

D
dxdy

=
1
R

√
R2 +H2 πR2 = πR

√
R2 +H2

que é o mesmo valor obtido com a planificação. Essa comparação funciona como
uma âncora, para esclarecer e dar segurança ao que se está fazendo. �

� Exemplo 12.2 Calcule a área da esfera de raio R. �

Solução. A área da esfera pode ser justificada por
meio de um raciocínio simples, que não chega a ser
uma demonstração, mas dá uma boa ideia do que está
acontecendo. Para isso, considere a concha esférica
entre os raios R e R+∆R, conforme ilustra a figura ao
lado.

R

R+∆R

Apesar de não ser plana, a concha tem a propriedade interessante de que, em
cada ponto, a sua altura é constante e igual a ∆R.

Pode-se então imaginar uma área plana A(R,∆R), que dependa tanto de R como
de ∆R, que fosse a “área da base” do volume da concha. Nesse caso, o volume
seria “área da base vezes altura”, isto é, A(R,∆R)∆R, e é claro que A(R,∆R) deve
aproximar a área da esfera.

Ora, o volume da concha é V (R+∆R)−V(R), onde V (R) = 4
3πR3 é o volume

da esfera de raio R. Igualando esses volumes e dividindo por ∆R, obtém-se que

A(R,∆R) =
V (R+∆R)−V(R)

∆R

Assim, a “área da base” é o quociente de Newton de V (R)! Tomando o limite com
∆R → 0, deve-se ter que a área da esfera é igual à derivada A(R) =V ′(R) = 4πR2.

Esse valor está mesmo correto, conforme os cálculos com as integrais de su-
perfície. De fato, se parametrizado pelas coordenadas esférica ϕ : D → R

3, onde
D = (0,2π)× (0,π), o elemento de área da esfera é dS = R2 sen(φ)dθdφ , con-
forme o que já foi visto. Daí se segue que a área da esfera de raio R é dada por

∫∫

S

dS =

∫∫

D
R2 sen(φ)dθdφ

= R2
∫ 2π

0

(∫ π

0
sen(φ)dφ

)
dθ = R2

∫ 2π

0
2dθ = 4πR2

�
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� Exemplo 12.3 Calcule a área do gráfico da função f (x,y) = 1
2(x

2 + y2) definida
no disco de raio R. �

Solução. O gráfico de f é um paraboloide, conforme ilustra a próxima figura.

R

R2/2

Este exemplo é interessante porque, agora,
não se tem um valor esperado, e o jeito é con-
fiar nas integrais de superfície. De fato, um valor
esperado só pode ser obtido em casos muito sim-
ples. Na maioria das vezes, a integral de superfí-
cie é o único cálculo possível, e isso quando ela
pode ser calculada!

No caso do exemplo, entretanto, os cálculos são bem simples: calculam-se as
derivadas parciais fx(x,y) = x e fy(x,y) = y e o elemento de área, que é dado por

dS =
√

1+ f 2
x + f 2

y dxdy =
√

1+ x2 + y2 dxdy

Em seguida, usando coordenadas polares e a substituição u = 1+ r2, obtém-se
∫∫

S

dS =

∫∫

D

√
1+ x2 + y2 dxdy =

∫∫

D̂

√
1+ r2 r drdθ

= 2π

∫ R

0

√
1+ r2 r dr = π

∫ 1+R2

1
u1/2 du =

2π

3
((1+R2)3/2 −1)

�

Esse valor para a área não é tão simples quanto os anteriores, e valem algumas
verificações. A mais óbvia delas é que, se R = 0, então a área é também zero, o
que é pelo menos um bom começo!

Outra verificação possível é comparar a área do paraboloide com a área do
cone de mesmo raio e altura. Da figura a seguir é claro que a área do paraboloide
deve ser maior do que a do cone.

E, de fato, do Exemplo 12.1, a área do cone de
raio R e altura H = R2/2 é Ac(R) =

π
2 (4+R2)1/2.

Assim, indicando por Ap(R) a área do parabo-
loide, o que se quer é verificar se

q(R) =
Ap(R)

Ac(R)
=

4((R2 +1)3/2 −1)

3R2(R2 +4)1/2 R

R2/2

tem a propriedade de que q(R)> 1 para todo R > 0.
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Para isso, calculando os limites limR→0 q(R) = 1 e limR→∞ q(R) = 4/3, e veri-
ficando que q′(R)> 0, obtém-se que o gráfico de q(R) é como ilustrado ao lado.

R

1

4/3 Do gráfico segue-se que q(R) > 1, como es-
perado. Segue-se ainda um fato curioso: o limite
limR→∞ q(R) = 4/3 significa que, com o cresci-
mento de R, as áreas Ap(R) e Ac(R) crescem de
maneira proporcional, o que não é nada intuitivo!

Integral do fluxo
A integral do fluxo, estudada na Seção 11 no caso de curvas, pode ser generali-
zada para superfícies. Além de interessante por si mesma, essa generalização é o
primeiro passo para se generalizar os teoremas de Green e de Gauss para o espaço.

Orientação de superfícies

A integral do fluxo é calculada sobre superfí-
cies orientadas, conforme definido a seguir.

Assim como os caminhos, também as super-
fícies podem ser orientadas com a normal. Para
isso, se ϕ : D →R

3 é uma parametrização regular
da superfície S = ϕ(D), então tanto ϕx como ϕy

são vetores do plano tangente, e, portanto, ϕx×ϕy

é um vetor normal à superfície.

ϕx

ϕy

ϕx ×ϕy

Além disso, por hipótese, a norma ‖ϕx ×ϕy‖ não se anula em D, e, portanto,

n =
ϕx ×ϕy

‖ϕx ×ϕy‖
é um vetor unitário e normal à S. Assim, em cada ponto ϕ(x,y) de S, fica defi-
nido um vetor unitário normal n = n(ϕ(x,y)), que varia continuamente sobre a
superfície. É claro que também −n é um vetor unitário normal, e escolher entre
um e outro é, por definição, orientar a superfície. Em particular, toda superfície
paramétrica pode ser orientada com a escolha de um vetor unitário normal, e elas
são ditas superfícies orientáveis.

No caso em que a superfície é o gráfico da função f : D → R, com parametri-
zação ϕ(x,y) = (x,y, f (x,y)), já foi visto que ϕx ×ϕy = (− fx,− fy,1) tem compo-
nente z positiva. Logo, nesse caso, se for escolhida a normal
n = ϕx ×ϕy/‖ϕx ×ϕy‖, ela aponta para cima independentemente da concavidade
do gráfico, como ilustram as figuras a seguir.
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n

n n

No caso da esfera, com parametrização ϕ(θ ,φ) em coordenadas esféricas, o
cálculo do produto ϕθ ×ϕφ é um pouco longo. No entanto, esse cálculo não é
necessário, uma vez que, na esfera, o vetor normal é um múltiplo do vetor posição.
Assim, um vetor unitário normal à esfera é dado por n = ϕ(θ ,φ)/‖ϕ(θ ,φ)‖. Veja
a figura da direita acima.

Intuitivamente, orientar uma superfície é semelhante a decidir qual é o lado
direito de um tecido, em contraposição ao lado do avesso. A diferença está em
que o lado direito já está pre-determinado no tecido, enquanto que nas superfícies
pode-se escolher qualquer lado como sendo o “direito”. Isso porque, supostamente,
tecido e superfícies têm dois lados.

Feita essa analogia, soa estranho o fato de que existem superfícies que só têm
um lado! É verdade, e são ditas superfícies não orientáveis, pois não se pode
escolher qual lado é o direito. Um exemplo famoso dessas superfícies é a faixa de
Möebius, que pode ser construída como a seguir.

A A

A

B B B

C

C

C
D

D

D

Nomeiam-se os quatro cantos de uma faixa longa e estreita, como na figura da
esquerda. Em seguida, aplica-se uma torção como na figura do meio, fazendo com
que os pontos C e D troquem de posição. Finalmente, juntam-se as pontas como
indicado na figura da direita, com o ponto A coincidindo com o D e o ponto B com
o C. Pronto, tem-se em mãos uma bonita faixa de Möbius!

n

A figura ao lado ilustra a faixa pronta, e não
parece que tenha algo de tão misterioso assim.
Mas agora acontece uma mágica. Tentando ori-
entar a faixa, escolhe-se de início um vetor n

como indicado na figura. Este seria o lado di-
reito da faixa, o lado de cima, e deveria estar
bem separado do lado de baixo, que é o avesso.
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No entanto, como ilustra a figura, movendo-se continuamente o vetor n ao
longo da faixa, até dar uma volta completa, chega-se ao ponto de partida, mas do
lado do avesso! Isso mostra que o lado direito não está bem separado do avesso,
ou então que a faixa não tem dois lados. Seja como for, matematicamente não se
pode escolher um vetor normal n que varie continuamente ao longo de toda a faixa.
Por esse motivo a faixa é dita não orientável.

O mistério da faixa de Möebius foi explorado pelo artista gráfico Escher, que
fez a ilustração abaixo.

Acompanhando a formiga que está na
parte de cima, ela caminha suavemente sobre
a faixa até completar uma volta, e aí ela está
na parte de baixo! Assim, a formiga faz o
mesmo papel do vetor n na figura anterior.

Outra superfície não orientável famosa é a garrafa de Klein, ilustrada ao lado.

Como a esfera, a garrafa de Klein é uma super-
fície fechada e sem borda. No entanto, ao contrá-
rio da esfera, não se pode separar o lado de dentro
do lado de fora da garrafa. Outro fato estranho é
que, topologicamente, a garrafa de Klein pode ser
obtida pela colagem de duas faixas de Möebius!

Integral do fluxo

Suponha U ⊂ R
3 uma região com fluido em movimento, e denote por F(P, t)

e δ (P, t) a velocidade e a densidade do fluido no ponto P = (x,y,z) ∈ U e no
tempo t. Denote ainda por S⊂U uma superfície orientável de orientação n (orien-
tável, nada de coisas estranhas!).

O que se pretende é calcular o volume de fluido por S por unidade de tempo e
na direção n, isto é, calcular o fluxo por S na direção n.

É natural começar com um estudo local. Para isso, fixado o tempo t, escolhe-se
um ponto P ∈ S e um elemento de área dS em torno de P, como na figura abaixo.
O vetor F pode variar ao longo de dS. No entanto, se dS for suficientemente
pequeno, F pode ser considerado aproximadamente constante sobre essa parte da
superfície. Esta é a vantagem do cálculo local, que permite aproximações por
constantes. Apesar de serem apenas aproximações, elas melhoram à medida que o
elemento de área diminui, e esse é o segredo.
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Supondo então que a velocidade F seja cons-
tante em dS, as partículas do fluido que ali es-
tão têm todas a mesma velocidade. Em particu-
lar elas têm a mesma velocidade escalar, que é o
comprimento ‖F‖ do vetor F . Assim, esse com-
primento corresponde ao deslocamento das partí-
culas em uma unidade de tempo.

S dSP

n

〈F,n〉 F

Como é o mesmo deslocamento para todas as partículas, isso significa que, em
uma unidade de tempo, o elemento de área dS é deslocado ao longo do vetor F

até alcançar a ponta deste vetor. Logo, o volume de fluido por dS por unidade de
tempo é o volume do cilindro inclinado visto acima.

Ótimo, o problema está reduzido ao cálculo do volume do cilindro inclinado.
Como já se tem a área dS da base, basta calcular a altura, que está relacionada
com a projeção 〈F,n〉n de F sobre n. Como n é unitário, supondo que 〈F,n〉
seja positivo como na figura anterior, segue-se que a altura do cilindro inclinado é
‖〈F,n〉n‖ = |〈F,n〉| = 〈F,n〉. Assim, finalmente, o volume do cilindro inclinado
é igual ao volume do cilindro reto, isto é, é igual a 〈F,n〉dS.

S dSP

n

〈F,n〉 F

No caso em que 〈F,n〉 é negativo, a proje-
ção 〈F,n〉n é um múltiplo negativo de n, como
ilustra a figura ao lado. Nesse caso, a altura do
cilindro inclinado é |〈F,n〉|, e o fluxo por dS é
|〈F,n〉|dS. Mas agora o fluxo é na direção con-
trária à de n. Assim, o sinal de 〈F,n〉dS indica
se o fluxo é na direção de n ou na direção contrá-
ria, conforme o sinal seja positivo ou negativo.

Feito o cálculo local, o próximo passo é globalizar os resultados por meio das
somas de Riemann. Esse passo já é conhecido, e não é difícil concluir que o fluxo
do campo F através da superfície S e na direção n é dado pela integral de superfície

∫∫

S

〈F,n〉dS

integral que é a soma algébrica de todos os fluxos 〈F,n〉dS, já incluídos aí os sinais.
Como os fluxos podem mudar de sinal, a integral é um fluxo “líquido”, no sentido
que mede o que passou por S na direção n menos o que passou na direção contrária.

Além do fluxo (volume por unidade de tempo), pode-se calcular também o
fluxo de massa, isto é, a quantidade de massa que passa por S por unidade de
tempo e na direção n. Para isso, como a massa é o produto da densidade vezes o
volume, basta multiplicar o volume 〈F,n〉dS pela densidade δ para obter que
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δ 〈F,n〉dS = 〈δF,n〉dS = massa por dS por unidade de tempo na direção n

Assim, como acima, segue-se que o fluxo de massa por S na direção n é
∫∫

S

〈δF,n〉dS

Uma última observação é que tanto o campo F como a densidade δ mudam
com o tempo, e os cálculos anteriores foram feitos para um tempo fixo. Para indicar
a dependência no tempo, vale denotar por F(·, t) e δ (·, t) o campo e a densidade
no tempo t. Com essa notação, o fluxo e o fluxo de massa através de S na direção
n são dados, respectivamente, por

∫∫

S

〈F(·, t),n〉dS e
∫∫

S

〈δ (·, t)F(·, t),n〉dS (12.4)

� Exemplo 12.4 Seja S o gráfico da função f (x,y) = 6− 2x2 − 3y2 definida em
D = {(x,y) ∈ R

2; 6− 2x2 − 3y2 ≥ 0} e F o campo F(x,y,z) = (x,y,−2z − x2).
Calcule o fluxo de F através de S e na direção da normal exterior. �

n

S

Solução. A figura ilustra o gráfico de f juntamente
com a normal exterior. O domínio D é limitado pela
elipse 6− 2x2 − 3y2 = 0, isto é, x2/3+ y2/2 = 1, e
pode ser escrito como

D =

{
(x,y) ∈ R

2;

(
x√
3

)2

+

(
y√
2

)2

≤ 1

}

(12.5)

Assim, S pode ser parametrizado por ϕ : D → R
3 com ϕ(x,y) = (x,y, f (x,y))

e, portanto, ϕx(x,y)×ϕy(x,y) = (− fx(x,y),− fy(x,y),1) = (4x,6y,1) tem compo-

nente z positiva. Assim, dS = ‖
√

f 2
x + f 2

y +1‖dxdy e a normal exterior é

n=(− fx,− fy,1)/‖
√

f 2
x + f 2

y +1‖. Daí se segue que o fluxo de F através de S é

∫∫

S

〈F,n〉dS =

∫∫

D
〈F(ϕ(x,y)),n(ϕ(x,y))〉 ‖

√
f 2
x + f 2

y +1‖dxdy (12.6)

=
∫∫

D
〈(x,y,−2 f (x,y)− x2),(4x,6y,1)〉dxdy

=

∫∫

D

(
8x2 +12y2 −12− x2) dxdy



302 Capítulo 12. Teorema de Stokes

Para o cálculo da integral, lembrando-se da expressão do domínio D em (12.5),
é natural usar a adaptação de coordenadas polares x/

√
3 = r cos(θ) e

y/
√

2 = r sen(θ) com (r,θ) no domínio D̂ = {(r,θ) ∈R
2; r ∈ (0,1) e θ ∈ (0,2π)}.

Assim, a mudança é x =
√

3r cos(θ) e y =
√

2r sen(θ) com jacobiano
J(r,θ) =

√
6r. Além disso, vale dividir a integral em duas partes, uma das quais é

∫∫

D

(
8x2 +12y2 −12

)
dxdy =

∫∫

D̂
(24r2 cos2(θ)+24r2 sen2(θ)−12)

√
6r drdθ

=
√

612
∫∫

D̂
(2r2 −1)r drdθ

= 2π
√

612
∫ 1

0
(2r3 − r)dr = 0 (12.7)

Daqui já se conclui que o fluxo é dado pela integral
∫∫

D−x2 dxdy, e, portanto,
é um valor negativo. Isso significa que, no balanço líquido, passa mais fluido na
direção contrária à da normal n. Esse exemplo será retomado logo adiante, em
conexão com a conservação da massa. �

Lei de conservação da massa

A linguagem desenvolvida até aqui, de derivadas e integrais, pode ser usada para
estudar fenômenos nas mais diversas áreas, desde a termodinâmica até o eletro-
magnetismo. Para ilustrar, será visto a seguir como usar a integral do fluxo para
caracterizar uma das principais leis da natureza: a lei da conservação da massa.

Será usada a notação acima, em que U ⊂ R
3 contém um fluido que, no ponto

P e no tempo t, tem velocidade F(P, t) e densidade δ (P, t).
A massa contida em uma região Q ⊂U e no tempo t é dada pela integral

M(t) =

∫∫∫

Q
δ (x,y,z, t)dxdydz

e a variação dessa massa ao longo do tempo é medida pela derivada M′(t), derivada
que é calculada por meio do quociente de Newton

M(t +∆t)−M(t)

∆t
=

1
∆t

(∫∫∫

Q
δ (x,y,z, t +∆t)dxdydz−

∫∫∫

Q
δ (x,y,z, t)dxdydz

)

=

∫∫∫

Q

δ (x,y,z, t +∆t)−δ (x,y,z, t)

∆t
dxdydz

Supondo que a densidade tenha derivada parcial δt contínua, pode-se passar o
limite com ∆t → 0 na igualdade anterior para obter que
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M′(t) =
∫∫∫

Q
δt(x,y,z, t)dxdydz (12.8)

Esse procedimento, de calcular a derivada em relação a um parâmetro diferente
das variáveis de integração, é conhecido como derivação sob o sinal de integral, e
será usado em várias situações a seguir.

Ótimo, já se sabe medir a variação da massa contida em uma região Q ⊂ U .
Mas como essa massa pode variar? Ora, se a massa for conservada, a única forma
é entrando ou saindo massa através do bordo ∂Q. Não tem outro jeito!

De fato, a variação da massa em Q deve ser igual ao balanço “líquido” do que
entra menos o que sai pelo bordo ∂Q. Mas esse balanço líquido é exatamente o
fluxo de massa, de modo que a lei de conservação de massa escreve-se como

Variação da massa em Q ⊂U = fluxo de massa pelo bordo ∂Q

Não há nada de novo nessa lei, que parece bastante clara por si só. O fantástico
é que, com a linguagem desenvolvida até aqui, essa lei pode ser traduzida em uma
equação matemática!

Para isso falta apenas um detalhe, que é a ori-
entação do bordo ∂Q. Entre as duas orientações
possíveis, a interior e a exterior, é usual escolher
a normal unitária exterior n, como ilustra a figura.
Com essa escolha, de (12.4) e (12.8) segue-se que
a lei de conservação de massa escreve-se como

Q

n

∫∫∫

Q
δt(x,y,z, t)dxdydz =−

∫∫

∂Q
〈δ (·, t)F(·, t),n〉dS para todo Q ⊂U (12.9)

Pronto! O lado esquerdo é a variação da massa e o direito o fluxo de massa pelo
bordo. O sinal de menos é devido à escolha da orientação n: se a variação da massa
for positiva é porque está entrando massa na região; nesse caso, o fluxo de massa
na direção n é negativo, e daí o sinal de menos do lado direito. Analogamente para
o caso em que a variação da massa for negativa.

No caso em que δ (x,y,z, t) = δ0 é constante, a equação (12.9) tem uma inter-
pretação ainda mais intuitiva. Isso porque o lado esquerdo de (12.9) se anula, e a
conservação equivale a dizer que o que entra de massa pelo bordo ∂Q de qualquer
região Q ⊂U é igual ao que sai! Assim, com densidade constante, a conservação
da massa escreve-se como∫∫

∂Q
〈F(·, t),n〉dS = 0 para todo Q ⊂U e todo t ≥ 0



304 Capítulo 12. Teorema de Stokes

� Exemplo 12.5 Suponha o fluido de densidade constante δ0 = 1 e velocidade
F(x,y,z) = (x,y,−2z− x2). Verifique se o fluxo de F através de ∂Q na direção da
normal exterior n se anula, onde Q = {(x,y,z) ∈ R

3; 0 ≤ z ≤ 6−2x2 −3y2}. �

n

n

S

S0

Solução. A figura ilustra a região Q junta-
mente com algumas ilustrações da normal exte-
rior n. Ilustra ainda as duas superfícies S0 e S

que formam o bordo ∂Q = S0∪S, e, portanto,
∫∫

∂Q
〈F,n〉dS =

∫∫

S

〈F,n〉dS+
∫∫

S0

〈F,n〉dS

onde a superfície S e o campo F são os mesmos do Exemplo 12.4, e o fluxo por essa
superfície já foi calculado. Assim, resta apenas calcular o fluxo através de S0.

Antes dos cálculos, porém, vale ilustrar a re-
gião Q e alguns vetores do campo F , como na fi-
gura ao lado. De lá percebe-se que o fluxo através
de S deve ser negativo, pois por ali está entrando
fluido na região, e este é o sentido contrário ao
da normal exterior. Já em S0 o fluxo deve ser
positivo, pois por ali está saindo fluido, mesmo
sentido da normal exterior.

Assim, para que o fluxo total seja nulo, o que entra em Q por S deve ser igual
ao que sair por S0! Para os cálculos, revendo o Exemplo 12.4, tem-se que S é o
gráfico de f (x,y) = 6−2x2−3y2 definida no domínio D limitado pela elipse x3/3+
y2/2 = 1 (veja (12.5)). De acordo com a equação (12.6), o fluxo de F através desta
superfície e na direção n é dado por

∫∫

S

〈F,n〉dS =
∫∫

D

(
8x2 +12y2 −12− x2) dxdy

A superfície S0 é muito simples. Com efeito, ela é o gráfico da função nula,
e pode ser parametrizada por ϕ : D → R

3, onde ϕ(x,y) = (x,y,0). Tem-se, então,
que ϕx ×ϕy = (0,0,1), de onde se segue que dS = ‖ϕx ×ϕy‖dxdy = dxdy.

Além disso, voltando a consultar as figuras, é claro que a normal unitária ex-
terior em S0 é dada por n = −ϕx ×ϕy = (0,0,−1), com componente z negativa.
Como z = 0 em S0, segue-se que o fluxo de F através desta superfície é

∫∫

S0

〈F,n〉dS =
∫∫

D
〈(x,y,−x2),(0,0,−1)〉dxdy =

∫∫

D
x2 dxdy
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Somando os fluxos, e de acordo com (12.7), segue-se finalmente que
∫∫

∂Q
〈F,n〉dS =

∫∫

S

〈F,n〉dS+

∫∫

S0

〈F,n〉dS =

∫∫

D

(
8x2 +12y2 −12

)
dxdy = 0

Surpresa! O fluxo total é mesmo nulo, em acordo com a conservação da massa. �

Apesar de esses cálculos serem muito bons, ainda não se pode concluir daí que
o campo F conserva a massa. De fato, para isso é necessário que o fluxo de F pelo
bordo ∂Q de qualquer região Q ⊂ R

3 seja nulo, e isso não é uma tarefa fácil.
Essa dificuldade ilustra um problema com a equação (12.9). Apesar de refletir

com fidelidade a conservação da massa, ela não é uma equação fácil de se mani-
pular, pois envolve integrais, e integrais de diferentes dimensões. Por isso, mais
adiante ela vai sofrer uma metamorfose e se transformar em uma equação equi-
valente, mas na forma diferencial, forma que é bem melhor de se trabalhar. Não
percam os próximos capítulos desta incrível aventura!

Teorema de Stokes
O teorema de Stokes é uma generalização para R3 do teorema de Green, e também
relaciona integrais de dimensões diferentes. Ele está relacionado tanto com a Lei
de Ampère, como o de Green, como com a Lei de Faraday, como visto a seguir.

Lembrando: teorema de Green

Os mesmos argumentos usados para se chegar ao teorema de Green podem ser
usados para se chegar ao teorema de Stokes, e vale lembrar como Green foi obtido.

O teorema de Green foi introduzido na Seção 11 e, resumidamente, o argumento
é como segue. Para um domínio D ⊂ R

2, em que o bordo ∂D tem orientação anti-
horária, a circulação do campo F sobre o bordo ∂D é dada pela integral

D1D2

∮

∂D
〈F,T 〉ds

Suponha que D seja dividido em D = D1 ∪D2,
como ilustra a figura, em que os bordos ∂D1 e
∂D2 têm também orientações anti-horárias.

Então, na parte comum desses bordos, a orientação de ∂D1 é contrária à de
∂D2. Daí que, ao longo dessa parte comum, as integrais se cancelam quando
somadas, e, portanto,

∮

∂D
〈F,T 〉ds =

∮

∂D1

〈F,T 〉ds+
∮

∂D2

〈F,T 〉ds
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Pelo mesmo argumento, tanto D1 como D2 podem ser divididos em outros
tantos domínios menores. Assim, o domínio original pode ser dividido em um
número arbitrariamente grande de pequenos domínios, e a soma das circulações
nesses pequenos domínios é igual à circulação no domínio original.

Isso sugere fazer um cálculo local, para o
que é necessário supor que as coordenadas do
campo F(x,y) = (L(x,y),M(x,y)) têm deriva-
das parciais contínuas. Com essa hipótese, a
circulação de F ao longo do bordo do retân-
gulo R = [x,x+∆x]× [y,y+∆y] pode ser apro-
ximada por (veja a Seção 11) x x+∆x

y

y+∆y

R

∮

∂R
〈F,T 〉ds ≈ [Mx(x,y)−Ly(x,y)]∆x∆y (12.10)

aproximação tanto melhor quanto menores forem ∆x e ∆y. Feito o cálculo local,
pode-se agora voltar ao cálculo da circulação de F ao longo de todo o bordo o ∂D.

Para isso, considere uma partição

Ri j

Ri j=[xi−1,xi]× [y j−1,y j], i=1,2, . . .m, j=1,2, . . .n

do domínio D, como ilustrado ao lado. Com a no-
tação ∆xi = xi − xi−1 e ∆y j = y j − y j−1, de (12.10)
segue-se que a circulação em ∂Ri j pode ser aproxi-
mada por

∮

∂Ri j

〈F,T 〉ds ≈ [Mx(xi−1,y j−1)−Ly(xi−1,y j−1)]∆xi∆y j

Como a soma dessas circulações é igual à circulação no bordo ∂D, segue-se que
∮

∂D
〈F,T 〉ds =

n

∑
j=1

m

∑
i=1

∮

∂Ri j

〈F,T 〉ds ≈
n

∑
j=1

m

∑
i=1

[Mx(xi−1,y j−1)−Ly(xi−1,y j−1)]∆xi∆y j

em que o lado direito é uma soma de Riemann da função Mx −Ly. Supondo, por
exemplo, que D seja uma união de domínios simples, pode-se passar ao limite com
a norma da partição tendendo a zero e obter a igualdade (veja a Seção 11)

∮

∂D
〈F,T 〉ds =

∫∫

D
(Mx −Ly)dxdy

que é o teorema de Green aplicado ao domínio D.
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Versão vetorial

Antes de abordar o teorema de Stokes, vale reescrever Green em uma forma veto-
rial, pois isso ajudará a entender melhor a semelhança entre esses teoremas.

O primeiro passo é supor que o domínio D seja uma superfície orientada con-
tida no espaço R

3, como ilustra a figura abaixo.

A orientação é dada pela normal
n = (0,0,1), que está relacionada com a ori-
entação do bordo ∂D pela regra da mão di-
reita: se os dedos apontam na direção da ori-
entação do bordo, então o polegar aponta na
direção da normal.

D

n

O segundo passo é supor que também F seja um vetor do R
3 com a última

coordenada nula, isto é, supor que F(x,y) = (L(x,y),M(x,y),0). Então, pode-se
definir o produto vetorial entre o “vetor gradiente” ∇ = ( ∂

∂x
, ∂

∂y
, ∂

∂x
) e o campo F:

∇×F = det




i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

L M 0


= (0y −Mz,Lz −0x,Mx −Ly) = (0,0,Mx −Ly)

Este é um vetor famoso e conhecido como o rotacional de F . A notação é que
rot F = ∇×F = (0,0,Mx −Ly), e o curioso desta notação é que o produto escalar

〈rot F,n〉= 〈(0,0,Mx −Ly),(0,0,1)〉 = Mx−Ly

é exatamente a função que aparece no teorema de Green!
Segue-se que, com essa notação, o teorema de Green escreve-se como

∮

∂D
〈F,T 〉ds =

∫∫

D
〈rotF,n〉dxdy (12.11)

que é a forma vetorial deste teorema.

Teorema de Stokes

Feitas essas preliminares, é fácil generalizar o teorema de Green para o espaço.
A diferença é que, agora, a superfície orientada não precisa ser um domí-

nio plano, como no teorema de Green, mas pode ser o gráfico S de uma função
f : D → R, onde D ⊂ R

2. É como se o domínio pudesse ser “estufado”, formando
o gráfico da função.
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D

S

n

x(t) y(t)

P̂(t)

P(t)

A figura ao lado ilustra a superfície S junta-
mente com o domínio D. Ilustra ainda uma pa-
rametrização positiva P̂(t) = (x(t),y(t)) do bordo
∂D, onde se pode supor que t ∈ [a,b]. Neste caso,
por definição,

P(t) = (x(t),y(t), f (x(t),y(t))), t ∈ [a,b]

é dita uma parametrização positiva do bordo ∂ S da superfície S. Isso significa que
a orientação do bordo ∂ S é aquela induzida pela orientação do bordo ∂D. Além
disso, indicando por ϕ(x,y) = (x,y, f (x,y)) uma parametrização de S, então

n =
ϕx ×ϕy

‖ϕx ×ϕy‖
=

(− fx,− fy,1)√
f 2
x + f 2

y +1

é uma orientação de S compatível com a orientação do bordo ∂ S. Veja a figura.
Agora em relação ao campo F . Ele é suposto ser um vetor de R

3, em que as
três coordenadas podem ser não nulas. Além disso, cada coordenada depende das
três variáveis (x,y,z). Assim, o campo é suposto ser da forma

F(x,y,z) = (L(x,y,z),M(x,y,z),N(x,y,z))

em que as funções L, M e N têm derivadas parciais contínuas. Nesse caso, o
rotacional de F ainda é definido como antes, isto é, definido por

rotF = det




i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

L M N


= (Ny −Mz,Lz −Nx,Mx −Ly)

A diferença é que, agora, as três coordenadas podem ser não nulas.

Com as hipóteses corretas sobre a superfície e
o campo, o próximo passo é fazer um cálculo lo-
cal análogo àquele em (12.10). Considere então um
ponto (x,y) ∈ D e escolha ∆x e ∆y pequenos para
que o retângulo R̂ = [x,x + ∆x]× [y,y + ∆y] esteja
contido em D. Indique por R a parte de S correspon-
dente ao retângulo R̂, como ilustra a figura ao lado.

R̂

R

n

x

x+
∆x

y
y+∆y

O bordo ∂ R̂ é o união das quatro linhas que delimitam o retângulo R̂, e o bordo
∂R é a correspondente imagem de ∂ R̂ sobre S, ambos com orientação positiva.
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Com essa notação, e de forma análoga ao que se fez em (12.10), mostra-se que
∮

∂R
〈F,T 〉ds ≈ 〈rotF,n〉dS (12.12)

onde dS = ‖ϕx ×ϕy‖∆x∆y é a área de R, e tanto rot F como n são avaliados no
ponto (x,y, f (x,y)). Esta equação é exatamente a versão 3D da equação (12.10)
pois, como visto em (12.11), tem-se que 〈rot F,n〉= Mx−Ly no caso 2D.

R

n

rotF〈rotF,n〉 Da equação (12.12) segue uma bonita inter-
pretação física do vetor rotF . Suponha que F seja
o vetor velocidade de um fluido em movimento, e
coloque dentro do fluido um “medidor de rotaci-
onal”, que é um pequeno disco R com normal n

onde foi afixado um conjunto de pás, como ilustra
a figura ao lado.

O rotF depende do campo e não pode ser alterado, enquanto que se pode esco-
lher qualquer direção para n. Para uma dada direção, o lado esquerdo de (12.12)
mede a tendência de o medidor girar em torno de n, e girar com intensidade tanto
maior quanto maior for esse número. Pelo lado direito de (12.12), essa intensidade
depende da projeção 〈rot F,n〉 do vetor rotF sobre n.

Ora! Essa projeção é máxima quando n tem a mesma direção do rotF . Assim,
o rotF aponta na direção em que o fluido tem a maior intensidade de rotação.

Por exemplo, se o medidor de rotacional for colocado em um canal, com vetor
velocidade estratificado F(x,y) = (L(x,y),M(x,y),0), então a velocidade de rota-
ção é máxima quando n for paralelo ao vetor rotF = (0,0,Mx −Ly), isto é, quanto
n for vertical.

O teorema de Stokes é agora uma consequência natural dessas observações.

Teorema 12.1 — de Stokes. Suponha F campo de classe C1 definido em uma
região aberta U ⊂ R

3. Suponha ainda que S ⊂U seja o gráfico de uma função
f : D → R, onde D ⊂ R

2 é um domínio no qual vale o teorema de Green e f

é de classe C1. Então, com a orientação positiva de ∂ S e a normal unitária n

compatível com essa orientação, tem-se que
∮

∂ S

〈F,T 〉ds =

∫∫

S
〈rot F,n〉dS

O teorema é obtido seguindo os mesmos passos do teorema de Green: a partir do
cálculo local em (12.12), usam-se as somas de Riemann para globalizar o resul-
tado.
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Comparando Stokes com a forma vetorial do teorema de Green em (12.11)
percebe-se que este último é caso particular do primeiro. De fato, o teorema de
Green é exatamente o de Stokes no caso em que a superfície S e o campo F são
planos, isto é, no caso em f é a função identicamente nula e F = (L,M,0).

� Exemplo 12.6 Verifique o teorema de Stokes no caso em que S é o gráfico
da função f (x,y) = 1 − x − y definida no domínio D = {(x,y); x2 + y2 ≤ 1} e
F(x,y,z) = (−y3,x3,z3). �

Solução. Como D é o disco de raio 1, o
bordo ∂D pode ser parametrizado positivamente
por P̂(t) = (cos(t),sen(t)), com t ∈ [0,2π]. Veja
a figura ao lado. Como S é o gráfico de f , o bordo
∂ S pode ser parametrizado positivamente por

P(t) = (cos(t),sen(t), f (cos(t),sen(t)))

= (cos(t),sen(t),z(t)), com t ∈ [0,2π].

D

S

n

onde z(t)=1−cos(t)−sen(t). Logo, se L, M e N são as coordenadas de F , tem-se

∮

∂ S

〈F,T 〉ds =
∮

∂ S

Ldx+Mdy+Ndz

=

∫ 2π

0
[−sen3(t)(−sen(t))+ cos3(t)cos(t)+ z3(t)z′(t)]dt

=

∫ 2π

0
[sen4(t)+ cos4(t)]dt +

1
4

z4(t)
∣∣2π

0 =

∫ 2π

0
[sen4(t)+ cos4(t)]dt

onde foi usado que z(0) = z(2π). Finalmente, das identidades trigonométricas

sen4(t) =
1
8
(3−4cos(2t)+ cos(4t)) e cos4(t) =

1
8
(3+4cos(2t)+ cos(4t))

segue-se que
∫ 2π

0 sen4(t)dt =
∫ 2π

0 cos4(t)dt = 3
4π e, portanto,

∮

∂ S

〈F,T 〉ds =
3
4

π +
3
4

π =
3
2

π

o que conclui o cálculo da integral de linha do teorema.
Para o cálculo da integral de superfície, escolhe-se a parametrização natural de

S dada por ϕ : D → R
3, ϕ(x,y) = (x,y, f (x,y)). Um cálculo rápido mostra que

ϕx ×ϕy = (− fx,− fy,1) = (1,1,1)
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de onde se segue que

dS = ‖ϕx ×ϕy‖dxdy =
√

3dxdy e n =
ϕx ×ϕy

‖ϕx ×ϕy‖
=

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
.

Além disso, o rotacional do campo é dado por

rotF = det




i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂ z

−y3 x3 z3


= (0,0,3x2 +3y2)

Destes cálculos e das coordenadas polares segue-se que
∫∫

∂ S

〈rotF,n〉dS =

∫∫

D

〈(
0,0,3x2 +3y2) ,

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)〉√
3dxdy

=
∫∫

D
(3x2 +3y2)dxdy = 3

∫ 2π

0

∫ 1

0
r2r drdθ = 3 ·2π · 1

4
=

3
2

π

o que conclui a verificação do teorema de Stokes. �

Campo gradiente × campo irrotacional

Conforme o Teorema 10.3 da Seção 10, se F : U → R
3 é um campo gradiente, isto é,

se F = ∇ f para alguma função f : U → R, então
∫

C
〈F,T 〉ds = f (P(b))− f (P(a))

para toda curva C ⊂ U de parametrização regular P : [a,b] → R
3. Essa proprie-

dade é conhecida como a independência do caminho, pois a integral de linha só
depende dos pontos inicial P(a) e final P(b) da curva. Em particular, se o campo
for gradiente, então

∮
C〈F,T 〉ds = 0 para toda curva fechada e simples C ⊂U .

Na mesma Seção 10, foi vista uma condição necessária para o campo
F = (L,M,N) ser gradiente. Comparando com a definição do rotF , aquela con-
dição é exatamente que

rot F = (Ny −Mz,Lz −Nz,Mx −Ly)≡ (0,0,0)

Em particular, os campos gradientes são também irrotacional, no sentido de
que rotF ≡ 0. Já a implicação contrária, que os campos irrotacionais são também
gradientes, não é verdadeira em geral. Para isso, conforme visto na Seção 11 para
o caso 2D, é necessário que o domínio do campo seja simplesmente conexo. No
caso 3D a definição é como abaixo.
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Definição 12.2 Uma região U ⊂ R
3 é

i) conexa se quaisquer dois pontos de U podem ser ligados por um caminho
inteiramente contido na região;

ii) simplesmente conexa se for conexa e, além disso, todo caminho fechado
e simples em U é o bordo ∂ S de uma superfície S toda contida em U .

Suponha agora que F seja irrotacional e definido em uma região simplesmente
conexa U . Então, para todo caminho fechado e simples C em U , tem-se que
C = ∂ S para alguma superfície S ⊂ U . Logo, como rotF se anula em U , pelo
teorema de Stokes segue-se que

∮

C
〈F,T 〉ds =

∮

∂ S

〈F,T 〉ds =

∫∫

S

〈rot F,n〉dS = 0

o que é uma condição necessária para o campo ser gradiente. De fato, usando
Stokes, pode-se demonstrar o teorema a seguir, segundo o qual ser gradiente é
sinônimo de ser irrotacional.

Teorema 12.2 Suponha F campo de classe C1 em uma região simplesmente
conexa U ⊂ R

3. Então F é gradiente se, e somente se, F é irrotacional.

C

Por exemplo, já foi visto que o campo magnético

B(x,y,z) =
µ0i

2π

( −y

x2 + y2 ,
x

x2 + y2 ,0

)

é irrotacional, mas não é gradiente. Isso porque o seu domínio é a região
U = {(x,y,z); x2 + y2 > 0}, que exclui todo o eixo Oz, e, portanto, não é simples-
mente conexa. De fato, qualquer superfície S cujo bordo é o círculo
C = {(x,y); x2 + y2 = 1} cruza necessariamente o eixo Oz, e, portanto, S 6⊂U .

Já o campo elétrico

E(x,y,z) =
K

(x2 + y2 + z2)3/2
(x,y,z)

é irrotacional e também gradiente, conforme o Exemplo 10.10 da Seção 10. Isso
porque o seu domínio U = {(x,y,z); x2 + y2 + z2 6= 0} exclui apenas a origem, e,
portanto, é simplesmente conexo.
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Lei de Faraday

Sejam E(P, t) e B(P, t), respectivamente, os campos elétrico e magnético no ponto
P = (x,y,z) e no tempo t gerados por um eletroímã.

Seja ainda S uma qualquer superfície de
bordo ∂ S, como ilustra a figura. Então, para um
tempo fixo t, tem-se que
∮

∂ S

〈E(·, t),T 〉ds = voltagem sobre ∂ S e
∫∫

S

〈B(·, t),n〉dS = fluxo magnético através de S

B

E

S

n

onde as notações E(·, t) e B(·, t) são usadas para enfatizar a dependência no tempo
desses campos. Com essa notação, a lei de Faraday afirma que

∮

∂ S

〈E(·, t),T 〉ds =− d

dt

∫∫

S

〈B(·, t),n〉dS

igualdade que é válida para todas as superfícies S⊂ R
3.

Em palavras, a voltagem sobre ∂ S é igual ao negativo da variação no tempo do
fluxo magnético através de S. Essa lei é também conhecida como a lei de indução
eletromagnética, sendo a base de funcionamento de transformadores, alternadores,
dínamos, indutores, e muitos tipos de motores elétricos, geradores e solenoides.

No entanto, na forma integral em que está enunciada, é de difícil manipulação.
Isso porque os termos envolvem integrais de diferentes dimensões, e não se pode
comparar os integrandos. Aí é que entra o teorema de Stokes, que permite com-
parar os integrandos e expressar essa lei em termos de derivadas parciais, e nessa
forma ela é bem mais fácil de ser trabalhada.

Para isso, o primeiro passo é usar a derivação sob o sinal de integral
(ver Seção 12) para obter

d

dt

∫∫

S

〈B(·, t),n〉dS =
∫∫

S

〈
∂

∂ t
B(·, t),n

〉
dS =

∫∫

S

〈Bt(·, t),n〉 dS

O segundo passo é usar o teorema de Stokes para obter
∮

∂ S

〈E(·, t),T 〉ds =

∫∫

S

〈rotE(·, t),n〉dS

Usando agora essas igualdades e a lei de Faraday, segue-se que
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∫∫

S

〈rotE(·, t),n〉dS =

∮

∂ S

〈E(·, t),T 〉ds

=− d

dt

∫∫

S

〈B(·, t),n〉dS =−
∫∫

S

〈Bt(·, t),n〉 dS

Agora sim, a igualdade é entre integrais de mesma dimensão, e pode-se com-
parar os integrando. Para isso, a igualdade pode ser escrita como
∫∫

S

〈rotE(·, t)+Bt(·, t),n〉 dS =

∫∫

S

〈rotE(·, t),n〉dS+

∫∫

S

〈Bt(·, t),n〉 dS = 0

Como a igualdade é válida para toda S⊂ R
3, daí segue-se que

rotE(·, t)+Bt(·, t) = 0

que é a forma diferencial da lei de Faraday.
Abreviadamente, a lei é escrita na forma rotE + Bt = 0, ou ainda

∇×E =− ∂
∂ t

B, e é uma das quatro equações de Maxwell.

Exercícios

1) Seja Q o sólido limitado pelo plano 2x + 2y + z = 1 e pelo paraboloide
z = 3 − x2 − y2. Conforme a figura, o bordo ∂Q é a união das superfícies S1

e S2, correspondentes ao plano e ao paraboloide, respectivamente. Indique por
C = S1∩S2, por n a normal exterior ao bordo ∂Q e considere o problema de cal-
cular

∫∫
S2
〈rotF,n〉dS, onde F(x,y,z) = (x3,3x+ y2,3y+ z2).

C E a) Em S1, n induz a uma orientação horária em C.

C E b) Em S1, 〈rot F,n〉 é positivo.

C E c)
∫∫

S1
〈rotF,n〉dS > 2

∫∫
S1

dS.

C E d) Em S2, n induz a uma orientação horária em C.

C E e)
∫∫

S2
〈rotF,n〉dS > 2

∫∫
S1

dS.

S1 S2

C

2) Considere um resistor cilíndrico C = {(x,y,z) ∈ R
3;x2 + z2 ≤ a2 e 0 ≤ y ≤ L}

de resistência R, cujo bordo ∂C = S1 ∪S2 ∪S3 é a união das superfícies indicadas
na figura. Se uma corrente estacionária I passa por C na direção positiva de Oy,
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o campo elétrico E , o campo magnético B e o vetor de Poynting S em um ponto
P = (x,y,z) ∈C são dados por

E(P) =
IR

L
(0,1,0) , B(P) =

µI

2πa2
(z,0,−x) e S(P) =

1
µ

E(P)×B(P).

O fluxo de S por ∂C é a energia eletromagnética que passa por ∂C por unidade de
tempo, e o cálculo desta energia ilustra a definição “Um resistor é o que transforma
toda energia eletromagnética em calor”. Veja os itens a seguir.

S1 S2 S3E

S
B

a) Obtenha as coordenadas do vetor
de Poynting.

b) Obtenha uma parametrização ϕ : D → R
3

de S2, incluindo o seu domínio.

c) Calcule o fluxo de S por S2 na direção da
normal unitária exterior.

d) Calcule o fluxo de S por ∂C na direção da normal unitária exterior.

e) Interprete o resultado do item anterior em termos da lei de aquecimento de
Joule, segundo a qual a energia térmica que sai do resistor por unidade de
tempo é RI2.

3) A figura ilustra a superfície S de parametrização ϕ(r,θ)= (r cos(θ),r sen(θ),θ),
com (r,θ) ∈ D = [0,1]× [0,π/2]. Considere o bordo ∂S = ∪4

i=1Ci com a orienta-
ção indicada e o campo F(x,y,z) = (z,x,y). A superfície S não é gráfico de uma
função, pois inclui um segmento ao longo de Oz. Assim, o teorema de Stokes pode
não ser aplicável nesse caso, e a questão é verificar se o teorema se aplica ou não.

a) Use um argumento geométrico para cal-
cular

∫
C1
〈F,T 〉ds, e repita o mesmo argu-

mento para os caminhos C2 e C3.

b) Parametrize o caminho C4 e calcule∫
C4
〈F,T 〉ds em seguida.

c) Calcule o elemento de área dS e o vetor
n que é unitário, normal a S e compatível
com o sentido positivo do bordo ∂S.

C1

C2

C3

C4

S

d) Calcule o fluxo do rotacional de F através de S na direção n.

e) Decida se o teorema de Stokes se aplica neste caso.
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4) A figura ilustra o experimento do anel saltante de Thomson, em que o anel
corresponde ao bordo ∂ S do disco S de equação x2 + y2 ≤ 1 e z = 0. Escolha
a orientação n = (0,0,1) de S e indique por T o vetor unitário tangente a ∂ S

compatível com n. Se o anel for submetido a um campo magnético alternado
B(P, t) = (L(P, t), M(P, t), N(P, t)), ele exerce sobre o anel a força
F = I

∮
∂ S
(T ×B)ds, onde I é a corrente induzida no anel.

n

T

B

S ∂ S

a) Obtenha uma parametrização positiva P(θ)
de ∂ S, descreva o vetor T = T (θ) nessa
parametrização e calcule T ×B em termos
das componentes desses vetores.

b) Calcule a componente vertical da integral∮
∂ S
(T ×B)ds supondo que, sobre o anel,

L(x,y,z, t) = axsen(ωt) e M(x,y,z, t) =
aysen(ωt), onde a > 0 é constante.

c) O campo B induz um campo elétrico E que, por sua vez, gera a força eletro-
motriz V (t) =

∮
∂ S
〈E(·, t),T 〉ds sobre o anel. Use Stokes e a lei de Faraday

rotE = −Bt para expressar V (t) em termos de uma integral de superfície
envolvendo o campo B.

d) Calcule V (t) supondo que N(x,y,z, t) = k sen(ωt), onde k > 0 é constante.

e) Calcule a corrente I(t) usando as igualdades V (t) = ℓI′(t) e I(0) = 0, onde
ℓ é a indutância do anel. Finalmente, daqui e de b), conclua que a força F

sobre o anel tem componente vertical positiva, o que provoca o salto do anel.



13 Teorema de Gauss

Teorema de Gauss em 3D
O teorema de Gauss em R

2 foi estudado na Seção 11, e pode ser generalizado para
o R

3. Além de interessante por si só, essa generalização permite demonstrar a lei
de Gauss para campos em R

3, além de um estudo detalhado de leis de conservação.

Densidade de fluxo

O teorema de Gauss começa, como tudo em Cálculo, com um estudo local. No
caso, com o cálculo do fluxo pelo bordo de uma pequena região em torno de um
ponto. Para isso, considere um campo de classe C1, de coordenadas F = (L,M,N)
e definido em uma região U ⊂ R

3. Escolha um ponto P0 = (x0,y0,z0) interior a U

e um paralelepípedo R = [x0,x0 +∆x]× [y0,y0 +∆y]× [z0,z0 +∆z], onde ∆x, ∆y e
∆z são pequenos o suficiente para que R ⊂U .

x0
x0 +∆x

y0
y0 +∆y

z0

z0 +∆z

S1S2
n

A figura ilustra o paralelepípedo junta-
mente com as seis superfícies que compõem
o bordo ∂R = ∪6

i=1Si. Por exemplo, S1 pode
ser parametrizada por ϕ(x,z) = (x,y0 +∆y,z),
tem área

∫∫
S1

dS = ∆x∆z e normal unitária ex-
terior constante e igual a n = (0,1,0).

Logo, ainda em S1, tem-se 〈F,n〉 = M e pode-se usar a aproximação
M(x,y0 +∆y,z)≈ M(x0,y0 +∆y,z0) para todo (x,y0 +∆y,z) ∈ S1. Com essas hipó-
teses, o fluxo de F por S1 e na direção n pode ser aproximado por
∫∫

S1

〈F,n〉dS =
∫∫

S1

M dS ≈ M(x0,y0 +∆y,z0)
∫∫

S1

dS = M(x0,y0 +∆y,z0)∆x∆z
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A situação é semelhante em S2, que pode ser parametrizada por
ϕ(x,z) = (x,y0,z), tem a mesma área de S1 e normal unitária exterior constante e
igual a n = (0,−1,0). Logo, 〈F,n〉 = −M e, usando a aproximação
M(x,y0,z)≈ M(x0,y0,z0), obtém-se que
∫∫

S2

〈F,n〉dS =

∫∫

S2

−M dS ≈−M(x0,y0,z0)

∫∫

S2

dS =−M(x0,y0,z0)∆x∆z

A soma desses fluxos resulta em∫∫

S1∪S2

〈F,n〉dS ≈ [M(x0,y0 +∆y,z0)−M(x0,y0,z0)]∆x∆z

Ótimo, é uma boa aproximação, e a intenção agora é passar o limite com ∆x,
∆y e ∆z tendendo a zero. Mas, procedendo desta forma, chega-se à conclusão de
que 0 = 0, o que é uma igualdade justa, mas não chega a ser interessante.

Aí é que entra uma das grandes ideias do Cálculo, a de comparar tamanhos,
mesmo que sejam tamanhos pequenos. Veja como funciona: o volume ∆x∆y∆z

tende a zero, assim como o fluxo
∫∫

S1 ∪S2
〈F,n〉dS, e, portanto, ambos são pequenos.

Mas qual a relação de tamanho entre eles? Essa sim é uma pergunta interessante,
pois a relação é dada pelo quociente

1
∆x∆y∆z

∫∫

S1∪S2

〈F,n〉dS ≈ [M(x0,y0 +∆y,z0)−M(x0,y0,z0)]∆x∆z

∆x∆y∆z

=
M(x0,y0 +∆y,z0)−M(x0,y0,z0)

∆y

Não!! Que ideia incrível. O lado direito é o quociente de Newton da função M

na variável y, cujo limite com ∆x, ∆y e ∆z → 0 é a derivada parcial. Assim

lim
∆x,∆y,∆z→0

1
∆x∆y∆z

∫∫

S1 ∪S2

〈F,n〉dS = My(x0,y0,z0)

o que é uma igualdade no mínimo surpreendente!

Falta calcular o fluxo de F por outras qua-
tro superfícies. O argumento é basicamente o
mesmo, mas é tão interessante que vale repetir.

De acordo com a figura, S3 pode ser para-
metrizada por ϕ(y,z) = (x0 +∆x,y,z), tem área∫∫

S3
dS = ∆y∆z e normal unitária exterior cons-

tante e igual a n = (1,0,0).

x0
x0 +∆x

y0
y0 +∆y

z0

z0 +∆z

S3
S4

n
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Logo, 〈F,n〉= L em S3 e, para (x0 +∆x,y,z) ∈ S3, pode-se usar a aproximação
L(x0 +∆x,y,z) ≈ L(x0 +∆x,y0,z0) . Assim, como antes, o fluxo de F por S3 e na
direção n pode ser aproximado por

∫∫

S3

〈F,n〉dS ≈ L(x0 +∆x,y0,z0)∆y∆z

A situação é semelhante em S4, que tem parametrização ϕ(y,z) = (x0,y,z),
mesma área de S3 e normal unitária exterior constante e igual a n = (−1,0,0).
Logo, 〈F,n〉=−L e, aproximando L(x0,y,z) ≈ L(x0,y0,z0), obtém-se que

∫∫

S4

〈F,n〉dS ≈−L(x0,y0,z0)∆y∆z

A soma desses fluxos, já dividida pelo volume, resulta em

1
∆x∆y∆z

∫∫

S3∪S4

〈F,n〉dS ≈ L(x0 +∆x,y0,z0)−L(x0,y0,z0)

∆x

onde o lado direito da aproximação tende a Lx(x0,y0,z0) quando ∆x, ∆y e ∆z → 0.
Agora é claro que, para as superfícies S5 (a tampa) e S6 (o fundo), obtém-se

1
∆x∆y∆z

∫∫

S5 ∪S6

〈F,n〉dS ≈ N(x0,y0,z0 +∆z)−N(x0,y0,z0)

∆z

Finalmente, somando-se os fluxos em todas as seis superfícies do bordo ∂R,
dividindo pelo volume e passando ao limite, obtém-se

lim
∆x,∆y,∆z→0

1
∆x∆y∆z

∫∫

∂R
〈F,n〉dS = Lx(x0,y0,z0)+My(x0,y0,z0)+Nz(x0,y0,z0)

= divF(x0,y0,z0) (13.1)

onde divF = Lx+My+Nz é a generalização natural do divergente em R
2. Também

a interpretação física é a mesma: divF é a densidade de fluxo (fluxo por volume)
no ponto P0 = (x0,y0,z0). Em particular, em pequenas vizinhanças, o sinal do fluxo
é o mesmo do divergente, e indica se está saindo ou entrando fluido no ponto P0.

divF > 0

sai mais do que entra

divF = 0

sai igual ao que entra

divF < 0

sai menos do que entra



320 Capítulo 13. Teorema de Gauss

Outra interpretação interessante é a seguinte: para ∆x, ∆y e ∆z pequenos, da
igualdade em (13.1) segue-se que 1

∆x∆y∆z

∫∫
∂R〈F,n〉dS ≈ divF(x0,y0,z0), ou ainda,

∫∫

∂R
〈F,n〉dS ≈ divF(x0,y0,z0)∆x∆y∆z (13.2)

Assim, localmente, divF é o fator de proporcionalidade entre o fluxo e o volume.

Teorema de Gauss

A notação a seguir é a mesma usada anteriormente, em que F = (L,M,N) é um
campo de classe C1 definido em uma região aberta U ⊂R

3. Dada uma outra região
Q ⊂U , indique por n a normal unitária exterior a Q. Com essa notação, e de forma
análoga ao que foi feito no plano, procura-se relacionar a integral de superfície

∫∫

∂Q
〈F,n〉dS

com uma integral tripla sobre toda a região Q.

Q1 Q2

n2 n1

O que motiva essa procura é a possibilidade
de localizar o fluxo. De fato, suponha que a
região Q seja dividida em duas outras regiões
Q = Q1 ∪Q2, e indique por ni a normal unitária
exterior ao bordo ∂Qi, com i = 1,2.

Como ilustra a figura, na parte comum entre os bordos, as normais têm a
mesma direção, mas sentidos opostos. Logo, os fluxos nessas partes comuns têm
sinais contrários e se cancelam quando somados. Isso significa que

∫∫

∂Q
〈F,n〉dS =

∫∫

∂Q1

〈F,n〉dS+

∫∫

∂Q2

〈F,n〉dS

O mesmo argumento pode ser aplicado tanto a Q1 como a Q2, que podem ser
divididos em outras tantas regiões menores. Assim, o fluxo pelo bordo da região
original pode ser calculado somando-se os fluxos pelos bordos de um número ar-
bitrariamente grande de pequenas regiões. Isso é o que significa localizar o fluxo.

E, o que é melhor, o fluxo local já foi calculado em (13.2). Com efeito, para
i = 1,2, . . .m, j = 1,2, . . .n e k = 1,2, . . . p, considere uma partição

Ri jk = [xi−1,xi]× [y j−1,y j]× [zk−1,zk],

da região Q. Com a notação ∆xi = xi − xi−1, ∆y j = y j − y j−1 e ∆zk = zk − zk−1, de
(13.2) segue-se que o fluxo por ∂Ri jk pode ser aproximado por
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∫∫

∂Ri jk

〈F,n〉dS ≈ divF(xi−1,y j−1,zk−1)∆xi∆y j∆zk

aproximação tão melhor quanto menores forem ∆xi, ∆y j e ∆zk. Como a soma de
todos esses fluxos é igual ao fluxo no bordo ∂Q, segue-se que

∫∫

∂Q
〈F,n〉dS =

p

∑
k=1

n

∑
j=1

m

∑
i=1

∫∫

∂Ri jk

〈F,n〉dS

≈
p

∑
k=1

n

∑
j=1

m

∑
i=1

divF(xi−1,y j−1,zk−1)∆xi∆y j∆zk (13.3)

em que o lado direito é uma soma de Riemann da função divF .
Ótimo. Agora falta apenas o último passo, o de passar o limite com a norma da

partição tendendo a zero. Para isso, é necessário uma condição técnica semelhante
àquela usada na demonstração do teorema de Green na Seção 11: a condição de o
domínio ser simples (veja a Seção 6 para a definição de domínios Rxy, Rxz e Ryz).

Definição 13.1 Uma região Q ⊂ R
3 é simples se for Rxy, Rxz e Ryz.

Com a hipótese extra de regiões simples, pode-se passar ao limite com a norma
da partição tendendo a zero na aproximação em (13.3) para obter o teorema abaixo,
também conhecido como Teorema da Divergência.

Teorema 13.1 — de Gauss. Suponha F : U → R
3 um campo de classe C1 em

uma região aberta U ⊂ R
3. Se Q ⊂ U é uma união de região simples com o

bordo ∂Q ⊂U orientado com a normal unitária exterior n, então
∫∫

∂Q
〈F,n〉dS =

∫∫∫

Q
divF dxdydz

� Exemplo 13.1 Calcule o fluxo de F através
do bordo ∂Q da região Q e na direção da nor-
mal unitária exterior n, onde o campo é dado por
F(x,y,z) = (x,y,−2z− x2) e a região é

Q = {(x,y,z) ∈R
3; 0 ≤ z ≤ 6−2x2 −3y2} �

n

n

Solução. Esse exemplo foi estudado na Seção 12, onde o fluxo foi calculado pela
definição. Foi um cálculo longo, e o ponto era ilustrar a definição do fluxo.
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Mas agora, com o teorema de Gauss, o exemplo é trivial! Basta notar que

divF(x,y,z) = xx + yy +(−2z− x2)z = 1+1−2 = 0

Assim, usando o teorema de Gauss, segue-se que
∫∫

∂Q〈F,n〉dS = 0. �

Esse exemplo ilustra um fato interessante. Na Seção 12 foi visto que, no caso
em que o fluido tem velocidade F e densidade constante, então a conservação
da massa é equivalente a que

∫∫
∂Q〈F,n〉dS = 0 para toda região Q contida no

fluido. Ora! Pelo teorema de Gauss, essa condição é satisfeita caso o divergente
seja identicamente nulo. Assim, divF ≡ 0 é uma condição para a conservação da
massa. Essa questão é importante e será retomada nas próximas seções.

Teorema fundamental em 1D, 2D e 3D

No teorema da divergência, a relação entre integrais de dimensões diferentes pa-
rece ser uma novidade. No entanto, uma relação deste tipo já era conhecida desde
o primeiro curso de Cálculo. De fato, tanto em R

2 quanto em R
3, o teorema da

divergência é a generalização natural do Teorema Fundamental do Cálculo.
Veja como essa afirmação pode ser justificada com os argumentos a seguir.
Com as hipóteses corretas, no caso do R

3, o teorema da divergência afirma que

F

n
〈F,n〉

Q

∫∫

∂Q
〈F,n〉dS = Fluxo pelo bordo

= Integral do divergente

=

∫∫∫

Q
divF dxdydz

A mesma afirmação é feita em R
2, isto é,

∫

∂D
〈F,n〉ds = Fluxo pelo bordo

= Integral do divergente

=

∫∫

D
divF dxdy

F

n
〈F,n〉

D

E em R, como seria? Bem, como o divergente é a soma das derivadas das
componentes e o campo F é unidimensional, deve-se ter que divF(x) = F ′(x).
Além disso, o bordo de um intervalo I = [a,b] é o conjunto ∂ I = {a,b}, formado
por apenas dois elementos.
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n(a) a b n(b) F

Como a situação é unidimensional, pode-se
inferir que as normais exteriores são dadas por
n(a) =−1 e n(b) = 1. Veja a figura ao lado.

Daí segue-se que o fluxo pelo bordo e a integral do divergente são dados por

〈F(b),n(b)〉+ 〈F(a),n(a)〉= F(b)−F(a) e
∫

I
divF dx =

∫ b

a
F ′(x)dx

Usando então a afirmação do teorema da divergência, obtém-se que

F(b)−F(a) = Fluxo pelo bordo

= Integral do divergente =
∫ b

a
F ′(x)dx

que é o Teorema Fundamental do Cálculo aplicado ao intervalo I = [a,b].

Integração por partes

Como um teorema é a generalização do outro, o que se faz em R com o teorema
fundamental pode ser feito em R

2 ou R
3 com o teorema da divergência.

A integração por partes é um bom exemplo. Suponha então g,h : [a,b] → R

funções com derivadas segundas contínuas. Então, a derivada do produto hg′ é

(h(x)g′(x))′ = h′(x)g′(x)+h(x)g′′(x)

Do teorema fundamental obtém-se, então, que

h(x)g′(x)
∣∣∣
b

a
= h(b)g′(b)−h(a)g′(a)

=

∫ b

a
(h(x)g′(x))′ dx =

∫ b

a
[h′(x)g′(x)+h(x)g′′(x)]dx (13.4)

de onde se segue a conhecida fórmula de integração por partes
∫ b

a
h′(x)g′(x)dx = h(x)g′(x)

∣∣∣
b

a
−
∫ b

a
h(x)g′′(x)dx

Resumindo, a integração por partes é uma consequência direta do teorema
fundamental.

O mesmo raciocínio pode ser aplicado em R
3. Suponha então u,v : Q → R

funções com derivadas parciais segundas contínuas, onde Q ⊂ R
3 é uma região

onde vale o teorema da divergência. O análogo do produto hg′ é agora o campo
F = u∇v = (uvx,uvy,uvz), cujo divergente é dado por

divF = (uvx)x +(uvy)y +(uvz)z = 〈∇u,∇v〉+u∆v
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onde ∆v = vxx + vyy + vzz é o operador de Laplace. Veja a semelhança com a de-
rivada de hg′: o produto escalar 〈∇u,∇v〉 faz o papel da derivada h′g′, enquanto
que o produto u∆v faz o papel da derivada hg′′. Muito bom, e agora é que entra o
teorema da divergência, integrando a derivada divF . Veja de novo a semelhança:
∫∫

∂Q
〈u∇v,n〉dS =

∫∫

∂Q
〈F,n〉dS

=
∫∫∫

Q
divF dxdydz =

∫∫∫

Q
(〈∇u,∇v〉+u∆v)dxdydz (13.5)

A semelhança está inclusive no fato de que o lado esquerdo, tanto de (13.4)
como de (13.5), representar o fluxo do campo pela fronteira da região!

A igualdade em (13.5) é conhecida como a 1a Identidade de Green, sendo
famosa nas áreas de termodinâmica e dinâmica dos fluidos.

Equação do calor estacionária

Para ilustrar o uso da 1a Identidade de Green em termodinâmica, indique por
u : Q → R a temperatura estacionária do sólido Q ⊂ R

3. A temperatura é estacio-
nária no sentido de que u não depende do tempo, mas apenas do ponto (x,y,z) ∈ Q.

Neste caso, se k denota a condutividade térmica de Q, então o vetor fluxo
de calor é F = −k∇u = −k(ux,yy,uz), vetor que fornece a direção, o sentido e a
intensidade do fluxo de calor no interior de Q. Este fato segue de que o gradiente
tem a direção e sentido de maior crescimento da função, enquanto que o calor flui
na direção contrária, de maior decrescimento.

Ora! Como a temperatura é estacionária, o que entra de calor em cada ponto
é necessariamente igual ao que sai, o que significa que divF ≡ 0 em Q. Como o
divergente é dado por divF =−k(uxx +uyy +uzz) =−k∆u, obtém-se que a tempe-
ratura satisfaz à equação

−k∆u =−k(uxx +uyy +uzz)≡ 0 em Q

conhecida como a equação do calor estacionária. É conhecida também como a
equação de Laplace, e modela vários outros fenômenos de difusão.

Jundo com a identidade de Green, a equação do calor dá informações sobre a
função u. De fato, de (13.5) com u = v e supondo que ∆u ≡ 0, segue-se que

∫∫

∂Q
〈u∇u,n〉dS =

∫∫∫

Q
‖∇u‖2 dxdydz (13.6)

onde foi usado que 〈∇u,∇u〉= ‖∇u‖2. Essa igualdade é interessante. Ela diz que a
temperatura no interior de Q (o lado direito de (13.6)) é inteiramente determinada
pelo comportamento da temperatura no bordo ∂Q (o lado esquerdo de (13.6)).
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A partir de agora podem ser considerados dois problemas. O primeiro, co-
nhecido como o problema de Dirichlet, supõe que o sólido Q, inicialmente a uma
temperatura arbitrária, seja mantido com o bordo ∂Q a 0◦C até alcançar a tempe-
ratura estacionária. Nesse momento, qual seria a temperatura no interior de Q?

Fácil! O lado esquerdo de (13.6) seria nulo, pois u se anula em ∂Q, e, portanto,
o direito também seria nulo. Daí se segue que ‖∇u‖2 ≡ 0, isto é, ux = uy = uz ≡ 0
em Q. Assim, a temperatura não dependeria nem de x, nem de y e nem de z, isto
é, seria constante. Sendo constante em Q e nula no bordo, a temperatura seria
identicamente nula em todo o sólido. Resumindo, se ∂Q é mantido a 0◦C, então a
sua temperatura estacionária é u ≡ 0.

Outro problema, conhecido como de Neumann, supõe que o sólido Q, inicial-
mente a uma temperatura arbitrária, seja isolado termicamente do ambiente. Então,
depois de alcançar o estado estacionário, qual é a temperatura no interior do sólido?

O problema agora é um pouquinho mais elaborado, e requer que a condição de
isolamento térmico seja traduzida em termos de uma condição matemática.

Mas isso é fácil: estar isolado termicamente
significa que não há fluxo de calor pelo bordo;
assim, como o vetor fluxo é F = −k∇u, para
não haver fluxo pelo bordo, a projeção 〈F,n〉 =
−k〈∇u,n〉 deve se anular em ∂Q. Assim, o isola-
mento térmico equivale a que 〈∇u,n〉 ≡ 0 em ∂Q.

∇u

n

Q

Pronto! No caso do isolamento térmico, com 〈u∇u,n〉= u〈∇u,n〉 ≡ 0, o lado
esquerdo de (13.6) seria nulo. Daí, como no problema de Dirichlet, segue-se que
a temperatura seria constante. A diferença é que, agora, não se sabe o valor dessa
constante, pois não se sabe o valor da temperatura em algum ponto específico.

Esses exemplos são muito simples. No problema de Dirichlet, a conclusão
de que a temperatura estacionária é a temperatura nula poderia ter sido inferida
apenas da situação física, e o mesmo é verdade para o problema de Neumann.

Assim, o importante não são os resultados em si, mas o fato de que a linguagem
desenvolvida até aqui seja capaz de lidar com problemas como esses. É claro que
a mesma linguagem é capaz de abordar problemas bem mais elaborados.

Leis de conservação
O Cálculo é versátil e pode ser aplicado em Mecânica, Termodinâmica, Eletromag-
netismos etc. Os exemplos a seguir ilustram essa versatilidade e, ao mesmo tempo,
enfatizam o poder de síntese do Cálculo, que é capaz de abordar problemas tão
diversos com poucos conceitos fundamentais.
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Conservação da massa

A versão integral da lei de conservação da massa foi introduzida na Seção 12 como
forma de ilustrar a importância da integral do fluxo. Agora será visto como, a
partir da versão integral, chega-se a uma versão diferencial dessa lei, versão que é
mais fácil de ser manipulada.

Vale lembrar a notação usada anteriormente, em que U ⊂R
3 é uma região com

um fluido em movimento, F(P, t) é a velocidade e δ (P, t) é a densidade do fluido
no ponto P = (x,y,z) e no tempo t. Supõe-se, ainda, que essas funções sejam de
classe C1 em todas as suas variáveis.

Com essa notação, a massa contida em uma região Q ⊂U e no tempo t é

M(t) =
∫∫∫

Q
δ (x,y,z, t)dxdydz

e a derivada M′(t) é a taxa de variação dessa massa ao longo do tempo. Usando a
derivada sob o sinal de integral (ver Seção 12), obtém-se que

M′(t) =
∫∫∫

Q
δt(x,y,z, t)dxdydz (13.7)

Por outro lado, supondo a conservação, a variação da massa em Q é o balanço
“líquido” entre o que sai e o que entra de massa por ∂Q, isto é, igual ao fluxo de
massa por ∂Q.

Com a normal unitária exterior n, como
na figura, tem-se que 〈F,n〉dS é o volume e
δ 〈F,n〉dS = 〈δF,n〉dS é a massa de fluido por
dS por unidade de tempo e na direção n. Daí se
segue que o fluxo de massa por ∂Q na direção n

é igual a (ver Seção 12)

Q

n

∫∫

∂Q
〈δF,n〉dS

Omitindo, por simplicidade, a dependência nas variáveis x, y, z e t, a lei de
conservação da massa pode então ser escrita como

∫∫∫

Q
δt dxdydz =−

∫∫

∂Q
〈δF,n〉dS para todo Q ⊂U (13.8)

em que o sinal de menos é devido à escolha de n: se M′(t) for positiva, é porque
está entrando massa em Q e, nesse caso, o fluxo de massa na direção n é negativo,
e daí o sinal de menos.
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A equação (13.8) expressa com clareza a conservação da massa. No entanto,
por envolver integrais de dimensões diferentes, é de difícil manipulação. Por exem-
plo, não se pode comparar os integrandos da equação. Aí é que entra o teorema da
divergência, que transforma a integral de superfície em uma integral de volume, e
isso permite comparar os integrandos.

Com efeito, de (13.8) e do teorema de Gauss segue-se que
∫∫∫

Q
δt dxdydz =−

∫∫

∂Q
〈δF,n〉dS =−

∫∫∫

Q
div(δF)dxdydz ∀ Q ⊂U

onde a primeira e a última integral são sobre o mesmo domínio. Daí se segue que
∫∫∫

Q
[δt +div(δF)]dxdydz = 0 ∀ Q ⊂U

Como a igualdade é válida para toda região Q ⊂ U , a única possibilidade é o
integrando ser identicamente nulo em todo o domínio, isto é

δt +div(δF)≡ 0 em U (13.9)

Esta é a forma diferencial da lei de conservação da massa, que envolve apenas
as derivadas parciais das funções F e δ . Nesta forma a lei é conhecida como a
Equação de Continuidade e, juntamente com as equações de Navier-Stokes, go-
vernam o movimento do fluido.

A equação (13.9) é mais fácil de manipular do que (13.8). No entanto, apenas
olhando para (13.9), não é claro qual o seu significado físico. A boa notícia é
que os passos acima são reversíveis, e, portanto, as equações (13.8) e (13.9) são
equivalentes. Assim, fica-se com o melhor dos mundos possíveis: o significado
físico em (13.8) e a facilidade de manipulação em (13.9).

As variáveis x, y e z são mantidas fixas no cálculo de δt , e t é mantida fixa no
cálculo do div(δF). Como δF = δ (L,M,N) = (δL,δM,δN), segue-se que

div(δF) = (δL)x +(δM)y+(δN)z

= δxL+δyM+δzN +δ (Lx+My+Nz) = 〈∇δ ,F〉+δ divF

Com esse cálculo a equação (13.9) escreve-se de forma mais explícita como

δt + 〈∇δ ,F〉+δ divF ≡ 0 em U

Percebe-se agora que, em razão dos termos envolvendo a densidade, a condi-
ção divF ≡ 0 não garante a conservação da massa. E mesmo que a densidade
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seja constante no tempo, ainda resta o termo envolvendo o ∇δ . Assim, a condi-
ção divF ≡ 0 garante a conservação da massa apenas no caso em que δ = δ0 é
constante nas quatro variáveis (x,y,z, t).

O mesmo argumento pode ser usado para estudar a conservação da carga elé-
trica. Basta supor que U ⊂ R

3 seja uma região com uma distribuição de carga
de densidade δ e o correspondente campo densidade de corrente J. Nesse caso a
equação (13.8), com J no lugar de δF , significa que a variação da quantidade de
carga em uma região Q ⊂ U é igual à quantidade de carga que passa por ∂Q na
direção −n. A forma integral da conservação da carga é então equivalente à forma
diferencial δt +divJ ≡ 0. Em particular, se δ = δ0 é constante nas quatro variáveis
x, y, z e t, então a conservação da carga elétrica é equivalente à condição divJ ≡ 0.

Teoria analítica do calor

Teoria Analítica do Calor é o título de um famoso livro de Fourier, escrito durante
vários anos e publicado em 1822. Foi ali que Fourier deduziu a equação do calor,
além de ter introduzido as séries de Fourier como ferramenta para resolvê-la.

A solução foge ao alcance deste texto, mas a dedução da equação do calor usa
a lei de conservação da energia térmica, e está próxima do que se fez até aqui.

Considere então um sólido U ⊂ R
3 com densidade constante δ0, condutivi-

dade térmica k, calor específico c e indique por T (P, t) a temperatura do ponto
P = (x,y,z) no tempo t.

Como sempre, escolha P0 = (x0,y0,z0) interior a U e um paralelepípedo
R = [x0,x0 +∆x]× [y0,y0 +∆y]× [z0,z0 +∆z] pequeno o suficiente para que R ⊂U .

O próximo passo é calcular uma aproximação para a quantidade de energia
térmica ∆q contida em R no tempo t. Para isso, vale lembrar que o calor específico
é a quantidade de energia térmica necessária para aumentar em 1oC a temperatura
de 1g do material. Ora! Medindo a variação da temperatura a partir do 0 oC, o
paralelepípedo R sofreu uma variação de temperatura ∆T ≈ T (P0, t). Como R tem
massa ∆m = δ0∆x∆y∆z, segue-se que

∆q = c∆m∆T ≈ cδ0∆x∆y∆zT (P0, t)

Dividindo pelo volume, obtém-se que ∆q/∆x∆y∆z é a densidade de energia
térmica em R. Assim, passando ao limite com ∆x, ∆y e ∆z → 0, segue-se que

d(P0, t) = cδ0 T (P0, t) = densidade de energia térmica no ponto P0 no tempo t

Ótimo, já se tem a densidade, e com isso se pode calcular a energia térmica
q(t) contida em uma região Q ⊂U e no tempo t. De fato, essa energia é igual a

q(t) =

∫∫∫

Q
d(x,y,z, t)dxdydz
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Semelhante ao caso da massa, e derivando sob o sinal de integral, segue-se que
q′(t) é a taxa de variação da energia térmica em Q ao longo do tempo, e é dada por

q′(t) =
∫∫∫

Q
dt(x,y,z, t)dxdydz (13.10)

Mas então, supondo a conservação da energia térmica, a única forma de q(t)
variar é passando energia térmica pelo bordo ∂Q. Não tem outro jeito! Como
visto na Seção 13, a energia térmica que passa pelo bordo está relacionada com o
vetor fluxo de calor J(P, t) = −k∇T(P, t), vetor que fornece a direção, o sentido e
a intensidade do fluxo de energia térmica no interior de U . De fato, o fluxo de J

por ∂Q no tempo t e na direção da normal unitária exterior n é dado por
∫∫

∂Q
〈J(·, t),n〉dS

Finalmente, omitindo a dependência nas variáveis x, y, z e t por simplicidade,
a conservação da energia térmica se escreve como

∫∫∫

Q
dt dxdydz =−

∫∫

∂Q
〈J,n〉dS (13.11)

que é análoga à equação (13.8). Essa analogia enfatiza a capacidade de síntese do
Cálculo, que descreve fenômenos tão distintos com uma mesma linguagem,.

E as analogias não param por aí. Seguindo os mesmos passos do caso da massa,
é claro que a forma integral em (13.11) é equivalente à forma diferencial

dt +divJ ≡ 0 em U (13.12)

Esta equação pode ser escrita em termos da temperatura da seguinte forma. A
expressão da densidade é d = cδ0 T , e, portanto, dt = cδ0 Tt . Como
J =−k∇T =−k(Tx,Ty,Tz), segue-se que

divJ =−k((Tx)x +(Ty)y +(Tz)z) =−k(Txx +Tyy +Tzz) =−k∆T

Substituindo essas igualdades em (13.12), obtém-se que cδ0 Tt − k∆T ≡ 0.
Equivalentemente, a equação em (13.12) escreve-se como

Tt = σ∆T (13.13)

onde σ = k/cδ0 é a difusibilidade térmica do material. Essa igualdade é conhecida
como a equação do calor, e modela também muitos outro fenômenos de difusão.
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Ela está de acordo com a temperatura estacionária estudada na Seção 13, uma
vez que nesse caso a temperatura é constante ao longo do tempo, isto é, Tt ≡ 0. Ora!
Para não variar no tempo, o que sai de calor em cada ponto é igual ao que entra, e a
medida do que sai menos o que entra é exatamente o divergente div(k∇T ) = k∆T .

Agora, no caso não estacionário, a leitura da equação (13.13) é a seguinte: a
diferença entre o que sai menos o que entra (a quantidade k∆T ) é o que provoca a
variação da temperatura no tempo (a quantidade Tt). Muito bom.

Lei de Gauss

Apesar de não ser uma lei de conservação, o estudo da lei de Gauss tem muito em
comum com os raciocínios usados até aqui, e vale a pena ver essas semelhanças de
perto. Vale também por ser uma bonita aplicação do teorema de Gauss!

O estudo começa do início, supondo que E(P) seja o campo elétrico gerado
por uma carga pontual q situada na origem. Da lei de Coulomb segue-se que

E(P) =
Kq

‖P‖2

P

‖P‖

onde a constante de Coulomb no sistema internacional é K ≈ 9×109 Nm2/C2.
A lei de Gauss está relacionada com o fluxo de E pelo bordo ∂Q de uma região

Q ⊂ R
3. Considerando de início que a região é a bola B = {P ∈ R

3; ‖P‖ ≤ r},
centrada na origem e de raio r, o seu bordo é a esfera ∂B = {P ∈R

3; ‖P‖= r}.

P

nr(P)
Nesse caso, no ponto P ∈ ∂B, a normal uni-

tária exterior ao ∂Q é dada por nr(P) = P/‖P‖.
Veja a figura. Daí se segue que o produto escalar

〈E(P),nr(P)〉=
Kq

‖P‖2

〈
P

‖P‖ ,
P

‖P‖

〉
=

Kq

r2

é constante em ∂B, pois ‖P‖= r em ∂B. Como a área de ∂B é igual a 4πr2, tem-se

∫∫

∂B
〈E,nr〉dS =

Kq

r2

∫∫

∂B
dS =

Kq

r2 4πr2 = 4πKq

Resumindo, o fluxo de E por ∂B na direção nr é um múltiplo da carga que
está no interior de B. O estranho é que esse fluxo não depende do raio da bola
B! Estranho, mas pode ser explicado como no caso bidimensional: se o raio é
pequeno, a área da bola é também pequena, mas a intensidade do campo é grande;
à medida que o raio aumenta, a área da bola também aumenta, mas a intensidade
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do campo diminui. E o que se viu acima é que o aumento de um corresponde à
diminuição do outro de tal maneira que o fluxo permanece constante.

A pergunta seguinte é qual seria o fluxo se a região não fosse uma bola. Nesse
caso o produto 〈E,n〉 não seria constante, e os cálculos seriam mais delicados. É
aí que entra uma ideia interessante já usada na Seção 11: a ideia da excisão.

Neste sentido o primeiro fato a se notar é que E não está definido na origem.
O segundo é que, fora da origem, o divE se anula. Com efeito, indicando por
E = (L,M,N) as coordenadas do campo, tem-se L(x,y,z) = Kqx/(x2 +y2 + z2)3/2,
e um cálculo simples mostra que

Lx(x,y,z) = Kq
(x2 + y2 + z2)3/2 −3(x2 + y2 + z2)1/2x2

(x2 + y2 + z2)3

= Kq
(x2 + y2 + z2)−3x2

(x2 + y2 + z2)5/2

Analogamente, My(x,y,z) = Kq
(x2+y2+z2)−3y2

(x2+y2+z2)5/2 e Nz(x,y,z) = Kq
(x2+y2+z2)−3z2

(x2+y2+z2)5/2 ,

e é claro agora que divE = Lx +My+Nz se anula fora da origem.

Considere então uma região Q ⊂ R
3 com a

origem em seu interior, e indique por n a normal
unitária exterior ao bordo ∂Q. Para aplicar o te-
orema de Gauss, é necessário excluir a origem,
pois o campo não está definido nesse ponto.

n
nr

Q̃

Aí é que entra a excisão, que consiste em retirar uma pequena bola B de centro
na origem e raio r suficientemente pequeno para que B ⊂ Q. Veja a figura acima.

A vantagem desse procedimento é que, indicando por Q̃ a região entre Q e B,
o campo E está bem definido nessa região. A desvantagem é que, agora, o bordo
de Q̃ inclui os bordos ∂Q e ∂B, e deve-se prestar muita atenção às respectivas
orientações. Então, ∂Q já está orientada com a normal n, e escolha a orientação
da normal exterior nr em ∂B. Com essas escolhas, a normal exterior ñ ao bordo
∂ Q̃ é tal que ñ = n em ∂Q e ñ = −nr em ∂B. Resumidamente, a orientação de
∂ Q̃ pode ser escrita como ∂ Q̃ = ∂Q∪ (−∂B). Veja de novo a figura acima.

Como divE ≡ 0 em Q̃, do teorema de Gauss e dos cálculos acima obtém-se

0 =

∫∫∫

Q̃
divE dxdydz =

∫∫

∂ Q̃
〈E, ñ〉dS

=
∫∫

∂Q
〈E,n〉dS+

∫∫

∂B
〈E,−nr〉dS =

∫∫

∂Q
〈E,n〉dS−4πKq
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de onde se segue finalmente que
∫∫

∂Q
〈E,n〉dS = 4πKq

Essa é a lei de Gauss para o campo E gerado por uma carga pontual q: o fluxo
do campo por ∂Q é um múltiplo da carga que está no interior de Q. O interessante
é que o fluxo é o mesmo para qualquer região que inclui a carga em seu interior.

A lei pode ser ampliada por meio de uma pergunta simples. E se tivesse
duas cargas pontuais q1 e q2 no interior de Q, como seria o fluxo do campo re-
sultante? Simples! Como o campo resultante é a soma dos campos gerados por q1

e q2, e o fluxo resultante é a soma dos respectivos fluxos, o fluxo resultante seria
4πK(q1 + q2). O mesmo raciocínio se aplica no caso de três ou mais cargas, isto
é, para um número finito qualquer de cargas no interior da região.

Ótimo. E para uma distribuição contínua de cargas no espaço, como seria?
Simples também, pois já se sabe como passar do caso discreto para o caso con-
tínuo. Basta usar as incríveis somas de Riemann! Divide-se a região em um nu-
mero grande de pequenos paralelepípedos, e cada paralelepípedo funciona como
se fosse uma carga pontual; depois, somam-se todos os fluxos desses pequenos
paralelepípedos e passa-se ao limite com a norma da partição tendendo a zero.
É um procedimento bem conhecido a essa altura.

O resultado é como segue. Se E é o campo elétrico gerado por uma distribuição
contínua de cargas no espaço com densidade de carga δ , então

∫∫

∂Q
〈E,n〉dS = 4πK

∫∫∫

Q
δ (x,y,z)dxdydz (13.14)

pois a integral tripla é a soma das cargas no interior da região Q. Que igualdade
bonita e fácil de entender a partir do caso pontual! É interessante notar que não
se tem uma expressão explícita para o campo e, no entanto, a igualdade vale para
qualquer região Q ⊂ R

3.
A equação (13.14) é a forma integral da lei de Gauss. Como nos casos das

leis de conservação, vale perguntar pela forma diferencial dessa lei. Para isso, o
argumento é o de sempre. De (13.14) e do teorema da divergência, tem-se que

∫∫∫

Q
divE dxdydz =

∫∫

∂Q
〈E,n〉dS = 4πK

∫∫∫

Q
δ (x,y,z)dxdydz

onde a primeira e a última integral são sobre o mesmo domínio Q. Logo,
∫∫∫

Q
(divE −4πKδ )dxdydz = 0 ∀ Q ⊂ R

3
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de onde se segue que a forma diferencial da lei de Gauss é

divE = 4πKδ

o que é mais uma das quatro equações de Maxwell.

Túnel de vento

As mesmas ideias usadas até aqui se aplicam ao cálculo da força de arrasto em
um túnel de vento. Isso porque a força é a variação da quantidade de movimento,
variação que, de alguma forma, é semelhante à variação da quantidade de massa
estudada nas seções anteriores.

S1 S2 S3

Considere, então, que uma corrente de ar, de
densidade constante δ0, escoa por um túnel cor-
respondente à região

Q = {(x,y,z); x2 + z2 ≤ R2 e 0 ≤ y ≤ L}

O ar entra pela superfície S1, percorre a lateral S2 do túnel e sai pela superfície
S3, sendo que essas três superfícies foram o bordo ∂Q = S1 ∪S2∪S3 do túnel.

Pode-se supor que a velocidade do ar F seja estacionária e paralela ao eixo Oy,
isto é, que F(x,y,z) = (0,M(x,y,z),0). Além disso, em S1 pode-se supor que a
velocidade seja constante, por exemplo, M(x,0,z) = M0.

Devido ao atrito, a corrente gera uma força de arrasto F contrária ao movi-
mento do ar, e o que se pretende é calcular essa força. Nesse sentido são importan-
tes duas observações. A primeira é que, em relação à conservação da massa de ar,
a equação (13.8) escreve-se como

∫∫∫

Q
δt dxdydz+

∫∫

∂Q
〈δF,n〉dS = 0 (13.15)

onde n indica a normal unitária exterior ao bordo ∂Q. Essa igualdade pode ser lida
da seguinte maneira: o lado esquerdo é a soma da variação em Q mais a variação
pelo bordo ∂Q, sendo essa a variação total da massa em Q; o lado direito afirma
que essa variação total é nula. Essa interpretação será usada logo a seguir.

Como a densidade é constante e F é ortogonal a S2, de (13.15) segue-se que∫∫

S1

〈δ0F,n〉dS+

∫∫

S3

〈δ0F,n〉dS =

∫∫

S1

−δ0M dS+

∫∫

S3

δ0M dS = 0

onde foi usado que n = (0,−1,0) em S1 e n = (0,1,0) em S3. Daí se segue que
∫∫

S1

δ0M dS =

∫∫

S3

δ0M dS (13.16)
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o que significa apenas que o que entra de ar em S1 é igual ao que sai em S3.
A segunda observação importante é em relação à quantidade de movimento,

igual ao produto da massa pela velocidade. Usando uma notação infinitesimal, em
cada elemento de volume dxdydz de Q, a massa é δ0 dxdydz e a quantidade de
movimento é Fδ0 dxdydz. Assim, a quantidade de movimento em Q é o vetor

∫∫∫

Q
Fδ0 dxdydz =

(
0,
∫∫∫

Q
Mδ0 dxdydz, 0

)

Já no bordo, em cada elemento de área dS passa o volume 〈F,n〉dS e a massa
δ0〈F,n〉dS, com a correspondente quantidade de movimento Fδ0〈F,n〉dS. Assim,
a variação líquida da quantidade de movimento por ∂Q e na direção n é dada por

∫∫

∂Q
Fδ0〈F,n〉dS =

(
0,
∫∫

S1

−δ0M2 dS+

∫∫

S3

δ0M2 dS, 0

)

onde foi usado de novo que F é ortogonal a S2 e as expressões de n em S1 e em S3.
Ora! Análogo ao caso da massa em (13.15), a variação total da quantidade de

movimento (variação em Q mais a variação por ∂Q) é

F =
d

dt

∫∫∫

Q
Fδ0 dxdydz+

∫∫

∂Q
Fδ0〈F,n〉dS

que é exatamente a força de arrato. Finalmente, como F é estacionária, o termos
envolvendo a derivada d/dt e anula, e, portanto

F =

(
0,
∫∫

S1

−δ0M2 dS+

∫∫

S3

δ0M2 dS, 0

)

Essa expressão pode ser simplificada usando a equação (13.16). De fato, da-
quela equação e de que M é constante em S1, segue-se que

∫∫

S1

δ0M2 dS = M0

∫∫

S1

δ0M dS = M0

∫∫

S3

δ0M dS =

∫∫

S3

δ0MM0 dS

Substituindo essa igualdade na expressão da força, obtém-se que

F =

(
0,
∫∫

S3

δ0M(M−M0)dS, 0

)

Assim, a força pode ser calculada usando-se apenas a velocidade de entrada e
a de saída, velocidades que podem ser obtidas experimentalmente.
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A figura ao lado ilustra o caso em que a velo-
cidade de entrada é M0 e a de saída é

M(x,L,z) =
2M0

R2 (R2 − x2 − z2)

Veja que, na saída, a velocidade no centro do túnel é grande, e diminui à me-
dida que o ponto se afasta do centro. Neste caso, um cálculo fácil mostra que a
equação (13.16), da conservação da massa, é satisfeita, e a força é dada por

F = (0,
1
3

πR2δ0M2
0 ,0)

Exercícios
1) Suponha que um reservatório, na forma de um hemisfério de raio R, esteja abas-
tecido de água até a altura H . Denote por Q ⊂ R

3 a região ocupada pela água e
por V o seu volume. Para o cálculo de V , considere o campo F(x,y,z) = (x,y,z) e
denote por n a normal unitária exterior a Q. Observe que ∂Q = S1 ∪S2 ∪S3, em
que S1 é a superfície de cima, S2 é a superfície lateral e S3 é o fundo da região Q,
conforme ilustra a figura abaixo. Julgue os itens a seguir

C E a) Em S3, a projeção ortogonal de F sobre
n é nula.

C E b) S1 é um disco de raio
√

R2 +H2.

C E c)
∫∫

S1
〈F,n〉dS = R× área de S1.

H

S3

S2

S1

C E d) Usando coordenadas esféricas, obtém-se que a área de S2 é 2π H R.

C E e) Do Teorema da Divergência segue-se que o volume é dado por
V = 1

3(R× área de S1 +H × área de S2).

2) As ondas de certas antenas se propagam segundo o vetor de Poynting médio

F(x,y,z) = K
x2 + y2

(x2 + y2 + z2)5/2
(x,y,z), K = constante

Para uma superfície fechada S que contém a antena em seu interior, a potência
média radiada através de S é o fluxo de F na direção da normal exterior. Suponha
que a antena esteja na origem do sistema Oxyz, indique por Sa a esfera de raio
a > 0 e centro na origem e por Qa o sólido compreendido entre S e Sa, de modo
que ∂Qa é a união das superfícies S e Sa. Veja a figura abaixo.
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SQaSa

a) Obtenha a parametrização ϕ : D → R
3 e o

elemento de área dS de Sa em coordenadas
esférias.

b) Expresse, em coordenadas esféricas, os ve-
tores de Poynting médio e o normal unitá-
rio exterior na à esfera Sa.

c) Use os itens acima para calcular o fluxo de F através de Sa na direção na.

d) Pode-se mostrar que divF ≡ 0 fora da origem. Use essa informação para
calcular o fluxo de F através do bordo ∂Qa.

e) Conclua que a potência média radiada pela antena é independente de S.

3) O ângulo sólido Ω subtendido por uma superfície S a partir de um vértice P0

é o conjunto de todos os raios que partem de P0 e passam por S. Se Sa indica a
interseção de Ω com a esfera de raio a e centro em P0, então a medida de Ω é

|Ω|= 1
a2

área de Sa

Indique por Q é a parte de Ω que está entre S e Sa,
e por n a normal unitária exterior a Q. Sem perda
de generalidade, suponha que P0 = (0,0,0).

a) Calcule o divergente do campo
F(P) = P/‖P‖3.

P0

Sa

S

b) Obtenha a expressão de n(P) em um ponto P ∈ Sa.

c) Use os itens anterior e o teorema da divergência para calcular a área de Sa

em termos de uma integral sobre S.

d) Conclua que |Ω| não depende do raio a.

e) Calcule a medida do ângulo sólido subtendido pela superfície triangular de
vértices em (2,0,0), (0,3,0) e (0,0,2).

4) Considere um sistema Oxyz em que z mede a profundidade de um líquido de den-
sidade constante δ0. Suponha que o sólido Q, limitado pela esfera
x2 + y2 + z2 = 1 e pelo cone z =

√
x2 + y2, esteja imerso nesse líquido, e in-

dique por n = (n1,n2,n3) a normal unitária exterior ao ∂Q. Nesse caso, a in-
tensidade da pressão exercida pelo líquido no ponto (x,y,z) é p(x,y,z) = δ0gz,
onde g é a aceleração da gravidade. Além disso, como a pressão atua na dire-
ção normal, a força exercida pelo líquido sobre o elemento de área dS do bordo é
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dF = −pndS = (−pn1 dS,−pn2 dS,−pn3 dS). A força total F = (F1,F2,F3) é
então a soma de todas as forças infinitesimais dF .

n

x y

z

a) Descreva o sólido Q em coordenadas esféricas.

b) Calcule a massa M e o peso W =Mg do volume
do líquido deslocado por Q.

c) Use um argumento infinitesimal para expressar
as componentes de F em termos de integrais de
superfícies sobre o ∂Q.

d) Observando que −pn1 = 〈R1,n〉 onde R1 = (−p,0,0), e analogamente para
−pn2 e −pn3, use o item anterior e o teorema de Gauss para expressar F

em termos de integrais sobre Q.

e) Expresse a força F apenas em termos das quantidades obtidas no item b).
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Respostas dos exercícios

Parte I

Capítulo 1

1) a) Certo.

b) Certo.

c) Errado.

d) Errado.

e) Errado.

2) a) Basta notar n = (a,b,c) é um
vetor ortogonal ao plano

b) x − x0 = ka; y − y0 = kb;
e z− z0 = kc

c) k =−ax0 +by0 + cz0 +d

a2 +b2 + c2

d) ‖P−P0‖2 = k2(a2 +b2 + c2)

e)
|ax0 +by0 + cz0 +d)|√

a2 +b2 + c2

3) a) P0 ∈P ⇒ x2
0 +y2

0−2z0 = 2z0 ⇒
‖P−F‖2 = x2

0 +y2
0 +(z0 −1)2 =

(z0 +1)2 = ‖P0 −Q0‖2

b) O triângulo FP0Q0 é isósceles

c) P(t) = P0 + tN, t ∈ R, onde
N = (x0/2,y0/2,−1)

d) N é paralelo a
F −Q0 = (−x0,−y0,2)

e) a = P0Q̂0F , b = P0F̂Q0 e
P0F̂Q0 = P0Q̂0F ⇒ a = b

4) a) h = ‖Q‖sen(θ)

b) A2 = ‖P‖2‖Q‖2(1− cos2(θ))

c) A2 = (a2 +b2)(c2 +d2)
− (ac+bd)2

d) A =

∣∣∣∣det

(
a b

c d

)∣∣∣∣
e) área = 5/2

Capítulo 2

1) a) Certo.

b) Certo.

c) Errado.
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d) Errado.

e) Certo.

2) a) São as retas xy = 0 e as hipérboles
xy =±1 e xy =±4.

b) São gráficos de g(x) = h(x) = |x|.
c) x2 + y2 −2|xy| ≥ 0 ⇒

f (x,y) ≤
√

x2 + y2/
√

2

d) ∀ ε > 0, ∃ δ > 0; 0< ||P−P0||<
δ ⇒ | f (P)−L|< ε

e) ∀ ε > 0, ∃ δ =
√

2ε ; 0 < ||P −
P0||< δ ⇒ | f (P)− f (P0)|< ε ⇒
f é contínua em P0.

3) a) lim(x,y)→(0,y0) T (x,y) = 15.

b) y =
√

3x/3 e y = x, respectiva-
mente.

c) limites distintos ao longo das cur-
vas de nível.

d) U(x,y)=

(
y√

x2 + y2
,

−x√
x2 + y2

)
.

e) 〈U(x,y),(x,y)〉 = 0 ∀(x,y) ∈ D.

4) a) x2 +(y+ 1/K)2 = 1+ 1/K2 com
y > 0 e K = tan(πk/20).

b) x2 +(y+1)2 = 2 com y > 0

c) considere isotermas distintas.

d) o limite existe e é igual a 10.

e) o limite existe e é igual a 0.

Capítulo 3

1) a) Errado.

b) Errado.

c) Certo.

d) Certo.

e) Errado.

2) a) g(s, t) = 4π2s/t2

b) Derivadas parciais contínuas.

c) g(s, t) = g(s0, t0)+ (
4π2

t2
0

)(s− s0)

− (
8π2

t3
0

)(t − t0)

d) |g(s, t)−g(s0, t0)| ≤ 1
100 g(s0, t0)

e) Erro percentual máximo ≤ 0,2%.

3) a) F(P) =−GMm
‖P‖2

P
‖P‖

b) fx(x,y,z) =
−ax

(x2+y2+z2)3/2 ;

analogamente para fy e fz

c) a = GMm

d) fxx(x,y,x) =
a(2x2−y2−z2)

(x2+y2+z2)5/2 ,

analogamente para fyy e fzz.

e) Basta somar as três derivadas.

4) a) É a hipérbole x2 −y2 = 1, as retas
y =±x e a hipérbole y2 − x2 = 1.

b) g(x,y) =
∫

2ydx = 2xy+d(y)

c) 2x + d′(y) = gy(x,y) =
− fx(x,y) = 2y

⇒ d′(y) = 0 ⇒ d(y) = d0

d) É a hipérbole xy = 1.

e) Notar que 〈∇g,∇ f 〉= gx fx+gy fy

= fy fx − fx fy = 0.
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Capítulo 4

1) a) Certo.

b) Errado.

c) Errado.

d) Errado.

e) Certo.

2) a) fx(P) =
−2Kx
‖P‖2 e fy(P) =

−2Ky

‖P‖2

b) ‖E(P)‖= 2K
‖P‖ e U(P) = P

‖P‖

c) São os arcos x2 +y2 = e−C/K com
y > 0 e C 6= 0.

d) E ′(t) = 〈mP′′(t)−F(P(t)),P′(t)〉
= 0

e) E (t) e f (P(t)) constantes ⇒
‖P′(t)‖ também constante.

3) a) ‖∇ f (P)‖ ≤
√

62 +82 = 10

b) g(1)−g(0) = f (P2)− f (P1)

c) g′(t) = 〈∇ f (P(t)),P2 −P1〉
d) ‖ f (P1)− f (P2)‖ ≤ 10‖P1 −P2‖

∀ P1,P2 ∈ D

e) ‖ f (P1)− f (P2)‖ ≤ 10‖P1 −P2‖
≤ 10×2r ∀ P1,P2 ∈ D ⇒ L = 20r

4) a) gx(x,y) = (1− y)x f (x),
gy(x,y) =−

∫ x
0 t f (t)dt,

hx(x,y) =−y(1− x) f (x) e
hy(x,y) =

∫ 1
x (1− t) f (t)dt

b) d
dx

g(x,x) = (1− x)x f (x)
− ∫ x

0 t f (t)dt

c) d
dx

h(x,x) =−(1− x)x f (x)

+
∫ 1

x (1− t) f (t)dt e

u′(x) =
∫ 1

x f (t)dt − ∫ 1
0 t f (t)dt

d) u′′(x) =− f (x) com
u(0) = u(1) = 0

e) u(1− x) =
∫ 1−x

0 xt f (t)dt

+
∫ 1

1−x(1− x)(1− t) f (t)dt

=
∫ 1

x x(1− s) f (s)ds

+
∫ x

0 (1− x)s f (s)ds = u(x)

Capítulo 5

1) a) Certo.

b) Errado.

c) Errado.

d) Certo.

e) Errado.

2) a) z = c

√
1− x2

a2 − y2

b2

b) V (x,y) = 8cxy

√
1− x2

a2 − y2

b2

c) V (x,y) ≥ 0 e V se anula sobre o
bordo ∂D.

d) O único ponto crítico é ( a√
3
, b√

3
).

e) Único pt. crítico ⇒ ponto de má-
ximo; os lados são 2a√

3
, 2b√

3
e 2c√

3
.

3) a) A(s,θ) = ssen(θ)(scos(θ)
+L−2s).

b) É o retângulo de lados L/2 e π/2.

c) A(s,θ) ≤ A(L/2,π/4) = L2/8.

d) O único ponto crítico é (L
3 ,

π
3 ).

e) s = L/3 e θ = π/3
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4) a) C é fechado e limitado e f é
contínua.

b) ∇ f (x,y) = (8ky2,16kxy) e
∇g(x,y) = (2x/a2,2y/b2).

c) 8ky2 = λ2x
a2 , 16kxy = λ2y

b2

e x2

a2 +
y2

b2 = 1

d) Tem o ponto

(x0,y0) =
(√

1
3 a,

√
2
3 b
)

.

e) f (a,0) = f (0,b) = 0 e
f (x0,y0) > 0 ⇒ (x0,y0) é máx.
absoluto ⇒ as dimensões são
l = 2x0 e h = 2y0.

Parte II

Capítulo 6

1) a) Errado.

b) Errado.

c) Certo.

d) Certo.

e) Errado.

2) a) 0 ≤ δ (x,y) ≤ 2
b) D = {(x,y);0 ≤ x ≤ √

π e x ≤
y ≤√

π}
c) D = {(x,y);0 ≤ y ≤ √

π e 0 ≤
x ≤ y}

d) M = 2

e) δ0 = M/A = 2 2
π ∈ (0,2)

3) a) h(y,ε) = −1
(1+y)2 +

ε
(ε+y)2

b) H(ε ,δ ) = 1
2 − 1

1+δ
+ ε

ε+δ
− ε

ε+1

c) limε→0 H(ε ,ε) = 0

d) limε→0 H(ε ,ε) =−1/6

e) f não é integrável em D.

4) a) A = (−2,0), B = (−
√

3,−1),
C = (3,−1) e D = (4,0).

b) D1 = {(x,y);−2 ≤ x ≤−
√

3 e
−
√

4− x2 ≤ y ≤
√

4− x2},
D2 = {(x,y);−

√
3 ≤ x ≤ 0 e

−1 ≤ y ≤
√

4− x2},
D3 = {(x,y);0 ≤ x ≤ 3 e

−1 ≤ y ≤
√

4− x} e
D4 = {(x,y);3 ≤ x ≤ 4 e

−
√

4− x ≤ y ≤
√

4− x}
c) A = 4

3π + 1
2

√
3+9

d) D = {(x,y);−1 ≤ y ≤ 2 e
−
√

4− y2 ≤ x ≤ 4− y2}
e) Os resultados são iguais.

Capítulo 7

1) a) Certo.

b) Errado.

c) Errado.

d) Certo.

e) Errado.

2) a) O ponto mais baixo é (1,1) e o
mais alto é (3/2,18).

b) a = 1 e b = 18.

c) D̂={(u,v);1≤u≤3 e 1≤ v≤ 2}
d) M =

∫∫
D̂

v3u2

v
dudv = 26

e) 1 ≤ y = 1089
130 ≤ 18
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3) a) r2(t)θ ′(t) = K 6= 0 ⇒ θ ′(t) 6= 0
⇒ θ(t) estritamente monótona.

b) A(α) = 1
2

∫ α
0 r2(θ)dθ

c) A(θ(t)) = 1
2

∫ θ (t)
0 r2(θ)dθ

d) A′(t) = d
dα A(α)

∣∣
α=θ (t)

×θ ′(t) =
1
2r2(θ(t))θ ′(t) = 1

2r2(t)θ ′(t) = K
2

e) Entre os instantes t1 e t2, a
área varrida é A(t2) − A(t1) =∫ t2

t1
A′(t)dt = 1

2 K(t2 − t1)

4) a) V =
∫∫

D p(x,y)dxdy, onde D é a
região limitada pela elipse.

b) V =∫∫
D̂

H cos
(

π
2

√
u2 + v2

)
abdudv,

onde D̂ é o disco de raio 1.

c) V = 4abH(1−2/π)

d) A = πab

e) Altura média = (4H/π)(1−2/π)

Capítulo 8

1) a) Certo.

b) Errado.

c) Errado.

d) Certo.

e) Certo.

2) a) dF(P) = Gm0dm

‖P‖2
P
‖P‖

b) Fv =
∫∫∫

Q
Gm0δ0zdxdydz

(x2+y2+z2)3/2

c)
∫ 4

0
zdz

(r2+z2)3/2 = r−1 − (r2 +42)−1/2

d) Fv = 4πGm0δ0

e) d = 3> 2= distância da partícula
ao centro de massa.

3) a) h = z e dW = gzdm ⇒
W =

∫∫∫
Q gzδ0 dxdydz

b) f (x,y) = H
R

√
x2 + y2,

com x2 + y2 ≤ R2

c) Q = {(x,y,z) ∈ R
3; x2 + y2 ≤ R2

e 0 ≤ z ≤ H
R
(R−

√
x2 + y2}

d) W = 5
12gπH2R2δ0

e) W = 80πg×1017 > 2,4×1017

4) a) H =
√

R2
2 −R2

1

b) Q = {(x,y,z); R2
1 ≤ x2 + y2 ≤

R2
2 e

0 ≤ z ≤
√

R2
2 − x2 − y2}

c) M = δ02π(R2
2 −R2

1)
3/2/3

d) M = δ02πH3/3

e) z = 3H/8

Capítulo 9

1) a) Certo.

b) Certo.

c) Errado.

d) Certo.

e) Errado.

2) a) D = {(x,y); x2 + y2 ≤ 22} e
f (x,y) = 1

2 (x
2 + y2)
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b) z = y

c) Q = {(x,y,z); x2 +(y−1)2 ≤ 1 e
f (x,y) ≤ z ≤ y}

d) Q = {(r,θ ,z); 0 ≤ θ ≤ π,
0 ≤ r ≤ 2sen(θ) e
1
2r2 ≤ z ≤ r sen(θ)}

e) V = π
4

3) a) Q = {(x,y,z); R2 ≤ x2 + y2 + z2

≤ (R+h0)
2}

b) Q̂ = {(ρ ,θ ,φ); 0 ≤ θ ≤ 2π,
0 ≤ φ ≤ π e
R ≤ ρ ≤ R+h0}

c) M = 4π
[

a
3ρ3 − b

4ρ4
]∣∣R+h0

R

d) M ≈ 1,6×1018

e) 100× 1,6
5,1 > 30

4) a) ‖E(P)‖2 = ( q
4πε0

)2 ‖P‖2

R6

se ‖P‖ ≤ R, e ‖E(P)‖2 =
= ( q

4πε0
)2 1

‖P‖4 se ‖P‖> R

b) ‖E(P)‖2 = ( q

4πε0R3 )
2 ρ2

R6

se ‖P‖ ≤ R, e ‖E(P)‖2 =
= ( q

4πε0
)2 1

ρ4 se ‖P‖> R

c) ε0
2

∫∫∫
BR
‖E(x,y,z)‖2 dxdydz =

= 1
2

q2

4πε0

1
5R

d) ε0
2

∫∫∫
Qa

‖E(x,y,z)‖2 dxdydz =

= 1
2

q2

4πε0

(
1
R
− 1

a

)
e U = 3

5
q2

4πε0

1
R

e) d = 5
12 R

Parte III

Capítulo 10

1) a) Certo.

b) Errado.

c) Certo.

d) Errado.

e) Certo.

2) a) ds = ‖P′(t)‖dt = 90cos(t)sen(t)

b)
∫

C ds = 45

c)
∫

C Ads = soma das áreas infinite-
simais A(x,y)ds.

d)
∫

C Ads = 225

e) altura média = 5.

3) a) P(θ)= (r(θ)cos(θ),r(θ)sen(θ))

b) P′(θ) = r′(θ)(cos(θ),sen(θ))
+ r(θ)(−sen(θ),cos(θ))

c) ds =
√

r(θ)2 + r′(θ)2 dθ

d)
∫√

1+ cos(θ)dθ =±2
√

2sen(θ
2 )+ c,

conforme o sinal de cos(θ
2 ).

e) Comprimento = 8a.

4) a) O plano passa pela origem.

b) ‖u‖= ‖v‖= 1, 〈u,v〉= 0 e a soma
das coordenadas de u e de v se
anulam.

c) w é combinação linear de vetores
do plano, e ‖w‖=

√
a2 +b2.

d) P(θ) = cos(θ)u+ sen(θ)v

e) M = 2π/3
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Capítulo 11

1) a) Errado.

b) Certo.

c) Certo.

d) Errado.

e) Errado.

2) a) São uniões de regiões simples.

b)
∮

∂R1
Ldv+M d p =

=−∫∫R1
(Mv −Lp)dvd p

c)
∮

∂R1
pdv = área de R1.

d)
∮

∂R2
pdv =− área de R2.

e) W = área de R1− área de R2.

3) a)
∫

C0
〈B,T 〉ds = 4π

b)
∫

∂D〈B,T 〉ds=
∫∫

D(Ly −Mx)dxdy,
com ∂D =C∪−C0

c) Mx(x,y) = Ly(x,y) =
2(y2−x2)
(x2+y2)2

d)
∫

∂D〈B,T 〉ds = 0

e)
∫

C〈B,T 〉ds = 4π

4) a) P(t)= (cos(t),sen(t)), t ∈ [−π
4 ,

π
4 ]

e
∫
−C0

〈B,T 〉ds = 3π/2

b) 〈B,T 〉= 0 em Ci, i = 1,2

c) Lx(x,y) =−My(x,y) =
6xy

(x2+y2)2 e

Ly(x,y) = Mx(x,y) =
−3(x2−y2)
(x2+y2)2

d)
∫

∂D〈B,T 〉ds = 0

e)
∫

C〈B,T 〉ds = 3π/2

Capítulo 12

1) a) Certo.

b) Errado.

c) Errado.

d) Errado.

e) Certo.

2) a) S(P) = I2R
2πa2L

(−x,0,−z)

b) D={(t,y);0≤t≤2π e 0 ≤ y ≤ L}
e ϕ(t,y) = (acos(t),y,asen(t))

c)
∫∫

S2
〈S,n〉dS =−RI2

d)
∫∫

∂C〈S,n〉dS =−RI2

e) Energia térmica que sai =
energia eletromagnética
que entra.

3) a) 〈F,T 〉= 0 em C1, C2 e C3

b) P(θ) = ϕ(1,θ), θ ∈ [0,π/2] e∫
C4
〈F,T 〉ds = π/4

c) ϕr ×ϕθ = (sen(θ),−cos(θ),r),
dS = ‖ϕr ×ϕθ‖drdθ

e n = ϕr×ϕθ

‖ϕr×ϕθ‖

d)
∫∫

S
〈rotF,n〉dS = π/4

e) Aplica-se, uma vez que∫
∂S〈F,T 〉ds= π/4=

∫∫
S
〈rotF,n〉dS

4) a) P(θ) = (cos(θ),sen(θ),0),
T (θ) = (−sen(θ),cos(θ),0) e
T ×B = (N cos(θ),N sen(θ),

−M sen(θ)−Lcos(θ))

b) −a2π sen(ωt)

c) V (t) =
∫∫

S
〈−Bt ,n〉dS
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d) V (t) =−kωπ cos(ωt)

e) I(t) =− 1
ℓkπ sen(ωt) e

Fv =
1
ℓ2akπ2 sen2(ωt)

Capítulo 13

1) a) Certo.

b) Errado.

c) Errado.

d) Certo.

e) Errado.

2) a) ϕ(ρ ,θ) = (asen(φ)cos(θ),
asen(φ)sen(θ),acos(φ))

e dS = a2 sen(φ)dθdφ

b) F̂(ρ ,θ ,φ) = K sen2(φ)
ρ2 na com

na = (sen(φ)cos(θ),
sen(φ)sen(θ),cos(φ))

c)
∫∫

Sa
〈F,na〉dS = Kπ8/3

d)
∫∫

∂Qa
〈F,n〉dS =

=
∫∫∫

Qa
divF dxdydz = 0

e)
∫∫

S
〈F,n〉dS = Kπ8/3 independe

de S.

3) a) divF ≡ 0

b) n(P) =−P/a

c) área de Sa = a2 ∫∫
S
〈F,n〉dS

d) |Ω|= ∫∫
S
〈F,n〉dS é independente

de a.

e) 4π/8

4) a) Q̂ = {(ρ ,θ ,φ); 0 < ρ < 1,
0< θ < 2π e 0< φ < π/4}

b) V =
∫∫∫

Q̂
ρ2 sen(φ)dρdθdφ ,

M = δ0V e W = Mg

c) F =
(∫∫

∂Q−pn1 dS ,
∫∫

∂Q−pn2 dS,
∫∫

∂Q−pn3 dS
)

d) F =
(

0,0,
∫∫∫

Q−δ0gdxdydz
)

e) F = (0,0,−W )
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