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1. Consideracoes iniciais

“We are shaped and fashioned by what we love.”
Johann Wolfgang von Goethe

As ultimas décadas tém testemunhado uma crescente evolugio dos métodos matemadticos em geral para
melhor descri¢ao, entendimento e tomada de decisoes nos mais variados campos da ciéncia. Entre esses
métodos, a utilizacdo de métodos estatisticos tem crescido e se popularizado cada vez mais. Areas como
engenharia, zoologia, biologia, medicina, fisica, dentre outras, tém se beneficiado das ferramentas originadas
na estatistica para tratamento de dados empiricos. Nesse contexto, este texto traz uma introdugéo geral
a alguns dos principais conceitos em andlise estatistica de dados, com foco em aplicagbes em economia
e financas. Para financas, especificamente, o foco principal estd na aplicagio de técnicas estatisticas
para mensuragao e gerenciamento de risco. Nesse caso, hd um interesse grande nas caracteristicas mais
detalhadas,! por exemplo, do processo aleatério por tras da geracio dos dados observados nas perdas
monetarias por fraudes bancdrias, ou por inadimpléncia de devedores em empréstimos financeiros. Em
muitas das aplicagoes para dados econdmicos abordadas neste texto, o interesse reside na descri¢do via

modelos mateméaticos da interrelagdo entre varidveis socioeconémicas.

Os modelos matemadticos intrinsecos as andalises estatisticas de dados correspondem a modelos em que
algumas medidas das observagdes ndo sao observadas com perfeita precisio, e sao sujeitas a aleatoriedades,
que podem ser causadas por uma série de fatores: aleatoriedades resultantes do processo de amostragem, de
erros de mensuragéo, de desconhecimento pleno do conjunto de informacéo relevante, e assim por diante.
Diante disso, um elemento crucial em toda a andlise estatistica de dados é o conceito de varidveis aleatdrias.
De maneira simples e intuitiva, varidveis aleatérias sdo grandezas das quais nao conhecemos os valores ao
certo. Por exemplo, o valor da taxa SELIC? a ser divulgada pelo Banco Central apds a préxima reuniéo
do COPOM (Comité de Politica Monetdria) é uma varidvel aleatéria. O valor dos nimeros sorteados na

proxima rodada da Megasena é uma varidvel aleatdria.

De um modo geral, a formulacdo de um modelo matematico pode ser vista como a nossa humilde e
humana tentativa de tentar interpretar e/ou entender algumas caracteristicas localizadas da maneira de
como Deus (ou a natureza) governa o funcionamento do mundo.? As trés Leis de Newton, por exemplo,
s&o uma maneira de representar matematicamente principios localizados de funcionamento do universo.
Nesse contexto, a analise estatistica de dados pode ser vista como uma tentativa humilde de nés, seres
humanos, lermos da melhor maneira possivel os sinais divinos contidos nos dados empiricos. Imagine, por

exemplo, que estamos interessados em estudar o tempo decorrido entre fortes secas na regiao Nordeste do

1Conforme veremos nos préximos capitulos, essas caracteristicas mais detalhadas do processo de geragao dos dados
aleatdrios é representada na funcdo de distribuigdo acumulada.

2A taxa SELIC é a taxa bésica de juros brasileira que é utilizada como referéncia para a politica monetéria.

3 Apesar da formacdo cristd dos autores, o leitor agndstico ou adepto de outras religides podera interpretar essas analogias
de outras maneiras, em concordancia com suas proprias crengas (ou descrengas).
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Brasil. Uma forma de abordar diretamente esse problema é entender como, no universo divino, funciona o
processo de geracao de secas no nordeste brasileiro. Para isso, podemos inicialmente formular um modelo
matemético, com um componente aleatério, para explicar o tempo decorrido entre secas fortes. Em seguida,
precisamos coletar uma massa de dados correspondente aos anos em que foram observadas secas na regiao
— esses sa0 os sinais divinos sobre a maneira pela qual Ele governa o aparecimento de secas. A esse processo
de geragdo dos dados observados pelo pesquisador é atribuida a denominacio de processo gerador de
dados ou PGD.* Por meio de técnicas estatisticas de andlise, podemos (1) estimar, da melhor maneira
possivel, algumas caracteristicas dos modelos estocdsticos que descrevem o processo de geracao das secas,

e (2) levantar medidas da imprecisdo dessas estimativas.
Com base nessa discussio, este texto pretende:

1) Discutir o processo inicial de exploragdo de uma base de dados com informacdes disponiveis, para
termos uma ideia de que método utilizar posteriormente para a analise dessas informagoes. Em qualquer
trabalho de anilise de dados, esse passo corresponde ao primeiro, a partir do qual o analista ird adquirir
uma fotografia das caracteristicas agregadas principais da base de dados como um todo, calculando, por
exemplo, medidas de dependéncia entre diversas varidveis, quando for o caso. Uma vez obtida essa fotografia
inicial, o préximo passo consiste na utilizagdo de modelos matemaéticos para descrever, prever e avaliar o

efeito de determinadas decisdes sobre as varidveis de interesse.

2) Fazer uma introdugéo aos modelos matematicos comumente utilizados para a descricio de fendmenos
da natureza, nos quais existe um componente (ou componentes) de aleatoriedade. Para isso, uma discussao
sobre varidveis aleatdrias serd introduzida, cobrindo algumas das principais varidveis aleatérias utilizadas
na prética. Serdo abordadas varidveis tanto discretas quanto continuas. Varidveis aleatérias discretas sio
utilizadas para modelar, por exemplo, a frequéncia de perdas operacionais por fraudes internas ou externas
em um determinado periodo de tempo, enquanto varidveis aleatdrias continuas sio utilizadas para modelar
a severidade (valor monetdrio incorrido) dos eventos de perda, ou para modelar a renda dos domicilios
em uma determinada unidade da federag¢do no Brasil. Tanto as varidveis aleatdrias discretas quanto as
continuas possuem pardmetros livres, que podem ser ajustados para melhor adaptar essas varidveis aos
dados histdricos dos eventos estudados. Além disso, faremos uma discussao sobre quais caracteristicas das

varidveis aleatdrias sdo mais importantes na prética, e por que essas caracteristicas sdo importantes.

3) Apresentar alguns dos principais métodos utilizados para encontrar os modelos matematicos, dentro
de familias pré-determinadas de varidveis aleatdrias, que mais se aproximam do processo gerador de dados.
Esses métodos sdo utilizados justamente para encontrarmos os parametros livres das varidveis aleatdrias
discretas ou continuas.’ O primeiro método corresponde ao método de momentos, enquanto o segundo

método corresponde aos estimadores de mdxima verossimilhanga.

4Em inglés, data generating process ou DGP

5Conforme discutiremos mais adiante neste texto, em muitos casos, ndo necessariamente um determinado processo
estocéstico pode ser modelado por uma varidvel puramente discreta ou puramente continua. Pode haver processos onde
a variavel aleatdria apresenta descontinuidade, por exemplo, no valor zero. Esses processos podem ser tratados via modelos
de mistura, conforme veremos no Capitulo 7 deste livro.
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4) Discutir o processo comumente conhecido como simulagées de Monte Carlo, de acordo com
o qual procura-se replicar o processo gerador de dados, para estudar o que acontece quando utilizamos
determinadas técnicas estatisticas. As simulacées de Monte Carlo constituem-se em uma ferramenta

poderosa para entender todos os procedimentos por tras das andlises estatisticas de dados.

5) Identificar e entender, a partir de simulagdes de Monte Carlo, as imprecisoes incorridas na andlise
de dados estatisticos usados, por exemplo, para a estimacao de caracteristicas de modelos matematicos.
Nesse caso, abordaremos também a imprecisao incorrida na estimacgao dos pardmetros livres de variaveis
aleatodrias discretas e continuas. De fato, estimadores de parametros livres de varidveis aleatérias sdo obtidos
a partir de cdlculos com dados aleatérios. Portanto, esses estimadores também sdo varidveis aleatérias, e
como tal também possuem suas préprias caracteristicas. Em um primeiro momento, essas caracteristicas
serdo estudadas via simulagbes de Monte Carlo. Em um segundo momento, discutiremos como essas
caracteristicas podem ser antecipadas analiticamente, mesmo sem se recorrer a processos de simulagao.
Essa é uma das bases do processo conhecido como inferéncia estatistica. A inferéncia estatistica, antes
de mais nada, corresponde justamente a como o analista pode antecipar o que seria observado nas simulagées
de Monte Carlo caso ele decidisse por assim proceder. O processo de inferéncia estatistica parte do que

denominamos de distribuicao de um estimador estatistico.

6) Apresentar uma discussao sobre a qualidade do ajuste dos modelos matematicos tedricos aos dados
empiricos usados para a estimagao desses modelos. Com base na distribui¢do dos estimadores estatisticos,
dois procedimentos comumente utilizados sdo a construgao de intervalos de confianga para os parametros
livres estimados e os testes de hipdtese a respeito desses pardmetros. A abordagem utilizada na discussao
conta tanto com a discussao analitica desses dois procedimentos, quanto com ilustragoes via simulagoes de
Monte Carlo. A partir de entdo, uma discuss@ao mais detalhada sera conduzida sobre os testes de hipdteses
para verificar a qualidade do ajuste dos modelos matemdticos (varidveis aleatérias utilizadas) aos dados
empiricos observados. Ou seja, queremos inferir o quao préximo nosso modelo matemaético estd dos sinais

divinos coletados.

7) Introduzir técnicas de combinagao de modelos simples para a obtengdo de modelos mais complexos e
flexiveis. No processo de selecdo de modelos paramétricos que melhor se adequam aos dados observados,
avaliando-se esses modelos via testes de ajuste, pode-se chegar & conclusdo de que néo necessariamente as
distribui¢bes padrdes tradicionais utilizadas sao suficientes para modelar os diversos conjuntos de dados
encontrados na prdtica. Nesse caso, pode-se recorrer a combinacgoes de distribui¢oes simples, chegando-se
a formas funcionais bem mais flexiveis. Uma primeira classe de modelos que vem ganhando cada vez malis
espaco, dada a sua flexibilidade e a sua facilidade de interpretacao, sio os modelos de mistura.® Os
modelos de mistura podem ser construidos a partir de combinagbes convexas entre distribui¢des padroes

tradicionais.

8) Considerar o processo de utilizagio de modelos que de fato ndo correspondem exatamente ao

processo gerador de dados, mas que nem por isso deixam de ser uteis. De fato, a partir da discussio

SEm inglés, mizture models.
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sobre a flexibilidade dos modelos de mistura para o ajuste de diversas situacoes encontradas na prética,
iniciaremos uma discussao sobre um principio que nés particularmente achamos um dos mais importantes
na andlise estatistica de dados: “todo modelo estatistico estd errado, mas alguns modelos sio tteis”.”
Conforme discutimos anteriormente, um dos abjetivos da andlise estatistica de dados é tentar encontrar
um modelo estatistico para aproximar o processo gerador de dados (que somente Deus conhece). E dificil
de acreditar que conseguiremos reproduzir exatamente o processo gerador de dados do Divino Criador.
Porém, podemos tentar chegar o mais préximo possivel, de forma que o nosso modelo possa satisfazer aos
nossos objetivos de tomada de decisdo ou os nossos objetivos de pesquisa cientifica. Neste texto, fazemos
uma discussao intuitiva sobre os principios de aproximacao de modelos e sobre os principios de selecdo de
modelos estatisticos, mostrando que, mesmo quando o modelo utilizado por nds nao corresponde exatamente
ao processo gerador de dados, os resultados obtidos ao final da andlise podem ser tio bons quanto se
estivéssemos utilizando exatamente o modelo correto. Para todos esses fatos, faremos uma discussio tedrica

intuitiva, e apresentarernos ilustragdes a partir de simulagoes de Monte Carlo.

9) Introduzir a teoria para a modelagem de processos estocédsticos que dependem de um vetor de
vérias varidveis aleatdrias. Nos topicos de (1) a (8) anteriores, sio discutidos principios basicos da andlise
estatistica de dados, com foco em ajuste de modelos paramétricos a bases de dados com apenas uma
varidvel de interesse (ou uma base de dados com diversas varidveis de interesse, mas sendo que cada
varidvel é analisada separadamente). Na maioria dos projetos de andlise de dados, independentemente
dos objetivos e da drea da ciéncia, o interesse reside na analise conjunta entre diversas varidveis. Nesse
contexto, o interesse do analista pode ser, por exemplo, descobrir como uma determinada varidvel responde
a alteragdes/estimulos em diversas outras. Por exemplo, caso o governo aumente as tarifas de importagao
de determinado produto, qual o impacto dessa alteragdo sobre o volume total importado para esse produto?
O interesse de pesquisa pode ser construir um sistema dindmico conjunto, de acordo com o qual diversas
varidveis econdwmicas (por exemplo, produto interno bruto, investimento agregado, consumo das familias
e gasto do governo) interagem entre si, gerando um processo de retroalimentagdo que faz com que elas
caminhem juntas ao longo do tempo. Alternativamente, o interesse do pesquisador pode estar em descobrir,
a partir de diversas varidveis de comportamento humano, por exemplo, alguns fatores nao observados
diretamente que expliquem uma grande parcela do que é observado nas varidveis de comportamento.
Em andlise de risco, para uma carteira de investimento composta por vérios ativos, o interesse pode ser
modelar a estrutura de dependéncia entre esses ativos para que, por meio de simulagdes de Monte Carlo,
possamos aproximar a distribuicdo agregada da carteira como um todo. Todas essas, € diversas outras
modalidades de andlise conjunta de varidveis aleatdrias, estao diretamente ou indiretamente ligadas ao
conceito de varidvel aleatdria multivariada ou vetor de variaveis aleatdrias. Esse conceito bésico e
os principios matemadticos bdsicos por tris da modelagem de varidveis aleatdrias conjuntas serao abordados

também neste texto.

10) Apresentar os chamados modelos de regressao no contexto de variaveis aleatérias multivariadas.

Nesses modelos, o interesse reside em se conhecer como uma determinada varidvel aleatéria (ou um conjunto

7A versdo original dessa frase “essentially, all models are wrong, but some are useful’ foi escrita por George Edward
Pelham Box em seu livro Box e Draper (1987).
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de varidveis aleatérias) responde a outras varidveis ou pode ser prevista a partir dos valores de outras
varidveis. Seguindo a denominagdo comumente encontrada na literatura, as varidveis a serem explicadas
e/ou previstas sdo conhecidas como varidveis dependentes, varidveis resposta, varidveis explicadas,
ou varidveis preditas. As varidveis que preveem e/ou explicam as varidveis preditas sdo conhecidas como

varidveis preditoras, variaveis explicativas, varidveis independentes ou covariaveis.

Neste livro, em particular, apresentaremos uma introduc¢do aos modelos de regressao linear, de
acordo com os quais o valor médio de uma varidvel dependente estd linearmente relacionado aos valores
de outras varidveis aleatérias (ou varidveis constantes, no caso de experimentos controlados, por exemplo).
Entao, introduziremos o método de estimacio chamado de minimos quadrados cujos pardmetros sao
estimados a partir da minimizacido do erro quadratico médio produzido pela diferenca entre os valores
da variavel dependente da amostra original e os valores da varidvel dependente gerada pelo modelo. Em
seguida, outros modelos de regressao, conhecidos como modelos de resposta bindria, serdo introduzidos
para lidar com diversas outras situagdes encontradas na natureza. A diferenca principal entre o modelo de
regressao linear tradicional e os modelos de resposta bindria é que os modelos de regressao linear sao mais
adequados para anslise de dados onde a varidvel resposta supode valores continuos, entre menos infinito
e mais infinito. Obviamente, na pratica, os valores possiveis para a varidvel resposta estardo contidos
dentro de limites superiores e inferiores factiveis. No entanto, para fins de modelagem (lembrando que todo
modelo é uma aproximacao da realidade), para determinados conjuntos de dados, a varidvel resposta pode
ser suposta como apresentando valores continuos entre menos infinito e mais infinito, sendo os modelos
de regressio linear a ferramenta adequada. Nos modelos de resposta binaria a variavel dependente supoe
apenas valores 0 e 1. Isso significa que o objetivo desses modelos é tentar explicar varidveis binarias. Por
exemplo, estamos interessados em tentar entender: (1) Por que, em um grupo de firmas, algumas faliram
e outras ndao? (2) Por que, em um grupo de tomadores de empréstimos, alguns sdo bons pagantes e outros
nao? (3) Em uma populagéo, por que alguns estdo empregados e outros ndo? (4) Em uma cidade, por que
alguns moradores sdo proprietarios dos imdveis que residem e outros ndo? Como veremos também, esses
modelos podem ser usados para classificar uma populacdo em dois grupos e um tépico ativo de pesquisa

atual é a busca por bons modelos de classificagao.

11) Apresentar os conceitos basicos associados aos modelos de regressdo com flexibilizagao na forma
funcional. Conforme discutido acima, os modelos de regressao linear tradicionais e os modelos de resposta
bin4ria partem da premissa de que a média da varidvel resposta é uma funcao de uma combinacao linear
entre as variaveis preditoras. Essa premissa pode ser relaxada, de maneira que possamos supor formas mais
flexiveis para a funcdo que liga as varidveis preditoras & média da varidvel resposta. Nesse sentido, diversos
outros modelos existem na literatura para permitir essa flexibilizagao. De fato, quando temos disponivel
uma base de dados com um nimero pequeno de observagoes, a hipdtese de linearidade, mesmo nao sendo
totalmente verdadeira, pode ser adequada dada a insuficiéncia de informacao disponivel. Para bases de
dados maiores, a informacio disponivel pode permitir ao analista desvendar tanto a forma funcional da
relagdo entre as varidveis explicativas e a varidvel preditora, bem como os parametros dessa relagao. Essas

idelas serao brevemente consideradas.
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12) Discutir, de forma natural e mais intuitiva, os diversos conceitos relativos as varidveis aleatdrias
e a inferéncia estatistica. O leitor mais familiarizado com outros textos em estatistica notard uma leve
altera¢fo na sequéncia dos tépicos cobertos. Preferimos, por exemplo, ndo abordar os conceitos bdsicos de
probabilidade explicitamente, como é feito em livros de estatistica introdutdria. Nossa experiéncia como
professores é que os alunos de dreas aplicadas podem entender rapidamente os conceitos de varidveis
aleatdrias, bem como suas caracteristicas expressas na forma de fungao de distribui¢do acumulada e fungdo
densidade de probabilidade, sem recorrer a conceitos mais basicos de probabilidade. Ao longo dos capitulos,
quando houver necessidade de recorrermos a tépicos especificos de probabilidade, isso serd feito de forma
natural no contexto de cada tépico especifico. Esse é o caso, por exemplo, do conceito de probabilidades
condicionais e de probabilidades conjuntas, para entender os conceitos de distribuicao conjunta entre

diversas varidveis aleatdrias.

Uma outra alteracdo na sequéncia dos capitulos é a inclusio de vdrias ilustragoes via simulagoes de
Monte Carlo. A nossa intengio em usar simulacgoes de Monte Carlo incessantemente deve-se principalmente
ao fato de que, via simulagbes de Monte Carlo, resultados como transformacoes de varidveis aleatérias, a
lei dos grandes niimeros e o teorema central do limite sio muito mais facilmente explicdveis. Além
disso, o conceito de distribuigdo amostral dos estimadores torna-se extremamente mais palpavel quando
simulagdes de Monte Carlo sdo empregadas para ilustracao. Uma outra razéo para a utilizagao de simulagoes
nos diversos capitulos deve-se a crescente utilizacdo de simulagées de Monte Carlo para levantamento da
distribuicao de varidveis aleatérias de interesse na drea de gerenciamento e mensuracio de risco. Por
exemplo, simulagtes sio comumente empregadas para estimar a distribuicdo de perdas operacionais®
agregadas, via convolucgéo de frequéncia e severidade das perdas. Em risco de mercado, simulagoes histéricas
sao comumente empregadas para determinacio de indicadores de risco (mais precisamente, value-at-risk)
da carteira. Em risco de crédito, podemos usar simulagdes de Monte Carlo para levantar a distribuicao de
perdas por inadimpléncia (default) em uma carteira de empréstimos, por exemplo. Finalmente, simulacoes
tém se tornado muito importantes nas tltimas décadas devido ao surgimento e popularizacao de métodos
de reamostragem para inferéncia estatistica. Entre os diversos métodos que se utilizam de simulacoes,

podemos citar: bootstrap, jacknife, Markov Chain Monte Carlo MCMC, amostrador de Gibbs e outros.

13) Apresentar aplicacdes dos métodos estatisticos em diversas dreas. Mesmo tendo como foco principal
do texto o estudo da mensuracio e do gerenciamento do risco na area de finangas e o estudo de bases
socioeconomicas em economia, outros tépicos importantes relacionados com economia e finangas sio
introduzidos no texto, dentre eles: o problema de apregamento de opgdes, o problema de gerenciamento
de carteira, incluindo uma discussio sobre carteiras eficientes, e 0 CAPM (modelo de aprecamento

de ativos).

Este texto obviamente ndo tem a menor intengao de ser exaustivo nos tépicos cobertos. O interesse é
meramente de passar alguns dos conceitos bésicos para o aluno de graduacao, aluno que se prepara para

a prova da ANPEC, aluno de MBA (ou especializagiao) ou profissional aplicado, da forma mais intuitiva

8Risco operacional corresponde ao risco de eventos causados por falhas humanas, de sistemas, catdstrofes, fraudes e roubos
etc.
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possivel, tentando evitar se transformar em um texto demasiadamente simplério. O leitor é fortemente
encorajado a recorrer a outras referéncias para melhor entender alguns dos tépicos de maior interesse. Um
dos nossos objetivos é que este texto sirva de subsidio para trabalhos aplicados por parte dos leitores.
Nesse caso, é importante que, durante a execucgio de alguma pesquisa e/ou trabalho de avaliacdo, o leitor
faga uma extensa pesquisa literdria, buscando artigos e/ou relatérios que tenham empregado técnicas
parecidas a problemas similares. Comumente encontramos relatérios e/ou trabalhos cientificos onde os
autores poderiam ter coletado mais referéncias bibliograficas, o que beneficiaria em muito o desenvolvimento
e a qualidade do produto escrito. Por esse motivo, fortemente aconselhamos que os leitores que forem utilizar
os métodos aqui descritos fagam sempre uma coleta adequada de trabalhos jé desenvolvidos. A internet é

obviamente um local ideal para comecar.

E védlido ainda mencionar que dentro da estrutura do texto, diferenciamos o que chamamos de
“Exemplos” e “Aplica¢des”. Enquanto os Exemplos pretendem apenas exemplificar a teoria dada ou ser
usados para introduzir uma teoria, as Aplica¢Ges pretendem conectar a teoria dada com tépicos relevantes
em economia e finangas. Adicionalmente, se uma Aplicagdo ndo for lida numa primeira leitura, ndo havera
prejuizo para o entendimento do leitor. Também diferenciamos “Priticas” de “Exercicios”. Enquanto
as Préticas sdo exercicios curtos introduzidos logo apds a teoria (ao longo do texto) para fixar ideais.

Os Exercicios estao localizados no fim do capitulo e podem ser bem faceis ou até mesmo dificeis.

Um outro ponto importante que deve ser ressaltado aqui é que seguimos a convencio da lingua inglesa de
usar “.” como separador de decimais e “,” como separador de classes numéricas (classes das unidades simples,
classes dos milhares e classes dos milhdes). A justificativa para esse procedimento é que praticamente todos
os programas estatisticos foram desenvolvidos seguindo essa convencéo e, por isso, na area de estatistica

essa notacao é mais comum.
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2. Medidas de descricao para bases de
dados

“It is a capital mistake to theorize before one has data.
Insensibly one begins to twist facts to suit theories,
instead of theories to suit facts.”

Arthur Conan Doyle

Imagine que o analista possua uma base de dados disponivel sobre o seu problema de pesquisa ou sobre o
seu processo de tomada de decisao, da qual ele precise extrair informagcoes. Neste capitulo, apresentamos
algumas das principais medidas sobre as caracteristicas agregadas da base de dados. Todos essas medidas
estdo disponiveis em pacotes estatisticos vendidos no mercado, e portanto nao temos a intengdo de entrar
nos detalhes das diversas estratégias de célculo para cada uma delas. O leitor interessado pode recorrer
a literatura amplamente disponivel sobre introdugéo & estatistica bésica, em nivel de graduagao. O nosso
objetivo € municiar o leitor com alguns dos conceitos fundamentais para a utilizagdo dos diversos pacotes
estatisticos e econométricos, além de entender os passos bédsicos na andlise exploratdria que antecede a

utilizagAo de modelos matematicos, descritos nos préximos capitulos.

Inicialmente, serao discutidas as medidas bésicas que descrevem a localizagao “média” da massa de dados
sendo analisada, e descrevem a dispersdo desse conjunto de observagoes. Medidas de dispersao, por exemplo,
sfo muito utilizadas na anélise de risco em finangas. Em seguida faremos uma discussdo sobre alguns
recursos graficos comumente empregados para avaliagio da“forma”da disposigio dos dados, discutindo
também medidas que fornecam uma ideia geral da simetria ou da assimetria da disposi¢ao dos dados,
bem como da ocorréncia das chamadas caudas pesadas ou caudas grossas. Essas 1ltimas correspondem &
ocorréncia com maior frequéncia de observagdes extremas na base de dados. Caudas pesadas sao comumente
encontradas em séries histéricas de variacoes didrias nos precos de ativos financeiros transacionados em
bolsa. Finalmente, trataremos de medidas e recursos visuais para analisar a dependéncia entre conjuntos
de dados para varidveis distintas. Nesse caso, podemos avaliar, por exemplo, qual a relagdo encontrada

entre a renda per capita de um determinado domicilio e o seu gasto total com satde.

2.1 Medidas basicas

Considere uma base de dados contendo uma tnica varidvel,! com n observagdes, e valores 1,22, ...,T,.

Vamos a partir de agora descrever diversas maneiras de se analisar esses dados, utilizando-se medidas

1Ela pode conter virias varidveis, sendo que essa primeira etapa da andlise sera feita para cada varidvel individualmente.
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agregadas. A primeira medida é a soma total S,, dos valores, onde
n
i=1
Uma outra medida é a média, ou média aritmética T dos valores da massa de dados

1 1<

A média é comumente conhecida na literatura como medida de localizagao, pois d4 ideia do valor “médio” da
massa de dados. Outras medidas de localizagdo comumente encontradas siao a mediana e a moda.
A mediana é um valor que divide a massa de dados em duas metades iguais. Por exemplo, imagine o conjunto
de informacoes composto pelos valores 12.0, 1.5, -0.2, 2.5, 3.1, 2.9, 1.2, 3.6. Ordenando-se esses n = 8 valores,
obtemos a sequéncia -0.2, 1.2, 1.5, 2.5, 2.9, 3.1, 3.6, 12.0. O valor que divide a massa de dados em dois
conjuntos com o mesmo nimero de observagdes é o valor (2.5 + 2.9)/2 = 2.7. Portanto, a mediana m para
os dados do exemplo é igual a m = 2.7. Nao nos ateremos a detalhes para o calculo da mediana em diversas
situagdes especificas, como por exemplo, quando hé valores repetidos na base de dados. A intencao aqui
é somente descrever o conceito principal da medida, a qual podera ser calculada utilizando-se programas
estatisticos facilmente dispon{veis no mercado, ou utilizando-se planilhas eletronicas. Pode-se mostrar que
a média é mais sensivel que a mediana a observagoes com valores extremos na base de dados. Por exemplo,
se estivermos trabalhando com a varidvel idade das pessoas entrevistadas, e um digitador tiver digitado o
valor igual a 200 para a idade de um dos entrevistados, esse valor espirio afetard a média, mas nao afetars

a mediana (ou afetard muito pouco).

A moda corresponde ao valor mais frequente em um conjunto de valores. Por exemplo, considere uma
base de dados consistindo de observagbes do nimero de filhos em domicilios visitados por uma pesquisa
amostral. Consideremos entao os valores 2, 3, 2,4, 1, 2, 0, 0, 3, 4, 4, 2, 5, 8, 2. Nessa massa de dados,
o valor 2 filhos aparece 5 vezes, sendo o valor mais frequente. Portanto, a moda M para essa massa de
dados é M = 2. Tanto para a moda como para a mediana, diversas metodologias de célculo estdao descritas
na literatura de estatistica bdsica. Nao é nossa intencdo fazer uma discussdo mais detalhada sobre esses
calculos, dado que o nosso objetivo central é passar os conceitos por trds da andlise estatistica de dados.

O leitor interessado pode recorrer a referéncias como Hoffman (2006).

As trés medidas média, moda e mediana fornecem uma ideia geral da localizagdo central da massa de
dados. Além da localizagdo central, é interessante conhecer também qual a dispersdo da massa de dados
em torno de uma medida central. Medidas de dispersao sao fundamentais em finangas, quando queremos
avaliar o risco de operagdes financeiras. Quanto maior a dispersdo, em geral, mais arriscada é a operagao.

Uma medida comumente utilizada para a avaliagdo da dispersdo de um conjunto de dados é a variincia.
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A variancia s? tem expressdo

1 12
VarA(X)=52:n_1;[$i—“] ,

onde Z é a média dos dados. Uma das desvantagens da varidncia como medida de dispersao é que ela nao
est4 na mesma escala da varidvel original. Por exemplo, caso tenhamos uma massa de dados referentes a
valores perdidos em fraudes externas por um determinado banco, os valores estardo registrados em R$ ou
milhares de R$. Pela férmula para a variancia acima, nota-se que a medida s estard em R$ ao quadrado,
ou milhdes de R$ ao quadrado. Por esse motivo, pode-se utilizar uma medida alternativa, conhecida como

desvio padrao. O desvio padrao s é dado por

Ou seja, o desvio padrdo é simplesmente a raiz quadrada da variancia, e estard na mesma escala que a

variavel original (R$ ou milhares de RS, por exemplo).

Um fato a principio curioso na férmula para a varidncia e para o desvio padrao corresponde ao valor
n — 1, ao invés de n, no denominador, dado que o somatério no numerador vai de 1 = 1 até i = n. Na
verdade, a varidncia s? calculada de acordo com a expressdo acima trata-se da variancia amostral. Ela

pode ser vista como uma estimativa para a varidncia populacional o2, cuja expressio é dada por

Varp(X) = o° = %Z[ml —57]2.

Similarmente, a raiz quadrada da varidncia amostral fornece o desvio padrao amastral, cuja expressao
é dada acima. A raiz quadrada da varidncia populacional fornece o desvio padrao populacional . A

expressao para g €

De fato, uma forma interessante para entender a divisao por n — 1 e ndo por n é baseada na definigao
de graus de liberdade que é o nimero de componentes livres que é usado para calcular a estatistica de
interesse (no nosso caso, a varidncia). Em particular, note que para o cédlculo da variancia, nés usamos os
desvios da média (x; — ), parai = 1.- -+ ,n, cuja soma é zero. Logo, embora tenhamos usado n componentes
para a estimativa da varidncia que poderia sugerir uma divisdo por n, apenas n — 1 deles sdo independentes
e por isso fazemos a divisdo por n — 1. Abordaremos essa questdo novamente no Capitulo 3. A partir
de agora, sempre que for o caso, faremos a distingdo entre medidas amostrais e medidas populacionais.
Entretanto, é importante notar que, quando a amostra tem tamanho n muito grande, a divisdo por n ou

por n — 1 ndo faz muita diferenca.
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Da mesma maneira que a mediana divide a massa de dados em duas metades com o mesmo nimero de
observagoes em cada uma, os quartis dividem a massa de dados em quatro partes com o mesmo nimero de
observagoes. Por exemplo, considere a massa de dados com os seguintes valores: 2.2, 3.1. 1.0, -0.2, 5.2, 3.2,
7.5, -2.4. Ordenando-se esses valores, obtemos -2.4,-0.2, 1.0, 2.2, 3.1, 3.2, 5.2, 7.5. O primeiro quartil Q; é
igual a (-0.2 + 1.0)/2 = 0.4, 0 segundo quartil Qs é igual a (2.2 + 3.1)/2 = 2.65, e o terceiro quartil Q3
é igual (3.2 + 5.2)/2 = 4.2. Com base no primeiro e terceiro quartis, uma medida de dispersdo comumente
utilizada é o intervalo interquartil DQ. O intervalo interquartil é dado pela diferenca DQ = Q3 — @,

e € menos sensivel a obervagdes extremas do que a variancia e o desvio padrao.

Similarmente aos quartis, os decis dividem a massa de dados em dez grupos, cada qual contendo 10%
das observagoes. Para um conjunto de dados x1,z3,...,%,, 0 primeiro decil djpy é um valor tal que
z; < dygy, para 10% das observagoes. O sexto decil dgoy € tal que z; < dgoy, para 60% das observagoes
e x; > dgo, para 40% das observagoes. Para pequenas amostras, diversas expressoes existem para calculo
dos quartis e decis. Nao nos ateremos a essas expressoes neste texto. O nosso objetivo aqui é somente
passar uma ideia geral da interpretacdo dos resultados fornecidos pela maioria dos programas estatisticos e
econométricos. Finalmente, os percentis dividem a massa de dados em 100 intervalos contendo cada qual
1% das observagdes na amostra. Retornaremos a uma discussao sobre percentis quando formos tratar de

mensuragao de risco.

Aplicagao 2.1 (Problema do bar El Farol, jogo da minoria e a varidncia como medida de ineficiéncia no

uso dos recursos limitados)

Arthur (1994) introduziu o agora famoso problema do Bar El Farol com o objetivo de fazer uma
critica & hipétese da racionalidade perfeita e dedutiva.?:®> O problema do Bar El Farol pode ser descrito da
seguinte forma: suponha que vocé esteja em Santa Fé, goste de musica irlandesa e queira ir ao bar El Farol
numa sexta feira a noite. Suponha também que, como vocé, existam cem amantes de misica irlandesa, mas
apenas 60 lugares. O show ¢é agradédvel somente quando menos que 60 pessoas aparecem. O que as pessoas

devem fazer?
1) Existem nesse caso apenas duas possibilidades: ir ou nao ir;

2) As estratégias boas sdo: ficar em casa quando mais de 60 pessoas vao ao bar ou ir ao bar quando menos

que 60 pessoas pretendem ir ao bar.

2Embora seja muito dificil de justificar em muitas situacgdes, a hipétese da racionalidade dedutiva tem sido ja ha muito
tempo a hipétese padrdo em teoria econdmica. Basicamente, essa hipétese se baseia no principio de que cada agente em um
jogo sabe o que é melhor para si préprio, dado que todos os outros agentes sdo tio inteligentes quanto eles mesmos (por
hipétese) na escolha das melhores agdes. Existem pelo menos dois motivos para que essa hipdtese nao seja vilida em situagées
pelo menos um pouco complicadas. O primeiro motivo é que a racionalidade humana ¢é limitada e, por isso, os agentes reduzem
a complexidade de suas decisdes, visto que o cérebro humano tem habilidade computacional limitada e decisdes perfeitamente
racionais ndo séo factiveis na pratica. O segundo motivo é que sob situagbes mais complicadas, um agente nio pode supor
que os outros agentes estdo “jogando” sob perfeita racionalidade e entdo ele é forgado a chutar o seu comportamento.

3Uma hipétese alternativa a hipétese da racionalidade dedutiva é a hipétese da racionalidade indutiva. A racionalidade
indutiva é baseada no principio de que agentes possuem um niimero limitado de estratégias e ao invés de decidirem os méritos
da estratégia antes do “jogo”, os agentes as avaliam depois de cada rodada de acordo com o desempenho de cada uma e
ajustam suas decistes de acordo com essa medida de desempenho.
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3) As estratégias ruins sdo: ir ao bar quando mais que 60 pessoas também decidiram ir ao bar e ficar em

casa quando menos que 60 pessoas decidiram ir ao bar.

Uma vez que as pessoas nao se comunicam entre si, elas podem decidir aparecer aleatoriamente no bar
ou usar algum tipo de previs@o. Alguns exemplos de preditores do niimero de pessoas que irdo ao bar nessa

semana sao:

1) O mesmo da iltima semana,

2) A média das quatro Ultimas semanas.

3) A tendéncia das tltimas oito semanas, limitada entre zero e cem.

Serd que algum desses modelos é um bom modelo? De fato, ndo existe modelo de previsao correto. Pois
se todos usarem o mesmo modelo de previsdo, ou todos irdo aparecer no bar ou todos ficardo em casa.
Dessa forma, uma vez que ndo existe um modelo 6bvio de previsdo do comportamento dos outros agentes

e védrios modelos sao defenséveis, é dificil encontrar uma solugio dedutiva para esse problema.

Com o objetivo de estudar outras dimensdes desse problema ndo consideradas no artigo
original (ARTHUR, 1994), uma versao computacional simplificada do problema do Bar El Farol conhecida
como jogo da minoria foi introduzida por Challet e Zhang (1997). Uma verséo simplificada do problema
foi necessaria, pois o problema original sofre do mal da dimensionalidade. Por exemplo, suponha que
individuos que estao decidindo se vao ao bar ou ndo tomam suas decisGes baseados no nimero de pessoas
que apareceram nas ultimas M semanas, onde M é o tamanho da memdria do agente. Se existem N agentes
decidindo se vdo ao bar ou nao, entdo sio possiveis N + 1 valores em cada semana. Isso gera (N + 1)¥
combinagtes possiveis de informagdo sobre o passado. Se as estratégias de previsao sio baseadas nessa
informacdo, entdo existem (N + 1)V +D)M estratégias possiveis. A simplificacdo proposta por Challet e
Zhang (1997) supde que existe uma populacio com N (nimero impar para nio haver empates) individuos
interessada em ir ao bar com (N — 1)/2 lugares e sugere que ao invés de prever o nimero de individuos
que vai ao bar, pode-se prever apenas se o individuo deveria ter ido ao bar (1) ou nao (-1). Dessa forma, é
apenas necessario guardar se o individuo deveria ter ido ao bar ou ndo. Com essas simplificagées o niimero

I M N ~ . -
de estratégias se reduz para 22 e o problema se resume & escolha do lado da minoria.

Resumidamente, o jogo da minoria pode ser descrito da seguinte forma: em um dado instante de
tempo, um agente que pertence a uma populacio de tamanho N escolhe entre duas acoes opostas: a = +1.
A dificuldade é que cada agente ndo sabe o que os outros irdo escolher. Uma vez que os recursos sao
limitados, o objetivo de cada agente é escolher o lado dividido pela minoria da populacdo. O agente escolhe
sua préxima agdo baseado em uma estratégia, que é um mapeamento que define a agdo a ser tomada em
fun¢do da informacdo global, que é a sequencia dos dltimos M resultados do jogo. Os livros de estratégias
s@o aleatoriamente escolhidos para cada agente antes do inicio do jogo. Portanto, nio existe uma solucio
Otima para o problema, isto é, os agentes ndo sabem qual é a melhor estratégia a ser escolhida no jogo.

Cada agente tem um numero fixo de estratégias s que ndo mudam no tempo. Para expressar o fato de que
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os agentes tém diferentes crengas sobre o ambiente, as estratégias diferem de agente para agente. Em cada
partida do jogo, os agentes usam suas estratégias mais pontuadas, que sdo aquelas que foram mais bem

sucedidas na escolha do lado da minoria nas partidas anteriores do jogo.

O jogo da minoria, por ser um dos sistemas complexos mais simples, introduzidos com o objetivo
de estudar a dinamica e o comportamento coletivo de populacgdes de agentes que competem por recursos
limitados, tem sido util, por exemplo, para entender mercados financeiros (CHALLET; MARSILI; ZHANG,
2000, 2001; JEFFERIES; HART; HUI, 2001), o conceito de inteligéncia (WAKELING; BAK, 2001; MELLO;
CAJUEIRO, 2008), efeito manada (CAJUEIRO; CAMARGO, 2006; MELLO et al., 2010), questdes
ambientais (BOSCHETTI, 2007) e o mercado de leildes de carros usados (LUSTOSA, 2008; LUSTOSA;
CAJUEIRO, 2010). Uma revisio da teoria e de varios desses resultados pode ser encontrada em Johnson,
Jefferies e Hui (2003), Coolen (2005) e Challet, Marsili e Zhang (2005).

Uma propriedade importante do jogo da minoria é que os agentes se organizam em torno do 6timo, isto é,
em média, a soma do nimero de agentes que vai ao bar é exatamente igual 4 capacidade do bar (CHALLET;
MARSILI; OTTINO, 2004).

Embora os jogos da minoria tepham sido estudados em varias situagtes diferentes e considerados
em vérias aplicagdes, uma das propriedades mais interessantes, e que provavelmente foi responsavel pela
popularizac¢io dos jogos da minoria (SAVIT; MANUCA; RIOLO, 1999), ¢ baseada no cdlculo da variancia
s? do nlimero de pessoas que decidem ir ao bar em um determinado instante - uma medida global de
eficiéncia do sistema. Note que, como vimos acima, um propriedade do jogo da minoria é a organizacao
dos agentes em torno do étimo. Portanto, quanto menor a variancia em torno dessa média, melhor estarao
sendo utilizados os recursos do sistema. Dessa forma, se plotarmos a razao s?/N versus a = 2 /N, pode-se

concluir:

1) Para valores pequenos de a = 2M /N, o jogo ¢ menos eficiente que se os agentes estivessem tomando
decisoes totalmente aleatdrias. Nesse caso, a memoéria de um agente é tao pequena que ele nao é capaz de

cooperar com o0s outros agentes, pois nao consegue entender o que esta ocorrendo no jogo.

2) Para valores grandes de o = 2™ /N, o desempenho dos agentes converge para a decisao aleatéria. Nesse
caso, o numero de estratégias possiveis é tdo grande que é dificil para um agente prever o que um outro

agente vai jogar.

3) Existe um valor critico & = a,, onde os recursos do jogo sao usados da melhor forma possivel, isto é, a
razao s2/N é a minima possivel. A regido de baixos valores de M é caracterizada pelo decréscimo de s2/N,
com o aumento de o = 2™ /N, e a regido de altos valores de M é caracterizada pelo aumento de s2 /N com
o aumento de o = 2™ /N. No ponto critico, a cooperacao entre agentes é clara e o sistema é muito mais

eficiente do que o caso aleatério descrito acima.

4) Excluindo o caso trivial onde cada agente tem somente uma estratégia, mudar o niimero de estratégias

disponiveis para cada agente nao altera qualitativamente o comportamento do jogo da minoria.

16 | Carvalho, Cajueiro e Camargo



A Figura 2.1 apresenta o padréo descrito acima para .V = 101. s = 2 e o tempo total de simulagdo de
cada jogo T = 10000. A linha constante nessa figura é a variancia para 0 caso em gue 0s agentes tomam
sempre decisfes aleatorias.

Figura 2.1: Variancia versus memoria no jogo da minoria.

2.2 Histogramas, assimetria e curtose

As medidas numeéricas vistas acima fornecem uma descrigdo agregada da massa de dados sendo analisada.
E interessante também termos descri¢des visuais dos dados a partir de recursos graficos. Nesse sentido,
uma ferramenta muito utilizada na pratica sdo os histogramas. A partir de um conjunto de dados com
valores 0g,a:2,®3, 111,xn, 0 histograma de frequéncias absolutas, com K colunas, pode ser construido
COM 0S passos a seguir.

(i) Seja tz\i) o valor minimo das observacdes e X(nj o valor maximo.

(if) Dividimos o intervalo [a?(i),a?(n)] em K subintervalos de igual comprimento, divididos pelos pontos de
corte ci, C2,..., ck—i- O subintervalo ly ¢ igual a [a?(ij, ci], 0 subintervalo Ir é dado por (ck-i,#(,)]> e os
demais subintervalos It sdo dados por li — (cj_i,c,], parai— 2,3,..., K- 1.

(iii) Para cada subintervalo Ik, k = 1,..., JC, contamos o0 nimero hk de valores X{ contidos em lk- Portanto,

ELink =n-

(iv) O histograma de frequéncias absolutas é dado pelo grafico (geralmente grafico de barras), onde no eixo
vertical, apresentam-se os valores hk, e no eixo horizontal, os pontos médios dos intervalos Ik-

O histograma de frequéncias relativas é similar ao histograma de frequéncias absolutas, onde, ao
invés de usarmos hk igual a contagem bruta do nimero de observagdes em cada subintervalo, hk é dado pelo
percentual de observacbes em cada subintervalo Ik- Portanto, para o histograma de frequéncias relativas,
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temos 52”=1 hk — 100%, ou ~2"=1hk = 1-0, caso ndo queiramos trabalhar com percentuais. O grafico
superior da Figura 2.2 apresenta o histograma de frequéncias absolutas para uma base de dados hipotética,
contendo n = 2000 observacgdes, e com K = 30 subintervalos. O gréfico inferior dessa figura apresenta
o histograma de frequéncias relativas para a mesma base. Observe que a forma dos dois histogramas é
exatamente a mesma, havendo mudanca apenas nos valores no eixo vertical.

Histograma de Frequéncias Absolutas

200 400 600 800 1000

Figura 2.2: Histogramas de frequéncias absolutas e relativas para uma base de dados hipotética.

Os histogramas fornecem uma visualizacdo da distribuicdo de dados como um todo, a partir da qual
podemos inferir, por exemplo, se a distribuicdo é simétrica - ou seja, se os valores estdo igualmente
distribuidos em torno da média dos dados. Quando a distribuicdo das observacBes é simétrica, isso ira se
refletir na simetria do histograma dos dados. Além disso, para distribuicdes simétricas, a média é igual a
mediana. No gréfico (A) da Figura 2.3 a seguir, estd ilustrado um histograma de frequéncias relativas para
uma massa de dados com disposicao simétrica. O grafico (B) apresenta um histograma para uma massa de
dados com assimetria a direita. O grafico (C) apresenta um histograma com assimetria a esquerda.

A Figura 2.3 apresenta também trés histogramas para ilustrar a ocorréncia de assimetria e multiplas
modas em um mesmo conjunto de dados. No grafico (D), notamos a presenca de duas modas para a
disposigdo dos dados, havendo uma simetria no histograma. H4 uma moda no valor x — 3.0 e outra moda
no valor x — 6.0. No gréafico (E), notamos novamente a presenca de duas modas nos mesmos valores,
mas agora ha uma assimetria a direita. O gréafico (F) apresenta um histograma com duas modas e uma
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(A) Simétrica (B) Assimétrica a Direita (C) Assimétrica a Esquerda

(D) Simétrica Multimodal (E) Assimétrica Multimodal (F) Assimétrica Multimodal

Figura 2.3: Histogramas para ilustrar assimetria e multimodalidade: (A) histograma de uma massa de dados
com distribuicdo simétrica; (B) distribuigdo assimétrica a direita; (C) distribuicdo assimétrica a esquerda; (D)
distribuicdo simétrica com duas modas; (E) distribuicdo assimétrica a direita, com duas modas; (F) distribuicao
assimétrica a esquerda com duas modas.

assimetria & esquerda. Conforme veremos na Secdo 7.4, distribuigdes multimodais podem ser o resultado
de um massa de dados geradas a partir de modelos de mistura, podendo representar duas subpopulagdes.

A assimetria pode ser capturada numericamente por uma medida conhecida como coeficiente de
assimetria4 CA. O coeficiente de assimetria populacional tem expressao

enguanto o coeficiente de assimetria amostrai tem expressdo, para n > 3,

] -
V(u - Dn «
n-2
A fracdo do lado direito da expressédo acima corresponde ao que chamamos de termo para correcao

de viés do estimador do coeficiente de assimetria. Esse termo de correcdo nao é definido para n < 3.
O problema de viés dos estimadores sera abordado em mais detalhes via simulagcBes de Monte Cario

4Em inglés, o termo utilizado para coeficiente de assimetria é skewness.
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no Capitulo 6. Para uma massa de dados disponivel para andlise, quando a distribuicdo for simétrica, o
coeficiente de assimetria serd préximo a zero. Quando a distribuicao for assimétrica a direita, o coeficiente de
assimetria serd maior do que zero, enquanto quando a distribuigdo for assimétrica a esquerda, o coeficiente
de assimetria apresentard sinal negativo. Para os exemplos de histogramas apresentados na Figura 2.3,
gerados a partir de bases de dados ficticias, os coeficientes de assimetria amostrais sao: (A) CA4 = —0.0698,
(B) CA4 =2.2367, (C) CAx = —2.6963, (D) CA4 = —0.0016, (E) CA4 =1.0537, (F) CA4 = —1.1140.

Na andlise de dados para séries histéricas de variagdes de pregos de ativos financeiros transacionados
em bolsa, observa-se que as distribui¢bes apresentam o que os analistas chamam de caudas pesadas ou
caudas grossas. Isso porque valores extremos sdo observados com grande frequéncia, de forma que os
histogramas dessas séries historicas apresentam extremidades mais evidentes em ambos os lados. Esse fato
é conhecido na literatura estatistica e econométrica como excesso de curtose.® A expressio para a medida

de curtose populacional é dada por
L ~14
7 Lim1 [xz — ;v]

VIS o - 3]

Kp =

4

enquanto a expressao para a curtose amostral para n > 4 é dada por

n—1

Ka=34+|n+1)Kp-3n—-1)| X —————.
A [( ) P ( )] (n_2)(n_3)

Note que a expressdo para a curtose amostral apresenta também uma correcao de viés, com base na

expressao para a curtose populacional. Essa correcdo nao ¢ definida para n < 4.

Para ilustrar o excesso de curtose, a Figura 2.4 a seguir apresenta histogramas de quatro bases de
dados diferentes, onde observamos diferentes configuragdes para as caudas da distribui¢do. No gréfico (A)
da Figura 2.4, temos uma distribuigdo onde as caudas sdo leves. Conforme veremos no Capitulo 3, esse
histograma corresponde ao que chamamos de distribui¢ao de uma varidvel aleatéria normal. O gréfico (B)
ilustra uma situacdo onde nao hé caudas, ji que os valores sio limitados entre 5.0 e 15.0. Esse histograma
corresponde a distribui¢do de uma variavel aleatéria que chamamos de uniforme, conforme veremos também
no Capitulo 3. O gréfico (C) ilustra uma situacdo onde as caudas sio pesadas, enquanto o grafico (D) ilustra
uma situagao onde a caudas sao muito pesadas. Note os valores para a curtose nos quatro casos. Quanto

mais pesadas as caudas, maior a curtose.

5BEm inglés, kurtosis excess.
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(A) Caudas Leves (B) Auséncia de Caudas

(C) Caudas Pesadas

Figura 2.4: Histogramas para ilustrar excesso de curtose: (A) histograma de uma massa de dados com caudas leves,
Ka = 3.0087; (B) distribuicdo sem caudas, Ka = 1.7661; (C) distribuicdo com caudas pesadas, Ka = 5.9135; (D)
distribuicdo com caudas muito pesada, Ka = 10.7750.

2.3 Medidas de relagdo entre variaveis

Nas secOes anteriores, discutimos algumas medidas basicas para caracterizar observacdes para uma
determinada variavel independentemente de outras variaveis disponiveis em um base de informagdes. No
entanto, na maioria dos casos, o interesse reside justamente em conseguirmos identificar e modelar relacbes
entre as observagGes coletadas para diferentes varidveis. Nesta secdo, apresentaremos entdo uma série de
medidas e ferramentas graficas para avaliacdo dessas interrelagdes. Na discussdo que se segue, suporemos
gue temos disponivel uma massa de dados referente a n unidades observacionais, que podem ser domicilios,
familias, individuos entrevistados, plantas industriais, dias de pregdo etc. Para cada uma dessas n unidades,
suporemos, sem perda de generalidade, que possuimos informagdes referentes a duas variaveis, X e Y. Sejam
entdo (aq, j/i), (x2, 112), r11e (*n, ?In)> os pares de valores referentes a cada uma das n unidades observacionais.

A primeira medida abordada nesta se¢do é conhecida como covariancia, e tem expressao similar a
expressdo para a variancia. A expressdo para a covariancia populacional entre as variaveis X e Y é dada

por
CovP(X,Y) = % - x)(yi -y),

Introducéo aos métodos estatisticos para economia e finangas | 21



enquanto a expressao para a covariancia amostral é

n

1
Cova(X,Y) = —5 > (2 = 2)(vi — 7).
=1

Note que, quando X = Y, a covaridncia corresponde & variincia para a varidvel aleatéria X (ou Y).
Um dos problemas com a covariancia é que, quando temos varidveis aleatérias com escalas diferentes, as
covaridncias nao sdo compardveis. Por exemplo, se estivermos medindo a dependéncia entre duas varidveis
aleatdrias, sendo a primeira o volume total didrio transacionado na Bovespa, e a segunda o indice ibovespa
no fechamento do dia, somente pelo fato de alterarmos a unidade do volume total transacionado de R$
milhGes para RS bilhes, a covariancia também se altera. Portanto, se alguém nos informar que a covariincia
entre a varidvel X e Y é igual a R$ 200 milhoes, nao serd possivel inferir se a relacao de dependéncia entre

as duas varidveis é alta ou baixa.

Para contornar esse problema de escala, podemos utilizar uma outra medida muito comum na literatura,
conhecida como coeficiente de correlagao, ou coeficiente de correlagio de Pearson, entre duas varigveis.
A correlagdo, representada pela letra grega p, é calculada a partir da razao entre a covaridncia e o produto
dos desvios padrdes de cada varidvel individualmente. Portanto, na sua versiao populacional, o coeficiente

de correlagao tem expressao

o CowXY) V- D)0
VVarp(X)Vare(Y)  JLY0 (2 - 2221 S0, (3 — 9)?

n i=

onde T e § correspondem as médias dos valores para X e Y respectivamente. A versioc amostral para o

coeficiente de correlagéo é dada por

ho_ CovalXY) 7T e (@ — B (Y — 9)
VVara(X)Vara(Y) /oL S0 (2 — 225 S0, (4 - )2

n—1

O coeficiente de correlagao fornece uma medida da relagao linear entre duas varidveis. Quando a varidvel
Y é uma funcéo linear positiva da varidvel X (e vice-versa), o coeficiente de correlacio é igual a 1.0, sendo
esse o maior valor possivel para o coeficiente de correlagao, tanto amostral quanto populacional.® Quando a
varidvel Y é uma fungéo linear negativa da varidvel X, o coeficiente de correlagio assume o valor -1.0, sendo
esse 0 menor valor possivel para o coeficiente de correlagdo, tanto amostral quanto populacional. Quando
ndo ha relagdo linear alguma entre as varidveis, o coeficiente de correlagdo é zero. Na prética, raramente
encontram-se valores para o coeficiente de correlacio iguais a um desses extremos.” Quanto mais préximo a

1.0 (-1.0) for o coeficiente, mais forte a relagéo linear positiva (negativa) entre as duas variaveis analisadas.

6Entende-se como relagio lincar entre as varidveis Y e X quando Y = a + bX, onde a e b sio coeficientes constantes reais.
Quando b < 0, a relagdo é negativa, e quando b > 0, a relagao é positiva.

"Em andlises de séries temporais, por exemplo, valores de correlagado muito proximos a 1.0 podem ser indicativos de relagdes
espirias entre as duas varidveis sendo analisadas.
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Note gque, dado que o coeficiente de correlacdo necessariamente se localiza entre -1.0 e 1.0, ele ndo sofre o
problema de escala que ocorre para a covariancia.

Para ilustrar essa medida de dependéncia, considere a Figura 2.5 a seguir. Nessa figura, apresentamos
graficos em duas dimensdes, plotando os valores para variavel X no eixo horizontal e para a variavel Y
no eixo vertical. Esses graficos sdo conhecidos como gréaficos de dispersao, e fornecem uma visao bem clara
da relacdo existente entre essas duas varidveis. O grafico (A) apresenta uma situacdo onde nao existe
dependéncia entre os valores observados para a variavel X e os valores observados para a variavel Y. Nesse
caso, o coeficiente de correlagdo amostrai de Pearson resultou igual a -0.0107 (0 que é muito proximo a zero).
Os gréaficos (B) e (C) apresentam exemplos de bases de dados onde existe uma correlagdo linear positiva
entre as variaveis X e Y. Os graficos (D) e (E) trazem ilustracdes de conjuntos de dados onde existe uma
correlagcdo negativa. Finalmente, o grafico (F) ilustra uma das desvantagens da utilizacdo do coeficiente de
correlacdo como medida de relacdo entre duas varidveis. De fato, o grafico mostra uma clara relagéo de
dependéncia quadratica, do tipo Y = X2 No entanto, o coeficiente de correlagdo amostrai calculado foi
igual a r = —0.0102, o que é mais proximo a zero do que o coeficiente para o caso (A), onde ndo ha relagdo
alguma. Esse exemplo ilustra a adequacdo do coeficiente de correlacdo para capturar relagbes puramente
lineares.

(A) Sem Dependéncia (B) Dependéncia Positiva (C) Dependéncia Positiva
Variavel X Variavel X variavel X
(D) Dependéncia Negativa (E) Dependéncia Negativa (F) Dependéncia Quadratica
Variavel X Variavel X Variavel X

Figura 2.5: Histogramas para ilustrar o coeficiente de correlacdo entre duas variaveis: (A) Sem dependéncia entre
as duas varidveis, r = —0.0107; (B) Baixa dependéncia positiva, I = 0.6292; (C) Alta dependéncia positiva,
I — 0.9504; (D) Baixa dependéncia negativa, I — —00.6250; (E) Alta dependéncia negativa, I = —0.9588; (F)
Dependéncia quadratica, r = —0.0102.
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Outras medidas comumente encontradas para descrever a relacdo entre duas varidveis sdo a medida
conhecida como correlacdo de Spearman (Spearman rank correlation) e o coeficiente de Kendall
Tau. Essas duas medidas s@o denominadas medidas ndo paramétricas de associagio, e supde-se que o
processo gerador de dados para ambas as varidveis € continuo, de forma que a probabilidade de obtermos
um mesmo valor na amostra, para uma mesma variavel aleatéria, ¢ nula (probabilidade de empates® é
nula). Essas medidas de associagdo sao importantes, por exemplo, quando estamos procurando relacionar
duas varidveis correspondentes a escalas ordinais, onde os valores reais nao tém muito significado, mas o
que importa é justamente a ordem desses valores. Conforme veremos mais adiante, essas duas medidas de

associagao sdo insensiveis as grandezas das observagoes, valendo apenas o ordenamento delas.

Para o coeficiente de correlagio de Spearman, imagine que tenhamos uma amostra de n pares de
observacgoes, para duas varidveis aleatorias X e Y. Portanto, temos um conjunto de n pares (z1,y1),
(®2,y2), (3,Y3), -, (Tn,Yn). Um exemplo é que temos n observacdes de uma amostra de domicilios, onde
a variavel X corresponde & renda per capita do domicilio e a varidvel Y corresponde ao ntimero de horas
que a televisao passa ligada. Para cada domicilio, temos uma observagdo para a varidvel X ligada a uma

observacao para a variavel Y. A partir dessa amostra de pares observacionais, seguimos os passos:

(1) Para cada observagio z; da varidvel aleatéria X, determinamos o rank u, dessa observagio dentro do
conjunto de observacoes de X. Ou seja, se x; for o menor valor dentro dos valores x1, z2, ... , z,, entdo
u; = 1; se x; for o maior valor, entao u; = n; se x; for o k-ésimo maior valor, entdao u; = k. Portanto, as

variaveis u; assumem valores entre 1 e n.

(2) Para cada observagao y; da varidvel aleatéria Y, determinamos o rank v; dessa observagao dentro do
conjunto de observacoes de Y, da mesma maneira que no caso da variivel aleatéria X. Com isso, temos
agora um conjunto de pares (u;,v;), ¢ = 1,...,n, onde u; é o rank da observagdo x; e v; é o rank da

observagao ;.

(3) Para cada par (u;,v;), determinamos a diferenca entre os ranks, d; = u; — v;. Note que, caso haja total
concordancia na sequéncia de observacdes para as duas variaveis X e Y, entdo os valores d; serdo todos
nulos. Caso haja total discordincia na sequéncia de valores, teremos u; = levi =n,us =2evo =n—1,
uz = 3 e vz =n — 2 e assim por diante. Portanto, uma ideia 1égica é utilizar alguma funcao da sequéncia
d; para descrever a relagao entre as duas variaveis.

(4) Calculamos a soma dos quadrados S;_, d? = 37 | (u; — ).

(5) Finalmente, o coeficiente de correlacao de Spearman é dado pela expressao

n g2
Ro1-8Ximd (2.1)

n(n? — 1)

8Em inglés, ties.
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Pode-se mostrar que, quando hé total desacordo entre os ranks das observacoes das duas varidveis X e

Y,ouseja, quandouy = lewvy =n,uzs =2ev2 =n—1, u3 = 3 e v3 = n — 2 e assim por diante, temos que
Zdz "(n n(n®—1)

Portanto, a medida relativa de “desassociagdo” pode ser escrita por

Z’in:l d? — 32?:1 d?

E(_"?l T on(n2—-1)

Essa medida acima serd 0 quando os pares de observagoes estiverem em total acordo e 1 quando houver
total discordancia. Por outro lado, o nosso objetivo é criar uma medida de concordancia, o que pode ser
obtido pela expressdo dada pelo coeficiente de Spearman na Eq. (2.1). Pode-se mostrar que, quando h4
total desacordo entre as duas amostras, R = —1. Quando h4 total acordo entre as duas amostras, R = 1.

Na prética, o valor de R encontrado ficard entre -1 e 1.

Presenca de empates. A expressao acima parte do pressuposto de que ndo ha empates entre duas observacoes
dentro da amostra para uma mesma varidvel. Portanto, supusemos que nao encontramos dois valores
x; = 2.3 ex; =23,i# j, por exemplo. Quando isso acontece e a propor¢ao de empates na amostra nao
¢ muito grande, podemos atribuir a essas observacdes um rank de empate, € proceder com a Eq. (2.1).
Para essas duas observagoes hipotéticas, podemos associar o rank de empate u; = u; = 12.5, por exemplo,
ao invés de atribuir u; = 12 e u; = 13, ou vice-versa. No entanto, quando a propor¢ao de empates é

significativa, podemos utilizar uma corre¢do para a correlagdo de Spearman, com base na expressao

n(n®—1) - [63 " d?] —6(u +v')

R= ,
Vn(n? — 1) — 12u/y/n(n? = 1) — 120"

(2.2)

onde v’ = (3} u® — 3 u)/12 para u o nimero de observagdes, na amostra para X, empatadas para um
determinado rank. Os somatérios Y u3 e Y u sdo efetuados para todos os ranks para os quais hd empate.
Similarmente, v = (3" v® — 3" v)/12, onde v é o nimero de observagdes, na amostra para a varidvel Y,

empatadas para um determinado rank.

Para a estatistica de Kendall Tau, considere o mesmo cenario de dados do coeficiente de correlacao

de Spearman. Portanto, temos um conjunto de n pares (z1,v1), (Z2,%2), (3,93), .- , (Tn, yn). Novamente,
calculamos os ranks 1, . .., u, para as observagoes da varidvel X, e os ranks vy, ..., v, para as observagdes
da varidvel Y. Temos entdo os pares de ranks (u1,v1), (uz,v2), (us,v3), ... , (un,vyn). Os passos a seguir

descrevem o processo de cdlculo da estatistica de Kendall Tan.
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(1) Com base nos pares de ranks (u1,v1), (uz2,v2), (u3,v3), ... , (un, vy ), ordene os pares, de acordo com 0s
valores da varidvel u;, em ordem crescente, obtendo a sequéncia de pares (u(1), v(1))s (ug2), v(2))s (u(3), v3))s

-+ s (U(ny, V(ny). Um exemplo é a sequéncia ordenada, abaixo, pelo rank da varidvel X, com n = 6:

Rankde X: 1,2,3,4,5,6
Rankde Y:2,4,1,3,6,5

Caso houvesse uma associacio perfeita entre as varidveis X e Y, a ordenacao do rank da varigvel Y também

seria a ordenagao natural 1, 2, 3, 4, 5, 6.

(2) Consideremos entdo todos os pares de ranks da variavel Y. Como sao n observagoes, tém-se ao todo
n(n — 1)/2 pares. Se esses pares aparecam na ordem natural, de acordo com a sequéncia acima, atribuimos
uma nota 1; casos os pares apareceram na ordem inversa, atribuimos uma nota -1. No exemplo acima,
0s pares estdo apresentados na Tabela 2.1. Ao todo sao 4 notas -1 e 11 notas +1. Caso houvesse total
acordo entre as varidveis X e Y, o total de notas -1 seria zero, enquanto o total de notas +1 seria igual a
n(n — 1)/2. Por outro lado, se houvesse total desacordo entre as duas variaveis, o total de notas +1 seria
nulo, e total de notas -1 seria n(n — 1)/2. Portanto, a razdo (notas positivas / total de notas) fornece um
indicador para o grau de associagdo positiva entre as varidveis X e Y, enquanto a razdo (notas negativas

/ total de notas) fornece um indicador para o grau de associacdo negativa.

Tabela 2.1: Pares para estatistica de Kendall-Tau.

2,4 nota =1 4, 1:nota=-1 | 1, 6: nota =1
2, l: nota =-1 | 4, 3: nota=-1 | 1, 5: nota = 1
2,3 nota=1 [4,6:nota=1 3,6 nota =1
2,6: nota =1 4, 5: nota =1 3,5 nota =1
2,5 nota =1 1,3: nota =1 6, 5: nota = -1

(3) Seja entdao U o total de pares com nota positiva e V' o total de pares com nota negativa. Uma medida

de total acordo poderia ser escrita como

U 2U

"(%1_) :n(n—l)’

enquanto uma medida de total desacordo poderia ser escrita como

% 2V

n(n—1) = — '
el 1) n(n—1)

No entanto, queremos uma medida que seja -1 quando houver total desacordo e +1 guando houver total

acordo.
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(4) Essa medida, conhecida como coeficiente ou estatistica de Kendall Tau, é dada pela expressao

4
av z[ v_ .|

T= {1_71(71—1)

e (2.3)

Fungoes para célculo do coeficiente de correlagao, da estatistica de Kendall Tau e do coeficiente
correlagdo de Spearman estdo amplamente disponiveis na maioria dos softwares estatisticos, muitos deles
livremente disponibilizados na internet.® Além das trés medidas de associacio apresentadas neste capitulo,
diversas outras estdo disponiveis na literatura. A nossa intengéo foi descrever algumas das mais conhecidas,
além de despertar o leitor para a importancia de estatisticas ndo paramétricas, como é o caso do coeficiente
de Spearman e da estatistica de Kendall Tau. As fungdes disponiveis nos softwares tratam inclusive de
problemas de empates, que podem complicar a situacao das estatisticas ndo paramétricas, conforme visto
na Eq. (2.2).

2.4 Exercicios

Exercicio 2.1 Para o coeficiente de correlagdo de Spearman, uma grandeza importante é a soma do
quadrado do desacordo entre pares 3. (u; — v;)%. Mostre que, quando hé total desacordo entre os pares

de observagoes para as varidveis X e Y, temos

i(ui—vi)% (=1 +[n=-1) 2P+ +2- (=1 +(1-n)
=1
n(n? - 1)

=2[(n-1)>%4+n-3)%+...]= 2

Exercicio 2.2 Uma medida comumente utilizada para a descricdo da volatilidade de um ativo
transacionado na bolsa de valores é a variancia dessa varidvel. Seja p; o prego de fechamento de um
determinado papel (por exemplo, valor da acdo ordindria da Petrobrds) no dia ¢. Esses valores podem
ser baixados diretamente do website (por exemplo, vide site do Yahoo; http://br.finance.yahoo.com). O
retorno de um dia para o outro ¢ dado pela variagdo percentual s, = %i. Alternativamente, pode-se
optar pelo log-preco retorno r; = log(p:/pt—1). Para uma série histérica de retornos didrios r¢, t = 1,...,T,

podemos calcular a variancia da série, utilizando-se a expressao

1 T 2
02:TZ[7}—7_‘] .

t=1

Utilizamos a expressdo para a varidncia populacional (dividindo por T ao invés de T — 1), mas na préatica

qualquer uma das duas forneceria resultado bem similar, dado que estamos supondo que o tamanho da

SE o caso do software estatistico R. Vide WWW.I-project.org.
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amostra T é suficientemente grande (séries de retornos didrios sdo bastante grandes; para cinco anos de
dados histéricos, por exemplo, temos em torno de 1.250 observagdes). Um dos problemas em se utilizar
uma expressdo dessa natureza é que a volatilidade, expressa pela grandeza o2, pode estar se alterando ao
longo do tempo.!? Para contornar tais situacdes, muitos analistas utilizam métodos conhecidos com médias

méveis e médias méveis exponencialmente ponderadas - EWMA !

A expressdo para a variancia o? em médias méveis para o perfodo t é dada por

onde K é uma janela de periodos para a média mével. Podemos escolher, por exemplo, K = 21 (janela de
um més, considerando-se dias titeis apenas) ou K = 252 (janela de um ano). A média 7 x também é uma

média moével, com expressao

i=t—K+1

Portanto, a varidncia em médias méveis captura a volatilidade dos Gltimos K dias. Variando-se o t ao longo
do tempo, podemos obter uma série histérica para a variancia, identificando perfiodos de maior e menor
instabilidade no mercado de agbes. Note que, quanto maior o valor da janela K, maior a suaviza¢io na

série 7 x e na série o2 ;.

A média moével exponencialmente ponderada tem uma expressao diferente da média mével tradicional,
mas se presta a um papel similar: identificar alteragdes ao longo do tempo na média e na varidncia da série

histérica. Para a média, utilizando EWMA, temos a expressao

A =AXTF_ga+{1— A) X 1y,

onde A um nimero real pertencente ao intervalo (0, 1]. Com base em um valor inicial
TiaA =T

no instante de inicio da anilise t = 1,'2 podemos preceder recursivamente construindo toda a sequéncia
de médias méveis 7 x, t = 2,...,T. Note que o valor de A regula o grau de suavizagdo na média madvel.

Quanto mais préximo de zero o valor de A, maior o peso da Wltima observagdo r;, implicando em uma

10De fato, em periodos de turbuléncia no mercado financeiro, a volatilidade tende a aumentar. Em periodos de calmaria, a
volatilidade tende a se reduzir. Para esses tipos de situagdo, uma alternativa ¢ utilizar modelos contendo heteroscedasticidade
autorregressiva condicional (exemplo, modelos ARCH e GARCH, e suas extensdes).

11Em inglés, exponentially weighted moving average.

12 Alternativamente, o analista pode iniciar o processo recursivo de suavizagio exponencial utilizando uma média mdvel,
com K periodos iniciais.
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menor suavizacio da série de média estimada 7; 5. Para a variancia, a expressao via EWMA serd

UtQ,/\ = A X C't2—1,/\ + (1= X) x [ry = 7).

Com base nos conceitos acima, responda as questoes a seguir.

(1) Baixe uma série de observagoes para os ultimos cinco anos de cinco papeis na bolsa de valores de Sao
Paulo (vide http://br.finance.yahoo.com). Para cada uma dessas a¢les, determine uma série histérica de
pelo menos quatro anos, via EWMA e via MA, para a variancia do log-retorno das séries. Utilize janelas

K =21 e K =126, e utilize parametros de suavizacdo A = 0.9 e A =0.5.
(2) O gue acontece com os graficos de volatilidade quando o K aumenta?
(3) O que acontece com os graficos de volatilidade quando o pardmetro A aumenta?

(4) Repita o Exercicio 2.2 acima para o indice Ibovespa. Considerando-se as séries — o indice Ibovespa e
as cinco séries do Exercicio —, qual delas tem comportamento menos sensivel a turbuléncias de mercado?
E possivel detectar comportamentos similares entre as volatilidades das cinco séries histéricas? Para isso,
determine as trés medidas de associagio entre as seis séries histdricas (correlagao, correlacao de Spearman

e coeficiente de Kendall Tau).

(5) Para os cinco papeis e para o Ibovespa, calcule a curtose e o coeficiente de assimetria (pode utilizar
todos os cinco anos de dados diretamente). Qual das seis séries apresenta caudas mais pesadas? Qual das

seis séries apresenta maior assimetria? Qual o sinal da assimetria? Explique os resultados encontrados.

{6) Caso utilizassemos uma distribuicdo normal para prever a probabilidade de retornos negativos muito
baixos para qualquer uma das séries estudadas, vocé acha que o risco estaria sendo bem estimado,

subestimado ou superestimado? Explique a sua resposta.

Exercicio 2.3 Proponha verses EWMA para a curtose ¢ para o coeficiente de assimetria. Pode considerar
diretamente as versoes populacionais desses dois coeficientes. Aplique as expressoes sugeridas para essas

duas medidas as seis séries histéricas do exercicio anterior.

Dica: Lembre-se de que, na versao original para a curtose, calculamos a média dos residuos a quarta e
dividimos essa média pela variancia ao quadrado. Portanto, para termos um versao EWMA para a curtose,
precisamos ter uwma férmula recursiva para o numerador (média dos residuos & quarta), e dividir essa
férmula recursiva pela variancia EWMA, elevada ao quadrado. A férmula recursiva para o numerador V;
é dada por

Via=AxVia+ (1= 2) x [ry = 7ea]%
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O mesmo principio se aplica & versdo EWMA para o coeficiente de assimetria. A férmula recursiva para o

numerador, equivalentemente ao caso da curtose, é dada por

Ut‘)\ =X Ut—l,/\ + (1 — /\) X [Tt — 7_'t,/\]3-

Para obter a versaio EWMA do coeficiente de assimetria, basta dividir o numerador U; » pelo desvio padrao
(versio EWMA) ao cubo.

Exercicio 2.4 Um dos problemas comumente encontrados em andlise de séries temporais é a presenca
de componentes sazonais em séries mensais ou trimestrais, por exemplo. O nivel de emprego aumenta
nos ultimos meses do ano, o consumo de cerveja aumenta no primeiro trimestre, o consumo de energia
elétrica aumenta nos meses de verao, etc. Para melhor visualizar o comportamento tendencial de uma
série, os analistas em geral procuram dessazonaliza-la antes de continuar com o estudo. Portanto, técnicas
de dessazonalizagao sao muito importantes em andlises de séries temporais. Hoje em dia, est@ao disponiveis
na literatura uma grande quantidade de algoritmos para dessazonalizagao, alguns dos quais sdo abordados
em cursos de pds-graduagao em Economia e Estatistica (GHYSELS; OSBORN, 2001).

A utilizacdo de médias méveis fornece uma maneira simples de dessazonalizacdo. Por exemplo, para

dados mensais, podemos utilizar médias méveis do tipo

t
B 1
Y, K = E . E Yi,s
i=t—K+1

com K = 12. Para séries trimestrais, basta utilizar K = 4. N&o necessariamente a dessazonalizagdo por
médias moéveis trara resultados satisfatérios. Dependendo do processo gerador de dados da série histdrica,
outros métodos podem ser mais adequados. Em todo caso, as médias mdveis tém a grande vantagem de

serem de simples aplicagao e bastante intuitivas.
Com base na discussao acima, responda as questdes abaixo:

(1) Baixe uma série de nivel de emprego de sites especializados (vide www.ipeadata.gov.br, por exemplo),

e aplique o método de médias moveis para dessazonalizé-la.

(2) Aplique o mesmo procedimento do item (1) para uma série de PIB brasileiro (nesse caso, a série é

trimestral).

(3) Nos dois itens acima, plote a série histérica original e a série histérica dessazonalidada, ambas em uma

mesma figura, para melhor observar o processo de dessasonalizacao.

Observagao: Cuidado para nao baixar séries histdricas ja dessazonalizadas. Atentar para a descrigdo das

séries adquiridas.
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Exercicio 2.5 Mostre que o coeficiente de correlagdo de Spearman assume valores no intervalo fechado
[—1,1].

Exercicio 2.6 Mostre que a estatistica de Kendall Tau assume valores no intervalo fechado [—1, 1].
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3. Variaveis aleatorias e modelos

estocasticos

~If you apply reason and logic to this career of mine,
you’re not going to get very far.

You simply won’t.

The journey has been incredible from its beginning.
So much of life, it seems to me,

is determined by pure randomness.”

Sidney Poitier

Conforme veremos ao longo deste livro, a abordagem utilizada aqui é fortemente baseada em modelos
estatisticos e processos estocasticos. Por esse motivo, neste capitulo fazemos uma revisao dos principais
topicos, em probabilidade e estatistica, necessarios para o entendimento desses modelos descritos mais
adiante ao longo do texto. Na préxima secdo, introduzimos o conceito de variaveis aleatdrias e descrevemos
os principais componentes usados na sua caracterizacdo. Nas Segoes 3.2 e 3.3, apresentamos algumas das
principais varidveis aleatérias comumente utilizadas na prética. Ao estudar outros livros de econometria e
estatistica tradicionais, o leitor notard que a maioria dessas variaveis aleatdrias ndo sdo tao importantes na
analise de modelos de regressdo mais comuns, onde a varidvel resposta é suposta como tendo distribuigao
normal. No entanto, nas dltimas décadas, com a popularizacdo da andlise de dados microeconométricos,
a utilizagdo de modelos com outros tipos de distribui¢des para modelar a variavel resposta tem crescido
bastante. Por exemplo, na andlise de modelos de sobrevivéncia, onde o interesse reside em estudar como
o tempo de sobrevivéncia de uma empresa depende das suas caracteristicas, diversas outras varidveis
aleatdrias continuas, com espago amostral em [0, +00), sdo muito relevantes. Alternativamente, em modelos
para dados de contagem, onde a varidvel resposta corresponde ao nuimero de crimes cometidos em um
determinado perimetro urbano ou um determinado municipio, ou corresponde ao nimero de eventos de
perda operacional em uma determinada agéncia, a distribui¢do de Poisson e a distribuigédo binomial negativa

s&o bastante utilizadas.

Conforme veremos ao longo deste capitulo, todas as varidveis, discretas ou continuas, possuem diversos
indicadores para caracteriza-las. Os mais importantes desses indicadores sao a funcao de densidade de
probabilidade (ou fungio de frequéncia, para as varidveis discretas) e a funcao de distribui¢do acumulada.
Os modelos apresentados, baseados nessas distribuicdes, sao conhecidos como modelos paramétricos,!

pois supomos que o processo gerador de dados é totalmente conhecido pelo analista, a menos de um conjunto

INormalmente, a literatura divide os modelos estatisticos em trés classes: modelos paramétricos, modelos semiparamétricos
e modelos nao paramétricos. Em modelos ndo paramétricos um nimero finito de parametros nao é suficiente para conhecer
o processo gerador de dados. Modelos semiparamétricos sdo uma situagdo intermedidria. Embora o modelo tenha uma forma
funcional como no caso dos modelos paramétricos e um nimero finito de parametros é suficiente para especifica-lo, o processo
gerador de dados nao é totalmente conhecido, pois usualmente esses modelos tém uma forma funcional maleédvel que é capaz
de aproximar uma grande classe de sistemas. Um exemplo de modelos semiparamétricos é uma rede neural.
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finito de parametros (por exemplo, a média e variancia para o caso da distribui¢do normal). No Capitulo
5 descrevemos os principais métodos de estimagdo dos parametros das diversas distribuigoes utilizadas. No
Capitulo 7 apresentamos alguns procedimentos comumente utilizados para selecao de modelos estatisticos,
além de apresentar algumas técnicas estatisticas e procedimentos para avaliagido da adequagao dos modelos

selecionados.

Além da conceituacdo de varidveis aleatérias e da introducgio dos conceitos de fungao de densidade
de probabilidade, fun¢ao de frequéncia e funcao de distribui¢ao acumulada, este capitulo traz a definicao
de momentos de uma varidvel aleatéria. A média, por exemplo, é um momento da varidvel aleatéria
(conhecido como momento de primeira ordem). A varidncia corresponde ao momento (centrado) de segunda
ordem. Algumas desigualdades importantes sdo também apresentadas, como é o caso da desigualdade de
Cauchy-Schwarz, pela qual é possivel demonstrar que o coeficiente de correlagio tem sempre valor absoluto
menor ou igual a 1. Finalmente, apresentamos um resultado extremamente importante que é o Teorema
da Transformacio de Variaveis Continuas. Entre outras utilidades, por esse teorema podemos mostrar que
o quadrado de uma distribuicdo normal padronizada possui distribui¢do qui-quadrada, com um grau de
liberdade. Esse resultado seré estendido quando estudarmos varidveis aleatérias multivariadas, mais adiante

neste texto.

3.1 Variaveis aleatdrias

Variaveis aleatérias sao o principal componente dos modelos estatisticos e econométricos, sendo
importantes, por exemplo, para modelos de risco operacional, de risco de mercado e de risco de
crédito. A apresentagao aqui tem o objetivo de ser bem intuitiva, sem a preocupagdo com tecnicalidades
probabilisticas. Esperamos, contudo, que a nossa abordagem possa transmitir ao leitor as principais ideias
envolvidas na modelagem de processos estocasticos, via distribuicbes paramétricas. O leitor interessado
pode consultar, por exemplo, referéncias de teoria da medida e probabilidade ou estatistica-matemaética,
tais como Bartle (1966), Fernandez (1973), Billingsley (1995), Durret (1996), Roussas (1997), Bickel e
Doksum (2000), Casella e Berger (2001), Grimmett e Stirzaker (2001), Shao (2003), Rosenthal (2006) e
Bierens (2004).

De maneira simples e intuitiva, varidveis aleatorias sdo grandezas das quais ndo conhecemos os valores
ao certo. Por exemplo, o valor da taxa SELIC a ser divulgada pelo Banco Central apds a préxima reuniao
do COPOM ¢ uma varidvel aleatéria. Outros exemplos sdo: (1) o crescimento do PIB Brasileiro ao final do
ano corrente; (2) o valor da taxa de cdmbio R$/USS; (3) o valor do déficit piblico daqui a dois anos; (4)
o nimero de fraudes no autoatendimento de um determinado banco no préoximo meés; (5) a propor¢ao de
empresas inadimplentes ao final do semestre; (6) o nimero de eleitores que irdo votar a favor da reeleicdo;

(7) a receita bruta total no préximo ano da empresa A, etc.

34 | Carvalho, Cajueiro e Camargo



Conforme fica claro pelos exemplos acima (poderiamos passar todo o nosso curso pensando em uma
infinidade de outros exemplos), essa entidade chamada varidvel aleatéria é bem mais comum na nossa vida,
cotidiana do que aparenta. Por isso, espertamente, os matematicos e estatisticos resolveram criar todo um
arcabougo tedrico e computacional para que essa infinidade de problemas cotidianos possam ser resolvidos
de maneira sistemética. E justamente esse arcabouco que iremos cobrir nas préximas seg¢oes, com uma

énfase ébvia em modelos aplicados a economia e financas.

A principal ideia no tratamento de varidveis aleatérias é definir alguma medida para o grau de
conhecimento, ou de ignorancia, que temos a respeito dos possiveis valores que a varidvel aleatéria ird
assumir. Por exemplo, é pouco provével que o crescimento do PIB Brasileiro ao final do ano corrente seja
de 25%, ou de -15%. Certamente existe um conjunto ou intervalo de valores mais plausiveis para o valor
do crescimento do PIB no ano corrente assumir: talvez algo em torno de 3%, variando, com algum grau de
incerteza, entre 1% e 5%. Da mesma maneira, é pouco provavel que a proporc¢ac de empresas inadimplentes

ao final do semestre seja de 95%.

Antes de prosseguir com a definicdo de possiveis medidas para a incerteza de varidveis aleatérias,
precisamos introduzir duas defini¢cdes que estardo nitidamente ligadas aos varios modelos econométricos
descritos nos préximos capitulos. As varidveis aleatérias podem ser divididas em dois grandes grupos:2
variaveis aleatérias discretas e varidveis aleatérias continuas. Varidveis aleatérias discretas sio
aquelas cujos valores possiveis pertencem a um conjunto enumeravel (ou seja, discreto). Exemplos de
varidveis discretas sdo o nimero de empresas inadimplentes ao final de seis meses, o nimero de fraudes no
autoatendimento no préximo més, o numero de clientes na fila de uma agéncia em determinado momento
do dia, etc. Obviamente, ndo podemos ter 3.6 empresas inadimplentes, ou 12.4 clientes na fila. Os conjuntos
de valores possiveis nos trés casos € o conjunto de nimeros inteiros néo negativos N = {0,1,2,3,...}. Um
outro exemplo muito importante de varidvel aleatéria discreta é a varidvel de Bernoulli, a qual pode assumir
apenas valor 0 ou valor 1. Uma aplicagdo dessa varidvel sao modelos de default ou nao default, em risco
de crédito. Podemos associar valor 1 a uma empresa inadimplente e valor 0 quando a empresa nao estiver

inadimplente. Abordaremos a varidvel aleatéria de Bernoulli em mais detalhes na Secao 3.2.

Variaveis aleatérias continuas sdo aquelas que podem assumir qualquer valor em um intervalo do
conjunto de nimeros reais. Vamos aproveitar a oportunidade e introduzir a notacao. Representaremos
varidveis aleatérias por letras maitsculas do tipo X, Y, Z etc. O conjunto de valores possiveis de uma
variavel aleatéria serd representado pela letra X. Esse conjunto de valores possiveis é conhecido como
espago amostral. Um exemplo de varidvel aleatéria continua, comumente utilizado em risco de crédito,
¢ a propor¢ao Z do valor ndo sacado em uma linha de crédito, que sera sacada caso a empresa enfrente
estresse financeiro. O espago amostral nesse caso é o intervalo [0, 1] de valores entre 0 e 1. A ideia de espaco
amostral para essa varidvel aleatéria pode ser melhor representada pela notacdo Z € X = [0, 1], onde se &

que Z tem valor no conjunto X, o qual corresponde ao intervalo [0, 1].

2Varigveis discretas e continuas ndo exaurem todas as possibilidades para varidveis aleatérias. Podemos ter, por exemplo,
varidveis aleatdrias mistas entre continuas e discretas. Entretanto, em termos de exposicio dos conceitos bdsicos de varidveis
aleatdrias, vamos supor a dicotomia bésica entre varidveis aleatérias discretas e varidveis aleatérias continuas.
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Especificamente para risco operacional, uma varidvel aleatéria continua extremamente importante é o
valor monetério total Y incorrido em um evento de perda especifico. Nesse caso, é dificil imaginar um evento
de perda negativa. Também é meio implausivel acreditar que o valor total incorrido em um determinado
evento de perda seja o valor do PIB brasileiro. Mesmo assim, o arcabougo de varidveis aleatérias é
usado primariamente para construir representacoes (ou seja, aproximagdes) tteis, e ndo necessariamente
totalmente exatas, da realidade. Nesse sentido, apesar de perdas operacionais do tamanho do PIB brasileiro
serem pouco defensdveis, por preferéncia a simplicidade das derivagdes analiticas, suporemos que Y pode
assumir qualquer valor ndo negativo no conjunto dos nimeros reais Rt = [0,00). Portanto, podemos

escrever Y € X = [0, c0).

3.1.1 Caracterizacao de variaveis aleatérias

Depois de introduzir o conceito de variaveis aleatérias discretas e continuas, podemos prosseguir com a
constru¢iao de medidas para o nosso conhecimento, ou ignorancia, dos valores que uma varidvel aleatéria
pode assumir. A principal medida nesse caso é a fungao de frequéncia, para varidveis aleatdrias discretas,
e a funcdo de densidade de probabilidade, para varidveis aleatérias continuas. Devido & sua maior
simplicidade de interpretacao, iniciaremos a nossa discussao pelas variaveis aleatorias discretas. Geralmente,

utilizamos o simbolo f(z) para representar fungoes densidade e fungoes de frequéncia.

Fungoes de densidade de probabilidade e fungoes de frequéncia de varidveis aleatorias

A fungao de frequéncia de uma variavel aleatdria discreta X é uma funcao f(z) que associa, a cada

valor = possivel de X assumir, o valor da probabilidade de ocorréncia desse valor. Ou seja,

f(z) = Prob|X =z], para z € X. (3.1)

Observe que utilizamos uma letra maitiscula X para representar a variavel aleatdria e uma letra minascula
para representar um valor especifico que uma varidvel aleatéria pode assumir. O conjunto X corresponde ao
conjunto de todos os valores possiveis para X. Essa notagio é comumente utilizada em textos de estatistica,
e serd empregada de agora em diante neste documento. A funcao de frequéncia é extremamente importante
porque ela caracteriza completamente a distribuigao da variavel aleatéria X. Conhecendo a fungao de
frequéncia, caracteriza-se todo o comportamento aleatério de X. A partir da funcio de frequéncia é possivel

por exemplo derivar o que chamamos momentos de uma varidvel aleatéria ou de uma distribuicéo.?

No caso de varidveis aleatdrias continuas, a fungdo de frequéncia é substituida pela funcao de

densidade de probabilidade (fdp). A fungdo de densidade f(-) nédo indica diretamente a probabilidade

3A partir de agora, usaremos ‘distribuigio’ ou ‘varidvel aleatéria’ indiscriminadamente, como é geralmente usado na
literatura estatistica.
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de ocorréncia de um determinado valor, mas sim a probabilidade de ocorréncia de valores dentro de um
intervalo. Dessa forma, a probabilidade da varidvel aleatéria Y assumir valores entre a e b, com a < b, é

dada por
y=b
Probla <Y < b] = f(y)dy, (3.2)

y=a

=b . . .
onde f;’za indica integral entre a e b.

Um outro componente extremamente importante na caracterizagdo de varidveis aleatérias é a fungao

de distribui¢ao acumulada F(z). A funcdo de distribui¢do acumulada tem expressao

F(z) = Prob[X < z],

e essa expressao vale tanto para variaveis aleatérias discretas, quanto para varidveis aleatérias continuas.
A funcao de distribui¢do acumulada pode ser obtida a partir da fun¢éo de densidade, no caso continuo, via

expressao

F(r) = /I fu)du, para x € R.

=—00

Similarmente, a fungdo de densidade pode ser obtida a partir da fungdo de distribuicao acumulada via

primeira derivada
OF
f@) = S-w)

U=x '

Portanto, existe uma equivaléncia entre fungao de distribuigdo acumulada e fungio de densidade, de forma
que qualquer uma das duas pode caracterizar completamente a varidvel aleatéria continua correspondente.
Os mesmos argumentos valem para o caso discreto, onde a fungéo de distribuigdo acumulada pode ser

obtida a partir da fungao de frequéncia, utilizando-se a expressao

(=]
F(z) = Zf(u), parax € R,
=0

onde [z] corresponde & parte inteira do nimero real .

Exemplo 3.1 (Funcio de frequéncia) Considere uma varidvel aleatéria discreta X, com espago amostral
X = {0,1,2,3}, e fungao de frequéncia f(0) = f(1) = f(2) = 0.20. Para escrevermos a fungdo de

distribuicao acumulada para a varidvel aleatéria X, precisamos notar que a fungao F(z) deve ser definida
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em todo intervalo (—00,+0c), P[X < z] = F(z) para todo = € (—00, +00). Portanto, temos

F{z)=0, paraz <0,
F(x)=0.2, parazx € [0,1),
F(z) =04, paraz € [1,2),
F(z) =0.6, paraz € [2,3),
F(x)

() = 1.0, paraz >=3.

Exemplo 3.2 (Fungdo de densidade) Considere uma varidvel aleatéria com fungao de densidade f(z) =
e~", parax >0 e f(x) =0, para z <= 0. Podemos mostrar que a funcio de distribuicdo acumulada F(x)
é dada por

F(z)=1-¢e"%, paraz >0, (3.3)
=0, caso contrario.

Proposicao 3.1 Toda funco de frequéncia ou funcio de densidade de probabilidade f(z) satisfaz
(i) f(z) > 0,Vz € R,
(ii) > oooy f(z) =1, para funcdes de frequéncia,

(iii) f%_ f(z)dz =1, para fungdes de densidade.

Préatica 3.1 Seja Y uma varidvel aleatéria com funcao de densidade

f(z) = Ae™%® paraz >0,

=0, caso contrério.

Determine o valor de A para que f(y) seja uma funcio de densidade.

Nota 3.1 Em geral, para varidveis continuas,
Pla< X <h=Pla<X<h=Pla<X<b=Pa<X<b]=[""f(z)da.

Observe que, para duas constantes a e b, com a < b,

/ ; f@yz = [ oo f(z)dz + / ' flayde,

e, portanto, F(b) = F(a) + Pla < X < b], resultando
Pla < X <b] = F(b) — F(a).
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A interpretagdo da funcio de densidade de probabilidade para varidveis aleatérias continuas é intuitiva no
sentido de que a probabilidade de a varidvel X assumir um valor entre os nimeros a e b, com a < b, é
dada pela drea abaixo da func@o f(z) e acima do eixo horizontal, delimitada pelos pontos a e b. Da mesma
forma, seja A um conjunto formado pela unifo finita de varios intervalos disjuntos (intersegio vazia), entao
a probabilidade de = assumir um valor no conjunto A é dada pela 4rea abaixo da fun¢do f(z), acima do

eixo horizontal, delimitada pelos intervalos que compdem A.

Imagine agora que o conjunto B é formado apenas por pontos isolados na reta . O valor da
probabilidade P[X € B] é dada pela 4rea acima do conjunto B, delimitada por cima pela funcao f(x). Ora,
dado que o conjunto B é formado apenas por pontos isolados, a drea acima do conjunto B serd a area de
algumas retas; ou seja, a 4rea acima do conjunto B ser4 nula, e portanto P[X € B] = 0. Em particular,
se X é uma variavel continua, a probabilidade P[X = a] = 0, para qualquer ponto a € R. O conjunto B
é denominado um conjunto de medida nula.* Isso explica as desigualdades do tipo Pla < X < b] =
Pla < X < b] na Nota 3.1. Um outro conceito importante é a diferenca entre um conjunto de medida nula
e um conjunto de eventos impossiveis. O fato de termos P[X = a] = 0 ndo significa que X nunca possa

assumir o valor a.

Proposicao 3.2 Toda fungio de distribui¢do acumulada F'(z) satisfaz

(i) F(z) 20,

(ii) F(z) — 1, quando ¢ — oo,

(iii) F(z) — 0, quando = — —oo,

(iv) F(z) é uma fungdo monotoénica crescente (ndo estritamente crescente),

(v) F(z) é continua pela direita.

Valor esperado e momentos de uma distribuicao

Com base nas funcoes de densidade ou nas funcoes de frequéncia, podemos obter uma grandeza
extremamente importante na caracterizacdo de varidveis aleatérias. Essa grandeza é conhecida como
valor esperado de uma variavel aleatéria X, e tem representagdo E[X]. Intuitivamente, o valor esperado
corresponde ao valor que observamos em média para a variavel aleatéria X quando fazemos sucessivas

observacoes dessa varidvel. Para a varidvel aleatéria “nota de um aluno na rede piiblica em matematica”,

4Exemplos de conjuntos de medida nula sdo os conjuntos contdveis ou enumeréaveis. Um conjunto B é dito enumergvel
ou contdvel quando ele ¢ um conjunto finito, ou quando existe uma bijegdo h : N — B, com B = {b, : n € N}, sendo
bn = h(n), para todo n € N. Um exemplo de conjunto contdvel é o conjunto de ndmeros racionais Q.
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um valor esperado igual a 6.2 significa que, em média, as notas observadas para virios alunos observados

em uma amostra é igual a 6.2. A expressdo para o valor esperado E[X] é dada por

(i) E[X] = 372, zf(z), no caso discreto, supondo que o espago amostral da varidvel aleatéria X é X =
{0,1,2,3,4,...},

(ii) EX] = [ __ zf(z)dz, no caso continuo.
No caso mais geral, seja g(-) uma fungdo qualquer.® Podemos escrever o valor esperado de g(X) como

(i) Elg(X)] = 302, 9(z) f(z), no caso discreto, supondo que o espago amostral da varidvel aleatéria X é
X=1{0,1,2,34,...},

(ii) Elg(X)] = [2___ g(z)f(z)dz, no caso continuo.

x

A partir da definicio de valor esperado, podemos calcular diversas medidas para caracterizar uma
variavel aleatéria. Essas medidas sdo conhecidas como momentos de uma varidvel aleatdria. Os principais
momentos sao a média e a varidncia. A média é comumente representada pela letra 1 ou pelo simbolo E[X]
e indica o valor médio da varidvel aleatéria. O segundo momento é a varidncia, comumente representada
por a2 ou por Var[X], e indica a dispersao da varidvel aleatéria em torno do valor médio. Supondo que o
espago amostral da varidvel aleatéria discreta X é X = {0,1,2,3,4, ...}, as expressoes para a média e para

a variancia sao
EX]=pu=320zf(x) =0x f(0) +1x f(1)+2x f(2) +
Var[X] =02 = 307 ((x — p)?f(2) = (0 — )% x £(0) + (1 — )% x f(1)+ (2 — p)? x f(2) +

A partir da varidncia, podemos encontrar o desvio padrio o, que corresponde simplesmente 3 raiz
quadrada de o2. Portanto, assim como a variancia, o desvio padrdo também da indicacdo de dispersdo
da distribuicdo da varidvel aleatdria em torno do ponto médio u. Os outros dois momentos comumente
encontrados sao o coeficiente de assimetria assy e a curtose kurt. Como vimos no Capitulo 2, ¢ primeiro
indica o quéo assimétrica é a distribui¢ao da variavel aleatéria, enquanto o segundo indica o quao comum
séo valores extremos (ou seja, 0 quao frequente a varidvel aleatéria assume valores altos). As expressoes

para a curtose e para o coeficiente de assimetria sdo dadas por
1
sy = B -0 = 5 Do

kurt = —BE[(X — py? Z(IL‘ -
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Valores positivos para o coeficiente de assimetria indicam que a distribuigdo é mais esticada para a direita,
enquanto que valores negativos indicam que a distribui¢do é mais esticada para a esquerda. Um coeficiente

de assimetria igual a zero indica que a distribuigao é simétrica (vide discussao no Capitulo 2).

Para distribuigdes continuas, as expressoes para os momentos sao andlogas ao caso discreto, trocando-se
os operadores de somatdrio por operadores de integragao. As fdrmulas para as quatro primeiras principais

medidas de caracterizag@o, no caso de varidveis aleatérias continuas, sao

=400
EY]=p= /y yf(y)dy

oo (3.6)
Varly] = BIY w0 =o* = [ (- nPr)dy
Yy=—00
para a média e a variancia, e
y=+too
sy = B =) = %5 [ - Py
v (3.7)

y=-+00
kurt = %E[(Y - wi = % / (y— ) f(y)dy,

=—

Q

para o coeficiente de assimetria e para a curtose.

A variancia é também denominada segundo momento centrado, uma vez que ela corresponde ao
valor esperado do quadrado da varidvel aleatdria menos a sua média. O segundo momento nao centrado

sera simplesmente

y=+o0
E[Y?] = / W F(y)dy. (3.8)

=—00

Analogamente, o K-ésimo momento nao centrado ¢ dado por

y=+00
E[Y¥] = / y" fy)dy, (3.9)

=—00

enquanto o K-ésimo momento centrado pode ser escrito como

EL(Y — p)¥] = / '

- ¥ fw)dy, (3.10)
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onde 4 é o valor esperado E[Y]. Para uma varidvel aleatéria discreta X, as expressdes para os momentos

centrados e nao centrados de ordem K sio

o0

E[(X — %] = (z - ¥ f(x)

=0

. (3.11)
E[X5] =) " f(a),
=0

onde p = 3.2 ,zf(z) é o primeiro momento.

Proposicao 3.3 Propriedades do valor esperado (ou expectancia):
(i) E[a] = a; ou seja, o valor esperado de uma constante a € R é igual & constante.

(ii) E[bX] = bE[X], onde b é uma constante e X é uma varidvel aleatéria (discreta ou continua); ou seja, o
valor esperado do produto de uma constante vezes uma varidvel aleatdria é igual a constante vezes o valor

esperado da varidvel aleatéria.

(iii) E[X + Y] = E[X] + E[Y], onde X e Y sdo duas varidveis aleatérias (discretas ou continuas); ou seja,

o valor esperado da soma de duas ou mais varidveis aleatdrias é a soma dos valores esperados.
(iv) ElaX + bY + ¢] = aE[X] + bE[Y] + ¢.
(v) Se X > 0 sempre, entao E[X] > 0.

(vi) Se a densidade de X ¢é simétrica em torno de um valor 7, entao E[X] = 7.

Pratica 3.2 Mostre as propriedades (i) a (v) do valor esperado apresentadas na Proposicao 3.3 usando

propriedades do somatdrio ou da integral.

Nota 3.2 Existe uma relacio entre os momentos centrados e os momentos nio centrados. Para a variancia,
por exemplo, temos E[(Y — 1)?] = E[Y? — 2V + p?] = E[YV?] — E[2Y | + E[p?]. Mas lembremos que o
valor esperado de uma varidvel aleatdria vezes uma constante é igual & constante vezes o valor esperado da
varidvel aleatéria; portanto, E[2Y u] = 2uE[Y]. Além disso, o valor esperado de uma constante é a prdpria

constante; portanto, E{u?] = 42, Finalmente, uma vez que E[Y] = u, obtemos a relacio

E[(Y - u)’] = E[Y?] ~ E[Y]. (3.12)

Ou seja, Var(Y) = E[Y?] — E[Y]? como mostra o item (i) da Proposicio 3.4 abaixo.
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Pratica 3.3 Considere a variavel aleatéria X, com funcdo de densidade

f(zy=B(1 —=z), para0 <z <3,

=0, caso contrario.

Determine o valor da constante B para que a fungao acima seja uma fungio de densidade. Para o valor de

B calculado, determine:
(a) E[X? + 5],

(b) E[3X? + 6X).

Discutiremos a seguir algumas das principais propriedades para a varidncia populacional.
Diferentemente do valor esperado E[], a varidncia da soma de varidveis aleatérias nao necessariamente
¢ igual & soma das varidncias. No entanto, isso acontece quando as varidveis aleatérias sdo nao
correlacionadas; nesse caso, nao hé relacio linear alguma entre elas. Um caso particular de variaveis néo
correlacionadas acontece quando elas sao independentes entre si. Intuitivamente, duas varidveis aleatérias
sao independentes quando, conhecendo-se o valor da primeira varidvel, ndo adiciona informacgao alguma
sobre o valor da segunda. Varidveis aleatdrias independentes sdo necessariamente nao correlacionadas. O
contrario, porém, nio é necessariamente verdade: varidveis ndo correlacionadas nao necessariamente sao

independentes. Esses conceitos serdo vistos em mais detalhes no Capitulo 4.

Via de regra, a chamada covariancia entre duas varidveis aleatérias tem expressao

Cov[X,Y] = E[(X — ux)(Y — py)],

onde puxy = E[X] e uy = E[Y]. A covaridncia mede a relagdo linear entre duas varidveis aleatérias.
O problema da covariancia, conforme formula acima, é que o valor resultante é de dificil interpretagao,
conforme vimos no Capitulo 2. Uma solugéo é calcular a correlagao p entre as duas variaveis aleatérias,

onde
Cov[X,Y]

T NaXVarly]

(3.13)

Pode-se mostrar que a correlagdo necessariamente possui valor absoluto menor ou igual a 1, que é uma
consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz que sera apresentada na Secao 3.4.5. Quando p = —1,
existe uma dependéncia linear negativa exata entre as varidveis X e Y; ou seja, Y = aX + b, com a < 0.
Quando p = 1, hd uma dependéncia linear positiva exata, com Y = aX + b, com a > 0. Quando nao
ha dependéncia linear alguma entre X e Y, tem-se p = 0. Em geral, tem-se p assumindo algum valor
intermedidrio entre -1 e 1. Quanto mais préximo p estiver de 1, maior a relaco linear positiva. Similarmente,

quando mais préximo p estiver de -1, maior a relagao linear negativa.
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Proposicao 3.4 (Propriedades da variancia):
(i) Var[X] = E[X?] - p2
(ii) Var[a] = 0, onde a é uma constante real.
(iii) Var[aX + b] = a? Var[X].
(iv) Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias reais (discretas ou continuas). Entao,
Var[aX + bY] = a*Var[X] + b*Var[Y] + 2abCov[X,Y].
Em particular, se a = b = 1, temos
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] 4 2Cov[X, Y].

(v) Seja X;, i =1,...,n, uma sequéncia de varidveis aleatdrias reais (discretas ou continuas) e seja aq, ...,

an, uma sequéncia de numeros reais. Entao,

n n
Var {Z ainl = Z a?Var[Xi] +2 Z a;a;Cov[X;, X;].
i=1 i=1 i<j
(vi) Em particular, se as varidveis aleatérias X, ..., X,, forem néo correlacionadas, ou seja Cov[X;, X;] =

Corr[X;, X;] = 0 para todos os pares i, j, i # j, entao
n T
Var [Z a,'Xi] = Z a?Var[X;).
i=1 i=1

Quando a; = 1, para todo 7, entao
n

Var [Z Xl] = gVar[Xi].

=1

E valido comentar que na Proposicio 3.4 {vi), a variancia da soma de varidveis ndo correlacionadas é igual
& soma das varidncias. Essa caracteristica é particularmente importante quando as observagoes coletadas
em um amostra X, ... , X,, sado ditas independentes. Intuitivamente, as observagoes sdo independentes
quando os valores obtidos nas primeiras observagoes coletadas n&o fornecem informagao alguma sobre os
valores das observacoes coletadas posteriormente. Um exemplo desse tipo de situacdo é quando nds temos o
processo de retirada de numeros de dentro de uma urna, sendo que, apés cada retirada, o ntimero sorteado
¢ reinserido na urna. Esse tipo de situacao especificamente é conhecido como amostragem aleatéria simples
com reposi¢ao. Uma outra situagao onde aproximadamente obtemos independéncia é quando o nimero n de

observacdes coletadas da urna é muito pequeno em rela¢io ao nimero N de niimeros existentes dentro dela,
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e o processo de amostragem é sem reposi¢ao (ou seja, os niimeros nao sio reinseridos na urna apos o sorteio).
O conceito de independéncia é fundamental, conforme veremos no Capitulo 5, quando trataremos de alguns

métodos comumente utilizados para estimagao dos parametros livres das distribuigbes paramétricas.

Pratica 3.4 Mostre as propriedades (i) a (iv) da variincia apresentadas na Proposi¢do 3.4 usando

propriedades do somatério ou da integral.

Nota 3.3 Nos pardgrafos acima, demos a definicdo de momentos baseados na defini¢io de valor esperado.
E importante ter em mente que nem sempre todos os momentos existem para uma determinada varidvel
aleatéria. Pode acontecer também que o momento ndo centrado de ordem 3 exista, e os demais momentos
de ordem maior nao existam. Nesse sentido, dizemos que o momento nao centrado de ordem r de uma
varidvel aleatéria X existe quando

E[IX|"] < .

Note o simbolo de valor absoluto na expressao do valor esperado acima. Portanto, dizemos que a média

(ou momento de primeira ordem) de uma varidvel aleatéria X existe quando

E[|X|] < 00.

De acordo com o Exercicio 3.21, podemos mostrar que, se o momento nio centrado de ordem r existe,
entao todos os momentos nao centrados de ordem ¢ também existem, para todo g tal que 1 < ¢ < r. Além
disso, se 0 momento centrado ou nao centrado, de ordem r, existe entao todos os momentos centrados e nao
centrados de ordem ¢, com 1 < ¢ < r, também existem. Isso pode ser provado utilizando-se a desigualdade

de Holder que serd apresentada na Segao 3.4.4.

Exemplo 3.3 (Varidvel aleatéria discreta sem nenhum momento) Considere a variavel aleatéria discreta
definida X € {1,2,3,4,...}, com fungéo de frequéncia f(z) = A/z*. Temos que encontrar o valor de A
para que a func¢do f(x) seja de fato uma funcao de frequéncia. Nesse caso,

— 1
bomaY Lo

r=1

++

S
N ES
R e

Para resolver esse somatério, podemos recorrer a fungéo zeta de Riemann ((s), definida como

)= =

z=1

Para s € R, a fungdo ¢(s) é definida (menor que oo) para s > 1. Caso contrario, a série ndo converge e o

resultado é co. Para resolver o problema da varidvel aleatéria X acima, basta calcular o valor de ((2). Esse
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valor é amplamente disponivel na literatura e tem-se ((2) = 72/6, que é aproximadamente igual a 1.645.

Portanto, para a fungao f(z) ser uma fungao de frequéncia, basta fazer A = 6/m2.

Vamos agora calcular o primeiro momento (ou valor esperado) da varidvel aleatéria X. Pela definigao

de valor esperado, temos

BIX] =Y of(e) =) Ay =) Al =a) 2
=1 =1 z=1 r=1

O somatdrio acima corresponde a A{(1), que é igual a oo, dado que ((s) = oo para todo s <=1, s € R.
Portanto, para a variavel aleatéria X descrita acima, ndo existe momento de ordem 1. O leitor poders

detectar facilmente que também néo existem os momentos de ordem maior do que 1.

Exemplo 3.4 (Varidvel aleatéria continua sem nenhum momento) A varidvel aleatéria de Cauchy tem

funcdo de densidade de probabilidade f(z) dada por

f(33)=7r ! para x € R.

(1+z2)’

Pode-se mostrar que f(z) é uma fungdo de densidade, no sentido de que sua integral é igual a 1. Além

/:o xf(w)da::—/xo zf(z)dz,

=0

disso,

j4 que a distribui¢dao de Cauchy é simétrica em torno do ponto zero. Portanto,

E[X] = /:o xf(a:)dx+/0 2f(2)dz = 0.

=0 rT=—00

Se olharmos especificamente para o valor de E[z], concluiremos que o valor esperado (ou primeiro momento)

da distribuicdo de Cauchy existe e é nulo. No entanto, pode-se mostrar que

/ " ef(w)dz = oo,

=0

resultando em

Bx) = | " af@)de - / O:_mzf(z)dw — 200,

abusando da notagio da dltima igualdade acima. Portanto, E[|X|] = oo para uma varidvel aleatéria de
Cauchy e dizemos que o primeiro momento nao existe. Pode-se mostrar que todos os momentos de ordem

maior (centrados ou nao) também nao existem.
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3.1.2 Momentos populacionais versus momentos amostrais

Os quatro momentos descritos anteriormente (média, varidncia, coeficiente de assimetria e curtose) sao
conhecidos como momentos populacionais, pois eles sdo derivados diretamente das férmulas para a
distribuicao das varidveis aleatérias. Em muito casos, é importante calcular também equivalentes amostrais
para os momentos populacionais. Esses equivalentes amostrais sdo conhecidos como momentos amostrais.
Suponha que temos disponivel uma série de n valores, ou seja, uma amostra X, Xo, X3,...,X,, com
n suficientemente grande. Os momentos amostrais sdo calculados diretamente a partir desses valores

amostrais, e tém expressao

3

= 1
L (3.14)
1 _
82 = — Z(Xl — X)2,
o
para a média i (ou X) e a variancia s? amostrais, e
1 -
assy — 5'3—3 ZO(Xl — X)
’ (3.15)

— 1 < _
kurt = — X; — X)4,
ur ns4;( )

para o coeficiente de assimetria e para a curtose amostrais. O desvio padrao amostral s é igual A raiz

quadrada da varidncia amostral s2.

Em muitos livros de estatistica, quando o tamanho da amostra n ndo é grande o suficiente, as Eqs.
(3.14) e (3.15) apresentam algum fator de corre¢éo para o viés de estimagio dos momentos (STEVENSON,
1997), conforme discusséo no Capitulo 2. Por exemplo, a férmula para a varidncia amostral nio viesada é

dada por

1 .
2 2
§° = X; — X)~, 3.16
EPRCEES 3.16)
com o denominador n — 1 ao invés de n. Porém, para problemas tipicos em microeconometria, com base de
dados governamentais (PNAD, CENSO, POF etc.), por exemplo, o niimero de observacoes nas amostras é
grande o suficiente, de forma que utilizar n ou n — 1 no denominador néo faz muita diferenca. Dessa forma,

as expressoes apresentadas nas Egs. (3.14) e (3.15) como estdo ja sdo adequados para os nossos objetivos.

Pode-se mostrar, tanto analiticamente quanto via simulagdes de Monte Carlo (conforme discutiremos
na Segao 5.4), que os momentos amostrais aproximam-se dos momentos populacionais, e essa aproximacao

torna-se mais precisa & medida que o nimero de observa¢des n na amostra aumenta. Esse fato é importante
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para a construcao de um dos métodos mais utilizados na estimacdo de pardmetros livres de varidveis
aleatdrias comumente conhecidas. Justamente por utilizar a equivaléncia entre momentos amostrais e
momentos populacionais, esse método de estimagdo é conhecido como método de momentos e serd

apresentado no Capitulo 5.

3.2 Principais variaveis aleatérias discretas

Nesta secdo, faremos uma revisao de algumas das principais varidveis discretas, comumente utilizadas
em problemas aplicados. Juntamente com as varidveis aleatdrias, apresentaremos as suas principais
propriedades em termos de momentos. Todas as varidveis aleatérias discretas discutidas nesta secdo serao

representadas pela letra maidscula X.

3.2.1 Variavel aleatéria de Bernoulli

A varidvel aleatdria de Bernoulli é extremamente simples, apresentando somente dois valores possiveis: 0
ou 1. Portanto, o espago amostral X = {0, 1}. Essa varidvel possui apenas um parametro livre p, que indica

a probabilidade de a varidvel aleatéria assumir valor 1. Dessa forma,

Prob{X =1} = p,

Prob{X =0} =1 - p. (317

A varidvel aleatéria de Bernoulli é normalmente utilizada para modelar processos de resposta binaria, como

por exemplo default e nao default, vota ou no pela reeleicio etc. A média u e a varidncia 02 tém expressoes

p=1xp+0x(1-p)=pe
(3.18)
o> =px(1-0p).

Pratica 3.5 Plote o grifico da fungao de distribui¢ao acumulada F(x) para a varidvel de Bernoulli.

Pritica 3.6 Explicite o cdlculo da variancia da varidvel aleatéria de Bernoulli apresentada na Eq. (3.18).

3.2.2 Variavel aleatdria binomial

A varidvel aleatéria binomial é comumente utilizada para modelar a contagem do ndmero de 1’s em N
eventos independentes de Bernoulli. Por exemplo, ao abordar N = 112 pessoas aleatoriamente na rua, a
varidvel aleatéria X pode ser utilizada para modelar quantos deles vao votar para reeleigdo. Essa variavel

aleatdria possui 2 parametros: o niumero N de eventos de Bernoulli, e a probabilidade p de tirar 1 em cada
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evento de Bernoulli. No nosso exemplo de reelei¢ao, p seria a probabilidade de cada um dos 112 individuos

votar a favor da reeleicdo.

O espago amostral da varidvel aleatdria binomial é X = {0,1,2,..., N} e a funcao de frequéncia f(z)
¢ dada por
f(z) =Prob{X =k} = (Z)I;ku —p)N* para 2=0,1,2,...,N, (3.19)
onde
N!
<N> = Fl=kx(k-1)x(k—2)x--x3x2x1,
k kYN —k)! (3.20)

(N—kl=(N-k)x(N-k-1)x---x2x1e Nl=Nx(N-1)x---x2x1,

A varidvel aleatdria binomial tem média p e variancia ¢ dados por

u=Nxpe (3.21)
02 =Nxpx(1-p). ‘

A Figura 3.1 apresenta a funcéo de frequéncia para diferentes valores de N e p. Observe que quando
N aumenta ou quando p aproxima-se de 0.5, a fungdo de frequéncia possui grifico com formato
assemelhando-se a um sino. Na Secao 3.3.1, apresentaremos a varidvel aleatdria normal, que possui
exatamente o formato de sino ao qual a distribui¢ao binomial se aproxima quando o tamanho de tentativas

N aumenta.

Aplicagdo 3.1 (Contrato de opgdes e aprecamento usando o modelo binomial)

Um contrato de opcio é um derivativo® que d4 o direito (mas ndo a obrigacio) a uma das partes
interessadas {que pagou por esse direito a outra parte interessada) de comprar (ou vender) um ativo por
um preco especificado numa data futura (preco de exercicio) até o vencimento (data a partir da qual a

opgao nao pode mais ser exercida).

Contratos de opgoes podem ser caracterizados pelo tipo de operagdo e, nesse caso, os tipos mais simples

sao:
1) Opcéo de compra’ é uma opgao para comprar um ativo especificado (ativo objeto) a um prego fixo.

2) Opcdo de venda® é uma opgdo para vender um ativo especificado (ativo objeto) a um prego fixo.

8Um contrato derivativo é um contrato cujo preco deriva de um ativo subjacente. Os exemplos mais comuns de contratos
derivativos sao futuros, opg¢des e swaps. Vide, por exemplo, Hull (1997).

7"Em inglés, call.

8Em inglés, put.
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N=5ep=01 N =10ep=0.1

Figura 3.1: Funcéo de frequéncia para a variavel aleat6ria binomial.

Contratos de opgdes também podem ser caracterizados pela especificagdo do periodo de exercicio e,

nesse caso, 0s tipos mais comuns séo:

1) Opcao Européia é um contrato de opgdo que s6 pode ser exercido apenas em uma data fixa especifica
no futuro.

2) Opcao Americana é um contrato de opgdo que pode ser exercido em qualquer instante até a data de
vencimento.

E valido comentar que existe uma grande variedade de contratos de opcGes especificados de varias
formas e disponiveis para varios tipos de mercados. Uma apresentacdo didatica desses itens pode ser
encontrada, por exemplo, em Hull (1997) e Wilmott, Howison e Dewynne (1995). Adicionalmente, uma
aplicagdo importante da teoria de aprecamento de contratos de opgdes é o0 apregamento de opgdes reais que
podem ser usadas para flexibilizar a avaliacdo de projetos (COPELAND; ANTIKAROV, 2002; KOLLER,;
MURRIN; COPELAND, 2001; DIXIT; PINDYCK, 1994).

O problemaem que estamos interessados aqui € como apregar contratos de opgdes Européias.9 Desejamos
responder a seguinte pergunta: quanto devemos pagar hoje por um contrato de op¢do para ter direito a
compra (venda) de um ativo que vale hoje S, numa data futura, por um preco X?

Sabemos que uma opcdo de compra numa determinada data t tem valor dado por

Ct = max (St — X.0)

9A metodologia considerada aqui pode ser facilmente adaptada para o célculo de pregos de opges Americanas.
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Figura 3.2: Arvore binomial com um perfodo de tempo.

e uma opc¢ao de venda numa determinada data ¢t tem valor dado por

Pt:max(X—St,O)

onde C; é o prego de uma opgéo de compra no instante ¢, P, é o prego de uma opcao de venda no instante
t, X é o preco de exercicio e Sy é 0 preco do ativo no instante t. Note que o calculo desses valores é bem
intuitivo. Considere, por exemplo, o caso da opgdo de compra. Na data t iremos pagar X por S;. Logo,
se S5t — X > 0, Cy deve ser justamente igual a esse valor. Por outro lado, se S; — X < 0, esse contrato
de opcao nao vale nada, pois um contrato de opc¢ao é um direito, e nio um dever. Dessa forma, nio faz

sentido pagar por um ativo mais do que ele vale no mercado.

O modelo binomial introduzido por Cox, Ross e Rubinstein (1979) é a forma mais simples e flexivel para
avaliar contratos de opgdes. O método é baseado na ideia de construir uma arvore chamada de binomial

que pressupoe a auséncia de arbitragem'? e que deve acompanhar as trajetérias do preco.

Considere a arvore binomial apresentada na Figura 3.2 que contém apenas um periodo. Nessa arvore,
estamos interessados em calcular o valor de uma opc¢iao de compra C!'! no instante inicial a partir das
estimativas que temos do valor do ativo no préximo periodo. Supondo que pre¢o do ativo hoje é S, no
préximo periodo serd Swu, se o valor do ativo subir, ou Sd, se o valor do ativo cair, u > 1 e d < 1. Note
que de posse dos valores de subida Su e de que queda Sd do ativo, podemos calcular imediatamente o
preco do contrato de opgao C, no caso de subida do prego do ativo, e Cy no caso de queda no preco do
ativo. De fato, se estamos calculando o pre¢o de uma opgao de compra e o ativo subiu para Su, entdo o
preco da opcao no proximo periodo serd C,, = max (Su — X, 0). Se o prego do ativo caiu para Sd, entao
Cy = max (Sd — X,0).

10 Arbitragem pode ser definida como a compra e venda simultanea de um ativo com o ob jetivo de obter lucro pela diferencga
de preco nos dois mercados. Formalmente, é uma carteira que paga payoff positivo com preco zero (ou negativo) ou uma
carteira que paga payoff positivo (ou zero) com prego negativo (LEROY; WERNER, 2001).

1 No caso de calcular o prego de uma opgio de venda P, a ideia é andloga.
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Para usarmos explicitamente a hipdtese de nao arbitragem, vamos construir uma carteira livre de risco

com valor I, formada pela compra de A ativos e pela venda de um contrato de op¢ao, como apresentado
abaixo:

IMI=AS-C.

Para essa carteira ser livre de risco, precisamos que independentemente do estado da natureza- um
estado com um aumento do valor do ativo para Su ou a redugao do valor do ativo para Sd- ela tenha o

mesmo valor. Entdo, para isso ocorrer, precisamos fazer

ASu — Cy, = ASd - Cy,
que resolvendo para o valor de A, encontramos

Cu-Cy
T Su-Sd

Portanto, para nio haver arbitragem,'? devemos ter

ASu—C, ASd-C,

AS-C= 1+  l4r

onde r é a taxa livre de risco. Substituindo A na equacgao anterior, chegamos a

. qCu + (1 — q)Cy
B 1+

C

onde
1+r)—d
u—d

O preco da opcao C hoje calculado acima tem uma interpretagio bastante interessante. Primeiro, note
que d < 1 + 7 < u, pois em caso contririo, terfamos o ativo livre de risco sempre melhor ou sempre pior
que o ativo arriscado, o que faria que, em equilibrio, um dos dois titulos sumisse do mercado. Por exemplo,
se d > 1 + r, nunca ninguém teria interesse em investir no ativo livre de risco, pois em qualquer situagao
o ativo arriscado estaria dando retorno maior que esse ativo livre de risco.'3 Portanto, g tem sabor de

probabilidade, pois 0 < ¢ < 1. Dessa forma, o que esse modelo nos diz é que o valor da opgao hoje C é o

12Note que uma carteira livre de risco deve capitalizar & taxa livre de risco.
13Formalmente, isso é uma arbitragem.
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Figura 3.3: Arvore binomial com dois periodos.

valor esperado descontado dos valores futuros possiveis do contrato de opc¢ao num mundo neutro ao risco
(independentemente do estado, a carteira com valor II que construimos possui o mesmo valor), onde ¢ é a
probabilidade neutra ao risco. A probabilidade p do mundo real nio tem nenhuma influéncia no cdlculo do

preco da opgao.

Vamos agora estender a metodologia apresentada acima para vérios periodos. Considere, inicialmente,
o caso de dois periodos apresentado na Figura 3.3. Logo, usando os mesmos argumentos jé apresentados
acima, o prego da opgao deve ser calculado de tras para frente. Dessa forma, primeiro calculamos C,,2, Cyq
e Cyp2 (que sdo os pregos da op¢ao nos instantes terminais) em fungio do preco do ativo S, dos valores u e
d, da taxa livre de risco r e do prego de exercicio X. Depois usamos C,2, Cq € Cy2 para calcular o valor

de C, e Cg (que sdo os precos das opgdes nos instantes intermedidrios), conforme

— qCuz + (1 - Q)Cud

C"ll.
1+r

_ qCud + (1 - q)Cdz
B L+r '

Ca

Finalmente, utilizamos C,, e C; para calcular o valor de C' como em
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qCy + (1 - q)Cy

C =
1+r

Podemos estender essa mesma metodologia para T perfodos. Considerando que n é o nimero de
movimentos ascendentes do ativo objeto e ud = 1, depois de muita &dlgebra, o valor de um contrato

de op¢ao de compra Europeia é dado por

|
Z _T%L)'n'q"(l - )T " max(u"dT"S ~ X,0)

3 _putdt" X [« ™ .
Z_ T—n) 'n'q "1-a ELl+7“)T:| (4T [7; (T—n)!n!q (- ]

n=n

) T!

- T aym? (- Q)T_"}

)'n'q - q')T—"] (1 +nT

M’*E

n=n

onde 7 é o niimero de vezes que a opgao zera nos periodos finais, que é o menor inteiro nao negativo maior
que In (X/SdT)/In (u/d)'4, q (1“) ~d o ¢ = 1179 A segunda igualdade na expressao acima vem do fato
de que os vérios termos nulos na expressao que envolve a fun¢do max sio explicitamente retirados, usando
a definicao de 7. O valor de um contrato de uma opgao Europeia de venda pode ser similarmente derivado

substituindo o payoff da opg¢ao de compra pelo payoff da opgao de venda.

Se usarmos a notacdo convencional na literatura de financas,!®> podemos reescrever a férmula acima, para
o pre¢o de um contrato de opcao de compra Europeia como

C = SBin(n > n|T,q') — Bin(n > ®|T, q),

X
T
onde Bin{-) é a funcao de distribuicdo binomial acumulada. Sabendo que a distribui¢do binomial converge
para a distribuicdo normal (que serd apresentada na Sec¢do 3.3.1), pode-se mostrar que esse modelo converge
para a famosa equacio de Black-Scholes (BLACK; SCHOLES, 1973) quando T — oo, ¢T" — oo e ¢'T — oo.
Essa derivacao pode ser encontrada em Cox, Ross e Rubinstein (1979) ou em Copeland e Antikarov (2002).
E vélido comentar que a equacao de Black-Scholes é uma das ideias seminais de financas que foi responsavel

por dar o prémio Nobel de Economia a Scholes em 1997 (Black j4 tinha falecido dois anos antes).

Nessa aplicagao, utilizamos a restricdo ud = 1 com o objetivo de chegar a uma férmula fechada
para o valor do contrato de uma opgdao Europeia de compra. No caso geral, essa conta pode ser feita

computacionalmente e essa restricdo nao é necessaria.'® De fato, uma das vantagens dessa metodologia é a

1490 (X/8dT)/ In (u/d) é o n que resolve Su™dT " — X = 0.
15Vide, por exemplo, Copeland ¢ Antikarov (2002).
16 Em geral, como j4 foi explicado, o que necessitamos é que d < 1 + 7 < u.
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flexibilidade, pois podemos usa-la para aprecar diversos tipos de contratos de op¢do. Uma referéncia bem
interessante nesse contexto é Wilmott, Howison e Dewynne (1995).

Pratica 3.7 Detalhe os calculos necessarios para se chegar a Eq. (3.22).

3.2.3 Variavel aleatéria de Poisson

A variavel aleatoria de Poisson pode ser utilizada para modelar processos de contagem, onde o valor
resultante pode ser 0, 1, 2, etc. O espago amostrai nesse caso é X = {0,1,2,...} e a funcdo de frequéncia

é dada por
e-A
fix') =----}—, para x=0,1,2,.... (3.22)

A varidvel de Poisson tem um Unico parametro A G (0, oc), que assume valores estritamente positivos. A
Figura 3.4 apresenta a funcéo de frequéncia para diferentes valores de A. Note que, quanto maior o valor de
A, mais a distribuicdo assume a forma de sino, também observada no caso da variavel aleatdria binomial.

lambda = 0.1 lambda = 2

lambda =5 lambda = 30

Figura 3.4: Funcdo de frequéncia para a variavel aleatoria de Poisson.

Finalmente, a partir da funcdo de frequéncia apresentada na Eq. (3.22), podemos chegar a média p e a
variancia cr2 da varidvel aleatéria de Poisson

p= a2 = A (323)
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Pratica 3.8 Para uma variavel aleatéria de Poisson, mostre que:
(1) a funcéo f(x) é uma funcdo de frequéncia,
(2) a média é igual a A.

3.2.4 Variavel aleatéria geométrica

A variavel aleatéria geométrica tem espago amostrai X = {0,1,2,3,...} e, por isso, também é uma
candidata na modelagem de processos de frequéncia de perdas operacionais, por exemplo. Ela possui
apenas um parametro livre p, que tem de estar localizado no intervalo entre 0 e 1. Os Exercicios 3.14 e
3.15 apresentam possiveis defini¢des para a variavel aleatéria geométrica.

A funcdo de frequéncia da variavel aleatéria geométrica é dada por

/(a?) =p(l -p)x, para xG {0,1,2,3,... }. (3.24)

A variavel aleatéria geométrica possui média /z = (1 —p)/pe variancia cr2 = (1 —p)/p2. O gréfico da funcédo
de frequéncia da varidvel aleatoria geométrica esta mostrado na Figura 3.5 a seguir.

Figura 3.5: Funcéo de frequéncia para a variavel aleat6ria geométrica.

Pratica 3.9 Para uma varidvel aleatéria geométrica, mostre que:
(1) a funcdo /(a?) é uma funcao de frequéncia,
(2) a média é igual a (1 — p)/p.
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3.2.5 Variavel aleatéria binomial negativa

A variavel aleatoria binomial negativa tem dois parametros livres r & (0, 00) e p € (0,1), e espago amostrai
X ={0,1,2,3,... }. A fungdo de frequéncia da variavel aleatoria binomial negativa é dada por

- A\ .
= !’QR/(;Z [)lpr(l -P)J, Para a € {0,1,2,3,...}. (3.25)

onde r(-) é chamada funcdo gamma, discutida no Exercicio 3.1. A varidvel aleatdria binomial negativa
possui média /iz = r(I —p)/p e variancia <2 = r(l — p)/p2- O gréfico da funcdo de frequéncia da variavel
aleatdria binomial negativa estd mostrado na Figura 3.6 abaixo. A partir das expressGes para as fungdes
de frequéncia da distribuicdo geométrica e da distribuigdo binomial negativa, notamos que a distribuicéo
geométrica é um caso particular da distribuicdo binomial negativa quando o parametro r é igual a 1.

p=0ler=2 p=0ler=6

0 20 40 60 0 50 100
p=08er=2 p=08er=6

0 1 2 3 4 5 o1234a5678

Figura 3.6: Funcdo de frequéncia para a variavel aleatéria binomial negativa.

Intuitivamente, imagine um processo de jogar uma moeda, onde a probabilidade de tirar cara € igual a
p. Em uma sequéncia de sucessivas jogadas, a variavel binomial negativa modela o nimero X de jogadas
antes de aparecer a r-ésima cara. Portanto, a variavel geométrica modela o nimero X de jogadas antes de
aparecer a primeira cara.

Introducdo aos métodos estatisticos para economia e finangas | 57



3.3 Principais variaveis aleatérias continuas

Nesta secao faremos uma breve revisao das principais varidveis aleatérias continuas, comumente utilizadas
em modelos aplicados em estatistica e econometria. Novamente, ndo ha preocupacio aqui em descrever os
detalhes técnicos envolvidos nas diversas distribui¢oes. O leitor mais interessado pode recorrer a referéncias
bibliograficas comumente encontradas na literatura introdutdria de estatistica e probabilidade. Todas as

varidveis aleatérias continuas especificadas aqui serdo representadas pela letra maidscula Y.

3.3.1 Variavel aleatdria normal

Muito provavelmente a varidvel aleatéria mais comum de ser encontrada é a varidvel aleatéria normal.
Conforme sugerido nas Figuras 3.1 e 3.4, a fung¢io de densidade da varidvel aleatéria normal tem forma de
sino e é o limite da distribui¢do binomial com N tendendo a infinito, ou da distribuigdo de Poisson quando A
aumenta indefinidamente. O espaco amostral da varidvel aleatdria normal é dado por X = R = (—o00, +00),
e, portanto, ela pode assumir qualquer valor na reta real, tanto positivo quanto negativo. Essa é uma
das razoes pelas quais a varidvel aleatéria normal é mais comumente utilizada em risco de mercado, e
nao tao utilizada em risco operacional ou risco de crédito. A distribuigdo normal também é extremamente
importante na literatura de probabilidade e estatistica, devido ao resultado conhecido como teorema
central do limite, que é apresentado no Capitulo 6. Além disso, a distribuigao normal é muito utilizada

na discussao sobre modelos de regressao linear que serdo apresentados no Capitulo 8.

A fungido de densidade f(y) da distribuicido normal é dada por

1
fly) = e~ 271" para y € (—o0, +00). (3.26)

V2ro?

A distribuicao normal tem justamente dois parametros livres: a média p e a variancia o2. O gréfico de f(y)
est4 representado na Figura 3.7, para diferentes valores de u e o?. Note que a dispersdo da distribuigao

aumenta quando ¢? aumenta, o que estd de acordo com a prépria definicio de variancia.

Similarmente a diversas varidveis aleatérias continuas comumente conhecidas, a fungg@o de distribuigao
acumulada F(y) para a distribuicdo normal ndo possul forma explicita, diferentemente dos casos, por
exemplo, da varidvel aleatdria exponencial negativa ou da varigvel aleatéria uniforme, que veremos nas
préximas secoes. Isso ocorre porque ndo é possivel encontrar explicitamente a integral da fungao de
densidade f(y) dada acima. Dada a importancia da distribui¢ao normal, mesmo nao conhecendo a expressio
para a funcao F(y), é possivel obter probabilidades do tipo P[Y < 2.0}, por exemplo, para qualquer
distribuicao normal (com parametros y e o2 gerais). Isso é possivel gragas a tabela existente, e comumente
divulgada, nos livros de econometria e estatistica, para algumas probabilidades basicas do tipo P[Z < z],

onde Z é uma varidvel aleatéria com distribuicao conhecida como distribuicdo normal padronizada, e
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mu =5 e sigma2 = 0.5 mu =5 e sigma2 =5

Figura 3.7: Funcdo de densidade para a variavel aleatéria normal.

z € um valor real qualquer. A distribuicdo normal padronizada é uma distribuicdo com parametros /z = 0
e cr2 = 1. Portanto, problemas gerais envolvendo probabilidades do tipo P[Z < z] podem ser facilmente
resolvidos utilizando-se a tabela da distribuicdo normal padronizada.

Mas como resolver questdes envolvendo probabilidades do tipo P [K < y] para variveis aleat6rias X com
distribuicdes normais mais gerais? Felizmente, podemos recorrer a um fato importante no caso de variaveis
aleatdrias normais. Seja Y uma variavel aleat6ria normal qualquer, com parametros y e cr2. Pode-se mostrar
gue a nova variavel

tem distribuicdo normal padronizada (para detalhes, vide Exemplo 4.17). Portanto, para encontrar P[F <
y], basta fazer

Ply<if = p[r™<t£]=p[z<t£],

e a ultima probabilidade pode ser obtida com base na tabela de probabilidades para a distribui¢do normal
padronizada.

Aplicagdo 3.2 (Teoria média-varidncia e CAPM) Nessa aplicagdo, vamos conhecer as contribuicdes
seminais em financas que permitiram considerar risco de forma quantitativa na alocacdo de ativos em
uma carteira (MARKOWITZ, 1952) e no aprecamento de ativos (SHARPE, 1963, 1964). Ainda € valido
comentar que essas contribuicdes (MARKOWITZ, 1952; SHARPE, 1963, 1964) foram responsaveis pelos
prémios nobeis recebidos por Harry Max Markowitz e William Forsyth Sharpe em 1990.
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Considere que vocé investiu no ativo ¢ a um preco p; e depois de um periodo de tempo vocé recebeu o

payoff x;. Entdo, o retorno que vocé recebeu pelo investimento nesse ativo é

Vamos considerar agora que estamos interessados em estudar uma carteira formada por dois ativos i e
J com retornos R; e R;. Entdo, o retorno da carteira pode ser expresso como a soma ponderada de duas

variaveis aleatérias

R. = wR; + (1 - w)R,

onde w é a proporgio investida no primeiro ativo.

Portanto, de acordo com a Proposi¢ao 3.3, o valor esperado dessa carteira é dado por

pr,(w) = E[R] = ElwR; + (1 — w)Rj] = wpr, + (1 —w)ur (3.27)

3

onde g, € o valor esperado do retorno R; e g, é o valor esperado do retorno R;.

Adicionalmente, de acordo com a defini¢ao de variancia em Eq. (3.6) e a Proposicio 3.4, a varidncia da

carteira pode ser expressa como

0%, (w) E[R. - E[R]? = EwR; + (1 - w)R; — E[wR; + (1 — w)R;]?

2 2 2 2
w ok, + (1~ w)og, + 2w(l - w)oR,R;,
onde U%i ¢ a variancia de R;, o%j ¢ a varidncia de R; e og, g, ¢ a covarilncia entre R; e R;.

Utilizando a definigdo do coeficiente de correlagio apresentada na Eq. (3.13) entre duas varidveis

OR;R;
OR,OR;

aleatorias pr, g, = , podemos calcular a variancia da carteira usando

ok (w) = w’oh +(1— w)zof{] + 2w(1 — W)PR.R,OR,OR; -

e o desvio padrio da carteira por

or.(w) = \/wzo% + (01— w>26§2] +2w(1 — wW)pR,R,OR,OR;- (3.28)
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Note que esse resultado é bem interessante. Variando o valor de w nas Egs. (3.27) e (3.28), podemos
construir uma curva com todas as oportunidades de investimento disponiveis para uma carteira formada por
dois ativos i e j. Essas oportunidades estdo sendo caracterizadas por seu valor esperado (retorno) e por seu
desvio padréo (seu risco). Na Figura 3.8, as curvas do valor esperado p/?c(w) e do desvio padrdo <Irc(w) da
carteira formada por dois ativos i e J sdo apresentadas. Na Figura 3.9, apresentamos o grafico E[7?c] versus
<Tfic. O procedimento para construir esse grafico é escolher w, calcular os valores correspondentes de pflc(w)
e <THc(w) e colocar no grafico esses valores correspondentes. Por isso, para cada aparecem dois valores
de hrc. Para construir as Figuras 3.8 e 3.9, foram usados 100 retornos i e j gerados independentemente,
usando Rt ~ Normal[0.25,1] e Rj ~ Normal[0.15,0.81]. Note que na Figura 3.8 o valor esperado aumenta
com w, pois 0 retorno esperado de i € maior que o retorno esperado de j, isto é, iiRt > Hr™* e aumentando
w estamos aumentando a quantidade investida em i. Adicionalmente, ainda nessa figura, o desvio padrdo
€ minimo quando a carteira ¢ formada igualmente pelos dois ativos - isso ocorre pois esses retornos foram
gerados independentemente.17

Figura 3.8: Valor esperado da carteira e desvio padrdo da carteira em funcéo de w.

Figura 3.9: Oportunidades de investimento em uma carteira formada por 2 ativos.

Em geral, os investidores gostam de retornos altos e riscos baixos. Portanto, no caso de construgdo
de carteiras formadas por dois ativos, os investidores nunca escolheriam as carteiras que geraram a parte
inferior da curva apresentada na Figura 3.9. O valor ujmiu onde o desvio padrdo da carteira ¢ minimo pode

17 Ainda é valido notar uma diferenca entre os valores das médias e variancias usados para o processo gerador e aqueles
apresentados, por exemplo, na Figura 3.9. Essa diferenca reduz quando o nimero de retornos gerados aumenta.
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ser encontrado facilmente derivando a Eq. (3.28) em relacio a w e igualando essa derivada a zero. Fazendo

isso, encontramos

2
Ogr;, ~ PR,R;OR, TR,

Whilin = 3 3 .
Ok, T ORr, — 2PR:R,OR;OR,

Vamos agora considerar trés casos particulares. Primeiro considere que exista correlagao perfeita positiva

entre os ativos i e j, isto é, pp,p, = 1, entao
bR (W) =wpr, + (1 —w)ur, .
of (W) =w’oh + (1 - w)QOQRj +2w(l — w)og,or, = (wor, + (1 - w)or,)?,
ou seja,

or. (W) = wog, + (1 —w)or,

Note que se isolarmos o valor w como fungdo de ar,, gg, € or,, entao teremos uma relacdo linear entre

MR, € OR,.
Agora considere que exista correlacio perfeita negativa entre os ativos i e j, isto é, pr,r;, = —1, entdo
tr. (W) = wpr, + (1 —w)pr,
: 2
0% (W) = wioh + (1 - w)QU%,j —20(1 —w)or,or, = (Wor, — (1 —w)or,)",
ou seja,

or (w) = £(wor, — (1 —w)or,)-

Note que aqui, se isolarmos o valor w como funcéo de og,., dr, € OR,, entdo teremos duas relagoes

lineares entre E[R.] e og,.

Os dois casos particulares pr,r;, = 1 € pr,r, = —1 sdo casos limites para a curva apresentada na Figura

3.9. Como mostramos na Figura 3.10, quando pg, r; — 1, entéo a curva apresentada na Figura 3.9 converge

para a reta pg,(w) = wpr, + (1 —w)pg, comw = Zi”%;f Por outro lado, quando pgr,r; — —1, entdo a
i J
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:.___..; prip, =1

> OR,

>

Figura 3.10: Casos limites para a curva de oportunidades de investimentos para uma carteira formada por dois
ativos arriscados.

. COR¢ -|—(7'RJ
curva apresentada na Figura 3.9 converge para as retas pig, (w) = wug, + (1 —w)ugr, com w = or R, €

OR; —ORc

[wMina 1] para uma reta e w = m S [0, me] para a outra reta.
i 2

. . P . T . 2
Finalmente, considere no dltimo caso que um dos ativos é livre de risco Ry e, portanto, fazendo o, = 0

e pr,r, =0 e usando as Egs. (3.27) e (3.28), chegamos a

LR W) = wpr, + (1 ~w)Ry,

oR, (W) = w?oh .

Portanto, o conjunto de oportunidades nesse caso é dado por

UR; — Rf

=R
KR, 7+ U(RZ)

OR,-

e apresentado na Figura 3.11.

Nesse exemplo, quando decidimos trabalhar com apenas dois ativos simplificamos drasticamente o nosso
problema de escolha. Entretanto, pode-se mostrar (MERTON, 1972; COSTA; ASSUN¢AO, 2005; MELE,
2007) que qualquer carteira formada apenas por ativos arriscados terd uma curva de oportunidades de

investimentos com forma similar aquela apresentada na Figura 3.9.

Portanto, se tragarmos uma curva que representa as oportunidades de investimentos de uma carteira
formada por varios ativos arriscados e um ativo livre de risco, entao essa curva tera a forma apresentada

na Figura 3.12. Note que essa curva é a unido de duas curvas, a curva apresentada na Figura 3.9 e a curva
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/’LRC

» OR.

Figura 3.11: Oportunidades de investimento para uma carteira formada por um ativo arriscado e um ativo livre de
risco.

MR,

:u’Rm

> o(R.)

OR.,
Figura 3.12: Fronteira eficiente de oportunidades de investimentos para um ativo livre de risco e vérios ativos
arriscados

apresentada na Figura 3.11. Nessa curva podemos identificar a fronteira eficiente, que é o conjunto de
todas as carteiras eficientes, onde uma carteira eficiente é uma carteira que tem a menor variancia dentre
todas aquelas carteiras que tém o mesmo retorno que ela. A fronteira eficiente é formada por carteiras com o
nivel maximo de diversificacao, pois para conseguir alcangar um mesmo retorno com uma menor variancia,
¢ necessario que as variagoes idiossincraticas do conjunto de ativos que formam a carteira sejam canceladas
ao méaximo. A fronteira eficiente estd representada pela reta que passa pelos pontos (0, Ry) e (ur,,,0R,, )-
Supondo que os investidores sdo aversos ao risco, todos os investidores vao escolher carteiras formadas pelo
ativo livre de risco e o ativo m. O ativo m ¢ chamado de carteira de mercado. Esse ativo é caracterizado
pelo ponto em que a reta que sai do ativo livre de risco tangencia a curva que representa as carteiras
formadas pelos ativos arriscados. Note que, dado que o retorno desejado foi escolhido, nenhuma carteira

tem menor variancia que essa carteira formada pelo ativo m e o ativo livre de risco.

Considere agora uma carteira consistindo de uma porcentagem w investida em um ativo arriscado i e
uma porcentagem (1 —w) investida na carteira de mercado m. Entao, de acordo com as Eqgs. (3.27) e (3.28),
essa carteira terd valor esperado e desvio dados da seguinte forma:

KR, (W) = wur, + (1 —w)pr,,
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N

ogr. (W) = [“’2‘7?%1- +{(1- w)20§gm + 2w(1 — W)OR; R, )

Derivando essas equacgbes em relacéo a w, chega-se a

dur. (W) _

_dw—_ = KR, — UR,,
dog,(w) 1 ~3
=3 [w%%i +(1- w)goim + 2w(1 — w)UR,-Rm] :

X [Qwafﬁ ~20% + 2wa§m +20R,p, — 4WORR,, -

No ponto m, temos w = 0, e, portanto,

dug, (w)

dw

d 1 —
W) loh, )7t [20h, +20nn, ] = TR TRe

Logo, a inclinagio da curva pg, versus og, no ponto m é dada por*®

dup, (W)

dw ’w:O _ MR, — HR,,

dor OR;Rm—0%
dw w=0 TRm

Igualando essa expressdo a inclinagao da fronteira eficiente chegamos a

PR, = Rf _ pr — iR,
aRm _U.R._.iRm _a%m .
ORpm

Resolvendo para pg,, chega-se ao CAPM (capital asset pricing model)

OR;Rm
pr, = Ry +{pr,, — Rf]—————2 . (3.29)
ok,
A quantidade %’Rr"‘ é conhecida como f3; e representa o risco nao diversificavel (risco sistemdtico)
Rm

de uma carteira no mercado em equilibrio. O termo risco nao diversificdvel vem do fato de que as carteiras

eficientes sao maximamente diversificadas. Portanto, o inico risco que sobra é o ndo diversificavel. A

18Fgse resultado é encontrado aplicando-se a regra da cadeia e o teorema da funcéo inversa. Esses teoremas sao classicos
em célculo e podem ser encontrados, por exemplo, em Simon e Blume (2004).
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variavel ”%}ﬁﬁ é chamada de prego ao risco de mercado,'® que é uma medida do retorno extra que os
investidores exigem por aceitarem mais risco. Na Figura 3.13 é apresentada a linha de mercado de capitais
que é a forma gréifica do modelo do CAPM apresentado na Eq. (3.29). O CAPM mostra que existe uma
relac@o univoca entre risco e retorno. Se um investidor deseja receber um determinado retorno médio por
seu investimento, entao, para que isso ocorra, ele deve aceitar uma parcela especifica de risco dada pela
linha de mercado de capitais. Se um investidor nao aceita que o risco de sua carteira seja maior que um
determinado valor, entao, de acordo com a linha de mercado de capitais, ele também estara restringindo
o retorno médio de sua carteira. O CAPM é um dos modelos mais importantes e a base da teoria de
aprecamento de ativos em financas, pois a partir das relagdes de retornos esperados apresentadas acima,
podemos calcular precos. Além disso, ele é muito Util para calcular taxas de descontos que poderao ser
usadas, por exemplo, em métodos de valoracao baseados no cdlculo do valor presente liquido (KOLLER;

MURRIN; COPELAND, 2001).

Gostariamos ainda de comentar que algumas hipdteses precisaram ser feitas para que a matemadtica
desenvolvida acima seja vélida. Primeiro, supusemos que nesse mercado, os investidores sao individuos
aversos ao risco que maximizam a utilidade esperada de sua riqueza (vide Se¢do 4.6.2). Note que se essa
hipétese ndo fosse vdlida, nem todos gostariam de investir na fronteira eficiente. Segundo, uma outra
hipétese importante é que existe um ativo livre de risco que os investidores podem tomar emprestado ou
emprestar sem restrigoes nessa taxa. De fato, embora haja algumas aproximacdes, na pratica, sabemos que
nao existem ativos livres de risco. Entretanto, a hipétese que cerne sobre a existéncia de um ativo livre de
risco pode ser relaxada (BLACK, 1972). Terceiro, supusemos também que todos os investidores acessam a
mesma informagdo, pois em caso contrario nem todos poderiam saber sobre a fronteira eficiente. Quarto,
todos os investidores sdo tomadores de preco, isto é, suas agdes ndo afetam o mercado. Quinto, todos os
ativos podem ser comprados ou vendidos em qualquer quantidade. Note que, no mundo real, ativos sao
negociados em lotes. Sexto, supusemos que as tnicas caracteristicas relevantes dos ativos sao seus valores
médios, suas variancias e a covaridncia entre eles. Supusemos também que esses valores sdo constantes ao
longo do tempo. Na prética, isso nao é verdade, mas essa hipdtese pode ser considerada uma primeira

aproximagdo. Sétimo, nio consideramos impostos ou custos de transagao.

Ainda ¢ vilido comentar que a apresentagdo da teoria média-varidncia usada aqui usou basicamente
nogbes de estatistica e cdlculo como em, por exemplo, Copeland e Weston (1992), Securato (1996),
Cuthbertson e Nitzsche (2005), Costa e Assungao (2005) e Mele (2007). A versdo mais moderna dessa
teoria é construida em espagos vetoriais com produto interno (LUENBERGER, 1969). Embora essa versao
fuja dos objetivos deste livro, o leitor mais interessado pode buscar essa apresentacio em LeRoy e Werner
(2001) e Cochrane (2005).

19Do inglés, market price of risk.
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Figura 3.13: Linha de mercado de capitais.

3.3.2 Variavel aleatéria exponencial negativa

A varigvel aleatéria exponencial negativa apresenta espago amostral X = (0, 0o) e tem apenas um parametro

livre A € (0,00). A funcio de densidade®® f(y) é dada por

y) = Xe™™, para y € (0,00),
1) ( (3.30)
=0, para y € (—00,0].

A distribuicio exponencial negativa tem média u = 1/ e varidncia 02 = 1/A%. A Figura 3.14 apresenta
os gréaficos da func@o de densidade para a varidvel aleatéria exponencial negativa para diferentes valores
de A. Alguns autores utilizam uma formulagdo um pouco diferente para varidvel aleatéria exponencial
negativa, onde, ao invés de utilizarmos um parametro A conforme Eq. (3.30), utiliza-se um pardmetro m,

comm =1/Xem € (0,+00). Com essa nova parametrizacdo, a funcdo de densidade torna-se

fly) = %e“y/m, para y € (0,00). (3.31)

Obviamente, as funcoes de densidade apresentadas nas Eqgs. (3.30) e (3.31) sdo completamente equivalentes.
A vantagem em se utilizar especificamente a parametriza¢io apresentada na Eq. (3.31) é que o parametro

m corresponde exatamente ao valor esperado E[y]

Nota 3.4 Na especificacdo acima para a fungdo de densidade para a varidvel aleatéria exponencial
negativa, escrevemos f(y) = Ae™*¥, para y € (0,00), e f(y) = 0, para y € (—o0,0]. Alguns autores
escrevem uma especificagao ligeiramente diferente: f(y) = de™>Y, para y € [0, 00), ou seja, a funcio assume

valor néo nulo no ponto y = 0. Entdo estamos tratando de varidveis aleatérias diferentes? Na verdade,

20A expressiao abaixo apresenta o valor de f(y) positivo para y > 0 e 0 caso contrério. Na definicio da fungio de densidade
para as proximas varidveis aleatérias continuas, sempre que for indicado o valor da fungio f(y) apenas para um subconjunto
da reta real R, isso significa que o valor de f(y) sera nulo fora desse subconjunto.
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lambda = 10 lambda = 2

Figura 3.14: Funcdo de densidade para a variavel aleatéria exponencial negativa.

ndo. Dizemos que duas variadveis aleatdrias continuas possuem a mesma distribuicdo quando elas possuem
a mesma funcdo de densidade de probabilidade para todo o conjunto com excecdo de um conjunto
de medida nula. Portanto, as duas especificacbes para a distribuicdo exponencial negativa diferem apenas
no conjunto {0}, que tem medida nula, e concluimos que ambas as especificacdes referem-se & mesma
distribuicéo.

3.3.3 Variavel aleatéria gamma

Uma outra distribuigdo também comumente utilizada em risco operacional e outras aplicacGes em finangas
e economia € a variavel aleatdria gamma. Ela possui dois parametros livres: a e 5, ambos estritamente
positivos, e tem espago amostrai X = (0, 00), e, portanto, similarmente a distribui¢cdo exponencial negativa,
também so pode assumir valores positivos. A distribuicdo gamma tem funcdo de densidade

f(y) = ldar(a)yOl~le~y/™Y Para y G (°’°°)’ (3-32)

média /z = a/3 e variancia <2 = a/32. A funcdo T(-) é conhecida como fungdo gamma, sendo comumente
encontrada em qualquer programa matematico ou qualquer livro introdutério de calculo (veja também
Exercicio 3.1).

Observe que a distribuicdo exponencial negativa é um caso particular da distribuicdo gamma, quando
a=le/3 = I/A. Esse fato pode ser observado também diretamente da Figura 3.15, que apresenta o grafico
da funcdo de densidade /(y) para diferentes valores de a e
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Figura 3.15: Fungédo de densidade para a variavel aleatoria gamma.

3.3.4 Variavel aleatéria de Weibull

A variavel aleatéria de Weibull, assim como a varidvel gamma e a exponencial negativa, assume somente
valores positivos, sendo X = (0, 0o0). Ela possui dois parametros livres a e /3, e tem funcdo de densidade

/(y) dada por
f(y)=/3a~py0~le—" , para y 6 (0, 00). (3.33)

Os principais momentos da variavel aleatéria de Weibull tém expressées

Elyj™z =a[r( + r1)]

Varly] = a2 = a2 [r(l + 2/T1) - F(1 + ~1)2j. (3.34)

Note que a variavel aleatdria exponencial negativa também é um caso particular da variavel aleatéria de
Weibull: basta fazer /9 = 1 ea = 1/A. A Figura 3.16 apresenta os graficos da funcdo de densidade /(y)
da distribuicdo de Weibull para diferentes valores de a e /3. Assim como no caso da variavel gamma, a
existéncia de dois parametros livres possibilita a funcéo de densidade da variavel de Weibull assumir curvas
de formatos variados. Podemos notar que a cauda direita é relativamente leve, 0 que sugere a inadequagéo
da variavel de Weibull para modelar processos de perda onde eventos de alto valor monetario ocorrem com
uma razoavel frequéncia. Esse pouco peso na cauda direita da distribuicdo de Weibull pode ser explicado
pelo expoente (3 no termo  na fungdo de densidade apresentada na Eq. (3.33). Esse exponente faz com

que o termo e decaia rapidamente, fazendo com que a funcéo de densidade ,/(y) se aproxime mais
rapidamente do zero quando y aumenta. Finalmente, a partir da distribuicdo de Weibull, podemos derivar
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a distribuicdo de Gumbel (vide Secdo 3.3.7), muito apropriada para dados onde ha uma alta ocorréncia de
valores extremos.

Figura 3.16: Funcdo de densidade para a varidvel aleatéria de Weibull.

3.3.5 Variavel aleatéria lognormal

A variavel aleatéria lognormal, como o nome ja indica, € derivada da distribuicdo normal, vista
anteriormente. De fato, seja W uma variavel aleatdria normal, com média /z e variancia cr2, a variavel
aleatdéria Y = ew tera distribuicdo lognormal com parametros /z e cr2, e fungdo de densidade

fly) = —2
yVzzrcr2

<~ (logZ para y e (0,00). (3.35)
Quando apresentarmos o teorema para transformacéo de variaveis aleatdrias continuas na Secéo 3.5, ficara
claro como obter a funcdo de densidade da distribuicdo lognormal, a partir da funcdo de densidade da
variavel aleatoria normal. A Figura 3.17 apresenta os graficos da funcdo de densidade da distribuicao
lognormal para diferentes valores de fi e a2. Apesar de a varidvel lognormal ter pardmetros /z e cr2, esses
ndo sdo os valores da sua média e da sua variancia. De fato, a média e a varidncia no caso da variavel
lognormal tém expressdes

E[K] = eM+7,
(3.36)
Var[V] = [e27°N2%2 - e227N2] = 2"+ [e*2 - 1].

70 | Carvalho, Cajueiro e Camargo



Conforme veremos na proxima secao, o fato de a variavel lognormal ser derivada diretamente da distribuicao
normal permite a estimacdo dos pardmetros p e cr2 de maneira bem simples.

Figura 3.17: Funcgdo de densidade para a variavel aleat6ria lognormal.

3.3.6 Variavel aleatéria de Rayleigh

A variavel aleatoria de Rayleigh, similarmente as variaveis aleatorias exponencial negativa, de Weibull,
lognormal e gamma, também pode ser utilizada para modelar a severidade das perdas operacionais,
apresentando espaco amostrai X = (0, 00). Essa varidvel aleatOria possui apenas um parametro livre /2.
A fungdo de densidade tem expressdo

(3.37)
A média e a variancia da variavel aleatéria de Rayleigh sdo dadas por
Ely] =z ="vl,
(3.38)
Varly] = a2 =

A Figura 3.18 apresenta a grafico da funcdo de densidade da variavel aleatdria de Rayleigh para diferentes
valores de (3.
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Figura 3.18: Funcgao de densidade para a variavel aleatéria de Rayleigh.

3.3.7 Variavel aleatéria de valores extremos

A variavel aleatdria de valores extremos é também conhecida como variavel aleatoria de Fisher-Tippett,
ou variavel aleatéria log-Weibull, e pode ser utilizada para modelar processos onde a ocorréncia de perdas
operacionais com altos valores monetarios aconteca com alta probabilidade. Ela pode ser derivada a partir
da variavel aleatoria de Weibull, dai o nome log-Weibull. O espago amostrai novamente é X = (0, 00), € a
funcdo de densidade tem expressio

f(y) oo , para y e (0, 00). (3.39)

A distribuicdo de valores extremos possui média e variancia

E[Y] =z =R+ «7
1 (3-40)
Var[Y] =<2 — -7r2a2,

onde 7 corresponde a constante de Euler-Mascheroni. A Figura 3.19 apresenta o grafico da fungdo de
densidade para diferentes valores de a e p. Observe na figura que a distribuicdo de valores extremos
apresenta, como ja esperado, uma cauda a direita bem pesada, indicando que eventos com altos valores
de perdas acontecem com mais alta frequéncia. Conforme veremos mais adiante neste livro, a distribuicdo
de valores extremos pode ser combinada com outras distribuicGes, de forma a dar mais flexibilidade a
modelagem de processos de perdas em geral. Esses modelos combinados sdo conhecidos como modelos de
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mistura ou mixture models. Quando 6 = Oea = 1. a distribui¢do de valores extremos ¢ também conhecida
como distribuicdo de Gumbel.

Figura 3.19: Funcgdo de densidade para a distribuicdo de valores extremos.

3.3.8 Variavel aleatéria de Pareto

A variavel aleatoria de Pareto tem espaco amostrai X = (0, 00), e a sua funcdo de densidade tem expressao

a0
f(y) = (y + OY+a para y € (0, 00), (3-41)

onde a e 0 sdo os dois parametros livres. A Figura 3.20 apresenta o grafico da funcdo de densidade de
Pareto para diferentes valores de a e 0.

3.3.9 \Variavel aleatéria qui

A variavel aleatdria qui tem espagco amostrai X = (0, 00), e deriva da distribui¢cdo qui-quadrada, a qual

possui funcdo de densidade
(p-2)/2 -x/2

/(D= 2-/a(></2) ' le <’m+”"p (3.42)

O parametro v é conhecido como numero de graus de liberdade da distribuicdo qui-quadrada. Pode-se
mostrar que a distribuicdo qui-quadrada é um caso particular da distribuicdo gamma. De fato,
comparando-se a funcdo de densidade apresentada na Eq. (3.42) com a funcdo de densidade para

Introdugdo aos métodos estatisticos para economia e finangas | 73



Figura 3.20: Fungéo densidade para a distribuicdo de Pareto.

a distribuicdo gamma apresentada na Eq. (3.32), pode-se notar que uma distribuicdo qui-quadrada
corresponde a uma distribuicio gamma com parametros a = v/2 e [3 = 2.

A distribuicdo qui pode ser obtida da distribuicdo qui-quadrada da seguinte forma: seja X uma variavel
aleatéria com distribuigdo qui-quadrada com parédmetro u. Seja Y a varidvel aleatéria obtida por meio
da expressdo Y = X1/2. Utilizando-se a formula para transformacdo de variaveis aleatérias (vista mais
adiante, neste capitulo), pode-se mostrar que a variavel aleatéria qui tem funcdo de densidade

y™-ie-j/2/2
/fa) = 2,/2-1r(1//2r ye(0,+00), (3.43)

onde o parametro v G (0, 00). A variavel aleatoria qui possui média e variancia

Elyi =M= r(h)

~D2-2r(h + )2
r(f)2

(3-44)
Var[E] = <2

A Figura 3.21 apresenta o grafico da funcdo de densidade para a distribuigdo qui para diferentes valores
de v.

Apesar de as expressdes para a funcdo de densidade e para os momentos nas variaveis aleatorias discretas
e continuas acima parecerem relativamente simples, a utilizagcdo dessas distribuicdes na pratica nao é
necessariamente uma tarefa facil. Em alguns casos, os procedimentos numeéricos envolvidos podem se tornar
demasiadamente complicados e demorados. Uma sugestdo é focar especificamente na implementagdo de
distribuicdes que envolvam procedimentos numéricos mais diretos e confidveis. Por outro lado, a partir
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Figura 3.21: Funcéo de densidade para a distribui¢do qui (raiz quadrada da distribuicdo qui-quadrada).

da utilizagdo de distribuigbes simples, € possivel combina-las de forma intuitiva e direta, resultando em
modelos muito mais flexiveis e robustos, conforme sera discutido mais adiante na Secdo 7.4.

3.3.10 Variavel aleatéria beta

A variavel aleatoria beta assume valores entre 0 e 1, de forma que X = (0,1). Por esse motivo, ela pode ser
utilizada, em geral, para modelar variaveis aleatorias que representam taxas, como por exemplo a perda
em caso de inadimpléncia {loss given default), comumente encontrada em andlise de risco de crédito. A
funcdo de densidade f{y) nesse caso é dada por

vV = HA) ———para ye &€ T —— & 345

Para ilustrar a variavel aleatéria beta, a Figura 3.22 apresenta os graficos de f{y) para diferentes valores
de a e (3. Observe a grande diversidade de formatos que podem ser obtidos a partir dos diferentes valores
de a e /3. Quando a =/? = 1, a distribui¢do beta transforma-se numa variavel aleatéria uniforme continua
(intuitivamente falando, todos os valores no intervalo (0,1) tém a mesma probabilidade de ocorréncia),
que serd apresentada no Exercicio 3.2. Quando a e /3 sdo ambos menores do que um, a distribui¢do beta
apresenta um formato de “rede”, onde as valores proximos a 0 ou a 1 tém alta probabilidade de ocorréncia,
qguando comparados aos valores mais ao centro. Quando a e (3 sdo ambos maiores do que 1, a fungéo
de densidade apresenta um formato similar aos observados no caso da distribuicdo gamma, lognormal ou
Weibull, por exemplo.

Introdugdo aos métodos estatisticos para economia e finangas | 75



Figura 3.22: Funcdo de densidade para a varidvel aleatéria beta.

A média e a variancia de uma variavel aleatoria beta, com parametros livres a e P, sdo dadas por

(3.46)

2 — <*/?

(a+fi+ (a+P)2

A variavel aleatéria beta esta relacionada a chamada funcao beta B(-, ¢), que tem expresséo

B(u, V) = r(wr(v) = IV ly~"Cl-y~dy,
’ r(u+v) Jy=0

onde T(-) é a funcdo gamma. A expressao acima pode ser utilizada para mostrar que a fungéo de densidade
de uma variavel aleatoria beta integra para um.

Aplicacao 3.3 (Redes complexas, distribuicdo dos graus e “assortatividade”)

Até a década de 90, para estudar sistemas estruturados em forma de redes eram tradicionalmente usados
modelos baseados em redes regulares e modelos baseados em redes aleatérias. Uma rede regular é uma
rede em que cada né da rede tem exatamente 0 mesmo ndmero de vizinhos. Por outro lado, uma rede
aleatéria (ERDOS; RENYI, 1960) é uma rede em que cada n6 tem uma probabilidade constante p de ser
conectado com um outro né pertencente a rede. Uma forma usual de construcdo de uma rede aleatéria é a
partir do seguinte algoritmo:
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1) Comece com uma rede com n ngs;
2) Conecte cada n6é com probabilidade p.

De fato, diz-se que enquanto redes regulares sdo sistemas que apresentam homogeneidade deterministica,
redes aleatdrias possuem homogeneidade estocastica. Na Figura 3.23, nds apresentamos um exemplo de
cada uma dessas redes com 20 nés. A rede regular foi construida de forma que cada n6 possua 6 vizinhos
e a rede aleatéria foi construida com probabilidade p = 0.2.

Figura 3.23: Exemplos de uma rede regular e de uma rede aleatoria.

No final de década de 90 alguns cientistas do campo da fisica estatistica comecaram a tentar
entender mais cuidadosamente dados empiricos de redes reais que ndo podiam ser modelados utilizando
a homogeneidade apresentada nas redes regulares e redes aleatorias. Essas redes reais tinham topologias
fortemente heterogéneas com padrdes ndo triviais e ficaram conhecidas como redes complexas. Uma classe
bem ampla de modelos e técnicas foram utilizadas para caracterizar essas redes. Uma revisao desses modelos
e técnicas pode ser encontrada em Albert e Barabasi (2002), Boccaletti et al. (2006), Costa et al. (2007)
e Newman (2010). Redes complexas tém sido usadas para entender sistemas importantes em economia e
financas, tais como o mercado bancario (BOSS et al., 2004; WAN; CHEN; LIU, 2006; SORAMAKI et al.,
2007; CAJUEIRO; TABAK, 2008; IORI et al., 2008; CAJUEIRO; TABAK; ANDRADE, 2009) e a rede
de comércio internacional (SERRANO; BOGUNA, 2003; SERRANO; BOGUNA; VESPIGNANI, 2007;
HIDALGO et al., 2007). A teoria econdmica também tem sido Util para entender a formacao de redes
complexas (CAJUEIRO, 2005; JACKSON; ROGERS, 2005; CARVALHO; IORI, 2008).

Um exemplo de uma rede social complexa muito estudada é o “clube de karaté de Zachary” (ZACHARY,
1977). Essa rede representa as relagdes sociais de um clube de karaté que foi observado no periodo de trés
anos, de 1970 a 1972. Durante o periodo de observacdo, o clube mantinha entre 50 e 100 membros e suas
atividades incluiam, além das aulas usuais de karaté, festas, bailes e banquetes. A organizagdo politica do
clube era informal e a maioria das decisdes era tomada por meio de consenso. Um outro fato relevante sobre
esse clube é que, no inicio do estudo, havia um conflito entre o professor de karaté Sr. Hi e o presidente
do clube Sr. John, por causa dos pregos das aulas de karaté. Dessa forma, durante esse tempo, o clube
ficou dividido em torno dessa questdo. Nessa rede, uma conexdo é colocada entre dois individuos se eles
consistentemente interagiam fora do clube. Uma matriz de adjacéncia de uma rede ndo direcionada?l é

21 Redes em geral podem ser direcionadas ou ndo direcionadas.
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uma matriz quadrada simétrica de ordem n com diagonal nula, formada por Os e 1s, onde existe um 1
quando existe uma conexdo entre os dois membros da rede e 0 em caso contrario. A Tabela 3.1 apresenta a
matriz de adjacéncia da rede do clube de karaté de Zachary, apenas para os nés que posstiem pelo menos

uma conexao, onde o né 1 é o Sr. Hi e n6 34 é o Sr. John.
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ia do “clube de karaté de Zachary”.

jacénc

: Matriz de ad

Tabela 3.1

11 12 13 14 15 i6 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

10

27
28
29
30

i1
21
22
23
24
25
26
31
32
33
34
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A rede do clube de karaté também é apresentada na Figura 3.24.

Figura 3.24: Rede do clube de karaté.

Nesse exemplo, vamos estudar apenas duas formas de caracterizar essa rede gque estdo relacionadas com
0s graus dos nos:

1) Distribuicéo dos graus;
2) Coeficiente de “assortatividade™.

O grau de um nd é o nimero de vizinhos que um no possui. Na rede regular apresentada na Figura
3.23, o grau de cada n6 por definicdo é igual a 6. Na rede aleatdria apresentada acima com probabilidade
de conexdo p, o grau do no6 i por definicdo segue uma distribuicdo binomial (apresentada na Secdo 3.2.2)
com pardmetrosn—1lep

P{ki = k) = ~—1\pk{i-Pr-1-k

Essa probabilidade representa o nimero de formas em que k arestas podem ser sorteadas a partir de um
no i.

Na Figura 3.25 apresentamos a distribuicdo real dos graus para a rede do clube de Karaté. Esse
histograma sugere que essa distribuicdo tem um comportamento possivelmente similar & distribuicéo de
Pareto?? (vide Secdo 3.3.8) e possui 0 comportamento bem distinto da distribui¢cdo binomial.

Diz-se que uma rede apresenta a propriedade de “assortatividade” se os nds mais conectados de uma rede
estiverem conectados a outros nds que tém muitas conexdes. Diz-se que uma rede apresenta a propriedade
de dissortatividade se os n0s mais conectados de uma rede estiverem conectados aos nés menos conectados

22 Muitas redes complexas possuem distribuicdo de graus bem representada por uma lei de poténcia que é uma familia de
distribui¢des cuja a distribuicdo de Pareto é um caso particular.
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de uma rede. Uma forma de medir essa propriedade, como mostrado em Newman (2002), é calcular o
coeficiente de “assortatividade” r, que é equivalente a calcular o coeficiente de correlacdo de Pearson dos
graus dos nos que estdo nas pontas de cada aresta. Obviamente, de acordo com a definigdo do coeficiente
de correlacdo de Pearson, se uma rede possui r < 0, ela é dita ser dissortativa. Se uma rede possui r > 0,
entdo ela é dita ser “assortativa”. Para o caso da rede regular, o coeficiente de “assortatividade” néo esta
definido, pois para o calculo desse coeficiente, precisa-se dividir pela variancia dos graus dos nos, que nesse
caso é nula. Para o caso da rede aleatdria, o coeficiente de “assortatividade” é, por defini¢do, nulo. E para
a rede do clube de karaté, o coeficiente de “assortatividade” ¢ igual a r = —0.47. E valido comentar que
essa rede € um caso curioso, pois a maioria das redes sociais apresentam coeficientes de “assortatividade”
positivos (NEWMAN, 2002). Ou seja, os individuos mais populares estdo conectados a outros também
populares.

3.4 Desigualdades importantes

Nesta secdo apresentaremos algumas desigualdades importantes para trabalharmos com os momentos de
variaveis aleatérias. As primeiras duas desigualdades abaixo, a desigualdade de Markov e a desigualdade
de Chebichev, possibilitam a construcdo de intervalos de probabilidade para variaveis aleatorias de forma
genérica, sejam elas discretas, continuas ou mistas.

3.4.1 Desigualdade de Markov

Seja X € 5? uma variavel aleatoria com média p, e sejam ¢ e r constantes reais quaisquer. Entdo temos

E[|>X-M|r]

P[IX-MI>c] <
I ] o

(3-47)
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A desigualdade abaixo ¢ um caso particular da desigualdade de Markov, para » = 2.

3.4.2 Desigualdade de Chebishev

Seja X € R uma varidvel aleatdria com média p e seja ¢ uma constante real qualquer. Entao temos

E[(X - 1)?] _ Var[X]
c? et

P[IX —pu|>c] < (3.48)

Supondo que todos 0os momentos envolvidos existam. Em particular, se ¢ = Ko, onde o = 1/ Var[X], entdo

i R o? 1
PUX —ul 2 Ko] < gg = g0 o0
1
PIX — Ko|>1— —.
X —pl < Ko] 21—+

Exemplo 3.5 Seja X uma varidvel aleatéria qualquer, com média y = 2 e variancia 0 = 9. Entao

PIX — p| < 6] >1—1/4=0.75.

Ou seja, a probabilidade de uma varidvel aleatdria ter o seu valor ocorrendo dentro de uma faixa de dois

desvios padroes, para cada lado, em torno da média é maior ou igual a 75%.

3.4.3 Desigualdade de Jensen

Seja X € R uma varidvel aleatéria qualquer (discreta ou continua), e seja g(-) uma funcdo convexa, no
sentido de que
Ag(z) + (1= Ng(y) = g(Az + (1 = A)y),

para todo X € (0,1) e para todo z e y € R. Entao

E[g(X)] > g(E[X]), (3.49)

dado que ambos os valores esperados E[|X|] e E[|g(X)|] < oc. Similarmente, se g(-) for concava, com
Agx) + (1= Ng(y) < g(Az + (1 - Ny),
para todo A € (0. 1) e para todo z e y € R. Entao
E[g(X)] < g(E[X]). (3.50)
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Em particular, suponha que a funcdo g(-) é concava em R e existe um intervalo (a, b) onde g(-) é estritamente
concava, ou seja Ag(x) + (1 — A)g(y) < g(Az + (1 — A)y) para todo A € (0,1) e para todo z e y € (a,b),
a < b. Além disso, suponha que a fungéo de densidade de probabilidade para X seja estritamente positiva

nesse intervalo; ou seja, f(z) > 0 para todo z € (a, b). Entao, temos a desigualdade estrita
E[g(X)] < g(E[X]).

A versao da desigualdade de Jensen vista nesta segdo é uma versao para varidveis aleatdrias univariadas.
Para varidveis aleatdrias multivariadas (envolvendo mais de wma varidvel aleatéria), veremos a versao
multivariada no Capitulo 4. Neste capitulo, veremos que a desigualdade de Jensen é fundamental para

justificar a escolha de fun¢oes de utilidade de individuos risco-aversos {vide Segao 4.6.2).

3.4.4 Desigualdade de Hélder

Sejam p e ¢ dois niimeros reais € [1, 00|, com 1/p+1/q = 1. Entéo

EXY] <[ X[lpl[Ylq- (3.51)

onde || X||, = (E[|X]|]")Y/" para todo r € [1,00), e || X || = Inf{A] : P[|X]| > M]) = 0}.

3.4.5 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

O caso especial onde p = ¢ = 2 na desigualdade de Holder é conhecido como desigualdade de
Cauchy-Schwarz:

Bflxv(] < (B [XZ]E[YQ])UZ. (3.52)

3.5 Transformacoes de variaveis aleatdrias continuas

Nesta secdo trataremos de um tema bastante importante na analise de varidveis aleatérias, que é o
problema de transformacao de varidveis aleatdrias. Para ilustrar esse tdpico, apresentaremos a seguir trés
exemplos comumente conhecidos na literatura de varidveis transformadas. No primeiro caso, apresentamos
a transformacio quadratica da varidvel aleatdria normal padronizada. No segundo exemplo, mostramos a
soma de trés varidveis aleatdrias de Poisson, com parametros diferentes. Finalmente, no terceiro exemplo,
apresentamos uma transformacao correspondente & razao entre duas varidveis aleatérias: a primeira é uma

variavel aleatéria normal padronizada; a segunda é a raiz quadrada de uma varidvel aleatéria gamma.
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Exemplo 3.6 (Variavel aleatéria gamma a partir de uma variavel aleatéria normal) Seja X uma variével
aleat6ria com distribuicdo normal com média p = 0 e varidncia <2 = 1, ou seja, X é uma normal
padronizada. Consideremos agora a variavel aleatoria Y = X2, Para simular uma amostra aleatéria de
100.000 observacdes para a variavel Y, basta proceder como se segue:

(1) Simule aleatoriamente uma observacdo xi a partir de uma normal padronizada (utilizando algum
pseudo-gerador de nimeros aleatérios).

(2) Calcule yi = x2. Portanto yi corresponde a primeira observagdo simulada para a variavel aleatéria Y.

(3) Repita os passos (1) e (2) mais 99.999 vezes, obtendo ao final uma amostra de 100.000 observagdes para
a variavel Y = X2,

O processo acima corresponde ao que chamamos de simulagdo de Monte Cario, que’ sera abordada com
mais detalhes nos Capitulos 5 e 6. O grafico superior da Figura 3.26 apresenta o histograma de frequéncias
relativas para a amostra de 100.000 observagdes simuladas para a variavel Y, com base no processo acima.

Histograma da variavel simulada Y = X*X

Figura 3.26: Exemplo de transformacdo quadratica para a variavel normal padronizada.

Para comparacao, usaremos uma variavel aleatoria Z, com distribuicdo gamma, com parametros a = 1/2 e
13 = 2. Simulamos entdo 100.000 observagdes Zi com base na variavel aleatdria especificada. O histograma
de frequéncias relativas esta apresentado no grafico inferior da Figura 3.26. Comparando-se os dois gréaficos,
observamos que os dois histogramas sdo praticamente os mesmos. Caso calculemos diversas medidas de
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descricao das 100.000 observagdes simuladas para ambas as bases, notaremos que a média, mediana, desvio
padrdo, curtose, coeficiente de assimetria, etc. sdo praticamente os mesmos em ambos 0s casos. 1SS0 nos
sugere que os dois histogramas foram gerados pela mesma distribuicdo; ou seja, os dois histogramas nos
sugerem que o quadrado de uma variavel aleat6ria com distribuicdo normal padronizada tem distribuigédo
gamma, com parametros a = 1/2 e 13 — 2.

Exemplo 3.7 (Soma de trés variaveis aleatérias de Poisson) Consideremos agora a variavel aleatoria
discreta Y = X1+X2+X3, onde X{ tem distribuico de Poisson com parametro Aj. Suporemos que Ai = 2.1,
A2 = 3.5 e A3 = 5.3. Adicionalmente, suporemos que essas trés variaveis aleatérias sdo independentes, no
sentido de que o conhecimento do valor de duas delas ndo adiciona informacéo alguma sobre o valor da
terceira. Novamente, vamos efetuar uma simulacdo de Monte Carlo com 100.000 observagdes. Em cada
repeticdo, simulamos uma observacgdo de Poisson para cada uma das trés distribuicdes especificas, obtendo
xi, 1, X2,i e X3ti, e em seguida = xij + X2,i + #3,,, parai = 1,..., 100.000. O histograma para a amostra
de 100.000 observacGes para a varidvel aleatéria Y esta apresentado no grafico superior da Figura 3.27.
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Para comparacédo, simulamos uma amostra de 100.000 observagfes de uma Unica variavel aleatéria Z, com
distribuicdo de Poisson com A — Ai + A2 + A3 = 10.9. O histograma para a amostra gerada esta apresentado
no grafico inferior da Figura 3.27. Novamente, note que os dois histogramas sdo praticamente idénticos,
sugerindo que as varidveis foram geradas da mesma distribuicdo, apesar de supostamente isso ndo ter
acontecido. Isso nos leva a crer que a variavel aleat6ria dada pela soma de varias varidveis com distribuicéo
de Poisson é também uma variavel aleatéria de Poisson, com parametro A igual a soma dos parametros As
das distribuic@es individuais que compdem o0 somatorio.

Exemplo 3.8 (Variavel aleatdria t-Student a partir da combinacdo de uma variavel aleatéria gamma e
uma variavel aleatéria normal) Seja Xi uma variavel aleatdria com distribuicdo normal padronizada e
seja X2 uma variavel aleatéria com distribuicdo gamma, com parametros a = 8/2 e /3 = 2. Ambas as
distribuicdes sdo independentes por hipotese. Seja entdo Y uma variavel aleatdria construida a partir da
razdo Y = X\fyfX”. Procedemos com simulagdes de Monte Cario analogas aquelas feitas nos exemplos
anteriores, gerando uma amostra com 100.000 observacdes; ou seja, geramos observacdes Xit, e X2,i para as
variaveis AU e X2, e depois calculamos a razdo yi = x™I"JX2,i- O histograma dessas 100.000 observacdes
para Y esta apresentado no grafico superior da Figura 3.28.

Histograma da variavel simulada Y = X1 / sqrt(X2/8)

T T T T T T T T T
§ 0.2
%23 0.15
15 01
@_
£ 0.05
0 L L I I X. + —L
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Variavel simulada

Figura 3.28: Exemplo de transformacéo quadrética para a varidvel normal padronizada.
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Para comparacio, geramos 100.000 observagbes para uma varidvel aleatéria Z com distribuicao t-Student.
Essa varidvel aleatéria possui fungao de densidade de probabilidade dada por

()

flz)y= 17> baraz € R (3.53)
i (z) (1 3) 7

O parametro v é conhecido como numero de graus de liberdade. Devido & sua simetria, a distribui¢ao
t-Student possui média E[Z] = 0. Ela é utilizada em risco de mercado ou operacional para modelar processos
de caudas pesadas. O parametro v regula o peso nas caudas. Quanto menor o valor de v, mais pesadas sdo
as caudas da distribuigdo. Quando v aumenta, a distribuicdo t-Student aproxima-se cada vez mais de uma
distribuicdo normal padronizada. De fato, no limite, quando v — oo, a distribui¢do t-Student converge

para uma distribui¢Ado normal padronizada.

A distribuicao t-Student desempenhara um papel fundamental mais adiante, quando trabalharmos com
inferéncia estatistica nos Capitulos 6 e 8. Geramos entdao 100.000 observagdes de uma varidvel aleatéria
t-Student com nmimero de graus de liberdade v = 8. O histograma das 100.000 observagoes geradas esta
apresentado no grafico inferior da Figura 3.28. Novamente, observe que, apesar de as duas amostras terem
sido geradas de maneiras diferentes, utilizando distribui¢tes diferentes, os histogramas sugerem que estamos
trabalhando com a mesma varidvel aleatéria. Portanto, a Figura 3.28 nos leva a crer que o quociente entre
uma varidvel aleatéria normal padronizada e a raiz quadrada de uma varidvel aleatéria qui-quadrada,??
dividida pelo seu nimero de graus de liberdade, é igual a uma variavel t-Student, com o nimero de graus

de liberdade igual ao nimero de graus de liberdade da distribui¢do qui-quadrada.

Os trés exemplos acima sugerem que transformagoes de varidveis aleatérias com distribuigoes conhecidas
podem gerar outras variaveis aleatdrias, cujas distribui¢oes também sao comumente conhecidas (ou pelo
menos podem ser escritas analiticamente), mesmo que aparentemente essas outras distribuigoes pertengam a
outras familias. Esta se¢ao trata exatamente de como podemos obter a fun¢do de densidade de probabilidade
de uma variavel aleatéria continua, construida a partir de uma transformacao de outras varidveis aleatdrias

com fungoes de densidade de probabilidade conhecidas.

Teorema 3.1 (Transformagédo de varidveis aleatérias continuas) Seja X uma varidvel aleatéria continua
com fungao de densidade de probabilidade fx(z), e seja Y = g(X), para uma funcéo g(-). Seja X o
espaco amostral?® para a variavel aleatéria X. Vamos supor que exista uma particao Ag, 41, Ao, ...,
Ay, do conjunto X, tal que P[X € Ag] = 0 e fx(z) é continua em cada A4;, i = 1,2,..., K. Além disso,
vamos supor que existar fungdes g1 (x), go(z), ..., gk (z), definidas em A;, Ag, ..., Ak, respectivamente,

satisfazendo

23Lembre-se da discussio sobre varivel aleatéria com distribuicdo qui, que uma varidvel aleatéria qui-quadrada, com v
graus de liberdade, corresponde a uma distribui¢gdo gamma, com parametros a =v/2e = 2.
24Por exemplo, se X é uma varidvel aleatéria normal, o conjunto X é o conjunto (—oo, +00).
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(i) g(x) = gi(z), paratodo z € A;, i =1,..., K,

(it) g:{x) é monotdnica {crescente ou decrescente) em A;,
(

(i

iit) o conjunto Y = Y; = {y : y = ¢i(x) para algum z € A;} é o mesmo paratodoi=1,..., K,

iv) g; ' (y) possui derivadas continuas em todo Y, para todo i =1,..., K.
Entao,
= -1 d
fr(y) = ;fx () i (W), seye¥Y (3.54)

=0, caso contrario.

Exemplo 3.9 (Varidvel aleatéria qui-quadrada com um grau de liberdade a partir de uma varidvel
alcatéria normal) Consideremos novamente o exemplo onde X tem distribui¢do normal padronizada e
Y = X2. Queremos encontrar a distribui¢ao de Y. Podemos entdo aplicar o Teorema 3.1, com g(z) = z2.
O espaco amostral X é a reta real R, onde a fungao g(x) é ndo monoténica; g(x) é decrescente em
(—00,0) e crescente em [0, +00). Podemos entao dividir o conjunto X em trés subconjuntos: 41 = (—oo0, 0},
Ay = (0,+00) e Ag = {0}. O conjunto {0} possui apenas um ponto, e, portanto, ¢ um conjunto de medida
nula, de forma que P[X € Ag] = 0. O conjunto Y é igual a (0,20), e satisfaz a condicao (iii) do Teorema

3.1, para transformagio de varidveis aleatérias continuas.

Para aplicar a Eq. (3.54), precisamos calcular as duas parcelas do somatério (para A; e As), com

(3.55)

A funcdo de densidade de probabilidade para Y, utilizando-se o teorema, é dada por

1 vz L

’

1
Fry) = e VI -

i

2\@

1 1
fr(y) = —=—=—e"¥2 0<y< .

V2r /Y

Comparando-se a fungao de densidade obtida acima a fun¢do de densidade para uma distribui¢ao
qui-quadrada, notamos que essa fun¢ao de densidade acima corresponde a uma distribuicdo qui-quadrada

com um grau de liberdade, que é 0 mesmo que uma distribuigdo gamma com parametros a = 1/2e g = 2.
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O Teorema 3.1 cobre os casos de varidveis aleatdrias continuas, onde as fungdes g(-)’s tém apenas um
argumento escalar. Os exercicios ao final do capitulo apresentam uma variedade de exemplos adicionais para
fixagdo dos conceitos. No entanto, esse teorema nao cobre a situacao referente &4 soma de vérias varidveis
de Poisson ou a situacio do quociente entre duas varidveis aleatérias diferentes. Esses casos serdo cobertos

quando tratarmos de distribuicdo conjuntas no Capitulo 4.

3.6 Exercicios

Nesta se¢fo, apresentamos alguns exercicios de fixagao. O leitor é encorajado a recorrer a outras referéncias
caso haja necessidade. A maioria dos exercicios envolve principios bésicos de integracao e de manipulacao

algébrica.
Exercicio 3.1 Para a varidvel aleatéria gamma

fo) =5 y*le VB y >0,

()

a Weibull
Fly) = BxP e ™y >0,

a exponencial negativa

a beta r( 8)
_ a+ a=1¢/1 _ . \8-1
e a normal .
fly) = ey e R,

mostre que f{y) é uma funcio de densidade.

Dica: (1) Utilize a definicdo da funcio gamma nos casos acima em que ela aparece:

o0
I'la) = / e % dx,
0
e as propriedades

['(2) =(2—-1)!, quando z é um numero inteiro
I'(a+1) = alY{a)
T'(1/2) = /.
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Dica: (2) Para a variavel aleatéria beta, utilize a definigdo de fungfio beta vista na Secao 3.3.10.

Exercicio 3.2 Para cada varidvel aleatéria a seguir, determine o valor esperado (primeiro momento), o
segundo momento e o segundo momento centrado (variancia):

(1) N(y, 0?);

(2) Exponencial negativa, com parimetro A;

(3) Gammal(cw, 8);

(4) Qui-quadrada com r graus de liberdade;

(5) Beta.

(6) Uniforme Ul{a,b). Nesse caso, a fun¢do de densidade de probabilidade é dada por

f) =, se y€lad,

=0, caso contrario.

Exercicio 3.3 Para as varidveis aleatérias no Exercicio 3.2, determine a funcdo geratriz de momentos,

definida como

EleY] = / N eV f(y)dy,
Yy

=00
onde s é um numero real, em uma vizinhanga em torno do ponto 0.

Exercicio 3.4 Seja X uma varidvel aleatéria com fungdo de densidade

flry=2(1-1z), paral<z <1 (3.56)

=0, caso contrario.

Determine

(1) E[X];
(2) Variancia de X;

(3) Segundo momento nio centrado E[X?].

Exercicio 3.5 Seja Y uma varidvel aleatdéria com distribuigdo exponencial negativa, com média p = 10.
Determine as probabilidades a seguir:

(1) ProbY > 10];

(2) Prob2 < Y < 15];

(3) ProblY < 2o0u'Y > 20].

Exercicio 3.6 Escreva o terceiro momento centrado E{(X — p)®] como uma fun¢ao dos trés primeiros

momentos nao centrados.
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Exercicio 3.7 Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢do binomial, com parametros n (nimero de
tentativas) e p (probabilidade de sucesso). Determine

(1) O valor esperado E[X];

(2) A variancia E[(X — p)?).

Exercicio 3.8 Para uma varidvel aleatéria de Poisson, mostre que a fungéo

e M\

x!

flz)=

é uma funcao de frequéncia.

Exercicio 3.9 Seja X uma varidvel aleatéria com fungéo de densidade

3
f(z) = =2°, para 0<z <2
8 (3.57)
=0, caso contrario.

Determine as probabilidades

(1) P[0 < X < 1]

(2) Pl <« X < 2]

3)P0 <X <1/20ul <X <2

Exercicio 3.10 Seja. X uma varidvel aleatdria com funcao de densidade

A
T)=—, se l<zr <X
@) = 2 (3.58)

=0, caso contrario.

Determine
(1) O valor de A para que a fungéo f(-) seja uma funcdo de densidade;

(2) a fungao de distribui¢do acumulada F(z) de X.

Exercicio 3.11 Escreva as functes de distribui¢do acumulada F'(x) para as seguintes varidveis aleatérias
(1) Exponencial negativa;
(2) Weibull.

Exercicio 3.12 Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo de Poisson, com parametro A = 10.
Encontre

(1) P[3 < X < 11};

(2) A variancia de X;

(3) A funcéo geratriz de momentos (vide Exercicio 3.3).
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Exercicio 3.13 Considere uma varidvel aleatéria X de Poisson, com média A. Calcule:
(1) O segundo momento nao-centrado E[X2];

(2) O terceiro momento nao-centrado E[X3[;

(3) A variancia de X.

Exercicio 3.14 A varidvel aleatéria geométrica modela o nimero de insucessos até a ocorréncia do
primeiro sucesso, em sucessivos experimentos independentes de Bernoulli, com probabilidade de sucesso
€ (0,1). Para a varidvel geométrica, responda:

(1) Mostre que a funcio de frequéncia é dada por

f@)=px(1-p)?* 2=0,1,2,..

(2) Calcule a média da varidvel aleatéria geométrica;

(3) Calcule a variancia da varidvel aleatéria geométrica.

Exercicio 3.15 Alguns autores usam a varidvel aleatéria geométrica para modelar o nimero de eventos
de Bernoulli (incluindo insucessos e o sucesso) até se obter o primeiro sucesso. Essa defini¢ao é ligeiramente
diferente da defini¢do no Exercicio 3.14. Responda novamente os itens de (1) a (3) no Exercicio 3.14,

considerando essa nova definigao.

Exercicio 3.16 A varidvel aleatéria binomial negativa modela o nimero de insucessos, em sucessivos
experimentos de Bernoulli, antes de obtermos o r-ésimo sucesso, onde 7 é um numero inteiro positivo. A
probabilidade de sucesso em cada experimento de Bernoulli é p € (0,1). Responda:

(1) Mostre que a funcao de frequéncia ¢ dada por

r4z—1
f(ﬂf):<r+x )XpTX(l—p)z, rx=0,1,2,..
X

(2) Calcule a média da varidvel binomial negativa;
(3) Calcula a variancia da varidvel binomial negativa;

(4) Mostre que a variavel aleatéria geométrica € um caso particular da varidvel aleatéria binomial negativa.

Exercicio 3.17 Considere uma varidavel aleatéria X com distribui¢io normal com média ;¢ = 10 e varidncia
0% = 16. Responda:

(1) Qual a probabilidade de X ser menor que 8?

(2) Qual a probabilidade de X estar entre 5 e 127

(3) Ache o valor y para o qual X < y com probabilidade de 5%.

Exercicio 3.18 Considere uma variavel aleatoria Z normal padronizada. Determine:
(1) Qual o valor tg5%, para o qual Prob[|Z] < tgs¢] = 0.957
{2) Qual o valor g9, para o qual Prob[\Z\ < tgg%] = 0.997
(3) Qual o valor tegy para o qual Prob[[Z] < tgo%] = 0.90?
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Exercicio 3.19 Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, mostre que o coeficiente de correlagio esta

sempre entre -1 e 1.

Exercicio 3.20 Seja X uma variavel aleatéria discreta em {1,2,3, ...}, com funcéo de frequéncia f(z) =
K/x3.

(1) Encontre o valor de K para que o somatério de f(x) seja igual a um.

(2) Qual o valor do primeiro momento de X, caso ele exista?
(3)

3) Determine o valor de r, para o qual os momentos de ordem r e acima nao mais existen.

Exercicio 3.21 Mostre que, se uma varidvel aleatdria X tem momento nao centrado de ordem r, entao

ela também tem todos os momentos, centrados e ndo centrados, de ordem g, com 1 < g < 7.
Dica: Use a desigualdade de Holder.

Exercicio 3.22 Seja X uma varidvel aleatéria normal, com média u e variancia o2. Responda:
(1) Seja Y = exp(X). Qual a distribuicdo de Y'?
(2) Seja W = a + Xb. Qual a distribuigdo de W?

(3) Mostre que a varidvel Z = [(X ~ pt)/o] tem distribui¢do normal padronizada.

Exercicio 3.23 Seja X uma varidvel aleatéria exponencial negativa com pardmetro . Seja Y = a + bX.

Qual a distribuicao de Y7

Exercicio 3.24 Seja X uma variavel aleatéria com distribuigao qui, com parametro v. Qual a distribuicao
de Y = X??

Exercicio 3.25 Seja X uma varigvel aleatéria com distribui¢do gamma, com parametros a e 8. Qual a

distribuicao da varidvel aleatéria Y = a + bX?
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4. Distribuicoes conjuntas

“The more things are forbidden, the more popular they become.”
Mark Twain

No Capitulo 3, estudamos os casos onde a varidvel aleatéria de interesse X, por exemplo, tinha apenas
uma dimensao; ou seja, X € R. Neste capitulo, vamos estender o conceito de varidvel aleatéria para o caso
onde temos vérias varidveis de interesse, e queremos estudar nao somente cada variavel individualmente,
mas também todas as varigveis conjuntamente. Por exemplo, o interesse de pesquisa pode estar justamente
focado na interrelagao entre as varidveis aleatdrias, ou como uma determinada varidvel pode ser prevista a
partir de valores conhecidos das demais variaveis. Da mesma maneira que nos capitulos anteriores, iremos
definir algumas caracteristicas que nos ajudardo a melhor descrever cada varidvel aleatéria ou a relacao

entre elas.

Seja entdo X uma vetor de varidveis aleatdrias pertencente ao RX. Ou seja, X é um vetor composto
por K varidveis aleatérias reais individuais, X = [X,..., Xk]T. Portanto, trabalharemos neste livro
com vetores aleatérios, de dimensdo K X 1; ou seja, trabalharemos com vetores coluna. O simbolo ()7
corresponde & matriz transposta ou ao vetor transposto do argumento da operagdo de transposicio. Por
exemplo, se A é uma matriz m x n, entdo AT corresponde & matriz transposta, com dimensio n X m. Se

T ¢ o vetor coluna transposto, com dimensao n x 1. Alguns

v é um vetor linha (dimenséo 1 x n), entéo v
autores utilizam também o simbolo A’ ao invés de AT. Neste livro, usaremos A’ ou AT indistintamente. O

vetor X pode ser denominado também uma varidvel aleatdria multivariada.

Da mesma forma que no Capitulo 3, o nosso objetivo aqui é fornecer a intuicao por detrds dos modelos
probabilisticos multivariados e ndo nos entreter com aspectos técnicos. O leitor interessado nas provas das
proposicdes desse capitulo pode consultar as imesmas referéncias apresentadas na Secao 3.1, que versa sobre

varidveis aleatérias.

4.1 Fungoes de distribuigao conjunta

A fungao de distribui¢do acumulada conjunta de uma varidvel aleatéria multivariada X € R% é dada

por

F(CL‘},J}Q, e ,IK) = P)‘Ob[Xl < Il,XQ < X2, .. ,,XK < :EK], (41)
para pontos z1, ..., Tx pertencentes cada qual ao conjunto . Portanto, a fungao de distribuicio acumulada
conjunta F(z1,...,7x) é uma fungio de RY em R. Note que, quando o vetor X possui apenas um

componente, a funcdo F(-) transforma-se na fungao de distribuicio acumulada vista no Capitulo 3. Da
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mesma maneira que para variaveis aleatorias univariadas, a funcdo de distribuigdo acumulada tem a mesma,
expressao, independentemente de os componentes da varidvel aleatéria serem discretos ou continuos. A Eq.

(4.1) vale para todo tipo de varidvel aleatdria conjunta.

Para varidveis aleatérias discretas, pode-se estender a defini¢do de func¢do de frequéncia no caso
univariado para a funcéo de frequéncia no caso multivariado que chamamos de fungdo de frequéncia

conjunta. A funcao de frequéncia para uma variavel aleatéria X € R¥ é dada por

flz1,20,...,2K) :Prob[Xl =x1,X0 =x2,..., XK ——-xK], (4.2)

onde a virgula dentro da probabilidade acima significa que todos as igualdades devem acontecer ao mesmo

tempo.

Exemplo 4.1 (Funcéo de frequéncia conjunta e funcgio de distribuicao acumulada conjunta de uma vetor
aleatério discreto bivariado) Considere um vetor discreto bivariado, composto pelas varidveis individuais

X e Y. A funcao de frequéncia conjunta tem a seguinte especificagéo

fx_y(l, 1) = 0.20, fx’y(l, 2) = 0.05,
f‘\',y(z, 1) =0.15, fX,Y(Q, 2) = 0.15,
fX.Y(gv 1) - 0255 fX,Y(’?’v 2) = 0.20.

O espaco amostral, que corresponde ao conjunto de todos os valores possiveis de ocorrerem, é um conjunto
de pares ordenados, e é dado por X = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}. Note que X C R?. Podemos
entdo calcular a fungéo de distribui¢do acumulada para os pontos do espaco amostra. Aplicando a definigao

de acordo com a Eq. (4.1), obtém-se

Fxy(1,1) =0.20, Fxy(1,2)=0.25,
Fxy(2,1) =035, Fxy(2,2)=0.55,
Fxy(3,1) =060, Fxy(3,2)=1.00.

Para pontos (z,y) nio contidos no espago amostra X, o valor da fungéo de distribui¢o acumulada F(-)
também é definido. Basta utilizar a definigio na Eq. (4.1) para concluir que Fy y(1.2,2.149) = Prob[X <
1.2, Y < 2.149] = 0.25. Analogamente, Fx y(5,2.2) = 1, e Fx y(z,y) = 0.35 para qualquer ponto (z,y)
comzx € [2,3) ey € [1,2).

Observe que no Exemplo 4.1 utilizamos a notagéo fxy e Fx,y para deixar claro que as funcoes frequéncia
conjunta e distribuicdo acumulada conjunta referem-se & varidvel aleatéria bivariada, composta pelas

varidveis aleatdrias individuais X e Y. Da mesma maneira que no caso de varidveis aleatérias univariadas, a
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funcao de distribui¢do acumulada e a funcgéo de frequéncia satisfazem determinadas propriedades, conforme

especificado a seguir.

Proposicao 4.1 (Propriedades da funcdo de distribui¢ao acumulada conjunta) Seja F(-) uma fungao F :
RE s R qualquer; ou seja, F(-) é uma fungdo definida no R¥, e assume valores reais. F' serd uma fungio

de distribuicdo acumulada conjunta se e somente se

(i) F(xy, - ,xx) = 1, quando x; — 400, paratodoi=1,..., K.

(ii) F(x1,. .. @i1, i, Tix1, ...,k ) = 0, quando x; — —20, para qualquer i = 1,..., K. Portanto, fixando
todos os pontos z;’s, exceto z;, 0 qual se supde convergindo para —oco, o valor da funcdo F(-) converge
para o valor 0.

(iii) F(z1,...,zx) € [0,1], para todo [z1,...,zk]T € RE.

(iv) F(z1,...,zx) é continua a direita. Portanto,
Aliﬂol+ Flzy, - w1, + 8,201, ., 0k) = F(21, -+ @21, %4, Tiv1, -, TK),
oy

paratodoi=1,..., K.

As propriedades acima, valem tanto para varidveis aleatérias discretas quanto varidveis aleatdrias continuas.
As propriedades abaixo correspondem especificamente ao caso de varidveis aleatdrias discretas. O caso

continuo sera visto mais adiante.

Proposicao 4.2 (Propriedades da fungio de frequéncia conjunta) Seja f(-) uma fungdo f : RF — R
qualquer; ou seja, f é uma funcio definida no R¥, e assume valores reais. f serd uma funcio de frequéncia

conjunta se e somente se

(1) Z[Il,...,le]TEX f(l'l,. e ,"I/'K) =1.
(i) f(z1,...,7K) > 0, para todo [x1,...,zx]T € RE.

O somatdrio na propriedade (i) é calculado para todos os pontos no espaco amostra X. Observe que as
funcoes fx,v e Fx,y no Exemplo 4.1 acima satisfazem as propriedades para a funcgio de frequéncia conjunta

e para a funcao de distribuigao acumulada conjunta.

A funcao de frequéncia conjunta e a fun¢ao de distribui¢ao acumulada conjunta fornecem, entre outras
coisas, a forma como os componentes individuais se interrelacionam. No entanto, o pesquisador pode
estar interessado em extrair as caracteristicas especificas de um dos componentes individualmente, sem se
preocupar com os demais componentes. Por exemplo, no Exemplo 4.1, imagine que o nosso interesse seja
saber qual a probabilidade de o componente individual X assumir valor 2; ou seja, gostarfamos de saber o
valor de Prob [X = 2]. Como encontrar esse valor especifico para a varidvel X se apenas temos, de acordo
com o exemplo, a funcdo de frequéncia para as duas varidveis X e Y conjuntamente? Para responder a
essa pergunta, temos que encontrar uma func¢io conhecida com fung¢ao de frequéncia marginal fx(z)

para a varidvel aleatoria X.
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Exemplo 4.2 (Continuacdo do Exemplo 4.1 - Fungdo de frequéncia marginal de um vetor aleatdrio
discreto bivariado) Para o Exemplo 4.1, a fungdo de frequéncia marginal pode ser obtida diretamente

da funcao de frequéncia conjunta, de acordo com as seguintes expressoes:

fx(1) =Prob[X =1] =Prob[X =1, Y = 1] + Prob[X =1, Y = 2] = 0.20 + 0.05 = 0.25,
fx(2) = Prob[X = 2] = Prob[X =2, Y = 1] + Prob[X =2, ¥ = 2] = 0.15+ 0.15 = 0.30,
fx(3) =Prob[X = 3] = Prob[X =3, Y = 1] + Prob[X =3, ¥ = 2] = 0.25+ 0.20 = 0.45.

Portanto,
fx() = fxy (LD + fxy(1.2) = > fxv(Ly),
yEXy
fx(2) = fxy @0+ fxr(22)= Y fxr(2y),
yeXy
Sx(3) = fryBD)+fxy(3.2) =) fxy(3.y),
yeXy
onde Xy = {1,2} é o conjunto de valores possiveis para a varidvel aleatdéria Y individualmente.

Analogamente, a funcdo de frequéncia marginal fy (y) para a varidvel aleatéria Y é dada por

fr(D) = fxy (LD + fxy(2, D)+ fxy(3.1) = foy:vl)_OGO
r€Xx

fy2) = fxy(L,2) + fxvy(2.2) + fxy(3,2) = Z fxv(z,2) =040,
r€EXx

onde Xx = {1,2,3} é o conjunto de valores possiveis para a varidvel aleatéria X individualmente. Observe
as notagdes fy(y) e fx(x) para diferenciar as fungbes de frequéncia marginais da funcdo de frequéncia
conjunta fx y(x,y). Os conjuntos Xx e Xy sdo os espagos amostrais das distribui¢des marginais para as
variaveis aleatorias X e Y individualmente. As funcoes de frequéncia marginais sdo fungoes de frequéncia
tradicionais, no sentido visto no Capitulo 3. Portanto, os seus valores possuem soma 1 e elas sdo sempre

nao negativas.

De maneira geral, seja X = [Xi...., Xk]T € RE um vetor aleatério multivariado, com fungao de
frequéncia conjunta fx, . x,(z1..... .k ). Para uma varidvel aleatéria especifica X;, com i € {1,..., K},

a funcao de frequéncia marginal fx,(x;) pode ser obtida por meio da expressao

fx (i) = > Ixxn (@, oK), (4.3)

1716XX1 ,,,,, 11,16Xx1~1.1‘1+lex_\'1+1 ..... IKGX,\’K
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onde Xx, é o conjunto de valores possiveis (ou o espaco amostral) para a varidvel aleatéria individual
X;. A distribuigao de frequéncia marginal ndo necessariamente corresponde a uma fungio de frequéncia
de uma varidvel univaridada. De fato, para um conjunto de K > 2 variaveis aleatérias, compondo o
vetor aleatério X, podemos estar interessados na funcio de frequéncia marginal para o vetor de variaveis
aleatdérias composto apenas pelas varidveis aleatdrias X; e X,. Nesse caso, para encontrar a funcao de
frequéncia marginal fx, x,(21,%2) (que também ¢é uma funcgao de frequéncia conjunta) a partir da funcéo
de frequéncia conjunta fx, . . (z1,...,2k), basta fazer, para cada par de valores (r1,x2), o somatério
sobre todos os valores possiveis para as demais varidveis que compdem o vetor X, similarmente ao que é
feito na Eq. (4.3).

Repetindo o mesmo procedimento usado para calcular a funcéo de frequéncia marginal a partir da
funcao de frequéncia conjunta, podemos calcular a funcao de distribui¢ao acumulada marginal a

partir da funcdo de distribui¢do acumulada:

Exemplo 4.3 (Continuac¢do do Exemplo 4.1 — Fungéo de distribui¢do acumulada marginal de um vetor
aleatdrio discreto bivariado). Para o Exemplo 4.1 acima, vamos encontrar as fung¢des de distribuicao
acumulada marginais Fx () e Fy (y) para as varidveis aleatérias X e Y. Para isso, basta proceder tratando
as varidaveis X e Y individualmente, como se elas nao pertencessem a um vetor de varidveis aleatdrias.

Temos entao

0, parax < 1,
0.25, para z € [1,2),
0.55, parax € [2,3),

Fx(z
Fx(x
Fx(x
Fx(z

) =
)
)
)

1.00, parax > 3.

Il

Para, a varidvel aleatdria Y, a funcdo de distribuicdo acumulada marginal é dada por

Fy(y) =0, paray < 1,
Fy(y) = 0.60, paray € [1,2),
Fy (y) = 1.00, paray > 2.

A fungdo de distribuigdo acumulada marginal é uma funcdo de distribuicdo acumulada, valendo todas as

propriedades vistas no Capitulo 3.

Para varidveis aleatdrias continuas multivariadas, similarmente ao caso de varidveis continuas
univariadas, a funcdo de frequéncia é substituida pela fung¢ao de densidade de probabilidade conjunta
Fxi %0, % (T1,...,2K). Essa funcdo ndo corresponde & probabilidade de um vetor aleatdrio continuo
assumir um determinado valor, mas ela pode ser utilizada para calcularmos a probabilidade de o vetor

aleatdrio assumir valores em um determinado intervalo. A funcio de distribuicdo acumulada conjunta pode
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ser obtida a partir da funcdo de densidade de probabilidade conjunta, via integracao

fxi,..., XKui=e =, ux)duK 111 dui. (4-4)

Portanto, a expressdo acima estende a relagdo entre a funcdo de densidade e a funcdo de distribuicdo
acumulada para o caso multivariado; ao invés de uma integracéo simples, temos que efetuar uma integracgéo
de volume. A Figura 4.1 ilustra uma fungéo de densidade conjunta, para o caso de um vetor de duas variaveis
aleatérias (vetor aleatorio bivariado). Essa funcdo de densidade conjunta corresponde a uma variavel
aleatéria normal bivariada, conforme discussdo mais adiante. O exemplo abaixo ilustra numericamente
a funcdo de densidade conjunta, para o caso de um caso simples de um vetor aleatério continuo bivariado.

Normal bivariada rho = 0.6

Figura 4.1: Funcéo de densidade para um vetor normal bivariado, com coeficiente de correlagdo p = 0.6.

Exemplo 4.4 (Funcdo de densidade de probabilidade conjunta e funcdo de distribuicdo acumulada
conjunta de um vetor aleatério continuo bivariado) Seja um vetor aleatdrio bivariado, formado pelos
componentes individuais X e Y, com funcdo de densidade de probabilidade conjunta

3
X, Y(.X,y) = -(X+y - 2xy2), quando O<KIleO<j|<I,
x,Y(x,y) — 0, caso contrario.
Podemos calcular a fungéo de distribuigdo acumulada por meio da integral dupla
FX,Y(X,y) x,Y (u, v)dvdu.
Parax < 0ouy <0, temos Fx,y(x,y) = 0. Parax > 1 ey > 1, a fungdo de distribuicdo acumulada
assume valor 1. Quando 0 < x < 1 ou 0 < ¢ < I, podemos integrar a funcdo de densidade de probabilidade
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conjunta obtendo

T 3 >
Fxy(z,y) = fxy(u v)dvdu = za:y(x +y— gzy ).
U=—O0 JU=—C

Proposigdo 4.3 (Propriedades da fung¢ao de densidade de probabilidade conjunta) Seja f(-) uma fungao
f : RE 5 R qualquer; ou seja, f é uma funcéo definida no R, e assume valores reais. f serd uma funcéo
de densidade de probabilidade conjunta se e somente se

) [ T fxe X (. uk)duk - dug = 1

L =—0

(ii) f(z1,...,7K) > 0, para todo |z1,...,zx]T € RK.

Observe que a funcao fx,y no Exemplo 4.4 acima satisfaz as propriedades para a fungao de densidade de

probabilidade conjunta.

Da mesma maneira que no caso das variaveis aleatérias discretas conjuntas, o pesquisador pode
estar interessado em estudar o comportamento de uma das variiveis individualmente no vetor de
varidveis aleatérias por meio da funcao de densidade de probabilidade marginal ou da fungao

de distribui¢ao acumulada marginal, como mostra o exemplo abaixo:

Exemplo 4.5 (Continuagdo do Exemplo 4.4 — Fungbes de densidade de probabilidade marginal e de
distribuigdo acumulada marginal de um vetor aleatério continuo bivariado) Por exemplo, no caso do
vetor bivariado do Exemplo 4.4, supondo que queremos estudar o comportamento da varidvel aleatdria
X individualmente, precisamos calcular a fun¢io de densidade de probabilidade marginal para a varidvel
aleatéria X . Essa varidvel pode ser calculada integrando-se a dimensdo y na funco fx v (z,y) ao longo de

toda a reta real. Portanto, a funcio de densidade de probabilidade marginal para X tem expressao

o0
3 .
fX(ﬂf):/ fX,Y(CE,y)dy=Z+';-, para 0 < x < 1,
y

=—00

fx(z) =0, caso contrério.

Analogamente, a funcdo de densidade marginal para a varidvel Y tem expressao

> 3 3 3
.h@)=/‘ .&y@wﬂx=—+§y—§f,mm0<y<L

=—00 ‘-1

fy(y) =0, caso contrario.

Finalmente, assim como no caso discreto, podemos calcular a funcao de distribuicao acumulada marginal
para o caso continuo. Nesse caso, fazemos Fy = Fxy(z,1) = %x(l +x— %1) e iy = Fxy(l,y) =

Sy(l+y— 242).
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4.2 Distribuicoes condicionais

Em aplicacdes de econometria e estatistica, é muito comum o pesquisador estar interessado em como uma
determinada varidvel se comporta quando se alteram os valores de outras varidveis no sistema. O interesse
pode estar em entender como valores de varidveis preditoras podem adicionar informagoes sobre o valor de
uma variavel de interesse desconhecida. Por exemplo, imagine um vetor de varidveis aleatdérias composto
por trés varigveis individuais: renda do domicilio, escolaridade do chefe de familia, idade do chefe de familia.
O interesse pode estar emn conseguir identificar qual o valor médio de renda domiciliar para uma familia
que tem chefe com nivel superior e idade acima dos 50 anos. Ou seja, condicionado em familias com chefe
acima de cinquenta anos e com nivel superior, qual a renda média desses domicilios. Apesar de esse exemplo
ser bastante intuitivo para a maioria dos pesquisadores em ciéncias sociais, ele estd mais relacionado aos
conceitos estatisticos de distribuigdo conjunta do que imaginamos. De fato, quando falamos em valores de
uma determinada varidvel “dado”os valores de varidveis preditoras, estamos implicitamente nos referindo

a ideia de distribuig¢oes condicionais.

Considere uma variavel aleatdria continua multivariada, com elementos X e Y, e com funcao de

densidade conjunta fx y(z,y). A fungao de densidade condicional de Y, condicional a um valor z

de X, é dada por
fX,Y(‘T7y)

fx(z) ol

fy/x(y/z) =

supondo que fx(z) > 0, onde fx(x) é a funcdo de densidade marginal de X. Observe a notacio fy,x (y/z)
para denotar condicionalidade. Note que a fungio de densidade condicional é também uma fungdo de

densidade, no sentido de que

() fy/x(y/z) >0,
oy S22 o Frox (,z)dy
(11) f :ofoo fY/X(y/x)dl/ == f;(;() = ;ﬁgg =1

Exemplo 4.6 (Continuagdo do Exemplo 4.4 — Funcao de densidade condicional de um vetor aleatério
continuo bivariado) Para o Exemplo 4.4 acima, podemos calcular a funcdo de densidade condicional
fy/x(y/x) para todos os valores de z em (0,1) (para valores de x fora desse intervalo, fx(z) assume

valor zero, e ndo podemos definir a funcio de densidade condicional para Y dado X). De fato,

%(iL‘ +y - 2zy?)

7~ paraz € (0,1), y (0,1).
it3

fy/x(y/x) =

Paraz € (0,1),ey > 1ouy <0, fy;x(y/x) = 0. Analogamente, podemos calcular a fun¢io de densidade

condicional de X dado valores para Y.

2z +y—2zy?)

“3—3 3 5, s parare (Oa 1)3 Y (07 1)
at2y- 3y

fxyv(z/y) =
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Paray € (0,1),ex > 1ouz <0, fx/y(z/y) = 0. Quando y > 1 or y < 0 a fungao de densidade condicional

fx;v(x/y) néo estd definida, j& que fy(y) = 0 quando y assume valores fora do intervalo aberto (0,1).

Para variaveis discretas, podemos definir a fungao de frequéncia condicional, similarmente ao que foi
feito no caso continuo. Seja uma variavel aleatéria discreta bivariada com componentes X e Y. Gostariamos
de estudar o comportamento da varidvel discreta Y condicionada a determinados valores = da variavel X.

A funcéo de frequéncia condicional vai ter expressao

fryxtyf) = DX, (45)

supondo que fx(z) > 0.

Exemplo 4.7 (Continuagéo do Exemplo 4.1 — Fungéo de frequéncia condicional) No Exemplo 4.1, a funcéo

de frequéncia de Y condicionada a valores de X pode ser calculada da forma

fryx(1/1) = 0.20/0.25,  fy;x(2/1) = 0.05/0.25,
Fryx(1/2) = 0.15/0.30,  fy/x(2/2) = 0.15/0.30,
fryx(1/3) = 0.25/0.45,  fy;x(2/3) = 0.20/0.45.

Para valores de z fora do espago amostral Xx = {1,2,3}, a funcdo fy,x(y/z) ndo é definida, j& que a
funcao de frequéncia marginal de X possui valor nulo. A funcao de frequéncia condicional da varidvel

aleatoria X condicionada a valores da varidvel aleatéria Y é dada pelas expressoes

Fxv(1/1) = 0.20/0.60, fx/v(1/2) = 0.05/0.40,
Fx/v(2/1) =0.15/0.60, fx/v(2/2) = 0.15/0.40,
Fxv(3/1) =0.25/0.60, fx/yv(3/2) = 0.20/0.40.

Para valores de y fora do espago amostral Xy = {1,2}, a fungao fx /vy (z/y) ndo é definida, j& que a fungéo

de frequéncia marginal de Y possui valor nulo.

A funcéo de frequéncia condicional é uma fungao de frequéncia, conforme vimos no Capitulo 3. De fato,
a fungdo de frequéncia condicional tem soma 1 ao longo de todos os elementos do espaco amostral e é

sempre nao negativa.

Aplicagao 4.1 (Teoria estatistica da decisdo) Considere que um investidor esteja interessado em investir
uma parte nao aplicada de seus fundos no mercado e precise decidir entre trés possiveis acdes a1, ay e as,

conforme apresentado na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Agoes disponiveis para o investidor.

a1 | Investir na bolsa de valores (mercado de alto risco)
a2 | Investir em titulos da previdéncia (mercado de médio risco)
as | Investir em titulos do governo (mercado de baixo risco)

Obviamente a sua predisposi¢ao de investir em um desses mercados depende de como estard o mercado
nos préximos periodos. Com o objetivo de simplificar a sua decisdo, ele considera que existem dois estados

possiveis y; e yo apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Estados possiveis do mercado.

Estado | Descrigao Probabilidade P(y)
Y1 Alta (mercado em alta) 0.52
Yz baixa (mercado em baixa) | 0.48

Esse investidor também associa uma perda [(y,a) a cada uma de suas agbes. Essa perda quantifica a
escolha de uma ac¢do em um determinado estado em termos de custos associados a essa decisdo. Conforme
apresentado na Tabela 4.3, assume-se que a perda associada a situagao mais favoravel é nula (CHERNOFF;

MOSES, 1986) e todas as outras perdas sdo padronizadas em relacdo a esse valor.

Tabela 4.3: Perdas l(y, a) associadas a cada estado y e a cada agéo a.

a1 (bolsa de valores) | as (previdéncia) | as (titulos do governo)
y1 (alta) 0 1 2
y2 (baixa) 3 2 1

Infelizmente, nao é possivel prever o estado do préximo periodo. Entretanto, tendo como base noticias
de jornais e blogs da drea de economia e finangas, ele pode fazer uma estimativa desse estado. Ele considera

trés estimativas possiveis, apresentadas na Tabela 4.4.

Infelizmente, as estimativas dos estados nao é perfeita e essa imperfeicdo é quantificada utilizando as

probabilidades condicionais fx/y(z/y) apresentadas na Tabela 4.5.

Uma vez que o estado y nao é conhecido no momento da tomada de decisdo, o processo de tomada
decisdo é feito tomando como base os eventos x. Nesse arcabouco, uma estratégia pura é um mapa
que associa a cada evento x uma possivel acdo, isto é, uma estratégia pura especifica exatamente como o
tomador de decisdo ird proceder em caso de um evento x ocorrer. Como o nimero de eventos x é finito,
o ntmero de estratégias puras disponiveis também é finito e, precisamente, nesse caso é igual a 3% = 27,

como mostra a Tabela 4.6.

A perda esperada L(y, s) associada a cada estratégia pura s em cada estado y pode ser calculada usando

L{y.s) =Y Uy.s2)fxyv(@/y),
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Tabela 4.4: Possiveis estimativas dos estados.

21 | Positiva (O mercado estard em alta)
xz2 | Neutra (Nao posso dizer nada)
x3 | Negativa (O mercado estard em baixa)

Tabela 4.5: Probabilidades condicionais fx,y (z/y) para cada evento X = z dado cada estado ¥ = y.

z1 (positiva) | zo (neutra) | x3 (negativa)
y1 (alta) 0.5 0.4 0.1
y2 (baixa) 0.1 0.2 0.7

onde s, € a agdo usada pela estratégia s quando o evento x ocorre. Tabela 4.7 apresenta as perdas esperadas

de cada estratégia em cada estado y.

Cada estratégia pura é representada na Figura 4.2 usando um sinal + a partir de seus valores de
L{y1,s) (abcissa) e L(yz, s) (ordenada). Nessa figura, também podemos observar as perdas associadas a cada
estratégia mista. Uma estratégia mista® associa cada estratégia pura a uma probabilidade. Dessa forma,
cada estratégia mista supde que o tomador de decisao vai selecionar uma estratégia pura aleatoriamente.

O nidmero de estratégias mistas ¢ infinito e forma um conjunto convexo que ¢ delimitado nessa figura.

Estratégias interessantes sdo aquelas conhecidas como admissiveis. Uma estratégia é dita ser admissivel
se nao houver nenhuma outra estratégia (pura ou mista) disponivel que possua perda menor que a dela
em todos os estados. De acordo com a Figura 4.2 , as estratégias admissiveis sdo s1, s2, 53, 56, S9, 818,
s97 € também as estratégias mistas que pertencem as linhas que ligam essas estratégias. Para se escolher
entre essas chamadas estratégias admissiveis, precisa-se de algum critério adicional. Aqui, consideraremos

apenas o critério de Bayes. Nesse critério, escolhemos a estratégia que minimiza

1 Matematicamente, uma estratégia mista é uma combinagao linear convexa de estratégias puras.

Tabela 4.6: Lista das estratégias puras disponiveis.

81 S2 S3 S4 S5 S Sy 58 89
T ai ai ai ax ai ai ai aq al
T al ai ai az az az as as as
Ty al az as ail a2 ag al an as

s10 | S11 | S12 | s13 | S14 | S15 | S16 | S17 | 518

T az a2 a2 a2 a2 ag a2 as a2
ry al ay ail a2 az as as as a3
x3 ai as a3 ai az as a az as

819 520 S21 822 823 824 825 526 527

Ty as as as as as as as as a3
Iz | 41 ai ai az a2 as as as as
T3 | a1 a2 as a1 az as a1 az as
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Tabela 4.7: Perda esperadas L(y,s) associadas a cada estratégia pura s em cada estado y.

s1_ |82 |83 | S4 |ss |8 |87 |58 |59

1 0 01]02[04|05(06]08]09]1
y2 | 3 23116 (28|21 14|26 |19 12
810 S11 812 S13 S14 815 816 817 518
y1 105106107 ]09)1 11 1311415

y2 [ 2922|1527 |2 1.3 12518 | 1.1
=

S19 | S20 821 8§22 823 | S24 825 826 527
Y1 1 1.1 1214115161819 2
y2 | 28 [ 2111426 )19 |12|24 1.7 |1

L(s)=Y_ P)L(y,s)

Y

A solugdo s que minimiza esse critério usualmente é uma estratégia pura admissivel que é representada
por um vértice na Figura 4.2. Entretanto, se duas estratégias admissiveis s’ e s” satisfizerem esse critério
com L(s') = L(s"), todas as estratégias mistas formadas a partir dessas estratégias também serdo solugoes
para o problema, pois a combinacao convexa delas possui a mesma perda. Na Figura 4.2, a solu¢do pode
ser encontrada graficamente deslocando-se a reta P(y1)L(y1, s) + P(y2)L(y2, s} = constante até encontrar o
primeiro ponto de solugdes admissiveis. A reta solucao é P(y1)L(y1, ) + P(y2)L(y2, 8) = 0.872 implicando,
que a estratégia sz é a melhor segundo esse critério. Essa estratégia sugere que “se invista na bolsa de
valores” em caso de haver uma estimativa positiva ou neutra do mercado e “se invista em titulos do

governo” em caso de haver uma estimativa negativa do mercado.

o~ 25

Li#.s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 4.2: Perdas esperadas e solucdo do problema do investidor.
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E valido mencionar que o critério de Bayes é apenas um dos critérios possiveis para resolver esse

problema. A apresentacio usada aqui é préxima daquela considerada em Chernoff e Moses (1986), onde

outros critérios também sao apresentados para lidar com o problema de tomada de decisao. Outras

referéncias interessantes sobre o tema que podem ser acessadas pelo leitor interessado sio Weiss (1961),
Halter e Dean (1971), Beckman e Neto (1980) e Clemen (1996).

Utilizando o conceito de distribui¢do condicional, vamos agora introduzir o teorema de Bayes, para o

caso bivariado: sejam X e Y duas varidveis aleatdrias com espagos amostrais respectivamente iguais a X e

Y. Considere também as defini¢oes das fungées de densidades condicionais fy,x(y/x) e fx/y(x/y) dadas

respectivamente por

f)'/x(y/ ) Fx(@)
a2/ = XY (@ Y)
Pxpy(efy) = =5

Note também que podemos escrever

fxy(@y) = fx/v(@/y)fy(y) = fy/x (y/2)fx (z),

fx(z) = /Y Fxy (@ y)dy = /Y Fxry (/) fy (v)dy

friy) = /X Froy(zy)de = /X Fryx (/o) fx (@)da

Entao, usando essas manipulagbes algébricas, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.1 (Bayes) Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias com espagos amostrais respectivamente iguais

a X e Y. Entdao, podemos escrever

fyyx(y/z) =

_ Ixv(@/y) iy () _ Fxv(z/y)fy (v)
FeIxy(zy)dy [y fxpy(z/9)fy (y)dy

Nota 4.1 Utilizando manipulages algébricas andlogas, a versao discreta desse teorema pode ser escrita

da seguinte forma:

Ixv(@/y) fy (y) Ix/v(@/y)fy(y)

fy/x(y/x) = Sy Sy (2.9) - Svfxvie/yf(y)
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Exemplo 4.8 (Continuagio do Exemplo 4.4 — Teorema de Bayes) Note que podemos calcular novamente

as fungdes de densidade condicional fy, x (y/z) e fx,v(z/y) do Exemplo 4.6 utilizando o Teorema de Bayes:

§(z+y—2$y2) 3 3, 3,2
forxlo)z) = XY ) (4 3-8 3ty -2
X = — _ . .
! Iy Ixsy (2/y) fy (y)dy 1 g;zy_z;;,z (23 dy s
3 (r4y— 2xy) 3 z
Ixpy(x/y) = fY/X(y/T)fY( %) l—;r;z—— (4 N 2) _ %(T-i- Y- 2:cy2)
P R e G gde W

Para o caso mais geral, onde temos variaveis aleatérias multivariadas, discretas ou continuas, com mais
de dois elementos, podemos ter a funcio de densidade condicional ou a funcao de frequéncia condicional com
versoes multivariadas. Isso ocorre quando estamos interessados em modelar, por exemplo, a distribuicao
conjunta da renda domiciliar e da escolaridade do chefe de familia, condicionadas a familias com chefe
entre 25 e 40 anos. Nesse caso, a distribui¢io das primeiras duas varidveis estd condicionada a valores da
terceira variavel. Vamos entao escrever a expressao mais geral para fungdes de frequéncia condicional e de

densidade condicional.

. . 1T ‘o ; .

Seja X = [X 1,.-.,X K] um vetor aleatério, continuo ou discreto?, com K componentes. Vamos supor,
sem perda de generalidade, que estamos interessados no comportamento dos primeiros 2 componentes
do vetor X, condicionados a valores dos demais componentes. Portanto, a fungao de densidade conjunta

.. P ~ . . o . - 1T -
condicional (ou a funcdo de frequéncia conjunta condicional), do vetor [X 1, XQ] tem expressao

Iy Xoxa xe (21, 22,23, ..., ZK)
Fxyoxe (T3 k)

f,\’l,xg/xg,l..,xx ($1,1172/173 ----- IA’) = ) (47)

onde fx, . x,{rs,...,rx) éa funcdo de densidade (ou de frequéncia) marginal conjunta para o vetor de
e T - .. , ..
varidveis [Xq, e XK] . A funcao condicional é definida fx, x,/x,.  xx(Z1.22/23,...,TK) n0s pontos
1T - - . N
[373, L TR J onde fx, . xq(x3,....: rr) > 0. A expressao para a funcho de densidade ou frequéncia

marginal é dada por

" OC o<
f)(;;“u,XK(‘T:}v"'ﬂxK): / / le,XQ,X;s,..‘,XK(-TIHT'ZN/IB?"'7xK>d‘T2d$17
Jx &

==X rg=—o0oC

conforme visto anteriormente. Expressdes similares podem ser aplicadas para encontrar a funcao de

distribuicao acumulada condicional, tanto no caso continuo quanto no caso discreto.

2Em muitas aplicagdes, o vetor de varidveis aleatérias pode conter tanto variaveis discretas como continuas. Para facilitar
as explicagbes neste capitulo, estamos considerando que um vetor aleatério tem todos os seus componentes continuos ou todos
os seus componentes discretos. No entanto, os resultados apresentados aqui podem ser facilmente estendidos para situagoes
onde os vetores aleatdrios possuem componentes discretos e continuos a0 mesmo tempo.
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Vamos finalizar essa segdo considerando a versao multidimensional do Teorema de Bayes (apresentado

no Teorema 4.1). Seja Z = [Z1,--- , Zk| um vetor aleatério dividido em duas partes X = [X1,---, X,,] e
Y = [Y7,---,Ys], onde n+ m = K, cada varidvel X; estd definida no espago amostral X;, i = 1,--- ,m
e cada varidvel Y; estd definida no espago amostral Y;, i = 1,--- ,n. Da mesma forma que procedemos

para enunciar o Teorema 4.1, considere as definigées de probabilidades condicionais fy/x (y/z) e fx/v(z/y)

dadas respectivamente por

_ fz(2) _ fxy(z,y)

.

_ fz(2) _ fxy(z.y)
Pl =5 = ")

Note também que podemos escrever

fz(z) = fxy(z,y) = fx)v (@/v)fy W) = fy)x(y/z) fx (),

fx<x>=/fx,y(m,y)dy=/ / X Ko ¥ s (E1 B+ ) -
Y YI Yn

=/ / IXto X/ Ya Yo (Z1 s T Yt yn) Py yu (W15 s Yn)dys - - dyn
Y1 Yn

fr(v) Z/fx,x'(%y)dﬁ:/ / X1 X Yo, Yo (1, Ty Y1y, Yn )y - - - AT
X X1 Xm

=/ / Svi YayX e X Y1s e s Un/T1, T m) Xy X (B0, T )dy - - diT.
X1 Xm

Usando essas manipulagdes algébricas, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2 (Bayes) Seja Z = [Z;,---,Zk] um vetor aleatério dividido em duas partes X =
(X1, , Xm] e Y = Y1, ,Yy], onde n + m = K, cada varidvel X; estd definida no espago amostral
X;, i =1,---,m e cada varidvel Y; estd definida no espago amostral Y;, ¢ = 1,..- ,n. Entdo, podemos

escrever

f ( /1_) _ fX/Y(I/y)fY(y) _ fX/Y(ﬂC/’y)fy(y)
v/x\Y fY Fxy(z,y)dy fY Fxov @/0) Fr W)dy
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Na Secéo 5.7 aplicaremos o Teorema, 4.2 em varios casos particulares.

Utilizando manipulagtes algébricas analogas, a versdo discreta desse teorema pode ser escrita

analogamente & versao discreta apresentada na Nota 4.1.

4.3 Momentos de variaveis aleatdrias multivariadas

Nesta se¢io estenderemos o conceito de momentos de varidveis aleatdrias para o caso multivariado. Da
mesma maneira que vimos fungoes densidade e frequéncia conjuntas, marginais e condicionais, os momentos
também podem ser definidos de acordo com esses trés tipos de fungoes de densidade ou de frequéncia.
Inicialmente, apresentaremos as defini¢bes para momentos com base nas distribui¢oes conjuntas. Em seguida
apresentaremos como os momentos podem ser calculados para as distribuicoes marginais. Finalmente,
apresentaremos as defini¢des de momentos condicionais, que sdo extremamente importantes, por exemplo,
quando estudarmos modelos de regressdo em geral. De fato, nos modelos de regressao, em muitos casos,
os pesquisadores estao interessados em como determinados momentos condicionais de uma determinada

variavel aleatéria respondem a valores de varidveis aleatdrias preditoras.

Seja uma varidvel aleatéria X multivariada continua com K componentes, e fungdo de densidade
conjunta fx,.. . xx(T1,-..,7x). Seja uma funcio h(-) qualquer, com h : REK — R. Ou seja, a fungdo
h(-) é definida no R¥ e assume valores® em R. O valor esperado, ou a expectancia, ou o momento da

fungéo h(X;,..., Xk) é dado por

ox0 o0
E[h(X1,.-., Xk)] =/ / h@y,. . oK) X, X (T, T )dEk - dy (4.8)
T1=—~00 TK=—00
Para varidveis aleatérias discretas multivariadas, com fungao de frequéncia conjunta fx,, . x.(€1,...,Tk),
o valor esperado da fungdo h(X,,..., Xk) é dado por
E[h(XlayXK)] = Z Z h'(xla"-11"K)fX1,...,XK($17'"7xK)7 (49)
z1€Xx, T €Xx
onde Xx, é o conjunto de valores possiveis, ou espaco amostral, para a varidvel individual X;,i=1,... K.

Note que o somatério do valor esperado para varidveis discretas é efetuado para todos os valores possiveis

do vetor aleatério.

Exemplo 4.9 (Continuacdo do Exemplo 4.1 — Calculo do valor esperado). Vamos agora retornar ao

Exemplo 4.1, para um vetor bivariado discreto composto pelos componentes X e Y. Consideremos a funcao

3Podemos ter o caso mais geral, onde h : RK s RM . ou seja, h(-) assume valores no conjunto R . Para simplificar a
discussao nesta se¢do, vamos supor que a funcao h(-) assume apenas valores reais.
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MX,Y) = (X +Y)2. Portanto, o valor esperado de h(X,Y) é dado pelo somatério

EWX,Y)] = (1+1)2fxy(1, D)+ (1 +2)2fxy(1,2) +- -+ (3 +2)2fxv(3.2)
=22%x0.20+32x0.05+---+5% x 0.20 = 14.

Considere agora que a funcéo h(X,Y) = X3; ou seja, a funcdo h(X,Y) depende apenas do valor do primeiro
elemento X. A utilizacdo da férmula para o valor esperado de h(X,Y) continua a mesma. De fato, podemos

calcular a expectancia da nova func¢ao usando

ErX,Y)] =1fxy(1, 1)+ Bfxy(1,2) + -+ 3 fxv(3,2)
=1x0.204+1x0.05+---4+27 x 0.20 = 14.8.

Exemplo 4.10 (Continuacdo do Exemplo 4.4 — Célculo do valor esperado). Voltemos agora ao exemplo
de uma varidvel bivariada continua, conforme visto no enunciado do Exemplo 4.4. Considere a funcio

h(X,Y) = (X —Y)% Portanto, o valor esperado para a fungio h(X,Y) ters expressio

1 1
/ / (z — ) fx.v (z,y)dxdy
z=0 Jy=0

1 1 3 1
/ / (z—y)*> (2 +y — 22y )dady = -
=0 Jy=0 2 5

E[h(X,Y)]

i

Imaginemos agora uma funcao h(X,Y) = VY; ou seja, o valor de h(-) depende apenas do segundo

. . T .
componente do vetor bivariado [X , Y] . O valor esperado é calculado como

1 1
E[h(X7 Y)] = /z:O /y=0 yl/zfX,Y(:Evy)dIdy

1
3 47

_ 1/2 2 _
= v/ = {x +y— 2zy°)dady = —.
/xzo /y:O 2 70

Com base nos exemplos acima, podemos agora tentar calcular o valor esperado de X individualmente,
por exemplo, a partir da funcio de densidade conjunta ou funcdo de frequéncia conjunta das varidveis X
e Y. Para isso, podemos proceder de duas maneiras: (1) podemos simplesmente calcular o valor esperado
de X fazendo h(X,Y) = X, e procedendo da mesma maneira que procedemos nas segundas versoes da
funcéo h(X,Y’) para os Exemplos 4.9 e 4.10 (varidveis discretas e varidveis continuas, respectivamente); (2)
podemos calcular a fungao de densidade de probabilidade marginal fx(z) para a varidvel X, a partir da

funcéo de densidade conjunta, e em seguida utiliza~la para calcular o valor esperado, usando a expressao
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jé conhecida para varidveis univariadas

+oo
E[X] :/z xrfx(z)de.

=—0C

Pode-se mostrar que ambos os procedimentos irdo fornecer os mesmos valores para os momentos individuais

das varidveis aleatérias que compoem o vetor aleatdrio. De fato,

+oc 1
z 3 13
dr = -+ —|dr = —
/z:—oo:rfx(:c) r /ZZO:C{Q-FKJ T 51

ot Lot 13
/ / zfxy(z,y)dzdy = / / x [—(:c +y-— 2acy2)] dedy = —.
z=0 Jy=0 =0 Jy=0 2 24

Para calcular momentos de ordem maior do que 1, como é o caso da varidncia, pode-se também utilizar
qualquer um desses dois procedimentos e os resultados obtidos serdo exatamente os mesmos. De fato, tudo

isso pode ser provado matematicamente.

. T o , . cn .
Para um vetor bivariado [X , Y] , um momento muito importante é conhecido como a covaridncia

entre duas varidveis aleatdrias. A covaridncia possui expressao

Cov[X, Y] = E[(X —E[X])(Y - B[V, (4.10)

onde E[X] é o valor esperado da varidvel X e E[Y] é o valor esperado da varidvel aleatéria Y. Observe que

E[(X ~E[X)(Y - E[Y])} = E[XY —E[X]Y —E[Y]X + E[X]E[Y]]
=B[xY] - E[E[X]Y] ~E[E[V)X] + E[E[X}E[Y]]
_ E[XY] - E[X]E[Y] — E[X|E[Y] + E[X]E[Y]
~ E[XY] - E[X]E[Y].

Quando X =Y, a covaridncia transforma-se na expressao da variancia de X. A partir da covaridncia,

podemos definir o coeficiente de correlagao entre X e Y, expresso por

Cov[X,Y]

pXY) = Corr[X. V] = — e

, (4.11)

onde Var{X] e Var[Y] s@o as varidncias de X e Y respectivamente. Conforme ji mencionado na Se¢éo 2.3,
pode-se mostrar que
-1<p(X, V) <1, (4.12)
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para quaisquer varidveis aleatérias X e Y. Em particular. quando X = aY + b, a e b constantes reais, com
a # 0, ou seja, quando X e Y tem uma relagéo linear perfeita, |p(X.Y)| =1. Quando a < 0, p(X,Y) = —1,
e quando a > 0, p(X,Y) = 1.

Exemplo 4.11 (Continuacdo do Exemplo 4.1 — Cdlculo do coeficiente de correlagao). Para a varidvel
discreta bivariada no Exemplo 4.1, podemos calcular a covariadncia entre X e Y e o coeficiente de correlacao.

Os valores esperados para X e Y sao

E[X] =22 e E[Y]=14.

A covariancia é dada por

E[(X —22)(Y = 1.4)] =(1 — 22)(1 = 14) fxy(1.1) + (1 — 2.2)(2 — 1.4) fx v (1,2)
+ 4+ (3-22)(2 - 1.4) fx.v(3,2) = 0.07,

enquanto as variancias tém valores

Var[X] = 0.66 e Var[Y] = 0.24.

Finalmente, o coeficiente de correlagido tem valor

0.07
p(X,Y) = ————— = 0.175881618.

v/0.24 x 0.66

Exemplo 4.12 (Continuacdo do Exemplo 4.4 - Célculo do coeficiente de correlacdo). Para a varidvel

continua bivariada do Exemplo 4.4, os valores esperados sao

E[X] = g e E[Y)= 3.

enquanto as varidncias tém valores
47 3
= —— = —,
Var[X] 76 © Var[Y] m

A covaridncia e coeficiente de correlagao entre X e Y possuem valores

E[(X - E[X])(Y —E[Y])] = —4—18 e p(X,Y)= —%— = —0.2663118206.
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Considere agora a soma de duas varidveis aleatérias X e Y, ponderadas pelas constantes a e b. Como

j& vimos na Proposicao 3.4 (v), A variincia de aX + bY tem expressao

Var[aX + bY] = a*Var[X] + b*Var[Y] + 2abCov[ X, Y].

No caso mais geral, temos que a soma ponderada de varidveis aleatorias a1 X + asXo 4+ - - - + ap, X, tem

varidncia (vide Exercicios 4.1 e 4.2)

Varla1 X1 + asXs + -+ apXy] = Z aZVar[X;] + 2 Z Z a;a;Cov[X;, X, (4.13)
i=1 1<J
onde a;, i = 1,...,n, sio constantes reais. Conforme vimos na Aplicacdo 3.2, a Eq. (4.13) é particularmente

importante em administracao de carteiras, onde uma carteira de agdes, por exemplo, pode ser modelada
como uma soma de varidveis aleatérias a1 X1 + agXo + --- 4+ a, X,,, onde as constantes a;, ¢ = 1,...,n,

correspondem as posi¢oes da carteira em cada agao X;.

A consequéncia imediata da Eq. (4.13) é que, quando a variaveis X, ..., X, s&o nao correlacionadas
entre si, ou seja, quando p(X;, X;) = 0, para todo 4,5 = 1,...,n, com © # 7, entdo a varidncia da soma
é igual & soma das variancias. Portanto, quando as varidveis sao nao correlacionadas, e para a1, ..., Gn

constantes reais, temos, de acordo com a Proposicao 3.4 (vi},

n
Va,r[ale + - aan} = Za?Var[Xi},
i=1
Quando a; = 1, para todo i = 1,...,n, a expressdo acima torna-se Var [X] + - Xn] = Z?:l Var {Xl]

4.3.1 Matriz de variancia-covariancia

Conforme vimos acima, a covariancia é definida entre duas varidveis aleatdérias. No entanto, em muitas
aplicagOes, principalmente devido & importancia da distribuigdo normal multivariada, que serd discutida
na Segao 4.5, estamos interessados ndo na covariancia de um par de varidveis aleatdrias especificamente,
mas nas covariancias para os diversos pares de uma sequéncia de variaveis aleatérias X = [X,... , XA
Estamos interessados nas covariancias Cov[X1, X2]. Cov[Xy, X3], ..., Cov[X,_1, X,]. Uma forma sucinta
de representar toda a estrutura de variancias e covariancias para as varidveis em um vetor aleatério X =

[X1,..., Xn]T é por meio da matriz de varidncia-covariancia.

A matriz de varidncia-covariancia, representada pela letra maivscula ¥, contém na sua diagonal principal
a varidncia de cada elemento individual X;, ¢ = 1....,n. Portanto, o elemento X, ;, ou seja, o i-ésimo

elemento da diagonal principal corresponde a varidncia Var[X;]. Os elementos fora da diagonal principal
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sdo as covariancias entre dois elementos individuais X; e X;. Portanto, Cov[X;, X;| = ¥; ;. Temos entao

V&I'[Xl] COV[Xl.XQ] Ce COV[Xl,Xn]
s - Cov[ X3, X1] Var[X5] .. Cov[Xa, X,] (4.14)
Cov[X,, X,] CoviX,.X5] ... Var[X,]

Além da matriz de varidncia-covariancia, podemos escrever a matriz de correlagdes

1 p(Xl,XQ) p(Xl,Xn)
R = p(XQ,Xl) 1 p(Xz,Xn)
p(Xn;XI) p(XnXQ) 1

onde os elementos na diagonal principal, que correspondem a correlagao de cada elemento com ele mesmo,
séo sempre 1. Os elementos fora da diagonal principal. R, j, i # j, correspondem as correlacbes entre X;
e X;. Dado que Cov[X;, X;] = CovlX;, X;], tanto a matriz de variancia-covariancia quanto a matriz de
correlagbes sfo simétricas. Pela definicdo de correlagdes, a partir da definicao de covariancia, a matriz de

varidncia-covariancia pode ser reescrita como

Var[ X)) V/ Var[X;|Var[X2]p( X1, Xq) ... Var[X;|Var[ X, ]p(X1, Xy)
5 Var[Xa]Var[ X, ]p(X2, X1) Var[ X5 ... Var[X;|Var[X,,|p( X2, X,,)
Var[X,,[Var[ X1 p(Xn, X1) Var[X,,|Var[Xs]p(Xn, X2) ... Var[X,,]

Muitos autores, representam a correlagio entre as varidveis X; e X; por p; ;, as variancias Var[X;] por o2,

e os desvios-padroes /Var[X;] por o;. Portanto, a matriz de variancia-covaridncia pode ser reescrita de

forma sucinta como
2

251 0102012 ... O10pPin
2
- 0201021 Ty e 020002
2
0n01Pn1 On02Pn2 . -- o

Seja V uma matriz diagonal (elementos fora da diagonal principal sdo todos nulos), cujo elemento V;
(i-ésimo elemento da diagonal principal) é igual & variancia Var[X;]. Pode-se mostrar que (vide Exercicio
4.4) que

L=VY2xRx VY2
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A matriz de varidncia-covariancia e a matriz de correlagdes serdo bastantes utilizadas ao longo deste livro,
principalmente quando trabalharmos com aproximagdes de variaveis aleatérias via distribuicao normal
multivariada, e quando trabalharmos com cdpulas (que tém sido muito utilizadas para gerenciamente de

risco).

Proposigao 4.4 (Resultados importantes sobre o valor esperado de vetores aleatdrios e a matriz de
variancia-covaridncia) Sejam X e Y vetores aleatérios com dimensdo n x 1; ou seja, tanto X quanto Y
possuem n componentes aleatérios individuais cada um. Seja ¢ um vetor constante, com dimensao m x 1.

Sejam A e B matrizes constantes com dimensio m X n (podendo m ser igual a n» ou nio). Entao

(i) E[X+Y] = E[X] +E[Y].

(i) B[4 x X +a] = AxE[X] +a.

(i) Var[Ax X +a] = Ax Var[X] x A’. Note que A x X +a tem dimensdo n x 1. A matrix Var[4 x X +a]
é a matriz de varidncia-covariancia do vetor aleatério resultante da operagdo A x X + a; essa matriz de

variancia-covariancia tem dimensao m x m.

4.3.2 Momentos condicionais

Apresentaremos agora uma discussdo sobre momentos condicionais, que sao importantes, por exemplo,
quando estudarmos modelos de regressdo em geral. De fato, nos modelos de regressao, em muitos casos,
os pesquisadores estdo interessados em como determinados momentos condicionais de uma determinada
varidvel aleatdria respondem a valores de varidveis aleatdrias preditoras. Por exemplo, em modelos de
regressao linear, a varidvel resposta é muitas vezes suposta como tendo uma distribuigdo normal, com
valor esperado como func¢ao de varidveis preditoras. Nesse caso, estamos interessados no primeiro momento
condicional (valor esperado condicional) da varidvel resposta em relacao As varidveis independentes ou

varidveis preditoras.

Considere uma varidvel aleatéria bivariada continua, composta pelos elementos X e Y. Na Secao 4.2,
apresentamos os conceitos de distribuigoes condicionais. Considere entdo a densidade condicional de X
dado Y fx,;y(z/y). O primeiro momento condicional ou valor esperado condicional ou expectincia

condicional de X dado Y = y é dado por

>

E[X/Y = y} = / zfy y(x/y)dz, (4.15)

r=—0C

para qualquer y com fy (y) > 0. Portanto, o momento condicional é simplesmente um momento no sentido
que vimos no Capitulo 3, onde a fun¢do de densidade corresponde & fungao de densidade condicional. Para

o caso onde X e Y sdo componentes de um vetor aleatdrio multivariado discreto, a expectancia condicional
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de X dado Y = y pode ser escrita como

E[X/Y =y = Y ofxv(a/y), (4.16)
T€Xx
para qualquer y com fy (y) > 0.
Para o caso mais geral, considere um vetor aleatério multivariado [X1,-.., XK]T € RE e uma fungao

multivariada h : RE — R. O valor esperado condicional de h(-) condicionado a determinados valores para

as variaveis X3, ..., Xx (sem perda de generalidade) sers
E[h(Xl, XK /X3 = T3y XK = I‘K] =

/ / 701,~--,IK)fxl_XQ/xs,,,,,xK(ﬂUh»”52/533,---,SL”K)d$2dl‘1,
=—0C JIg=—00

para o caso continuo. A versdo dessa expressio para o caso discreto é a seguinte

E[}L(Xl,...,XK)/ng :Z‘g,...,XK = l‘](] =
Z Z h(zy,. ... I[\')f‘\'].,\'2/1‘(3,.~,4\'K(;L‘1'$2/m3’ CTE)-

21E€Xx, v2€Xx,

Em ambos os casos, estamos supondo que, nos pontos 3. ..., Tk, [Xs,..,Xx (€3,..-,Zx) é maior do que

zZero.

Note que os valores esperados acima sio necessariamente constantes reais, dado que todos os valores
condicionantes zs,...,Tx sdo conhecidos. Podemos considerar que os valores para Xg,..., X séo
desconhecidos, e sdo as varidveis aleatérias individuais para cada um dos componentes. Nesse caso,
as expectdncias estdo condicionadas ao valores aleatérios e, consequentemente, também sdio varidveis

aleatérias. Portanto, temos
E[R(X1,....XK)/Xs, ..., Xk]| =

/ / h(1, .oy TK) FXy Xa/Xay X s (T1, T2/ X3, o X )dT2day = g(X3, ..., Xk),

onde g : RE~2 — R é uma funcio que dependerd da distribui¢do conjunta das varidveis X, ..., Xk. Para

o caso discreto, a expressdo correspondente é

E[h(X1,...,XK)/Xs,..., Xk] =
Z Z M1y TR) Xy Xa ) XX (T1 22/ X3, XK) = 9(Xs, ..., X k).

z1€Xx; z2€Xx,
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Tanto no caso discreto quanto no continuo, a fun¢ao g(-) possui argumentos que siao varidveis aleatérias;

portanto, g(Xs, ..., Xk) também é uma variavel aleatéria.

Proposicao 4.5 (Lei das expectancias iteradas) Seja uma varidvel aleatdria bivariada, com elementos X
eY. Se g : 2 — R uma funcao bivariada, assumindo valores reais. Independente de X e Y serem discretas

ou continuas, sempre temos

(i) Se g(z,y) pode ser escrita como g1(z) x g2(y), entdo E[g(X,Y)/Y] = g2(Y)E[q1(X)/Y].
(i) E[g(X, V)] = E[Elg(X, )/ Y]]

(iii) E[g(X,Y)/Y] = E[E[g(X,Y)/X,Y]/Y]

(iv) Var[Y] = Var[E[Y/X]] +E[Var[Y/X]].

A Lei das Expectancias Iteradas é muito 1til em varias situagées como, por exemplo, quando

estivermos estudando regressio linear no Capitulo 8.

4.4 Independéncia de variaveis aleatorias

Nesta segdo trataremos de um dos conceitos mais importantes em analise estatistica: o conceito de
independéncia de varidveis aleatérias. Esse conceito serd bastante utilizado principalmente no Capitulo 5,
quando trabalharemos com simulagoes de Monte Carlo (onde as observagoes simuladas serdo consideradas
independentes) e trabalharemos com estimagdo via mdxima verossimilhanca. Também usaremos esse
conceito no Capitulo 6 para discutir a questao da amostragem aleatéria simples com ou sem reposicio.
Intuitivamente, varidveis aleatdrias (ou observagdes) independentes sio aquelas para as quais, quando
conhecemos os valores para um subconjunto delas, isso nao acrescenta informacao alguma sobre os valores

das demais varidveis. A seguir, abordamos esse conceito mais formalmente.

Considere um vetor de varidveis aleatérias (continuas ou discretas) Xy, ..., X,. Dizemos que essas n

varidveis sdo varidveis aleatdrias independentes se e somente se

FXl,...,XT,, (1'1, e ,.iL’n) = FX1 (.172) . FXn (:En), (417)
para todos os valores de z1,...,z,. A funcdo Fx, . x,(Z1,...,%n) corresponde & fungio de distribuigéo
acumulada conjunta entre as varidveis X1, ..., X,, e Fx,(z;) é a funcao de distribuigdo acumulada marginal
para a variavel aleatéria individual X;, i =1,...,n.

No caso de varidveis aleatérias discretas, podemos caracterizar independéncia a partir da funcao

de frequéncia conjunta fx,.. . x, (z1,...,zn). Portanto, as varidveis aleatdrias discretas Xi,..., X, sfo

.....
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independentes se e somente se

fxl,__.,xn (1’1, e ,I‘n) = le (.7?2) e an (In), (4.18)

onde fx,(z;) é a fungdo de frequéncia marginal para a varidvel aleatdria individual X;, ¢ = 1,...,n. No
caso de varidveis aleatérias continuas, onde existe a funcao de densidade de probabilidade conjunta, as

varidveis X1, ..., X, s@o independentes se e somente se

fxlw_’Xn (.’L‘l, .. .,In) = f)(l (.’Eg) e an (l’n), (419)

onde fx,(z;) é a fungdo de densidade de probabilidade marginal para a varidvel aleatéria individual X,
i =1,...,n. Pode-se mostrar que, no caso de varidveis discretas, as Eqs. (4.17) e (4.18) sao equivalentes.
Similarmente, no caso de varidveis continuas, as Eqs. (4.17) e (4.19) sdo equivalentes.* As Eqgs. (4.18) e
(4.19) sao as justificativas para os procedimentos de méxima verossimilhanca que serdo apresentados no
Capitulo 5. Ressaltamos que as técnicas de maxima verossimilhanca nio sio aplicadas apenas a problemas
onde a amostra possui observagoes independentes. Em situagoes de séries temporais, ou de dados espaciais,
por exemplo, onde a hipdtese de independéncia ndo é mais vélida, maxima verossimilhanga é um método

de estimac¢do muito utilizado.

Da mesma maneira que tratamos de independéncia entre varidveis aleatorias individuais, cada qual
pertencente ao conjunto R, também podemos tratar independéncia entre vetores de varidveis aleatdrias.
Por exemplo, considere um vetor de varidveis aleatérias [X1,..., Xn, Y1, ..., Ym|T € R™*7 e sejam X =
[(X1,...,X,)T e Y =[V1,...,Y:,]T dois subvetores. Sejam

fX,Y(x’ y) = fX1,m,Xn,Y1,...,Ym (1‘17 e Ty Yty vym)7
fx(‘ll") = fX1,~~-,Xn (Ila s 71:71)7

W= v, v, Um),

as funcdes de densidade de probabilidade conjunta e marginais respectivamente. No caso de varidveis
discretas, o resultado é exatamente o mesmo, s6 que nesse caso devemos trabalhar com fungdes de frequéncia

e nao de densidade. Dizemos que os subvetores X e Y sao independentes se e somente se

fxy(z,y) = fx(@)fy(y).

4De fato, para as varidveis aleatdrias serem independentes, a igualdade na Eq. (4.19) deve ser verdadeira para todos os
pontos em R™, exceto em conjuntos de medida nula.
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Note que, quando ha independéncia entre os vetores X e Y (que podem ser vetores compostos por apenas
um elemento), entdo, para a fungao de densidade (ou de frequéncia) condicional, vale
~ fxx(xy)  fx(@)fy(y)

Ixyy(x/y) = W) @) = fx(z). (4.20)

A expresso acima tem uma implicagao intuitiva importante. O fato de trabalharmos com densidades
ou fungdes de frequéncia condicionais é que, em muitos casos, quando sabemos os valores da varidvel
condicionante Y, por exemplo, isso nos traz uma nova fun¢ao de densidade para X; ou seja, passamos de
fx(z) original para fx,y(x/y) condicional. Portanto, em muitos casos, o conhecimento sobre valores de ¥
nos trazem informacoes sobre os valores de X. No entanto, quando X e Y sdo independentes, o que acontece
¢é que a densidade (ou fungéo de frequéncia) marginal nao se altera quando condicionamos a valores da
variavel Y; portanto, o conhecimento dos valores de Y nao nos trazem informacao alguma sobre os valores
de X. A Eq. (4.20) nos passa entdo a formalizagao matemadtica embasando essa intuigdo. Devido ao fato
de que a funcdo de densidade (ou de frequéncia) condicional é igual & fun¢io de densidade marginal, os
momentos condicionais também sao iguais aos momentos marginais. De fato, seja h : ®" — R uma funcao

qualquer. Entéao
E[h(X)/Y] = E[h(X)}

Proposicdo 4.6 (Resultados importantes sobre independéncia entre varidveis aleatérias). Sejam X e Y
dois vetores de varidveis aleatérias, com X € R" e Y € R™. Seja fx y(x,y) a fungdo de densidade ou de

frequéncia conjunta entre todos m + n elementos do vetor [XT, Y77,

(i) Se existem fungdes g1 (z) e g2(y), tais que podemos escrever fx y(x,y) = gi1(x)g2(y), entdo os vetores X

e Y sdo independentes entre si, e além disso, o vetor X tem funcio de densidade ou de frequéncia marginal

fx(z) = Kigi(x),

e o vetor Y tem funcao de densidade ou de frequéncia marginal

fr(y) = Kaga(y),

para algum par de constantes K e Ko. As constantes K e K, sdo escolhidas de maneira que as funcoes

marginais fx(z) e fy(y) integrem (ou somem) para um. Portanto, no caso variaveis aleatérias continuas,

temos
Kl = —1‘~
Jeeqn 1 (@)da
Ky — 1

Joeqm 92(y)dy
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(ii) Se X e Y sdo vetores aleatérios independentes, entao

E[h1(X)ho(Y)] = E[h1(X)]E[R2(Y)],

para fungoes ki : R" — R e ho : R — R, tais que os valores esperados existam.

Pratica 4.1 Considere duas varidveis aleatérias independentes X e Y, onde X tem uma distribuigao

lognormal com parametro p e g e ¥ tem uma distribuigdo gamma, com parametros « e 5. Determine:

(i) a fungdo de densidade conjunta para X e Y,

(ii) a funcao de densidade marginal de X,

(iii) a fungao de densidade marginal de Y,

(iv) a funcao de densidade condicional de X dado Y,
(v) a fungao de densidade condicional de Y dado X.

De acordo com a definigdo acima de independéncia, vimos que, para diversas varidveis aleatdrias serem
independentes, é preciso que a funcao de densidade de probabilidade, ou a fung¢éo de frequéncia conjunta,
ou a funcao de distribuigao acumulada conjunta, seja igual ao produto das fun¢oes marginais. No entanto,
temos um outro conceito, conhecido com independéncia dois a dois,’ que é um conceito mais fraco
que independéncia conforme vimos anteriormente, onde basta que os pares de varidveis aleatérias sejam
independentes entre si. Portanto, dizemos que a sequéncia de variaveis aleatérias X1, . .., X, € independente

dois a dois se o somente se

Ixox; (@i, z5) = fx, () fx; (5),

para todo par de varidveis X; e X;, com j # 4, 4,5 = 1,...,n. O conceito de independéncia dois a dois

é mais fraco que independéncia entre todas as varidveis. Portanto, se a sequéncia de varidveis Xi,..., X,

@~

independente, entdo essa sequéncia também € independente dois a dois; no entanto, o contrario nao

[N

verdade. Independéncia dois a dois nao implica independéncia. Um outro fato importante em relagao
a independéncia dois a dois é que, se a sequéncia Xi, ..., X, for independente dois a dois, entdo as
correlagoes p(X;, X;) sdo todas nulas para todo par 4,7, com i # j, e 4,7 = 1,2,...,n. Conforme vimos na
Proposicao 3.4 e revisitamos nesse capitulo, quando as correlagoes entre as variaveis aleatdrias sao todas
nulas, a varidncia da soma ¢ igual & soma das variancias. Portanto, a variancia da soma de uma sequéncia

de variaveis aleatérias independentes é igual & soma das variancias.

Exemplo 4.13 (Independéncia dois a dois) Considere X e Y duas varidveis aleatdrias discretas com

funcoes de frequéncia definidas da seguinte forma:

fx(=1)=1/2, fx(1) = 1/2

5 A o
°Em inglés, pairwise independence.
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fr(=1) =172, f(1)=1/2.

Defina Z = XY. Note que

Fz() = fx () fy (1) + fx(=1)fy(-1)=1/2

F2(=1) = fx (D) fy (= 1) + fxe(=1)fy (1) = 1/2.

E ,-b . ~ . X _
? vio que X e Y sdo independentes. Note também que os pares X e Z e Y e Z também sao independentes,
pois

fxz(1,1)y=1/4 = fx(1)f2(1),
fxz(l,=1)=1/4 = fx (1) fz(-1).
fxz(=1,1)=1/4 = fx(~1)f2(1),
fxz(=1,-1) = 1/4 = fx(~1)fz(~1)

frz(1,1) =1/4= fr (1) f2(1),
Frz(L=1) =1/4 = fy (1) f2(-1),
frz(=1,1) =1/4 = fy (-1)fz(1),
friz(=1,-1) =1/4 = fy(~1)fz(-1).

Entretanto, obviamente X, Y, Z nédo sio independentes, pois XY Z = 1 para qualquer valor de X, Y e Z.

Uma versao andloga do Exemplo 4.13 para o caso continuo pode ser encontrada em Romano e Siegel
(1986).

4.5 Distribuicao normal multivariada

Vamos agora estudar a distribuicdo multivariada que é provavelmente a mais importante em estatistica
e econometria: a distribui¢do normal multivariada. Sejam Z,,...,Z, uma sequéncia independente

e identicamente distribuida (todos os componentes da sequéncia possuem a mesma distribui¢do), cada
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qual com distribuicdo normal padronizada (ou seja, com média 0 e variancia 1). Portanto, o vetor Z —
[Zi,-.., Zn]T possui fungdo de densidade conjunta

2Cz) = (270)~12¢

onde z' = zT corresponde a transposta do vetor z. Portanto, como z é um vetor coluna, o vetor z' serd
um vetor linha. O produto z'z é um escalar, e € uma forma sucinta de escrevermos z2 + +++ + z2. Seja A
uma matriz n x n, ndo singular, e seja b um vetor coluna com dimensdo n x 1. Entdo, o vetor aleatorio
X = AZ + b tem distribuicdo normal multivariada com funcdo de densidade conjunta

1 o J e — para x E Kn, (4.21)

onde p=beS = AA' e |E| corresponde ao determinante da matriz S. Dizemos que X tem distribuicdo

normal multivariada com média p e variancia (ou variancia-covariancia) E. A notagdo nesse caso é X ~
N(m,S).

Figura 4.3: Funcéo de densidade para um vetor normal bivariado, com coeficiente de correlagdo p = —0.8.

Pode-se mostrar que, se A ~ N(/z, E) e D é uma matriz constante, com dimensdo m x n, entdo a variavel
Y = D x X tem distribuigdo normal multivariada com média Dp e variancia DYD'. Uma aplicacdo direta
desse resultado é a distribuicdo da média de variaveis aleatdrias normais. Seja Xi,..., Xn, uma sequénciade
variaveis aleatdrias normais independentes e identicamente distribuidas, cada qual com variancia a2 e média
individual 6. O vetor X = [Xi,..., Xn]T tem distribuicdo normal multivariada com média p = [<5,..., 4T
e variancia E, que ¢ uma matriz diagonal, onde todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a a2
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Pode-se mostrar que a variavel aleatdria S, que corresponde a média da sequéncia, Ai,..., Xn, ou seja,

tem distribuicdo normal univariada, com média 6 e variancia alln.

Normal bivariada rho =0 Curvas de nivel

X 10'3

4 8

X
Figura 4.4: Funcdo de densidade para um vetor normal bivariado, com coeficiente de correlagdo p = 0; ou seja, as
duas variaveis aleatérias sdo independentes.

E importante ressaltar que se duas variaveis X e Y escalares s30 ndo correlacionadas, isso ndo significa
que elas sejam independentes. Em geral, correlagdo nula ndo implica em independéncia. No entanto, no
caso em que XeY tenham uma distribuicdo normal bivariada, se a correlacéo entre elas for zero, entéo elas
também sdo independentes. No caso mais geral, se a sequéncia de variaveis aleatérias Xi, X2, 11u, Xn tiver
distribuicdo normal multivariada, e a matriz de variancia-covariéncia entre elas for diagonal (ou seja, todos
os elementos fora da diagonal principal forem nulos), entdo os componentes Xi,..., Xn sdo independentes.

As Figuras 4.1, 43 e 4.4 apresentam as superficies correspondentes as fungdes densidade de
probabilidade de distribui¢cbes normais bivariadas para dois componentes X e Y, com coeficientes de
correlacdo igual a 0.6, -0.8 e 0. No ultimo caso, correlagdo nula implica duas normais independentes.
Note que, a depender do coeficiente de correlagdo, observam-se a superficies mais elipsoidais. O eixo maior
da elipse sera crescente ou decrescente, de acordo com o sinal da correlagdo. Para correlag@es positivas, 0
eixo maior da elipse é crescente, enquanto para correlagdes negativas o eixo maior da elipse é decrescente.
A Figura 4.5 apresenta amostras geradas para diferentes valores de correlacdo. Note que o formato dos
graficos de dispersdo das amostras geradas estd bem em acordo com as curvas de nivel das fungbes de
densidade de probabilidade conjunta, nas Figuras 4.1, 4.3 e 4.4.
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Normal bivariada independente Normal bivariada rho = -0.5

Normal bivariada rho = 0.5 Normal bivariada rho = 0.9

X X

Figura 4.5: Amostras geradas para uma distribuicdo normal bivariada, com diferentes coeficientes de correlacéo p.

Proposicdo 4.7 ( Alguns fatos estilizados a respeito da interrelagéo entre duas varidveis aleatdrias) Sejam
X e Y duas variaveis aleatorias, entdo:

(i) Se Cov[X,y] =0 (ou seja, p(X,Y) = 0), entdo X e Y sdo ditos ndo correlacionados.

(if) Se X e Y sdo independentes, entdo Cov[X, y] = p(AT,y) = 0.

(iif) Se X e y sdo ndo correlacionados, isso ndo significa que eles sejam independentes.

(iv) Se X e y sdo ndo correlacionados e [X, Y]T tem distribuicdo normal bivariada, entdo X e Y séo

independentes.

Exemplo 4.14 (Variaveis aleatorias ndo correlacionadas, mas nao independentes) Seja X uma variavel
aleatdéria continua com distribuicdo uniforme no intervalo [—1,1]. Logo, a fungcdo de densidade de
probabilidade

/x(a:) = quando —1<x <1

fx(%) — 0, caso contrario.
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Note que E[X] = f_ll zide = 0.

Seja ¥ = X? uma varidvel aleatéria continua. Entdo, Cov(X,Y) = E(XY] - E(X]E[Y] = E[X?] =
fi1x3%dm = 0 e, portanto, X e Y sao nao correlacionadas. Considerando a Proposicao 4.6, defina
hi(X) = X% e he(Y) = Y e note que E[hi(X)ho(Y)] = E[X*] = E[Y? = var(Y) + E[Y]?. Entao,
note que E[h;(X)ho(Y)] # E[hi(X)]|E[h2(Y)] = E[X?|E[X?] = E[X?)? = E[Y]%. Logo, X e Y nao sio

independentes.

4.6 Resultados adicionais

Apresentamos agora alguns resultados adicionais a respeito de varidveis aleatdrias multivariadas.
Inicialmente, discutiremos um resultado muito importante em estatistica e econometria, conhecido como
lei dos grandes nitmeros, que estd diretamente ligado a convergéncia em probabilidade. Em seguida,
apresentaremos uma versao multivariada da desigualdade de Jensen, apresentada no Capitulo 3 para o caso

univariado.

4.6.1 Lei dos grandes nameros

Considere uma sequéncia de varidveis aleatérias Y1, Y2, ..., Y,, .... Dizemos que a sequéncia {Y,}

converge em probabilidade para a varidvel aleatdria Y, quando, para todo € > 0, temos que

lim Prob[|Y, - Y| > €] =0.
n—o

Em geral, Y é uma constante fixa a. Quando a sequéncia {Y,} converge em probabilidade para Y ou para

a, escrevemaos

ou, no caso de uma constante,

Vamos agora apresentar um resultado extremamente importante em teoria assintética, muito utilizada
para caracterizar os estimadores estatisticos. O resultado abaixo é uma versdo simplificada do teorema
conhecido como lei fraca dos grandes nimeros. Existem muitas versoes desse resultado, para os mais
variados casos. Por exemplo, existem versdes especificas para tratamento de convergéncia de médias onde as
varidveis na média sao temporalmente dependentes (WHITE, 2000). Essas versoes sao importantes quando
estamos tratando das caracteristicas dos estimadores de maxima verossimithanga, por exemplo, aplicados

a dados de séries temporais.
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Teorema 4.3 (Lei fraca dos grandes nimeros) Seja Y, = Mﬁ'ﬁ, onde Xi,...,X, é uma sequéncia

de varigveis indepedentes e identicamente distribuidas. cada qual com média p e varidncia % (ndo
necessariamente as variaveis X; precisam ter distribuigdo normal). Essa sequéncia de varidveis X; pode ser

uma sequéncia de varidveis aleatorias discretas ou continuas. Entao

Y, — u.

Prova: Para demonstrar tal resultado, note que Y, tem média p e variancia o2 /n. De fato,

= :M.
n n

E[Y,] :E[X1+.T.L.+Xn} _EX 4 HEX] _ptetp

Para a variancia, vale

Var [Yn] = Var

[X1+~-

+Xn]_Var[X1]+---+Var{Xn] o4 4g2 g2
n

Na tltima derivagdo acima, usamos o fato de a variancia da soma de varidveis aleatdrias independentes ser

igual & soma das variancias. Pela desigualdade de Chebishev (estudada na Secéo 3.4.2) , temos que

E[|Y, - ul° o?
PI"ObHYn _‘u” > 6} < _Lne_z_‘l = @ — 0,

quando n — oo, e o portanto a sequéncia {Y,,} obedece & definigao de convergéncia em probabilidade para

a constante u, conforme queriamos provar.

4.6.2 Desigualdade de Jensen

Seja X € R™ uma varidvel aleatoria multivariada qualquer (discreta ou continua), e seja g : & — R uma

funcao convexa, no sentido de que

Ag(x) + (1~ Ng(y) > g(Az + (1 = N)y),

para todo A € (0, 1) e para todo z e y € R". Entao

Blg(X)] > ¢(E[X]).
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dado que ambos os valores esperados E[|X|] e E[|g(X)[] < co. Analogamente, se g : R — R for céncava,

com
Ag(a) + (1 = Ng(y) < g(hx + (1 = Ny),

para todo A € (0,1) e para todo x e y € R", entdo

E[g(X)] < g(E[X]).

Em particular, suponha que a fungdo g : R” — R é concava em R" e existe uma bola aberta B € ®" onde
g(-) é estritamente concava, ou seja Ag(x) + (1 — N)g(y) < g(Az + (1 — A)y) para todo A € (0,1) e para
todo z e y € B. Além disso, suponha que a func¢do de densidade de probabilidade para X seja estritamente

positiva nesse conjunto aberto; ou seja, f(x) > 0 para todo x € B. Entao, temos a desigualdade estrita

E[g(X)] < g(E[X]).

A reciproca é totalmente verdadeira para o caso de g{-) ser convexa.

Pratica 4.2 Sejam X e Y duas varidveis aleatérias, com distribuigdo normal bivariada. Seja g(z,y) =

(z +y)?, para qualquer valor real de z e y. Mostre que E[g(X,Y)] > g(E[X],E[Y]).

Aplicacao 4.2 (Aversio ao risco) Em teoria econdmica, uma fungao de utilidade mapeia uma cesta z =
(z1, - ,zx) de k mercadorias z;,i = 1,--- .k em um nimero u(x) = u(zr1,- - ,Tx) que mede a satisfacio
ou utilidade dessa cesta de mercadorias. Dessa forma, supde-se que agentes (consumidores) tomam decisoes

que maximizam as suas funcdes de utilidade.

Um agente € dito ser averso ao risco se prefere a expectativa de qualquer plano de consumo ao préprio

plano de consumo, isto é,

Elu(z)] < u(Elz)).

Em outras palavras, isso significa que um agente prefere cestas certas (possivelmente menores) do que

cestas arriscadas (possivelmente) maiores.

Logo, uma consequéncia direta da desigualdade de Jensen é que funcoes de utilidade de agentes aversos
ao risco sao concavas. Discussées mais detalhadas sobre esse tema podem ser encontradas em LeRoy e
Werner (2001) ou Mas-Colell, Whinston e Green (1995).
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4.6.3 Funcgao geratriz de momentos

Nesta secao, trataremos de um tépico muito importante para a caracterizagao de varidveis aleatérias:
a fungao geratriz de momentos. Dentre as viérias utilidades da funcdo geratriz de momentos,
podemos citar a possibilidade de identificar rapidamente a distribui¢do de somas de varidveis aleatérias
independentes, conforme veremos nos exemplos a seguir. Inicialmente, consideraremos a funcao geratriz
de momentos para uma varidvel univariada; em seguida, estenderemos esse conceito para varidveis

multivariadas.

Considere o valor esperado a seguir, para uma varidvel aleatéria continua X € R,

Elel*] = /00 etolXl f(g)dz.

Se E[et‘)'X'] < oo para algum valor tg > 0, entdo a funcgao geratriz de momentos de X, Mx(t) = E[etx}
existe para todo t, com [t] < to. Pode-se mostrar que, se a matriz geratriz de momentos existe, entao todos

os momentos E[X*] existem, para k =1,2,3,.... Além disso,

!
k=0 k!
para todo ¢, com |t| < tg. Consequentemente,
d*Mx (t
B[xt = L0
dt 40

Uma outra transformagdo importante para a caracterizagdo de varidveis aleatérias é a funcgao
caracteristica, definida por
Dx(t) = E[e“x] = E[costz + isintz],

onde ¢ = /—1 é o niimero imagindrio. Pode-se mostrar que a fun¢do caracteristica existe para qualquer
valor de t € R.

Para varidveis aleatdrias discretas univariadas, as expressoes para a fun¢io geratriz de momentos e para

a fungéo caracteristica sdo

E[e‘X] — Zetxf(iﬂ),

z€X

Px(t) = E[e"Y] = E[costa + isintz] = Z [costz + isintx] f(z),
zeX
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onde X ¢é o espago amostral para a varidvel aleatéria discreta X. Por exemplo, se X é uma variavel aleatéria
binomial, com parametros n e p, entdo X = {0,1,2,...,n}. Da mesma forma que no caso continuo, para
que a func¢do geratriz de momentos exista, é necessirio que o valor esperado E[et‘)'X |] < 00, para algum

valor tq > 0.

Teorema 4.4 (Propriedade da funcao geratriz de momentos) Sejam a e b constantes reais. Se a funcdo

geratriz de momentos Mx (t) existe para a varidvel aleatéria X, entao

Maybx (t) = 6ath (bt)

Pratica 4.3 Use a defini¢ao de funcio geratriz de momentos e prove o Teorema 4.4.

Exemplo 4.15 (Fungao geratriz de momentos para uma varidvel aleatéria com distribuigio binomial)
Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢o binomial, com parametros n e p. A funcao geratriz de

momentos tem expressao

n

=3 ()= = 3 (L) ety - = e+ 0=

=0

Note que, no caso da varidvel aleatéria binomial, a fungéo geratriz de momentos existe para qualquer valor

t > 0. Entao,
E[X] _ dMx(t)

7 = n[pe’ + (1 —p)]nvlpet

t=0

=np.
t=0

Para o segundo momento nao-centrado, temos

dPM
B[x?) = Tx©

t=0

_ -1
n=2 +n[pet +(1- p)]n pe’
t=0 t=0

=n(n—1)[pe’ + (1 —p)]" "pe*

=n(n—1)p*+np

=n’p? + np — np?.

Portanto,
Var = E[X?] - E[X]2 =np — np? = np(1 — p).

Exemplo 4.16 (Funcgdo geratriz de momentos para uma varidvel aleatéria com distribuigio gamma) Seja
X uma variadvel aleatéria com distribuicdo gamma, com parametros a e 5. A func¢do de densidade nesse

caso é dada por .
Bel(e)

z* e */8 para z > 0.

fz) =
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A funcao geratriz de momento é dada pelo valor esperado

M) = [ s

= ¢ 1 1 —z/8
= et ——2% e Pdy
/;1,‘:0 ,BQP(O‘)
/oo 1 a-1,-2(1/8-1) 4,
= ' e
z=0 BC‘F(Q’)
I'(a) 1

1
=ﬂwmm%_gazu—ww'

A integral acima existe para qualquer valor ¢, com |t| < 1/5.

Exemplo 4.17 (Funcdo geratriz de momentos para uma variavel aleatéria com distribuigdo normal) Seja
X uma varidvel aleatéria com distribuicdo normal, com média p e variincia o2, A fungao de densidade
nesse caso ¢ dada por

1
fx) = e_?;"(z_”)Q, para x € (—o0, +00).

V2mo?

A funcao geratriz de momentos é dada pelo valor esperado

M (t) = / et f(n)da

— o

1 /OO Tt — 1 (ﬁ_ 2
= — e*te 2T (TH) 4y
V2ro? J_w
1 /oo v+t~ 5hv° g
e e o
V2ro? Jow v
1 o0 1 2
= ekt eYle 2.7 dy
V2ro? —o0
1 . e« (2 =20yt
et e 2z (U 207y )dy

V202 —00

2 2
— et,uet a /2’

onde, para encontrarmos o resultado acima, fizemos a mudanga de varidvel = y + p e completamos o
- - . 2,2 ~ .
quadrado multiplicando e dividindo simultaneamente por et ? /2. Note que a funcio geratriz de momentos

existe para qualquer valor ¢ > 0.

De fato, se fizermos = 0 e 2 = 1, temos que

Mx(t) = e'/2.
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Se X ¢é uma varidvel aleatéria normal com média p e variancia o2 e fizermos uma conta equivalente para a

oC

varidvel aleatéria (X — p1)/a, como em M(x_ )5 (t) = [ e~ #/7 f(z)dx = €/°/2, chegamos a0 mesmo

[
— 00
. 2 - - o
resultado. Adicionalmente, sabendo que Mx (t) = e* /2 para uma variavel aleatéria com distribui¢fio normal

s 3 e . e ~ 2. 2
com média 0 e variancia 1 e utilizarmos o Teorema 4.4, chegamos a concluséo que M, ;o x (t) = et#e!@ /2,

Portanto, podemos concluir que:

2

1) Se uma varidvel aleatdria X tem distribuicio normal com média u e varidncia o2, entdo a varidvel

aleatéria Z = (X — p)/o tem distribuicdo normal com média 0 e variancia 1.

2) Se uma varidvel aleatéria X tem distribuigao normal com média 0 e varincia 1, entdo a varidvel aleatéria

Z = p+ o0X tem distribuigdo normal com média i e varidncia 2.

Nota 4.2 Considere duas fungdes densidade de probabilidade conforme expressdes abaixo.

1
fi(z) = —e(logz)z/Q, para z € (0, 00),

V27
fo(x) = fi(z)[1 +sin(2rlogx)], para z € (0, c0).

Se X; tem funcéo de densidade de probabilidade f1(z) e X, tem funcéo de densidade fo(x), entdo, pode-se
mostrar que
E[Xf] = E[XQT], para todo r =0,1,2,3,....

Portanto, os momentos ndo-centrados de todas as ordens s&o iguais, apesar de as fungdes densidades serem
diferentes. Concluimos entdo que, mesmo que duas varidveis aleatdrias tenham todos os seus momentos
iguais, ndo necessariamente elas possuem as mesmas distribuigdes. O teorema a seguir incorre no fato de que
quando duas varidveis aleatérias possuem a mesma funcdo geratriz de momentos, entdo elas necessariamente

possuem a mesma distribuigéo.

Teorema 4.5 (Varidveis aleatérias com mesmas fungdes geratrizes de momentos) Considere duas varidveis
aleatdrias (discretas ou continuas) X e Y, tais que, para algum valor € > 0, Mx(t) = My(t) para todo

t € (—¢,+¢). Entao, X e Y possuem a mesma distribuigéo.

Teorema 4.6 (Varidveis aleatérias com todos momentos iguais) Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias
(discretas ou continuas), com fungdes distribuigbes acumuladas Fx(z) e Fy(y). Supde-se que todos os
momentos de X e Y existam. Se | X| < Kx ¢ |Y| < Ky para dois valores constantes Kx e Ky (ou seja, X

e Y possuem espagos amostrais limitados), entao

Fx(u) = Fy(u), paratodo v € R,

se e somente se
E[X]] =E[X]], paratodor=0,1,2,3,....
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Portanto, se X e Y sao varidveis aleatérias limitadas e possuem todos os momentos iguais, entdo elas

também possuem a mesma distribuicéo.

Vamos agora estender a defini¢iao de fungio geratriz de momentos para o caso multivariado. Seja entao
X um vetor aleatério com componentes individuais Xy, ..., X,,. A fungio geratriz de momentos conjunta

tem expressao
]\J(tla e atm) = E[etlzl+"'+tmrm]

o O

_ it tHtmT,m .

—/ / el Fxi o oxm (T, Tm)dzy . dEy.
Tm=—X x

T1=—00

Se Xi,..., X,, sfo varidveis aleatdrias independentes, entao

o0 o0
M(tl,...,tm)z/ / el Ty etmTm fy (x1) ... fx, (Tm)dTy ... dTm

Ty =—00 r1=—c

= MXl(tl) My, (tm).

Para varidveis aleatérias discretas, a expressdo para fungio geratriz de momentos conjunta passa a ser

M{t1,...,tm) = E[ei111+~-+tm:cm]

Z Z enTIt T m £ (T ),

z1€X; TmEXm

onde X; é o espago amostral para a varidvel aleatdria X;, ¢ = 1,..., m. Pode-se mostrar que, também para

varidveis aleatdrias discretas, quando elas sdo independentes, tem-se
M(tl, . .,fm) = MXl(tl) .. .Mxm(tm).

Exemplo 4.18 (Fungio geratriz de momentos para uma soma de varidveis aleatérias de Poisson) No
Exemplo 3.7, vimos que a soma de trés varidveis aleatdrias de Poisson supostamente também tem
uma distribuicao de Poisson, cujo parametro A corresponde & soma dos parametros A’s individuais de
cada parcela compondo o somatério. Vamos agora provar, utilizando a conceito de funcao geratriz de
momento, que essa suspeita de fato é verdadeira. Consideremos entao m varidveis aleatdrias X; de Poisson,

independentes, cada qual um pardmetro livre A;, j = 1,...,m. Nao necessariamente todos os A; sdo iguais.
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Seja Y = Z;"zl X;. Entdo, a fungao geratriz de momentos de Y é dada por
My (t) = E[et@1t+2m)

o oo
tzi4+
/ / eterttzm) f (21, Tm)dTy . . . dTm,
T xr

m=—00 1=—0

I

o0 o0
=/ / e e fx, (21) . fx (Tm)dy .. day
x

Tp=—00 1=-00

= ]le(t) oMy (t)

Vamos agora calcular a funcdo geratriz de momentos para uma varidvel aleatéria X de Poisson

individualmente.
> -~z
B € A
Mx(t)_;_oe —
o0 A Aet)Z oo A t\zx
D
= x! P

e et = e*(et_l), para todo t € R,

onde a pentltima igualdade acima vem da expansao em série de Taylor da fungao exponencial.
Portanto, a funcao geratriz de momentos para a soma Y = X + --- + X, tem expressio

My (t) = Mx,(#)... Mx, (t)

t t_
— e)\l(e -1) o e/\m(e 1)

— e(/\1+-"+)\m)(ef‘~l) — e/\y(et—l)’

~ - t__ ’ —~
onde Ay = A; + -+~ + A, Note que a funcio geratriz de momentos My (t) = e*¥(¢'~1) é a mesma funcdo
geratriz de momentos de uma varidvel aleatdria de Poisson, com parametro livre Ay. Portanto, de acordo
com o Teorema 4.5, a soma Y possui distribuicdo de Poisson, com parametro livre Ay + - - - + A, conforme

queriamos mostrar.

Exemplo 4.19 (Fungio geratriz de momentos para a soma de varidveis aleatérias normais independentes)
Sejam X; varidveis aleatdrias normais independentes com média y; e varidncia o?, para i = 1,--- ,m e
Y= sz=1 X, entdo, usando a independéncia das varidveis X; e os resultados parciais dos Exemplos 4.17

e 4.18, chegamos a

m
My(t) = E[et(w1+-~+zm)] — Hewiet%f/z — et T kit T 0t /2

i=1
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Portanto, comparando com a funcao geratriz de momentos de uma varidvel aleatdéria normal com média
p e varidncia o2 apresentada no Exemplo 4.17, a variavel aleatéria Y = > Xi é uma varidvel aleatéria

normal com média g = > 1", y; e varidncia 6% = 31" | 2.

Exemplo 4.20 (Funcao geratriz de momentos para uma soma de varidveis aleatérias com distribuigdo
exponencial negativa) Considere agora uma sequéncia independente e identicamente distribuida de varidveis
aleatérias, Xi,...,X,,, com distribuicdo exponencial negativa. Todas as n varidveis possuem o mesmo
parametro A. Considere a soma Y = "7 | X,. Conforme vimos no Exemplo 4.18, devido ao fato de a soma
envolver varidveis aleatérias independentes, a fun¢ao geratriz de momentos de Y € o produto das fungoes

geratrizes de momentos para cada varidvel individualmente. Portanto,

n

My (t) = My, (t).. Mx.(6) = ][

=1

1
1T— (/N

Para chegar a funcao geratriz de momentos Mx (1) = 1—_% para cada varidvel X; individualmente, pode-se

utilizar diretamente a funcao geratriz de momentos para a varidvel aleatéria gamma (vide Exemplo 4.16),
juntamente com o fato de que uma varidvel aleatéria exponencial negativa corresponde a uma variivel

gamma, com parametros o = 1 e f =1/X (vide Segéo 3.3.2). Portanto, para a varidvel soma Y,

1
WO =T
Note que, a funcdo geratriz de momentos My (t) corresponde & uma funcio geratriz de momentos para
uma varidvel aleatoéria gamma, com pardmetros @« = n e § = 1/A. Portanto, de acordo com o Teorema
4.5, concluimos que Y possui distribuigao gamma. No Exercicio 4.9 no final deste capitulo, o leitor poderd
verificar, utilizando a funcdo geratriz de momentos, que a soma de variaveis aleatérias independentes com
distribuicdo qui-quadrada também possui uma distribui¢io qui-quadrada; o niimero de graus de liberdade

da soma é ignal & soma dos nimeros de graus de liberdade de cada qui-quadrada compondo a soma.

Transformagoes de variaveis aleatérias

No Capitulo 3, discutimos o teorema de transformacoes de varidveis aleatérias continuas no caso univariado.
Nesta se¢ao, esse teorema sera estendido para o tratamento de varidveis multivariadas. Consideremos entdo
as varidveis aleatérias Xy,..., Xnm, e seja fx,, . x, {z1,...,7m) a funcao de densidade conjunta. Considere
as varidveis aletérias Yi,...,Y,,, obtidas a partir de transformacdes das variaveis X1,..., X,,. Portanto,

podemos escrever
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onde X = [X 1 X2 ... Xm]/ é o vetor de varidveis aleatdrias, e h;(+), 1 = 1,...,m s@o funcoes definidas em

R™. Podemos reescrever as expressoes acima da forma

Y = h(X),

ondeY =11 Y, ... Ym]/ e h(X) = [h1(X) ha(X) ... hm(X)]/ sdo vetores coluna de dimensdo m x 1.
O nosso objetivo é encontrar a funcao de densidade de probabilidade conjunta para o vetor Y. O teorema
a seguir apresenta um resultado importante para resolver esse problema em uma grande variedade de
situagGes. Esse teorema ird utilizar o jacobiano Jn(x) da funcdo A{-) e o jacobiano Jy-:(y) da funcéo

inversa g(-) = h=1(-), onde

dhy(z) Oho(x) Ohm ()
8E1 611 e 82?1
dhi(z)  Oho(x) Ohm ()
Jh(l‘) — Oz Ixq Oz2 ,
Ohi(z)  Oha(z) Ohm(x)
AT m O m te BT,
991(y) B92(y) Ogm (y)
oy [ T Oy1
Oqi(y)  992(y) 3957»(11)
— [Z] [z} te
Jh*1 (y) — Y2 Y2 Y2
991(y) 992(¥) Bgm (y)
aynl aym U 6ym

Teorema 4.7 (Transformacgio de varidveis aleatdrias continuas multivariadas) Considere o problema de
encontrar a funcao de densidade de probabilidade conjunta para a transformagac Y = h(X), conforme
discutido acima. Seja A um conjunto aberto em R™, tal que Prob [x € A] = 1. Vamos supor que as

condic¢bes seguintes sdo satisfeitas

(i) A funcdo A(:), h: A~ h(A), com h(A) € R™, é bijetora (relagdo de um para um entre o vetor ¥ e o
vetor X);

(i) A funcéo h(-) tem primeiras derivadas parciais continuas;

(iii) A matriz jacobiana J(z) da fungao h(-) tem determinante |Jy(z)| maior que zero, para todo x € A,

e a matriz jacobiana J, 1(y) da funcdo inversa h~!(-) tem determinante |J, 1 (y)| maior que zero, para
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todo y € h(A).®

Entdo, a funcdo de densidade de probabilidade conjunta do vetor Y é dada por

¥ ) = Fxoo o x0 (BT @) T2 (1) (4.22)
onde y = [y1,... ,ym]'.

Exemplo 4.21 (Varidvel aleatéria lognormal a partir de uma varidvel aleatdéria normal) Seja X uma
varidvel aleat6ria com distribui¢io normal, com média p e varidncia 02. Seja Y = eX. Para encontrar a
distribuigao de Y, fagamos A = (—o0, 00), h{A4) = (0,00) e g(y) = h~*(y) = logy. Portanto,

1

J_1y=_7
h-1(y) ”

e obtemos, usando Eq. 4.22,

1 1 1
fr{y) = Toros &P [—F(logy - M)Q] "

1 [ 1
= ———exp|—-—(logy -
WWor p 202( gy — )

2|, paray>0.

—_

Note que Y tem uma distribuigao lognormal, com parametros y e 2.

O problema apresentado no Exemplo 4.21, por ser um caso univariado, também poderia ter sido resolvido

usando o Teorema, 3.1.

Exemplo 4.22 (Transformagio de um vetor aleatério bivariado) Seja X = (X, Xs), com fx (x1,32) =
4z172, para 1 € (0,1) e z3 € (0,1) (note que X, e X, séo independentes). Seja ¥; = Xy e Yo = X; X.
Temos entdao A = {(z1,72) € R?: 0 <@y <1, 0 < x5 < 1}, hy(z1,73) = 21 e ho(x1, 2) = 1 22. Portanto,
1 =y1=g1(y), T2 = y2/y1 = g2(y) e = = g(y) = h~(y), onde y = (y1,42) e = (1, 22). Para encontrar
a imagem h(A) da funcio h(-), temos

h(A) = {(yl,yz) ER?:0< n <1, 0<y/y1 < 1}
={(y,2) €R*: 0<pp <y <1},

P - - - L . . .

Por simplicidade, enunciamos esse teorema com a condigdo de que os valores dos determinantes sejam maiores que zero
para todos os valores zinA e y € h(A). De fato, os determinantes podem ser iguais a zero em subconjuntos de A e h(A),
desde que esses subconjuntos tenham probabilidade zero de acontecer.
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A matriz jacobiana Jy,-1 (y) tem expressao

Jn- () = [ Lol } ,

0 l/yl

e, portanto, |Jy-1(y)| = 1/y1. Logo, usando Eq. 4.22, a fun¢io de densidade conjunta fy(y) de Y é dada
por )
1
fr(y) = 4y1g2— = ﬂ, para 0 < yo <y < 1.
Y1 1

Uma maneira simples de checar se a nova expressao é de fato uma fungio de densidade conjunta, basta

integrar ao longo de todo o conjunto R2, e verificar se a integral é igual a um.

Exemplo 4.23 (Variavel aleatoria com distribui¢do t-Student a partir de uma varidvel aleatéria com
distribuigao normal e varidvel aleatéria com distribui¢do qui-quadrada) Considere duas varidveis aleatérias
X1 e X5 independentes, onde X; tem distribuigdo normal padrao e X» tem distribui¢do qui-quadrada com
q graus de liberdade. Entao sabemos que a funcao de densidade de probabilidade para a varidvel aleatéria

X; é dada por

e—zf/2

1
fxl(wl) = m

, para — oo < x1 <00

e a funcao de densidade de probabilidade de X5 é dada por

xgq—2)/2e-zg/2

fx,(x2) = W,

para xz > 0.

Portanto, a fungdo de densidade conjunta de X = (X, X3), devido & hipétese de independéncia, é o

produto das fungdes densidades individuais,

1 2 1
_ —z2/2 (9—2)/2 —z2/2
’Z‘ = 1 —_—
fx.. %2 (21, 22) o T(g/2)2e72 2 e

para —oo0 < x1 < 00 e zz > 0. Considere agora as variaveis Y, = —f{l/— e Yy = X2. O conjunto A é dado
2/9
por A = (—00,00) x (0, 00), enquanto o conjunto imagem h(A) = (—00,00) x (0,00).” Invertendo a relagio

entre X e Y, obtemos

I Zgl(yl,yz) = ylvyz/ )

Iy = 92(?/172/2) = Y2

70 conjunto By x Bz corresponde ao produto cartesiano entre os conjuntos B e Bg.
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A matriz jacobiana da funcio h(-) inversa tem expressio

91
Jp-1(y) = [ 12)2/‘1 2\/1‘1% } ,

cujo determinante é dado por |J,-1(y)| = v/y2/¢. Utilizando o Teorema 4.7, chegamos & funcio de densidade
de probabilidade conjunta para o vetor Y = (Y1, Y2),

1 1 _1,2 -2)/2 _
vy, (U1, 92) = fx1.% (V1V22/q, y2)Vy2/q = Eme 2"y1y2yéq e v/2 /ys/q.

Para encontrar a fungéo de densidade de probabilidade marginal para a varidvel Y;, basta integrar a funcio

de densidade conjunta fy (y) em yo,

oo

fvi () = / el )i
Y2=

Essa integral pode ser obtida diretamente, utilizando-se a defini¢do da fungdo gamma. Obtém-se entdo a

distribui¢do de t-Student com ¢ graus de liberdade dada pela Eq. (3.53).

Dessa forma, a luz do Teorema 4.7, o Exemplo 4.23 mostra como obter uma varidvel com distribuicao
t-Student a partir de duas variiveis independentes, uma varidvel com distribui¢io normal e uma outra
distribui¢do qui-quadrada. Como foi ja foi dito na Secdo 3.5, varidveis com distribuigdo t-Student sao
muito 1teis em modelos de regressdo linear e, como veremos no Capitulo 8, o resultado apresentado no

Exemplo 4.23 sera essencial.

Exemplo 4.24 (Variivel aleatéria com distribuigéo F a partir de duas varidveis aleatérias com distribuicao
qui-quadrada) Considere duas varidveis aleatérias X; e X3 independentes, com distribuigdo qui-quadrada.
A primeira distribui¢do possui r graus de liberdade e a segunda possui ¢ graus de liberdade. A funcgéo de

densidade de probabilidade para uma varidvel aleatéria qui-quadrada com r graus de liberdade e dada por

_ 2(r=2)/2-2/2

fx(z) = S 2) para T > 0.

A funcéo de densidade conjunta de X = (X3, X3), devido & hipStese de independéncia, é o produto das

fungbes densidades individuais,

x(r—2)/2l,(0“2)/2e—(11+zg)/2
Ix(zy,m0) = = 2 ;
XA 2(r+0)/2(q/2)T (r/2)
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para z1,z2 > 0. Considere agora as varidveis Y; = ‘X]/r e Y2 = X;. O conjunto A é dado por A =

(0,00) x (0,00), enquanto o conjunto imagem h(A) = (0,00) x (0,00). Invertendo a relacdo entre X e Y,
obtemos

z1=g1(4,y2) = ry;yz,
T2 = Y2.
A matriz jacobiana da fungdo h(-) inversa tem expressao
ry2 1
Jp-1(y) = { 8 i }

e o determinante € dado por |J,-1(y)| = ry2/¢. Utilizando o Teorema 4.7, chegamos 4 funcao de densidade

de probabilidade conjunta para o vetor ¥ = (Y1, Ya),

(r=2)/2 , (r=2)/2 (r+q—4)/2 ,—(1+ry1/q)y2/2
r e T
= () )@

NBNOEDE :
/2 g (r=2)/2, (r+q)/2=1 _(14+ryi/q)y2/2
(L U Y2 e
N (5) ( (DT (12002 ) para y1,yz € (0, 00).

Para encontrar a func¢éo de densidade de probabilidade marginal para a varidvel Y}, basta integrar a funcao

de densidade conjunta fy (y) em yo,

A /00 Ty (g1, y2)dys.
Yy

2=0

Essa integral pode ser obtida diretamente, utilizando-se a defini¢ao da fungdo gamma. Obtém-se entao

r/2  (r—2)/2 r r+gq
r> 91 ( para y; > 0. (4.23)

) N 2
fri(y1) <q T(L(Y) (§y1+1)(r+q)/2,

A funcio de densidade de probabilidade na Eq. (4.23) corresponde & fung¢do de densidade de uma varidvel
aleatéria com distribuicdo F, com r graus de liberdade no numerador e g graus de liberdade no denominador.
Portanto, analogamente ao Exemplo 4.23, as derivagoes apresentadas no Exemplo 4.24 nos levam a concluir
que o quociente entre um primeira varidvel aleatdria qui-quadrada (dividida pelo seu nimero de graus de
liberdade) e uma segunda varidvel aleatdria qui-quadrada (também dividida pelo seu ndmero de graus de
liberdade) resulta em uma varidvel aleatdéria F. Esse resultado vale quando as duas varidveis aleatdrias

qui-quadradas sao independentes:
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Justamente pelo fato de a varidvel aleatéria F resultar do quociente entre varidveis aleatérias qui-quadradas,
ela é muito utilizada em modelos lineares, tanto em estatistica quanto em econometria, como veremos no
Capitulo 8. Similarmente ao caso da varidvel aleatéria normal e da varidvel aleatdria t-Student, o percentis
da varidvel aleatéria F, para diferentes combinacoes de r e g, estao amplamente disponiveis em livros de

estatistica e em softwares comerciais, como, por exemplo, a planilha Excel.

Para uma varidvel aleatéria X com distribuigdo F. com r graus de liberdade no numerador e ¢ graus

de liberdade no denominador, pode-se mostrar que o seu valor esperado é

e sua variancia é dada por
2q° -2
Var[x] = 2L ta=2)
r(g—2)*(¢ —4)
Além desses dois resultados interessantes apresentados nos Exemplos 4.23 e 4.24, pode-se mostrar
também que a raiz quadrada de uma variavel aleatéria F, com 1 grau de liberdade no numerador, € g graus

de liberdade no denominador, tem distribui¢do t-Student com g graus de liberdade (vide Exercicio 4.13).

4.7 Estrutura de dependéncia via cépulas

Em termos praticos, quando duas ou mais varidveis aleatérias possuem distribui¢des marginais normais,
os pesquisadores e analistas, na drea de mensuragdo e gerenciamento de risco, por exemplo, utilizam-se
de distribui¢bes normais multivariadas para lidar com a modelagem da estrutura de dependéncia entre as
variaveis aleatdrias marginais. Por exemplo, em andlise de risco de mercado, muitas vezes o analista esta
interessado na estrutura de dependéncia entre os retornos de diferentes papeis ou diferentes segmentos da
carteira de investimentos. Em risco operacional, as distribui¢oes de perdas agregadas sao modeladas para
diferentes segmentos de perdas (por exemplo, linhas de negécio ou eventos de perda). O interesse seguinte
pode residir em como agregar essas perdas por segmento em uma distribui¢cdo de perdas totais para toda
a instituicdo, por exemplo. Nesse caso, dado que as distribuicoes de perdas sdo conceitualmente positivas
(ou n&o negativas), a ideia de modelar a estrutura de dependéncia entre as perdas de cada segmento

individualmente utilizando-se uma distribui¢do normal multivariada nao é mais adequada.

Portanto, surge a necessidade de trabalharmos com ferramentas diferentes para compoér a estrutura de
dependéncia entre varidveis aleatérias ndo normais. Nas tltimas décadas, tem crescido bastante a utilizagao
de modelos de cdpulas para modelagem da dependéncia entre varidveis aleatdrias em finangas. O leitor pode
recorrer, por exemplo, a Nelsen (1998), McNeil, Frey e Embrechts (2005) e Fredheim (2008) para maiores
detalhes. A partir de agora, faremos uma breve introdugao aos modelos de cépulas, e como elas podem

ser aplicadas no célculo da distribuicao agregada de perdas operacionais individuais, por exemplo, a partir
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das distribuig¢des de perdas operacionais de cada segmento de perda. As coépulas na verdade estendem a

ideia de correlacdo entre varidveis aleatérias normais, para o caso onde as distribui¢ées marginais nio séo

normais.

Em termos gerais imagine que tenhamos n varidveis aleatérias Xj, ..., X,,. Em muitas situagoes,
estamos interessados em encontrar a fungao de distribuigio conjunta F'(z1,. .., z,) a partir das distribui¢des
marginais Fx, (z1), ..., Fx, (zn), que sdo supostas ndo normais. Podemos definir formalmente a funcfo

cépula C como uma funcio de distribui¢do acumulada conjunta de forma que
1. C:{0,1)* — [0, 1];
2. C é crescente e continua em todo [0, 1]™;

3. C possui fungdes distribui¢oes marginais C, tais que Cx(ux) = C(1,...,1,ug, 1,...,1) = ug, para todo
ug € [0, 1];

De fato, grande parte do sucesso dos modelos de copulas se deve ao teorema a seguir:

Teorema 4.8 (Sklar) Considere uma fungdo de distribui¢ido acumulada Fx, ... x,(z1, -+ ,zx) com

marginais Fx, (z1), - Fx, {zk) continuas. Entao existe uma tnica cépula C tal que
F(.’El,--- ,a)d):C(Fxl(:El),--- ,FXK(.Z‘K)). (4.24)

Em termos praticos, o Teorema 4.8 nos diz que toda distribuigdo acumulada conjunta pode ser expressa
a partir de suas distribuigdes marginais e de uma cépula que as une. De fato, em todas aplicagoes de
cépulas, deve-se partir do principio que tanto as distribuicoes marginais sdo conhecidas, como também a

copula que as une.
Apresentamos agora um corolario muito 1til do Teorema 4.8 e que permite a construcao de cépulas:

Coroldrio 4.1 A tnica cépula do Teorema 4.8 é dada por

Cluy, - ug) = F(Fg u1), - Fxp(ur)), (4.25)
onde ug, k=1,---, K estdo definidos em [0, 1] que é a imagem de cada marginal Fx,, k=1,--- | K.

Exemplo 4.25 (Existéncia de cépula) Considere que duas varidveis aleatérias possuem distribuicéo

conjunta dada por

2
Fx, x,(z1, r2) = max (1 -~ Zexp (—)\kmk)1 0)

k=1
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com marginais dadas por
ka (.’I‘k) =1- exp (—)\kxk), k= 1, 2.

Note que

Usando Eq. (4.24), sabemos que

2
C(Fx,(z1), Fx,(z2)) = C(1 — exp (—A1z1),1 — exp (—A2x2)) = max (1 — Zexp (—)\kmk),0>
k=1

Por outro lado, usando Eq. (4.25), temos

Cuy,u2) = F(F);ll(ul),F);1 (u2)) = F(=In{1 — u1)/ A1, —In(1 — ua)/A2)

Finalmente, utilizando a defini¢do de Fx, x,, chegamos a

Clu,uz) = max(ul + up — 1,0)

que é um exemplo de coépula. Essa cépula é conhecida como cépula limitante inferior de
Fréchet-Hoeffding?®.

Assim como a cépula apresentada no Exemplo 4.25, as cépulas C(ug, ..., uUp) = U1 ...up, conhecida
como cépula da independéncia, e C(uy, ..., u,) = min(uq, ..., u,), conhecida como cépula limitante
superior de Fréchet-Hoeffding, sio modelos de cépulas simples, pois elas j4 especificam a estrutura
de dependéncia entre as varidveis aleatérias especificadas por suas distribuicées marginais. Em particular,
pode-se mostrar que cépula limitante inferior de Fréchet-Hoeffding especifica uma correlagéo perfeitamente
negativa entre as varidveis aleatérias especificadas pelas distribui¢bes marginais, a copula da independéncia,
como o préprio nome sugere, especifica independéncia entre as varidveis aleatérias e a cépula limitante

superior de Fréchet-Hoeffding especifica uma estrutura de correlacio perfeitamente positiva.

8% valido notar que, em geral, essa funcio ndo define uma cépula para mais de duas dimensbes. Para detalhes, vide Joe
(1997).
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Em situagoes praticas, prefere-se copulas em que a estrutura de dependéncia seja estimada. Por exemplo,
nas aplicagoes em analise de risco, utilizam-se fungbes cépulas com formas paramétricas conhecidas, como
por exemplo, a cépula normal, a cépula t-Student, as cépulas de Gumbel § e «, ou a cépula de Frank. No

contexto bivariado, a c¢épula normal é dada por

& H(ur) 7 (u2) 1 V2 — 20109 + V2
C(u1,u2) :/ / l_ 1 pU1V2 2
— 00 -0

————x
2r+/1 — p? P 2(1 — p?)

dvidus, (4.26)

onde ®(-) é a fun¢do de distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria normal padronizada e ®~1(-) é a
correspondente funcdo de distribuigdo acumulada inversa. O escalar p € (0,1) é o coeficiente de correlagio

linear entre uy e us.

A cépula t-Student com v graus de liberdade para o caso bivariado é definida por

v+2
2 2] 72
vy — 2pv10 + V3

C(u ) /tyl(ul) /t:l(u2) 1 - od (4 27)
,Ug) = v1dvs, .
b —oo oo 211 —=p2 2(1 — p?) 1552

onde t,(-) é funcdo de distribui¢do acumulada para distribuigao t-Student com v graus de liberdade e ¢;1(-)

é a correspondente fungao de distribui¢do acumulada inversa.

A cépula de Gumbel ¢ tem expressio

Clui,uz) = exp[— [(—logu1)® + (- logug)‘;]l/é}, (4.28)

onde ¢ é um paradmetro que regula o grau de dependéncia, onde § € [1,00). Quando ¢ aumenta, o grau de
dependéncia positiva aumenta, sendo que § = 1 corresponde a varidveis aleatérias independentes. A cépula
de Gumbel « é definida por

a(log u1 ) (log ua)
oglints ] (4.29)

C(uy, u2) = urug €xp [

onde o é o parametro de dependéncia entre as varidveis aleatdrias X; e X3, com « € [0,1]. Quando «
aumenta em dire¢io a o = 1, o grau de dependéncia positiva aumenta. Quando a diminui para zero, as
varidveis aleatdrias tornam-se mais independentes, e @ = 0 corresponde & hipétese de independéncia entre

X, e X5. Finalmente, a cépula de Frank tem expressao

Cuy,u2) = % [log [1 ~expd — [1— exp(6uy)][1 - exp(éug)]] —log [1 — exp 5” , (4.30)

onde J é o parametro que regula a dependéncia entre as varidveis X; e Xo, com § € R.
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As cépulas descritas acima podem ser utilizadas para compdr qualquer par de varidveis aleatérias. Por
exemplo, podemos utilizar tanto a cépula normal quanto a cépula t-Student ou a cépula de Gumbel para
encontrar a distribuicdo conjunta entre uma distribuigao marginal lognormal e uma distribuigdo marginal
Weibull. Um caso especial ocorre quando, tanto as distribuicdes marginais sao normais, quanto a cépula

para. agregacgao. Nesse caso, a distribuigdo conjunta é uma distribui¢do normal multivariada.

Especificamente para as cépulas normais e t-Student, é possivel trabalhar com versdes multivariadas,
possibilitando a agregacao de perdas operacionais, por exemplo, para vdrios segmentos de perdas (células
da matriz linhas de negdcios por evento de perda) simultaneamente. As demais cépulas citadas acima ndo
apresentam versoes multivariadas, mas apenas versdes bivariadas, implicando na necessidade de agregar
as perdas operacionais aos pares, para finalmente chegar na perda agregada final. Por exemplo, imagine
que queiramos somar as perdas operacionais S, Sa, ..., S,, dos segmentos k = 1,2,3,...,n. Se quisermos
utilizar a cépula de Gumbel, por exemplo, teremos que agregar primeiramente os segmentos 1 e 2, obtendo
a perdas S; 2. Em seguida, podemos agregar os segmentos Sp 2 e S3, obtendo S7,2,3, e assim por diante.
Se quisermos agregar os n segmentos de perdas via cépulas normais ou cdpulas t-Student, é possivel obter

S1,2.3,. n diretamente, a partir dos n segmentos de perdas.

A cépula multivariada normal possui funcao cépula

Clus, ... un) = b5 (@—1(u1), .. .,CI)_I(un)), (4.31)

onde ¥ é uma matriz de correlagdes, que indica o grau de dependéncia entre cada um dos n pares de
segmentos de perda sendo agregados. A funcio ® refere-se a uma distribuicdo normal multivariada com
média zero, todas as varidncias iguais a 1, e matriz de varidncia-covaridncia igual ¥ (lembrando que, quando
as varidncias sao iguais a 1, a matriz de variancia-covariancia é igual & matriz de correlagoes). Conforme
visto acima, a funcdo ®~! é a funcio de distribuicio acumulada inversa de uma varidvel aleatdria normal
padronizada (média zero e variancia unitdria). Quando n = 2, a cépula na Eq. (4.31) transforma-se na Eq.
(4.26).

Para descrever a cépula t-Student, considere inicialmente um vetor X com distribuigdo t-Student
n-variada, com v graus de liberdade, média p (se v > 1) e matriz de varidncia-covariancia —%5% (para

v > 2).2 O vetor aleatério X pode ser representado como

v
X=p+ —\/—_Z,
VS
onde p é um vetor de dimensdo n x 1, a varidvel aleatéria univariada S tem distribuigao x?2 (distribuicdo
qui-quadrada, com v graus de liberdade), e o vetor aleatério Z tem distribuicio normal multivariada

N(0,X). O vetor Z e a varidvel § sdo independentes. A cépula t-Student multivariada pode ser

9Quando v < 2, a matriz de varidncia-covaridncia ndo existe.
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analiticamente representada como

Chon = tha(tr (), 87 (un)),

onde R é uma matriz de correlagdo n x n. Uma maneira de definir R, por exemplo, é fazer cada elemento
Rij =%, ;/v/%i:%j; parai,j € {1,2,...,n}, e ¥ uma matriz de variancia-covariincia n x n. A fungao
t, r corresponde a distribuigdo acumulada de uma varidvel aleatéria multivariada t-Student, com v graus
de liberdade, e matriz de varidncia-covariancia igual —*5 R. Conforme definido acima, ¢, () e ¢;;! denotam
a func&o de distribui¢do acumulada e a funcéo de distribui¢do acumulada inversa de uma varidvel aleatdria

t-Student univariada com v graus de liberdade.

Em geral as cépulas t-Student, de Gumbel § e de Gumbel o implicam em uma maior dependéncia entre
valores nos extremos (caudas) das distribuicées. Isso a principio pode sugerir a superioridade dessas duas
copulas em relacao a cépula normal quando trabalhamos com anilise de risco em geral, onde os eventos
extremos sdo os mais importantes de serem modelados. A cépula de Frank aparenta ser mais apropriada
quando a estrutura de dependéncia é simétrica (com dependéncia positiva quando § < 0, e dependéncia,
negativa quando 6 > 0). Isso sugere que cépula de Frank ndo seria tdo apropriada em modelos de risco
operacional, haja visto estarmos trabalhando com distribuigbes em geral bastante assimétricas. No entanto,
a superioridade de uma determinada cépula em relacao as demais vai depender do real processo gerador de
dados. Na pratica, especificamente para risco operacional, devido ao fato de nao termos dados disponiveis
suficientes para testar estatisticamente a superioridade de uma determinada cépula, deixamos ao analista
a possibilidade de escolher entre uma das cépulas, por experiéncia, da mesma maneira que a determinacao
dos valores das correlagoes. Para risco de mercado, onde hé informagbes disponiveis suficientes para estimar
os pardmetros de cada tipo paramétrico de cépula, é possivel testar qual a familia paramétrica de cépulas

que mais se adequa aos dados observados.

Para aplicacdes em risco operacional, a utilizacdo das expressGes acima para a determinacio da
distribui¢do conjunta a partir das distribui¢ées marginais e das fung¢ées de cépula pode nio ser possivel
analiticamente. Isso acontece basicamente pelo fato de ndo termos disponivel a forma analitica para a
distribuigdo de perdas agregadas de cada segmento de perda operacional especifico. Felizmente, podemos
recorrer novamente a simulagbes de Monte Carlo para encontrar (ou pelo menos estimar) a distribuicdo

conjunta entre as varidveis dependentes.

Os passos a seguir esbogam o processo de simulagdes para gerar uma amostra de tamanho L de vetores
n-dimensionais a partir da distribui¢io conjunta entre X7, ..., X,, com base em uma fungao cépula normal,

com matriz de correlacdo .

(1) Seja X a matriz de correlagao de dimensao n x n, onde os elementos da diagonal principal sio 1 e os
elementos fora da diagonal principal correspondem as respectivas correlagées (o elemento X; ; é a correlagao
entre as varidveis X, e X;). Encontre a decomposicdo de Cholesky da matrix X, ou seja, encontre uma

matriz quadrada P tal que PP/ = ¥..
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(2) Gere n valores z1, ..., zn de varidveis aleatérias normais padronizadas independentes.

(3) Encontre o vetor [v; ... va]' = P X [z1 ... z5]’. Nesse caso, o vetor [vy, ..., u,]' corresponde a uma

retirada aleatéria de uma distribuicdo normal multivariada com matriz de covariancia X.

(4) Calcule os valores u; = ®~'(v;), parai =1,...,n.

(5) Finalmente, sejam Fx, (-), ..., Fx, (-) as funges distribuigao acumulada de cada uma das varidveis X,
..., X,. Encontre entdo os valores r; = F;ll(ul), ey Ty = F)}i(un) O vetor [z3,...,x,) corresponde
a uma retirada aleatéria com distribui¢ées marginais Fx, (+), ..., Fx, () e estrutura de dependéncia dada

pela cépula normal. Os valores z1, ..., T, 540 justamente os valores que querfamos gerar.

(6) Repetimos os passos (2) a (5) um ndimero L — 1 de vezes, e encontramos L retiradas de vetores
n-dimensionais com estrutura de dependéncia especificada pela cépula normal, e com distribui¢oes

marginais Fx, (-), ..., Fx, ().

Nas aplicacoes em risco operacional, as varidveis aleatérias Xy, Xy, ..., X, correspondem as perdas
em cada segmento de perda especifico (células da matriz linha de negdcios versus evento de perda). Nesse
caso, ndo necessariamente estamos interessados em toda a distribui¢do conjunta entre Xy, ..., X,,, mas
somente na soma S = X1 + ---+ X,, onde S corresponderia & perda operacional total da institui¢io. Para

encontrar a distribuigdo da soma S, basta incluir dois passos adicionais no esquema de simulagio anterior:

(7) Para cada um dos L vetores gerados no passo (6}, encontre a soma § = 1 + - - - + Zn, obtendo L valores

para caracterizar a distribuicdo da soma S.

(8) A partir dos L valores gerados para S, podemos estimar a perda média E[S], os percentis de S, e

portanto os diversos VaR’s etc.

A utilizagéo de cépulas para anélise de risco em geral tem crescido bastante nos tltimos anos. A rapidez
com que novos instrumentos financeiros sao criados, com grau de complexidade cada vez maior, gera uma
série de novas oportunidades de aplicacoes estatisticas e econométricas a dados reais. O leitor interessado
pode recorrer a bibliografia dada neste livro, como também aos diversos artigos disponiveis em periddicos

académicos ou disponiveis livremente na internet.

4.8 Exercicios

Exercicio 4.1 Sejam X e Y variaveis aleatdrias quaisquer, sejam a e b duas constantes reais. Mostre que

a varidncia da soma ponderada aX + bY tem expressio
Var[aX + bY| = a®Var[X] + b*Var[Y] + 2abCov[X, Y.
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Exercicio 4.2 Estenda o resultado do exercicio anterior para o caso mais geral, onde temos n variaveis

aleatdrias e i constantes reais, mostrando que

Varfai X1 + aaXo + - + ap Xy] = ZafVar[Xi] +2 Z Z a;a;Cov([X;, X;]. (4.32)
i=1 1<J

Exercicio 4.3 Sejam X e Y duas varidveis aleatérias independentes, cada qual com distribuigéo
exponencial negativa com parametro A = 5. Ou seja, para ambas a fun¢do de densidade de probabilidade
tem expressao

1
flz)= 56_2/5, para z > 0.

Seja a varidvel aleatéria W = X + XY . Determine a variancia Var[E[W/Y]].

Exercicio 4.4 Seja X;,..., X, uma sequéncia de varidveis aleatérias. Seja V' uma matriz diagonal, cujo
i-ésimo elemento da diagonal principal, V;; é igual & varidncia de X;, ¢ = 1,...,n. Seja R a matriz de

correlagdes da sequéncia e seja Y. a matriz de variancia-covaridncia. Mostre que

T=VY2x Rx VY2

Exercicio 4.5 Sejam X, Y e Z trés varidveis aleatérias, com distribuicdo conjunta qualquer. Seja

g(z,y,2z) = X?Y?Z2 para qualquer valor real de z, y e 2.

(i) Mostre que E[g(X,Y, Z)| > ¢(E[X],E[Y],E[Z]);
(ii) O que acontece com o sinal da desigualdade do 1ltimo item anterior para uma nova fungao g(-) definida

por g(z,y, z) = XV/3YY3Z1/3,

Exercicio 4.6 Sejam X e Y duas varidveis aleatérias continuas, com distribuigao bivariada, com funcao

de densidade de probabilidade conjunta

fxv(z,y) = A@@® +4* + mel/g), para0<ax <3, 0 <y <2

1) Determine o valor da constante A para que a fungio fx v (z,y) seja uma fungio de densidade conjunta.

2) Escreva a fungéo de distribuigdo acumulada conjunta Fx y(z,y) para X e Y.

(

(

(3) Determine a covariancia de entre X e Y,

(4) Determine a func¢éo de densidade marginal de X.
(

5) Determine a func¢éo de densidade marginal de Y.
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6) Determine a funcdo de densidade condicional de X, dado ¥ = 1.

(6)
(7) Determine a fungao de densidade condicional de X. dado Y = 1.5.
(8) Determine a fungio de densidade condicional de X, dado Y, como uma fungdo de Y.
(9) Determine a funcio de densidade condicional de Y. dado X = 1.

(10) Determine a funcdo de densidade condicional de Y, dado X = 2.

(11) Determine a fungio de densidade condicional de Y. dado X, como uma funcao de X.
(12) Determine o valor esperado de X x Y.

(13) Determine a varidncia de X.

(14) Determina a varidncia de Y.

(15) Determine o coeficiente de correlacéo entre X e Y.

(16) Determine o momento condicional E[X/Y = 0.5].

(

17) Determine a variancia condicional Var[Y/X = 1.5].

Exercicio 4.7 Sejam X e Y duas variaveis aleatérias discretas, com distribuicdo bivariada, com funcao

de frequéncia de probabilidade conjunta

1 11
Fy(zy) = A[ax_’z + 55], para z € {1,2,3,4}, y € {2,3,4}.

(1) Determine o valor da constante A para que a funcao fx y(z,y) seja uma funcéo de frequéncia conjunta.
(2) Escreva a funcao de distribuigao acumulada conjunta Fx y(x,y) para X e Y.

(3) Determine a covariancia de entre X e Y.

{(4) Determine a funcao de densidade marginal de X.

(5) Determine a fungao de densidade marginal de Y.

{(6) Determine a fungdo de densidade condicional de X, dado ¥ = 2.

(7) Determine a fungdo de densidade condicional de X, dado ¥ = 3.

(8) Determine a fungéio de densidade condicional de X, dado Y, como uma fungio de Y.
(9) Determine a fungao de densidade condicional de V', dado X = 1.

(10) Determine a fungdo de densidade condicional de Y, dado X = 2.

(11) Determine a fungéo de densidade condicional de Y, dado X, como uma fungéo de X.
(12) Determine o valor esperado de X x Y.

(13) Determine a variancia de X.

(14) Determina a variancia de Y.

(15) Determine o coeficiente de correlagao entre X e Y.

{16) Determine o momento condicional E [X /Y = 4].

(17) Determine a variancia condicional Var[Y/X = 4].

Exercicio 4.8 Sejam X1,...,X,, uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas, onde X; tem funcgdo de densidade f(zx), i = 1,...,n. Considere uma fun¢do multivariada
g : R" — R, onde g(-) pode ser escrita como g(z1,...,Z,) = h1(z1) X ha(x2) X -+ X hy(zn). Mostre que
Blg(X1...., Xn)] = E[h1(X1)] x E[h2(X2)] X -+ x E[hn(Xn)].
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Exercicio 4.9 Mostre que:

(1) A soma de m varidveis aleatérias binomiais Bin(n, p) independentes também é uma varidvel aleatéria
binomial. Nesse caso, determine os dois pardmetros da varidvel aleatéria correspondente & soma.

(2) A soma de n varidveis aleatérias qui-quadradas independentes, cada qual com r graus de liberdade,
também é uma varidvel qui-quadrada. Nesse caso, determine o niimero de graus de liberdade da varidvel

resultante da soma.

Exercicio 4.10 Seja Z; uma, varidvel aleatdéria normal padronizada. Seja Y; = X2 a varidvel aleatéria
correspondente ao quadrado da normal padronizada. Pode-se mostrar que Y; tem distribuigio qui-quadrada
com um grau de liberdade. Agora considere uma sequéncia de varidveis normais padronizadas Z1,..., Z,
independentes. Responda.:

(1) Escreva a funcgao de densidade conjunta de Zy, ..., Zy;

(2) Seja W = ZE + Z2 + - -- + Z2. Qual a distribuigao de W?

(3) Escreva a média e a variancia de W como uma fungao de n.

(4) Para n = 5, qual a probabilidade de W < 4?

(5) Para n = 3, qual a probabilidade de W estar entre 2 e 57

(6) Para n = 10, qual o valor = para o qual Prob[W > z] = 0.05?

(7) Para n = 15, qual o valor x para o qual Prob(W > z] = 0.01?

Dica: Para responder aos itens (3) a (6), vocé pode utilizar tanto uma tabela comumente encontrada no

Apéndice de livros de estatistica introdutéria, como também alguma fungio apropriada no Excel.

Exercicio 4.11 Considere uma varidvel aleatéria normal bivariada, com componentes X e Y. A média
dessa varigvel aleatéria é o vetor p = (3,5]". A variancia de X ¢ igual a 6% = 9, a variancia de Y é igual a

0% = 16 e o coeficiente de correlagao é igual a 0.5. Responda:

(1) Escreva a matriz de varidncia-covariancia da distribuicdo normal multivariada.

(2) Escreva a funcio de densidade marginal para X.

(3) Escreva a fungdo de densidade marginal para Y.

(4) Escreva a fun¢ao de densidade condicional para X, dado que Y = 4. A distribuigao condicional de X
nesse caso é normal? Com que média? Com que variancia?

(5) Escreva a funcdo de densidade condicional para Y, dado que X = 2.5. A distribui¢do condicional de ¥’

nesse caso € normal? Com que média? Com que variancia?

Exercicio 4.12 Seja X uma varidvel aleatdria, com distribuigio F’ com r graus de liberdade no numerador

e q graus de liberdade no denominador. A funcio de densidade de probabilidade de X é dada por

para z > 0. (4.33)

o r/2 2(r=2)/2 P(E;_‘l)
flx) = (E) F(%)F(%) (£$+ 1)(r+q)/27
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Responda:

(i) Escreva a funcédo de densidade de probabilidade para uma variavel aleatéria Y, com distribuicao F, com
um grau de liberdade no denominador e ¢ graus de liberdade no denominador.
(ii) Seja W = VY. Mostre que W tem distribuicio t-Student com ¢ graus de liberdade.

Exercicio 4.13 Para uma variavel aleatéria X com fungdo de densidade na Eq. (4.33), responda:
(i) Mostre que E[X] = %
(ii) Mostre que a varidncia de X é dada por

2¢°(r +¢-2)

ey
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5. Métodos de estimacao de

parametros

“When you have eliminated the impossible whatever remains,
however improbable, must be the truth.”
Arthur Conan Doyle

No Capitulo 3, apresentamos diversas distribuicbes discretas e continuas comumente encontradas em
aplicacdes em economia e finangas. A conceituacao de varidveis aleatérias apresentadas, bem como as suas
caracteristicas (valores esperados, fungdes de densidade de probabilidade, fungoes de frequencia, fungées
distribui¢des acumuladas), pode ser vista como a formatagio de uma caixa de ferramentas, no caso de
modelos matematicos estocdsticos, para serem usados em problemas praticos de analise de dados reais.
Neste capitulo, damos um passo adicional, lidando com métodos que podem ser usados para a estimagao

dos parametros livres desses modelos.

Para contextualizar de forma mais geral o processo de estimagao de parametros e ajuste de distribuicoes,
vamos fazer uma discussdo agora sobre o processo de modelagem de dados, em problemas estatisticos
e econométricos. Na pratica, o processo de modelagem aplicada de um processo estocastico funciona

seguindo-se os passos a seguir:

(1) Primeiramente, temos que definir com clareza quais sao os nossos objetivos de pesquisa. Essa
tarefa, aparentemente simples, constitui-se na etapa mais importante do processo de modelagem. Muito
comumente, encontram-se trabalhos onde ndo hé clareza nos objetivos, ou aparentemente os pesquisadores
se perderam em relagdo aos objetivos iniciais e os resultados obtidos ao final do trabalho. Além disso, a
depender dos objetivos, ndo necessariamente as ferramentas estatisticas a serem utilizadas seréo ferramentas
avancadas. Pode acontecer que o problema estd tao bem montado e a base de dados possui caracteristicas
tais que uma simples comparagao entre médias pode fornecer a resposta ac nosso questionamento de

pesquisa.

(2) A partir do objetivo de pesquisa, é preciso entender quais sdo os requisitos em termos de bases de dados
necessarias. Essa etapa requer uma garimpagem das bases disponiveis, com uma descrigdo detalhada do
processo de selegao das unidades observacionais na base, e com uma descrigao das variaveis coletadas. Em
muitos casos, os dados a serem estudados estdo disponiveis em sistemas piblicos de informagdes, fornecidos
por institui¢bes como o IBGE, Ipeadata, Banco Central etc. Outra fonte importante de informagdes sdo as
bases internas das prdprias institui¢bes, privadas ou publicas, com interesse no estudo. Um exemplo sdo

as bases de dados de clientes. Finalmente, quando as bases de dados disponiveis ndo contiverem todas as
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informacgdes necessarias, e quando houver orgamento para tal, pode-se recorrer & coleta de bases adicionais,

para complementar as informacdes.

Em geral, os passos (1) e (2) acima ndo necessariamente acontecem na ordem em que foram apresentados.
Em muitos casos, excelentes pesquisas sdo planejadas e implementadas a partir do conhecimento do
pesquisador de que certo conjunto de informagoes estd disponivel. Dessa forma, quando o IBGE divulga
uma determinada pesquisa, com uma varidvel que antes nao existia em outras bases, pesquisadores
automaticamente vislumbram uma série de perguntas que podem ser respondidas com base nessas novas
informagoes. Diversos pesquisadores realizam trabalhos especificamente para montagem de séries histéricas
confidveis, de varidveis macroecondémicas relevantes. Um exemplo de trabalhos nesse sentido sdo as séries
divulgadas no Ipeadata (www.ipeadata.gov.br). Em muitos casos, notas metodoldégicas sao divulgadas

especificamente para divulgar a metodologia empregada nessas montagens.

(3) Uma vez tendo em méos as bases de informagoes a serem estudadas, para responder aos objetivos
do estudo, o préximo passo é fazer uma andlise exploratéria dos dados disponiveis. Nesse caso, andlises
graficas, tabelas de frequéncias, histogramas, gréaficos de dispersao, graficos de séries histéricas, medidas
do tipo média, mediana, coeficiente de assimetria, desvio padrao, percentis etc. sao 1iteis. Na verdade, o
leitor mais interessado na exploracio de bases de dados pode recorrer a uma vasta literatura sobre analise
exploratdria de dados! (HOAGLIN; MOSTELLER; TUKEY, 1983, 1985; TUKEY, 1977; VELLEMAN;
HOAGLIN, 1981; LEINHARDT; LEINHARDT, 1980).

{4) A andlise exploratéria de dados pode nos ajudar na escolha de que tipo de metodologia utilizar para
responder a pergunta em questdo. Além disso, é extremamente importante fazer uma vasta pesquisa
bibliografica sobre trabalhos ja feitos, na mesma 4rea de estudo ou em &reas correlatas, onde os autores
se depararam com o mesmo tipo de questionamento de pesquisa. Na maloria das vezes, a solucdo para
que metodologia empregar no nosso problema de pesquisa estard documentada em referéncias amplamente
disponiveis. Obviamente, fica a cargo do pesquisador aplicar, quando possivel, metodologias alternativas
e/ou mais modernas. Em um conjunto muito pequeno de situagoes aplicadas em economia e finangas,
o pesquisador ird se deparar com situagdes de estudo para as quais nao haja metodologias disponiveis
ou trabalhos similares documentados. Em todo caso, ao final do processo de exploragao dos dados e do
processo de coleta de referéncias bibliograficas, o pesquisador terd uma boa ideia de que modelo estocastico

ele utilizard para resolver o seu problema de pesquisa.

(5) Com base nos dados disponiveis, no questionamento e no objetivo do estudo, nas referéncias
bibliogrificas encontradas e na anilise exploratéria sobre as caracteristicas particulares dos dados, o
préximo passo € definir qual o modelo estocdstico serd utilizado. Essa etapa é menos simples do que
parece. A depender das habilidades do pesquisador, dos softwares disponiveis, e das caracteristicas da
base de dados, levantadas na anslise exploratéria, o pesquisador pode ficar tentado a utilizar ferramentas
muito sofisticadas. Além disso, criou-se uma verdadeira indistria de se reproduzir trabalhos académicos

sofisticados, utilizando-se técnicas recentes e/ou aplicando-se a bases de dados nacionais, com o intuito

Do inglés, exploratory data analysis (EDA).
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apenas de ter mais uma publicacio académica. No entanto, é importante ter em mente que nao
necessariamente a utilizacido de técnicas mais sofisticadas é o mais apropriado. Quando tivermos alguma
ferramenta na cabeca para ser utilizada, a pergunta que devemos fazer é a seguinte: “o que a utilizacao
dessa ferramenta mais sofisticada, vis-a-vis uma técnica mais simples e intuitiva, me compra?”’. Muitas
vezes, criatividade e a escolha correta de uma boa base de dados sdo muito mais importantes do que uma

metodologia super sofisticada e moderna.

Independentemente de como é feita a escolha da ferramenta de anélise sofisticada ou néo a ser utilizada,
esse constitui-se em um passo importante no processo de estudo de dados. Um exemplo interessante na area
de finangas é a aplicacdo de técnicas estatisticas para modelagem de risco operacional, que corresponde ao
risco de perdas financeiras em instituigoes financeiras devido a falhas humanas, falhas de sistema, roubos,
fraudes internas e externas etc. Uma das caracteristicas principais nesse processo é a presencga de dois tipos
de processos estocasticos: um processo discreto, contabilizando pela frequéncia de perdas operacionais em
cada periodo (exemplo, dias, semanas, meses) de tempo, e um processo continuo positivo contabilizando
pela severidade (valor monetdrio) das perdas. Um procedimento comum para modelar tal situagdo é o
procedimento baseado em modelos de perda,? onde a frequéncia e a severidade dos eventos de perdas sao
modelados separadamente, e em seguida a convolugdo entre esses dois processos é efetuada, utilizando-se,
por exemplo, simulagbes de Monte Carlo. Uma vez escolhido o modelo matemadtico estocdstico para modelar
os dados disponiveis, parte-se finalmente para o foco deste capitulo, que é o processo de ajuste dos modelos

estocésticos escolhidos aos dados disponiveis e explorados.

(6) Imagine que o modelo matemdtico escolhido para modelar, por exemplo, o tempo de permanéncia
na situacao de desemprego, seja uma varidvel aleatéria exponencial negativa. Para o nosso estudo, temos
disponivel uma base de dados contendo uma amostra de pessoas que estiveram desempregadas, e que
jé encontraram outra ocupacao. Queremos determinar a distribuigdo, dentro da familia de distribuigGes
exponenciais, que melhor se aproxima dos dados coletados. Nesse caso, a varidvel de interesse é o tempo de
permanéncia na situacio de desemprego.® O foco deste capitulo e justamente encontrar estimativas para os
valores dos pardmetros de modelos matematicos paramétricos, com base em uma amostra de observagoes

disponiveis.

(7) Uma vez estimados os pardmetros do modelo paramétrico escolhido (ou da cesta de modelos
paramétricos escolhidos), resta saber se 0 modelo escolhido est4 realmente de acordo com os dados utilizados
para as estimacoes. Nesse sentido, diversos testes de ajustes e critérios graficos podem ser empregados para
investigar o quao ajustados os modelos estao aos dados. Via de regra, todo modelo estd errado, e desejamos
encontrar um modelo que seja interpretivel ao ponto de podermos utilizd-lo para tirar as nossas conclusées
no estudo. De fato, para um estatistico com varias ferramentas de cheque de ajuste, é muito provavel que ele

sempre consiga rejeitar a maioria dos modelos estimados. Mas isso néo significa que os modelos, mesmo nao

2Em inglés, loss models.

3Na pratica, esse tipo de problema é tratado com uma metodologia ligeiramente diferente, dado que pode haver individuos
na amostra que ainda estdo em situacio de desemprego, por exemplo. Nesse caso, dizemos que temos dados censurados
(& direita), pois nio observamos ao certo o valor de permanéncia para situagdes de desemprego para esses individuos. O
tratamento estatistico para essas situagoes se d4 pela utilizagdo de modelos conhecidos como modelos de sobrevivéncia.
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passando em todos os critérios de ajuste, devam ser desprezados. Cabe ao pesquisador ter o discernimento
de saber o quanto ele vai aceitar em termos de falta de ajuste. O mais importante é ser honesto consigo
mesmo, de forma que as conclusoes tiradas sejam eticamente aceitdveis. Alguns dos critérios formais e

graficos para checar o ajuste de modelos serdo vistos nos Capitulos 7, 8 e 9.

(8) Se apés os testes de ajustes o modelo paramétrico (ou a familia de modelos paramétricos) estimado
ndo for aceitavel, pode-se escolher outros modelos que eventualmente possam apresentar um ajuste melhor.
Uma outra solugdo é encontrar um conjunto adicional de dados para ajudar no estudo. Portanto, o processo
de modelagem de dados nos passos de (1) a (7) pode acontecer iterativamente até termos um modelo

propriamente ajustado aos dados de interesse, para tirarmos as nossas conclusées de pesquisa.

No exemplo de modelagem de perdas operacionais, para calcular a distribuicdo de perdas agregadas
totais da instituicio, é necessirio efetuar simulagdes de Monte Carlo. Para isso, é necessario encontrar,
para cada tipo de perda, qual a distribuigao que melhor se aplica ac modelo de frequéncia e ao modelo de
severidade das perdas. Para atingir tal objetivo, é preciso descobrir qual o valor mais adequado para os
parametros livres em cada varidvel aleatdria estudada nas Secbes 3.2 e 3.3. Por exemplo, conforme vimos
na Figura 3.14, a depender do valor do parametro livre A para a distribui¢do exponencial negativa, a
fungéo densidade ficard mais deslocada para a direita ou para a esquerda. Quando a fungio esté deslocada
para a direita, significa que estamos observando valores de perda em média maiores do que se a densidade
estivesse mais deslocada para esquerda. Analogamente, para a varidvel aleatéria lognormal, gostariamos de

encontrar os valores dos parametros livres 1 e 0% que mais se aproximam do conjunto de dados analisado.

Neste capitulo apresentaremos os principais métodos de estimagfo de parametros livres de modelos
estocasticos. Apesar de os métodos apresentados aqui serem aplicados especificamente a algumas das
distribui¢oes cobertas neste documento, esses métodos podem facilmente ser aplicados aos mais variados
tipos de modelos estatisticos. Conforme ficard claro nas descrigoes a seguir, esses métodos apresentam uma
sistemadtica suficientemente geral. Para maiores detalhes em diversos métodos de estimagdo de pardmetros,
vide Bickel e Doksum (2000), Tanner (1996), White (1996) White (2000), Hansen (1982a), Hansen e
Singleton (1982b) e Gourieroux e Jasiak (2001).

Como pode ser notado, o foco desse livro segue nitidamente a chamada abordagem de inferéncia
frequentista, de acordo com a qual os parametros das distribuigées sao varidveis fixas, com valores
desconhecidos, para os quais o objetivo do analista é justamente obter uma estimativa para esses valores.
Uma abordagem alternativa aos métodos frequentistas é conhecida como inferéncia Bayesiana. Na
abordagem Bayesiana, os parametros das distribui¢ées sdo tratados como varidveis aleatérias. Entao,
partindo-se de uma distribuigdo inicial para os pardmetros do modelo e observando-se uma amostra de
dados, a inferéncia Bayesiana permite que a distribui¢do dos parametros seja atualizada, combinando-se o

conhecimento inicial e a informacao contida na amostra.

Considerando o foco frequentista desse material, inicialmente, sera descrito o método de momentos.

Esse procedimento apresenta a grande vantagem de ser extremamente simples e intuitivo. Entretanto, o
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método de momentos, em muitos casos, ndo é o método dtimo em termos de utilizagdo de toda a informacao
disponivel nos dados, para encontrar os valores dos parametros livres das diversas distribuicdes. O segundo
método abordado serd o método de maxima verossimilhanga (MV). Diferentemente do método de
momentos, o0 método de maxima verossimilhanca nem sempre é tao intuitivo e simples, mas em geral é
o melhor que se pode fazer para aproveitar a informacgao existente no conjunto de dados. Dizemos, nesse
caso, que o método de méxima verossimilhancga é estatisticamente eficiente. Para maiores detalhes, vide
Casella e Berger (2001) e Bickel e Doksum (2000), por exemplo.

Depois de apresentar essas técnicas de inferéncia frequentista, concluimos o capitulo com uma pequena
introducdo & técnica de inferéncia Bayesiana. E valido mencionar, entretanto, que a 4rea de inferéncia
Bayesiana é muito extensa e nao é o objetivo deste livro cobri-la de forma exaustiva. O leitor interessado
pode recorrer a Gelman et al. (1995), Neopolitan (2004), Koch (2007), Greenberg (2013) e Tanner (1996)

para maiores detalhes.

5.1 Estimacao via método de momentos

O método dos momentos baseia-se na ideia de encontrar parametros de modelos igualando os momentos
populacionais (geralmente a média e a variancia) aos momentos amostrais. Para melhor apresentar o método
de momentos, considere inicialmente o problema de estimar o parametro A da distribuicdo de Poisson, a

um conjunto de dados de frequéncia didria de perdas, como mostra o Exemplo 5.1.

Exemplo 5.1 (Varidvel aleatéria de Poisson) Seja X1, Xs, . .., X,, um conjunto correspondente ao niimero
de perdas operacionais em n dias, na nossa amostra para modelagem da frequéncia das perdas operacionais.
Nesse caso, podemos ter por exemplo X1 =3, Xo =4, X3 =10, ..., X,, = 8. Queremos encontrar o valor
A da distribuigao de Poisson que melthor se adequa a esse conjunto de dados. Para isso, lembremos que as

médias e as varidncias populacionais no caso da varidvel aleatéria de Poisson sdo dadas por

=00 =00  _A\z
BX)=p= 3 afm) = 3 a5 = (5.1)
=0 =0

onde f(z) é a fun¢do de frequéncia. Conforme discutimos anteriormente no Capfitulo 3, intuitivamente a
média populacional indica simplesmente o valor médio que a varidvel aleatéria de Poisson vai apresentar
quando o experimento é repetido um ndmero infinito de vezes. Esse valor médio na amostra de dados

X1, Xs,..., X, ésimplesmente a média amostral /i ou X

- . (5.2)

S 1 X1+ Xo+ Xs+--+ Xn
A:X:—— Xz—
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Obviamente, dado um conjunto de dados X1, Xa,..., X, o cdlculo da média X é bastante simples. O
principio basico do método de momentos consiste em igualar o momento populacional a0 momento amostral.

Nesse caso, podemos simplesmente fazer

Média populacional = E[X] = A (no caso da distribuicao de Poisson)
Média amostral = X (calculado diretamente da amostra) (5.3)

Igualando as duas médias: A = X.

Portanto, de acordo com o método de momentos, o valor de A que mais se adequa a amostra X, Xy,
..., Xn é simplesmente a média amostral X. Esse valor que mais se adequa denominamos estimador do
parametro A via método de momentos. A partir de agora, todo estimador de um determinado parametro
serd representado pela letra do pardmetro com um acento circunflexo. A média amostral i é simplesmente
o estimador da média populacional u. Portanto, o estimador do parametro livre A serd representado por
A, e 10 caso da varidvel aleatéria exponencial, temos A=X , para o estimador de momentos utilizando-se

o momento de primeira ordem.

E importante frisar que o estimador de momentos baseado na média amostral para o parametro A nao
é Unico. De fato, lembremos agora que a variancia populacional para uma variavel aleatéria de Poisson é
dada por Var[X] = A. Ou seja, a média e a varidncia de uma varidvel aleatéria de Poisson sdo iguais. A

variancia amostral para a amostra disponivel é dada por

n
Variancia amostral = % Z [Xi — [L]Z.
=1

Igualando-se a variancia populacional & variancia amostral, obtém-se um outro estimador para A, com base

no método de momentos. Esse segundo estimador tem expressio

.1 & 2

Analisando o Exemplo 5.1, duas perguntas aparecem a partir da observacgido de que podem ser definidos

mais de um estimador, somente com base no método de momentos:
(i) Qual dos dois estimadores utilizar na pratica?

(ii) Se utilizarmos os dois estimadores de momentos (o baseado na média e o outro baseado na variancia),

e as estimativas obtidas para A forem diferentes, o que isso quer dizer?

Para responder & primeira pergunta, podemos pensar em dois critérios. O primeiro critério estd ligado

a0 viés do estimador. Em termos intuitivos, o viés do estimador tem a seguinte interpretacdo. Imagine
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que outros pesquisadores coletassem amostras diferentes, todas com tamanho n, para o mesmo processo
de frequéncia de perdas operacionais. Além disso, imagine que cada um desses pesquisadores aplicasse o
estimador de método de momentos da mnédia populacional, para encontrar o valor de A. Como as amostras
utilizadas por cada pesquisador sao diferentes, os valores encontrados para, A também sdo diferentes. Além
disso, é muito improvéavel que algum desses pesquisadores acerte o valor correto do pardmetro A (conhecido
apenas por Deus). Portanto, cada pesquisador estd encontrando um valor diferente para A. O viés do
estimador corresponde a se, na média, os diversos pesquisadores estdo atingindo o valor correto. Se na
média as estimativas estiverem corretas dizemos que o estimador é nado viesado. Caso as estimativas nao
acertem em média o valor correto do parametro, entdo dizemos que o estimador é viesado. Portanto, o
primeiro critério que gostarfamos de ter em relagdo a um estimador é que ele seja nio viesado, ou que pelo

menos o viés seja pequeno, e decaia quando o tamanho da amostra aumenta.

Para entender o segundo critério para escolha do estimador, consideremos novamente o exemplo de
varios pesquisadores, cada qual com diferentes amostras do mesmo tamanho n, utilizando o estimador de
método de momentos com base na média populacional. Podemos calcular a dispersao (por alguma medida
vista no Capitulo 2, por exemplo) dos valores obtidos para A em torno do valor correto A. Idealmente,
gostariamos de ter um estimador que tenha menor dispersao ao redor da média. Portanto, o segundo
critério para escolha de um estimador estd relacionado & disperséo do estimador. Via de regra, gostariamos
de ter um estimador que seja nao viesado e que tenha a menor variancia possivel. Normalmente dizemos

que o estimador que possui a menor variancia possivel é dito ser eficiente.

A segunda pergunta, em relacao ao que fazer quando os resultados fornecidos por diferentes estimadores
de momento, para a mesma amostra, forem diferentes, pode ser vista de duas éticas. O primeiro fator para
explicar a diferencga entre as duas estimativas é a imprecisao amostral. Pode acontecer que os estimadores
estejam fornecendo estimativas diferentes simplesmente devido ao erro amostral. O outro motivo para essa
possivel discrepancia é o erro de especificagao; ou seja, a distribuigao dos dados pode nao ser implicitamente
uma distribuicdo de Poisson. Nesse caso, o pesquisador deve tentar outras distribuicoes que melhor se

adequem aos dados coletados.

Exemplo 5.2 (Varidvel aleatéria exponencial negativa) Imagine agora que temos uma sequéncia de dados
Y, Y2, Y3, ..., Y, correspondente aos valores monetarios de m eventos de perdas operacionais, que podem
ou ndo ter acontecido no mesmo dia. Podemos ter, por exemplo, ¥; = R$ 3500.00, Y5> = R$ 10600.00,
Y3 = R$ 4100.00, ..., Y,, = R$ 1630.00. O nosso objetivo é encontrar os valor do pardmetro A que mais

se adequa a esse conjunto de dados, para um varidvel aleatéria exponencial negativa.

Para a distribuicao exponencial negativa, recordemos que a média populacional E[X] é dada pela integral

E[X] = /yx f(a)dz = /OO P % (5.4)

=0 y=0
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Podemos entao empregar o mesmo procedimento visto acima no Exemplo 5.1, e fazer

Média populacional = E[X] = -~ (no caso da distribui¢do da exponencial negativa)

> =

Média amostral = X (calculado diretamente da amostra) (5.5)

1 - < 1
Igualando as duas médias: 1= X=A=—,

e concluimos que o estimador de método de momentos do parametro A na distribuicdo exponencial negativa

é simplesmente \ = 1 /X.

Pratica 5.1 Encontre um estimador de método de momentos para o pardmetro A de uma varidvel aleatéria

exponencial negativa com base na variancia populacional.

Exemplo 5.3 (Varidvel aleatéria lognormal) No caso da varidvel aleatéria lognormal, temos dois
parametros livres para serem estimados. Conforme veremos na discussao de escolha de modelos estatisticos,
o fato de termos dois parametros livres nos possibilita uma maior adaptabilidade aos dados, pois temos
mais “eixos livres”para ajustar. Por causa disso, para estimar ambos os parametros serd preciso utilizar

duas igualdades de momentos, ao invés de apenas uma.

Lembremos que, na discussdo sobre a distribuicao lognormal, partimos de uma variavel aleatéria normal

W com média u e variancia o2, Nesse caso, para a nova varivel aleatéria definida por ¥ = e

, onde e
é o nlimero neperiano, temos que Y tem uma distribuicdo lognormal com parametros 4 e o2. Imagine
agora que temos uma amostra de severidades de perdas operacionais Y1,Y5,Ys, ..., Y,,. Supondo que esses
dados tenham sido gerados a partir de uma distribui¢io lognormal com parametros u e o2 (desconhecidos),
0 nosso objetivo é encontrar os valores para esses parametros, de forma a obter o ajuste mais adequado
aos dados. Para isso, podemos entdo fazer o caminho inverso: se Y = ", onde W ~ N{u,0?), entdo
W = logY tem distribuicdo normal com média p e variancia o2. A notagio W ~ N(u,0?) pode ser lida
como: “a varidvel W tem distribuigdo normal com média p e variancia o2”.

Considere a amostra transformada W1 = log Yy, Wa = log Yy, W5 = log Y3, ..., W,, = logY;,. De acordo
com a discussao anterior, a sequéncia Wi, Wa, ..., W, corresponde entdo a uma amostra de observagoes
normais, com média y e variancia o2, Aplicando a ideia do método de momentos & amostra Wi, Wa, ..., Wy,

temos para a média y

Média populacional = E[X] = p (no caso da distribuicdo normal)

Média amostral = W (calculado diretamente da amostra)

_ - 1 —
Igualando as duas médias: g =W = =W = — Z log Y,
ML=
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e para a variancia o?

Variancia populacional = Var[X] = ¢ (no caso da distribui¢do normal)

1 -
Variancia amostral = s? = — Z(W’ —W)? (calculado diretamente da amostra)
m <

(5.7)
1 m
Tgualando as duas varidncias: 02 = s> = —
: 2
Lembrando que W; = logY;, parai = 1,2,...,m, temos finalmente, os estimadores de método de momentos
dos pardmetros u e o2 referentes & varidvel aleatéria lognormal
1 m
=— Z log¥; =log ¥,
m
(5.8)

1 & -
= —Z logV; —log ;)2
m :

Exemplo 5.4 (Varidvel aleatéria gamma) No caso da varidvel aleatéria gamma, com parametros ace g e

func¢do densidade de probabilidade )
_ a—-1_—y/B

a média e a varidncia populacionais sdo dadas por g = a3 e 02 = af?. Para uma amostra de valores
de severidades de perdas Y1,Y5,...,Y;,, para utilizarmos o método de momentos, devemos igualar os
momentos populacionais 1 e 02 aos momentos amostrais Y e s2. Note que, devido ao fato de termos dois

parametros livres « e 3, devemos utilizar dois momentos amostrais. Dessa forma,

_ 1 &
E Y = = Y —_ Yi~
[Y] =08 - E ,
1 (5.10)
Var[Y] = af* = —
arlY] = af = z::
e resolvendo a Eq. (5.10), obtemos os estimadores de método de momentos para o e
1ym 312 I T N0 P v
& = [m szl l /3 _. m 1= 1( ) ) (5.11)

%nzzll(}/i *Y)T %Zi:lyi

Exemplo 5.5 (Varidvel aleatéria beta) Para a varidvel aleatéria beta, com pardmetros o e g, e funcio
densidade

Te+8) /3)

1) = Fayria)¥

11 =)L, para y € (0,1), (5.12)
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a média e a varidncia sio dadas por

p=—= o2 = o (5.13)
a+p’ (a+ B+ 1)(a+B)2 ’
Para utilizar o método de momentos, dada uma amostra Y;,Ya,..., Yy, precisamos de duas igualdades

entre momentos populacionais e amostrais, ji4 que temos dois pardmetros livres & e 8. Procedendo da

mesma maneira que no caso da distribuicdc gamma, podemos fazer

5 - L m (5.14)
@ v\ 2
Var[Y] = GiPT DG r :32252(;@_)/) .

Resolvendo as duas equagdes acima em « e 3, encontramos os estimadores de método de momentos & e 3,

como fun¢ao da média e da varidncia amostrais Y e s2.

YZ_ S_YS2

2 b

I

&

(5.15)

[
I

_"<'C,_, =~

Q)
i
joN
by

No Exemplo 5.5 fica claro que nem sempre os estimadores de método de momentos apresentam
expressoes triviais. Mesmo assim, o método de momentos se constitui em um método muito utilizado
em aplicacOes, sendo bem mais simples e intuitivo do que o método de maxima verossimilhanca que serd
apresentado a seguir na Se¢do 5.2. O método de momentos é o percursor do muito utilizado atualmente
método de momentos generalizado, ou GMM (generalized method of moments) introduzido por Hansen
(1982a). Uma das vantagens do método de momentos e do método de momentos generalizados, em relagao ao
método de maxima verossimilhanca, é que o método de momentos e o GMM nao precisam da especificagao
da fungfo densidade completa, como ocorre no fato da estimacao via méxima verossimilhanga. O método
de momentos € 0 GMM precisam apenas do que chamamos de condigdes de momento que aparecem
nos exemplos dessa secao. Quando informagées sobre a fungao densidade estao disponiveis, o método de
maxima verossimilhanca utiliza melhor a informacio contida na amostra, no sentido de que o estimador
de méxima verossimilhanga tem melhor relagdo de compromisso entre viés e varidncia da distribuigao dos

estimadores.
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5.2 Estimacao via maxima verossimilhanga

Nesta secao descrevemos um dos métodos mais populares para estimacgido de pardmetros em modelos
estatisticos. Apesar de o método de maxima verossimilhanga nao apresentar a mesma simplicidade que
o método de momentos, ao utilizar o método de mdxima verossimilhanga, estamos em geral utilizando
o méaximo de informagdo disponivel nos dados para estimar os paramctros das distribuigdes de interesse.
Isso permite ao método de méxima verossimilhancga obter estimativas mais precisas, com menor variancia
(intuitivamente com uma menor margem de erro), do que o método de momentos. No jargao estatistico,

dizemos que os estimadores de méxima verossimilhanga so eficientes.

Para ilustrar o método de estimagéo via médxima verossimilhanga, considere uma amostra de frequéncia,
de perdas diarias X1, X3, ..., X,, para um determinado tipo de evento de perda. O nosso objetivo ¢ estimar
o pardmetro (ou pardmetros) de forma que a distribuigio considerada melhor se ajuste ao conjunto de dados.
Nos exemplos que se seguemn, vamos entdo aplicar esse método de estimagio para algumas das distribuicoes

de frequéncia descritas nas Sec¢oes 3.2 e 3.3.

Exemplo 5.6 (Varidvel aleatéria de Poisson) Para a variavel aleatéria de Poisson, lembremos que a funcéo
de frequeéncia é dada por
—/\Az
f(x):e—ml—, para = =0,1,2,.... (5.16)

A expressao acima fornece a fungdo densidade para cada uma das n observacoes de frequéncias de perdas em
X1, Xo,..., X, Supondo que as observagdes nessa amostra sao independentes umas das outras, podemos
escrever a funcgao de frequéncia conjunta entre as n observagdes como o produto das n funcoes densidades
para cada observacao individualmente. Dessa forma, a fungao de frequéncia conjunta vai ser

e—/\)\zl e—)\)\zz e—)\)\:m e—)\Azn

fler, o, 29, .. apn) = — X — X X X ——— (5.17)
Tyt Tt T3t In:

Da mesma maneira que a soma de uma sequéncia a; +ag +as + - - - + a,, pode ser representada pelo simbolo
de somatério Y ;.| a;, 0 produto da sequéncia a; x az X az X - -+ X a, pode ser representado pelo simbolo

de produtdério H?zl a;. Portanto, podemos reescrever a Eq. (5.17) como

n e—)\)\z,
f(l'l,l'Q,.TQ,..-,-’L'n):H‘_—‘——, (518)
=1
onde x1,2,...,Tn s80 os valores numéricos correspondentes as varidveis aleatérias Xy, Xs,..., X, na

amostra. O principio bésico do método de mdxima verossimilhanca consiste em encontrar o valor A
para o parametro A que maximize a funcdo f(x1,z2,®2,...,o,) apresentada na Eq. (5.18). Nesse caso,
podemos escrever a funcdo f(zq,z2,z2,...,%,) explicitamente como uma fun¢io de A. Essa funcao escrita

explicitamente como fungdo do pardmetro (ou dos parametros) a ser estimado é conhecida como funcao de
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verossimilhanga e é representada pelo simbolo L(\). Em inglés, a fun¢do de verossimilhanga é denominada

likelihood function, o que explica a notagao L(A).

Em forma mais compacta e matematicamente mais elegante, podemos dizer que o estimador de
méaxima verossimilhanga A do pardmetro A, supondo que a amostra de frequéncias independentes de

perdas X1, X>, ..., X, advém de uma varidvel aleatdria de Poisson, é o valor A que maximiza a fun¢ao de

verossimilhanca
L e AT
L)) = 1;[1 —T (5.19)
ou seja,
A = argmax L()) = arg axf[" AT (5.20)
= argmax = argma o .

Equivalentemente, devido ao fato de a fungdo logaritmica ser estritamente crescente, o valor A que
maximiza L(A) é o mesmo valor que maximiza o logaritmo da fungdo de verossimilhanca log L(A).
Além disso, o logaritmo da funcdo de verossimithanca é bem mais tratdvel tanto analiticamente
quanto computacionalmente. Por esse motivo, essa fungdo é denominada na literatura de funcao de
log-verossimilhanga. Especificamente para varidvel aleatéria de Poisson, a funcdo de log-verossimilhanca
pode ser escrita como
n Ay n n
log L(\) = log H —— | = —nA+ 10g/\Z:1:i - Zlog:ci! (5.21)
i=1

;!
i=1 ¢ il

Na passagem acima, utilizamos o fato de que o logaritmo do produto é a soma dos logaritmos. O estimador

de maxima verossimilhanca entéo serd o valor de A que maximiza a fungao log L(A) acima.

Especificamente para varidvel aleatdria de Poisson, maximizar a funcao log L{\) acima é uma tarefa
relativamente simples, com base nos procedimentos bdsicos de cilculo. De fato, derivando a fungio log L{))

em A e igualando a zero, obtemos uma forma explicita para o estimador de méxima verossilhanga A:

D>
Il
SARS

f_jxi _ X (5.22)
i=1

O grafico superior na Figura 5.1 apresenta o grafico da funcao de log-verossimilhanga para uma
amostra ajustada a uma distribuicio de Poisson discutida no Exemplo 5.6. Observe que a fungao de
log-verossimilhanca apresenta apenas um ponto de maximo local. Isso é caracteristico da varidvel aleatdria
de Poisson e de algumas outras distribuiges pertencentes a uma familia de varidveis aleatorias conhecida

como distribuicoes da familia exponencial. Para varidveis aleatérias um pouco complexas, a funcio de
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verossimilhanca pode apresentar mais de um méximo local. o que pode incorrer em algumas dificuldades

(felizmente sandveis) nos processos de estimagao.

O leitor deve ter percebido que o estimador de maxima verossimilhanga de A coincide com o estimador
de método de momentos de X. Esse fato acontece em alguns casos apenas, como no caso da variavel aleatéria
de Poisson. Para a maioria das distribuicoes, os estimadores de méxima verossimilhanga e de método de
momentos sido diferentes algebricamente. Porém, quando o tamanho da amostra vai para infinito, esses dois

estimadores passam a coincidir numericamente.

Fungdo de log-verossimilhanga para a Poisson

0 T T T T T
-2000 - / 1
( lambda max = 10.0367 ]
-4000 4
“6000 I L 1 | |
0 5 10 15 20 25 30

Fungdo de log-verossimilhanca para a Geométrica parametro lambda

T T L T
~1000} 1
~1100F / 1
~1200 ‘ p max = 0.0906 —|
~1300
~1400} A
~1500 I | | 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

parametro p

Figura 5.1: Func¢ao de log-verossimilhanga para a varidvel aleatéria de Poisson e para a varidvel aleatéria geométrica.

Exemplo 5.7 (Varidvel aleatéria geométrica) No caso de uma varidvel aleatéria geométrica, o
procedimento usado para obter uma estimativa do parametro livre p usando o estimador de méaxima
verossimilhianga é bem parecido com o empregado no caso da variavel aleatéria de Poisson. Inicialmente,
encontramos a funcao de densidade conjunta para as n observagdes da amostra Xi, Xs, ..., X, supondo
independéncia entre elas. Por causa da independéncia, a funcdo de densidade conjunta f(xy,xs,...,2,)

serd dada pelo produto de cada func¢io densidade individualmente. Dessa forma,

fl@r,xa, ..., 2y) = H flx:) = Hp(l —p)*. (5.23)

t==1 i=1

A partir da funcao densidade conjunta, podemos derivar a fun¢io de log-verossimilhanga, que serd

maximizada para encontrarmos a estimativa de maxima verossimilhanca p. A partir da expressdo anterior
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para a fun¢do de densidade conjunta, a funcio de log-verossimilhanca tem expressao

log L{p) = nlogp + log(l — p) Z;lti. (5.24)
i=1

Observe que escrevemos a fungdo de log-verossimilhanga log L(p) como uma fungao explicita do pardmetro
livre p. O grdfico inferior na Figura 5.1 apresenta a funcio de log-verossimilhanca para uma amostra
hipotética de frequéncias didrias de perdas operacionais. Observe que esta fungio apresenta um unico
maximo local, que corresponde ao estimador de méxima verossimilhanca de p. Similarmente ao caso da
estimacao do parametro A para a varidvel aleatéria de Poisson, o maximo da funcio log L(p) pode ser
encontrado analiticamente, bastando derivar a func¢ao log L(p) e igualar a derivada a zero. A solugdo

explicita entdao para a fungdo de verossimilhanca é simplesmente

=t = (5.25)

Novamente, como vimos no Exemplo 5.7, a forma da fungdo de log-verossimilhanca permite que
encontremos uma férmula explicita para o estimador de méxima verossimilhanca do parametro livre
procurado. No entanto, na maioria dos problemas, ndo é possivel encontrar o valor do paradmetro
que maximiza a funcdo de méaxima verossimilhanga explicitamente, e temos que recorrer a métodos
numéricos de maximizagao. No préximo exemplo, nos deparamos com esse problema, onde a funcao de

log-verossimilhanga agora passa a depender de dois parametros livres, ao invés de apenas um.

Exemplo 5.8 (Varidvel aleatéria binomial negativa) A funcho densidade da varidvel aleatoria binomial

negativa tem expressao

o) = gt 2)

mpr(l - p)j. para r € {0. 1,2,3, . .}, (526)

e, portanto, a funcdo de log-verossimilhanca é dada por:

log L(r,p) = —nlogT(r) + rnlogp + Z logT(r + ;) — Zlogf‘(l + ;) + log(1 - p) Zzz

=1 i=1 i=1

Observe agora que a funcdo de log-verossimilhanga é fun¢ao dos dois parametros livres r e p. Para
encontrar o estimador de maxima verossimilhanca desses dois pardmetros, temos que encontrar os valores
que maximizam a funcdo log L(r,p). Diferentemente das distribui¢des de Poisson e geométrica, para a
distribuigdo binomial negativa, néo é possivel escrever explicitamente expressoes para os estimadores de

méxima verossimilhanga ¥ e p, derivando-se a funcao log L(r,p) e igualando as derivadas a zero. Nesse
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caso, os valores de r e p que maximizam a funcdo log L(r. p) devem ser encontrados numericamente, via

algoritmos computacionais. Isso é justamente o que a maioria dos programas estatisticos fazem.

Exemplo 5.9 (Varidvel aleatéria gamma) Imagine agora que queremos ajustar uma varidvel aleatdria
gamma a um conjunto de dados de severidade (valores monetdrios) dos eventos de perdas operacionais.

Nesse caso, o nosso objetivo é encontrar os valores de a e 3 na fungio densidade

1 a—1_—y/3
f) = frayaay™ e para y € (0,00) (5.27)
que melhor se adequam & massa de dados disponiveis Y7,Ys,Y3,...,Y,,. Similarmente aos trés exemplos

anteriores, a funcao densidade conjunta, supondo que os eventos sdo independentes, pode ser escrita como

m m

Fyn,.oym) = [[ Fw) = 11 Wl)ﬁa‘y?_le_yl/ﬁ- (5.28)
i=1 i=1

A partir da funcdo de densidade conjunta, podemos escrever a funcio de log-verossimilhanca log L(«, 3),
que pode ser obtida diretamente aplicando a transformacdo logaritmica & funcdo de densidade conjunta

acima.

log L{a, B) = —malog 8 — mlogl'{a) + (o — 1) Zlog Yi — %Zyl (5.29)
i=1 i=1

Para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca de o e 3, temos que encontrar os valores de
a e f que maximizam a funcéo log L{w, 3). Derivando e igualando as duas derivadas a zero nao fornecem
expressao fechadas para as estimativas & e /3’ , diferentemente do que acontece no caso da distribuicao de
Poisson e da distribuigdo geométrica. Similarmente & distribui¢ao binomial negativa, dada uma amostra
Y1,Y2,.... Y, temos que empregar métodos numéricos para encontrar os pontos de méaximo da fungio de
log-verossimilhanca. Esses métodos de maximizacgao estio disponiveis na maioria dos programas estatisticos

e matemadticos (como o Matlab e o Gauss), e em planilhas eletronicas, como Excel.

5.3 Distribuicao dos estimadores, viés e consisténcia

Um dos problemas principais na estimacao de parametros em modelos estatisticos é a preocupacao sobre o
que de fato estamos obtendo com o estimador. Por exemplo, gostariamos de saber em média qual o valor
obtido para a estimativa do parametro, a partir de uma amostra de tamanho n. Idealmente, queremos
que o estimador utilizado para estimar um parametro p, por exemplo, resulte em média no valor de g

populacional. Quando isso acontece, dizemos que o estimador é nao viesado.*

4Em inglés, esses estimadores sdo denominados unbiased estimators.
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De forma mais geral, seja § €  um pardmetro de um modelo paramétrico o qual queremos estimar. Para,
esse parametro, construimos um estimador ¢, via métodos dos momentos ou via maxima verossimilhanca,
por exemplo. Dizemos que o estimador # é nao viesado para o parametro 4, quando E[f] = 8; ou seja, o

valor esperado do estimador 8 é igual ao parametro de interesse.

Um ponto importante nessa diseussao € o fato de que um estimador é uma funcao da amostra, que sao
variaveis aleatérias. Portanto, o estimador também é uma varidvel aleatéria, e consequentemente também
tem uma funcao distribui¢do acumulada, podendo ter também uma func¢éo densidade de probabilidade.
Além disso, podemos calcular os momentos para o estimador, da mesma forma como é feito para qualquer

outra varidvel aleatdria. Os préximos exemplos ilustram melhor esses conceitos.

Exemplo 5.10 (Varidvel aleatéria de Poisson) Conforme vimos acima, para uma amostra X1, Xo, ..., X,
de observacoes independentes de uma variavel aleatéria de Poisson, com parametro A, um estimador de

método de momentos para A é dado pela média

;\_X1+X2+'-'+Xn

n

Note que, dado que X1, .. ., X, sao varidveis aleatdrias, a média aritmética também é uma varidvel aleatdria.
O valor esperado do estimador A pode ser derivado utilizando as propriedades do valor esperado, conforme

visto no capitulo anterior. Portanto,

o X1+Xo0+--4+ X X X
E[)\]:E[ 1 F Aot T Xn ) _pl X X
n n n
X X E E[X,
:E[—1 + +E[—}_ X+ 4 BlX,
n n
No entanto, é importante lembrar que F[X;] = A, dado que cada varidavel X; tem uma distribuigdo de

Poisson com parametro A. Portanto,

e pela defini¢do acima o estimador A é néao viesado.

Exemplo 5.11 (Varidvel aleatdria exponencial negativa) No caso da varidvel aleatéria exponencial
negativa, com parametro A, de acordo com a parametrizacdo acima, o estimador de método de momentos

é dado por

>

T
X+ + X,

N\,

ol =
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O estimador acima coincide com o estimador de maxima verossimilhanga. Mostraremos que E[(A] # A, e o

estimador ¢é viesado. De fato,
Xi+--+ X,

4

S| =

n

e, portanto,
Xy 4+ X

S| ==
> | =

Na dltima igualdade acima, utilizamos o fato de que o valor esperado de uma varidvel aleatéria exponencial
negativa é igual a 1/, e seguimos os mesmos argumentos na deriva¢do do exemplo anterior. A auséncia de
viés para o estimador A\ apareceria caso tivéssemos

1 1 1

Acontece que a igualdade E [—;—] = nao é verdadeira, e portanto E[A] # A.

i
E[3]

Exemplo 5.12 (Varidvel aleatéria lognormal) Para a varidvel aleatéria lognormal, o estimador de

momentos para o parametro p, com bhase em uma amostra Xy,..., Xy, é dado pela expressao

Portanto,

X 1 & Ellog X1} + - - - + E[log X,
E[f] =E|-) logX;| = :
6] =E|~ ; og

n

Lembrando que, se X tem distribui¢ao lognormal com parametros p e g, entdo a varidvel W = log X tem
distribuigao normal com média u e variancia o2. Portanto, E[log X1] = ... = E[log X,,] = p, levando-nos

a concluir que E[] = u, e o estimador de & é nao viesado.

Conforme vimos acima, ndo necessariamente os estimadores utilizados na prdtica sao nao viesados. Entao
por que utiliza-los, se podemos estar incorrendo em estimativas “enganosas”? Acontece que, apesar de
alguns estimadores serem viesados, eles apresentam uma caracteristica que ainda os tornam atraentes.
Esses estimadores sao conhecidos como estimadores consistentes. O conceito de estimadores consistentes
ficarda mais claro quando estudarmos as simulagoes de Monte Carlo para descrever as caracteristicas das
distribuicdes dos estimadores. Intuitivamente, um estimador é dito consistente quando o viés converge para

zero quando o tamanho da amostra tende para infinito.
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5.4 Simulacoes de Monte Carlo

Para entender melhor o conceito de viés do estimador e o conceito de distribuigao dos estimadores, vamos
apresentar alguns exercicios de simulacdes de Monte Carlo. Simulagoes de Monte Carlo sio um instrumento
bastante utilizado em diversas dreas para a avaliacio de cendrios onde um componente estocastico
(aleatdrio) estd presente. Por exemplo, em avaliagoes de viabilidade de projetos, onde os fluxos futuros
de receitas e dispéndios sao incertos, por meio da inser¢ao de aleatoriedade nesses componentes de receitas
e despesas, é possivel simular quais seriam os valores para indicadores de viabilidade econdmico-financeira
(payback time, valor presente liquido, taxa de desconto etc.) para o projeto, para diferentes cenarios

aleatdrios das varidvels incertas. Para andlise estatistica, o componente estocastico é a amostra coletada.

Neste texto, simulagdes de Monte Carlo serdo utilizadas para transmitir a intuicdo por trds das
distribuigtes dos estimadores. Para isso, iremos “brincar”de ser Deus, onde geraremos as observacgoes a
serem coletadas nas amostras pelos seres mortais, e investigaremos como os mortais interpretam os nossos
sinais divinos, por meio das ferramentas estatisticas. Para isso, antes de mais nada, precisamos definir qual
o processo gerador de dados que iremos utilizar para gerar as observacdes. No nosso primeiro exemplo,
iremos supor que o processo gerador de dados é uma distribuicdo exponencial negativa, com paradmetro
real A = 3. Obviamente esse valor real é conhecido apenas por nods, seres divinos. Aos humanos cabem
coletar os valores que iremos gerar, a partir do processo gerador de dados escolhido, e tentar inferir qual o

processo gerador de dados divino.

Vamos entdo gerar uma amostra aleatéria de n = 5, observagdes a partir da nossa varidvel aleatoria
exponencial negativa, com A = 3. Os valores gerados sdo: z; = 0,6076, x5 = 0,0496, 3 = 0,0978,
z4 = 0,0648, 5 = 1.3505. Para essa amostra, podemos utilizar o estimador de maxima verossimilhanca
para A, obtendo A=1 /T = 2,3001. Obviamente, esse valor obtido pelos humanos, com base na amostra de
n = 5 unidades estd bem abaixo do valor real de A = 3. Imagine agora que outro grupo de pesquisadores
coletou ontra amostra de n = 5 unidades, geradas a partir do mesmo processo gerador de dados (ou seja,
da mesma distribuigdo exponencial negativa). Para essa nova amostra, os pesquisadores obtiveram uma
estimativa A = 3, 8921, que esta acima do valor real A = 3. Um terceiro grupo de pesquisadores coletou uma
outra amostra de n = 5 unidades e chegou a um valor estimado igual a A= 3.2123, que estd mais proximo
do valor real. Imagine agora que, ao invés de 3 grupos de pesquisadores, 100.000 ou 1.000.000 de grupos
de pesquisadores coletassem, cada qual, uma amostra diferente de n = 5 unidades, independentemente.
Gostarfamos de saber qual o comportamento dos 100.000 ou 1.000.000 valores estimados A por cada grupo.
Justamente o comportamento desses valores encontrados para a estimativa é que nos fornecerdo uma
ideia da distribuicdo do estimador. Ji que estamos tratando de viés dos estimadores nesta secao, a
primeira pergunta ¢ “em média. o estimador de méxima verossimilhanga, para o parametro da distribuicio
exponencial negativa, € igual ao valor real do parametro?”. Analiticamente, vimos anteriormente que isso
nao € o caso, havendo um viés de estimacao no caso do parametro da varidvel aleatdria exponencial negativa.

Vamos entdo checar esse fato via simulacées de Monte Carlo.
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Iremos entdo simular 100.000 amostras, cada qual com n — 5 unidades, a partir de uma variavel
aleatoria exponencial negativa, com parametro A — 3. Para cada uma dessas amostras, iremos estimar
0 parametro A via maxima verossimilhanca, com A = 1/&r. O gréafico superior esquerdo da Figura 5.2
apresenta o histograma para as 100.000 estimativas do parédmetro A. Esse histograma fornece claramente
o formato da funcdo densidade de probabilidade do estimador de maxima verossimilhanca A. Lembremos
que o estimador de m&xima verossimilhanga é uma fungdo da amostra, e portanto também é uma variavel
aleatéria. A média para os 100.000 valores estimados A é igual a 3.7403, que € maior do que 3 (valor real
do parametro A). Portanto, claramente esse exemplo de simulages ilustra o viés que existe no estimador
de méaxima verossimilhanca para A. Além disso, o desvio padrdo dos 100.000 valores calculados, que nos
fornecem uma ideia da imprecisdo das estimativas resultou igual a 2.1343.

Estimativas com n =5 Estimativas com n = 10

Figura 5.2: Simulages de Monte Carlo para MV do pardmetro de uma variavel aleatéria exponencial negativa.

Vamos investigar agora o que acontece com a distribuicdo do estimador de méxima verossimilhanga
quando as amostras geradas e utilizadas para estimacdo do pardmetro A aumentam. Inicialmente, vamos
utilizar amostras de tamanho n = 10, ao invés de n = 5. O histograma dos 100.000 valores estimados A
com base nessas novas amostras gerados de tamanho n = 10 estd apresentado no grafico superior direito
da Figura 5.2. A média para essas novas estimativas agora é 3.3321; ainda diferente do valor real, mas ja
com um viés menor. O desvio padrao das 100.000 estimativas agora é igual a 1.1756; havendo, portanto,
uma reducdo tanto no viés quanto na impreciséo.

Os gréficos esquerdo e direito inferiores da Figura 5.2 apresentam os histogramas para simulagfes com
amostras de tamanhos n = 30 e n = 300 respectivamente. As novas médias para as 100.000 estimativas
sdo 3.1006, 3.0106, e os desvios padrdes sdo 0.5834, 0.1744. Portanto, 0 aumento da amostra tem de fato
um impacto de reducdo sobre o viés da estimativa, como também sobre a imprecisdo dos estimadores.
Além disso, note no formato dos quatro histogramas apresentados Figura 5.2 que, a medida que a amostra
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aumenta, as funcdes densidade de probabilidade da variavel aleatdria A se aproxima mais e mais da funcéo
densidade de uma varidvel aleatdria normal. Esse resultado observado nos histogramas é explicado pelo
teorema central do limite, que sera discutido no Capitulo 6. Para n = 300, o valor do viés € igual a
3.0106 — 3 = 0.0106, ja bastante proximo de zero. Portanto, as simula¢Ges de Monte Cario também ilustram
a consisténcia do estimador de maxima verossimilhanga, que é um estimador viesado e consistente no caso
do parametro da variavel aleatdria exponencial negativa.

Para ilustrar a distribuicdo do estimador de méxima verossimilhanga em um caso onde ele é ndo viesado,
a Figura 5.3 apresenta os histogramas para 100.000 estimativas para amostras aleatOrias geradas a partir
de uma variavel aleatdria de Poisson, com parametro A = 2. Ou seja, 0 processo gerador de dados agora
ndo é mais uma exponencial negativa, mas sim uma variavel aleatoria de Poisson. O estimador de maxima
verossimilhanga nesse caso é A = X, que mostramos ser ndo viesado, de acordo com a subsecdo anterior. As
médias das 100.000 estimativas sdo 1.9974, 1.9983, 1.9989, 1.9999, paran = 5,10,30 e 300 respectivamente,
enquanto os desvios padrées sdo 0.6343, 0.4466,0.2583, 0.0819. Novamente, notamos que (1) o desvio padrdo
(ou seja, a imprecisdo) das estimativas reduz-se a media em que a amostra aumenta; (2) a medida que o
tamanho da amostra aumenta, a funcao densidade de probabilidade da varidvel aleatéria A aproxima-se mais
da fungdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria normal. Além disso, os viéses calculados
foram iguais a 0, para todos os tamanhos de amostra, ilustrando que o estimador de maxima verossimilhanca
no caso da variavel aleatoria de Poisson é ndo viesado.

Estimativas comn =5 Estimativas com n = 10

Figura 5.3: SimulagGes de Monte Carlo para o MV do pardmetro de uma variavel aleatdria de Poisson.

Finalmente, vamos apresentar os resultados de simula¢cdes de Monte Cario onde o processo gerador de
dados ndo é mais uma variavel aleatoria com apenas um parametro livre. Vamos considerar agora que as
amostras geradas obedecem a uma variavel aleatéria gamma, com parametros a = 4 e (3 = 6. Novamente
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iremos gerar amostras de tamanhos n = 5,10,30 e 300, e para cada amostra gerada iremos estimar 0s
parametros a e ft via maxima verossimilhanga. Os histogramas para as estimativas para o parametro a
estdo apresentadas na Figura 5.4, enquanto os histogramas para as estimativas para o parametro ft estdo
apresentadas na Figura 5.5. As médias das estimativas para 0 parametro a sao 9.6569, 5.5662, 4.4180,
4.0373, enquanto os desvios padrfes das estimativas sdo 17.1019, 3.3447, 1.2165, 0.3220, respectivamente
para os tamanhos de amostra n = 5,10,30 e 300. As médias das estimativas para o parametro ft sdo 4.8076,
5.4084, 5.8179, 5.9830, enquanto os desvios padrdes das estimativas sdo 3.4731, 2.6112, 1.5373, 0.4999.

Estimativas com n = 30 Estimativas com n = 300

Figura 5.4: Simulag¢6es de Monte Carlo para MV do pardametro a de uma variavel aleatéria gamma.

Novamente, a partir das simulacbes de Monte Cario podemos perceber que: (1) os estimadores para
0s parametros a e ft sdo viesados; (2) o viés das estimativas converge para zero quando a amostra tende
para infinito, ou seja, o estimador é consistente; (3) a imprecisdo das estimativas (desvio padrdo) decresce
quando a amostra aumenta; (4) as fungdes densidade de ambos os estimadores (6 e ft) se aproximam da
funcao densidade de uma variavel aleatéria normal. No entanto, quando o tamanho da amostra aumenta,
o efeito sobre a distribuicdo das estimativas dos parametros a e ft vai além da aproximacdo da normal
para cada parametro individualmente. De fato, a distribuicdo conjunta das estimativas converge para uma
distribuicdo normal multivariada. Esse fato analitico é suportado pelos graficos de dispersdo na Figura 5.6,
onde as estimativas para o parametro ft sio comparadas as estimativas para o parametro a. Note que,
existe de fato uma relacdo negativa entre as estimativas & e ft. Ou seja, quando a amostra é coletada é tal
que a estimativa para o parametro a esta acima do seu valor real, a estimativa para o parametro ft fica,
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em média, abaixo do seu valor real. A reciproca também é verdadeira. Além disso, a relacdo negativa entre
o0s estimadores & e /? torna-se mais linear quando a amostra aumenta.5

Estimativascomn =5 Estimativas com n = 10

Figura 5.5: Simulacdes de Monte Carlo para MV do parametro d de uma variavel aleatéria gamma.

5.5 Imprecisdo das estimativas

Nas se¢des anteriores, analisamos o problema de viés e imprecisdo dos estimadores. Também estudamos
o efeito do tamanho da amostra sobre a distribuicdo dos estimadores; quando n aumenta, a distribuicdo
dos estimadores tende para uma distribuicdo normal. Na Secdo 5.3, ilustramos por meio de exemplos
como detectar, quando possivel, a presenga ou ndo de viés nos estimadores. Mostramos que, mesmo sem
efetuar simulagdes de Monte Cario, é possivel mostrar que o estimador de maxima verossimilhanga para
0 pardmetro de uma variavel aleatéria de Poisson é ndo viesado; foi possivel mostrar que o estimador
para 0 parametro de uma variavel aleatdria exponencial negativa é viesado. A pergunta a ser abordada
nesta secdo é a seguinte: “é possivel inferir a dispersdo, ou imprecisdo dos estimadores dos parametros,
analiticamente, sem efetuar simulacGes de Monte Carlo?””. A resposta é sim. Vamos apresentar algumas
técnicas comumente utilizadas para encontrar a dispersdo, medida pelo desvio padrdo (ou variancia), de um
estimador. Inicialmente, trataremos do célculo da imprecisdo de estimadores de maxima verossimilhanca.

5Essa relacdo negativa é uma consequéncia do termo alog/3 que aparece na funcdo de maxima verossimilhanga para esse
caso que esta apresentado no Exemplo 6.11.

174 | Carvalho, Cajueiro e Camargo



Gréfico de dispersdo paran =5 Gréfico de disperséo para n = 10

Figura 5.6: Graficos de dispersdo para as estimativas via MV dos parametros a e de uma variavel aleatéria
gamma.

Considere novamente um processo gerador de dados a partir de uma variavel aleatéria de Poisson, com
parédmetro A qualquer. Vimos na Sec¢do 5.2, no Exemplo 5.6, que a fungdo de log-verossimilhanca para uma
amostra de tamanho n é dada por

. n n
Z) = logL(A) = log [] <" = -nA +logAZj - 57 logxj, (5.30)

i=l t=I

onde a\ corresponde ao fatorial do nimero inteiro a. Imagine que temos uma amostra disponivel de tamanho
n = 5, gerada a partir de um processo gerador de dados com A = 2, conforme simulacfes apresentadas na
Secdo 5.4. Para essa amostra, a funcao de log-verossimilhanga esta apresentada no grafico superior esquerdo
da Figura 5.7.

Os demais gréaficos da Figura 5.7 apresentam as fungdes de log-verossimilhanga para amostras geradas
comn = 10, n = 30 e n = 300. Note que o formato da funcdo é bastante parecido para os quatro valores de
n. A diferenca é que a fungdo Z(A) torna-se mais “afiada”a medida que a amostra aumenta. De fato, note
que para n = 5, a diferenca absoluta entre Z(I) e Z(2) é de 5 unidades, enquanto que para n = 300, essa
diferenca passa a ser de 200 unidades. Quanto mais afiada a funcéo de log-verossimilhanga, mais preciso é
o0 estimador de maxima verossimilhanga, dado que o0 maximo da funcéo fica mais claro. Temos, entdo, uma
primeira indicacdo de que uma forma de medir a precisdo das estimativas venha de uma medida de quéo
afiada seja a funcdo de log-verossimilhanca. Essa medida é dada justamente pela concavidade da funcéo de
log-verossimilhanga, que pode ser quantificada pela segunda derivada desta fungdo no ponto de maximo.
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Log-verossimilhanga paran = 5 Log-verossimilhanca para n = 10
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Figura 5.7: Fungao de log-verossimilhanga I{A) para amostras aleatérias simuladas para uma varidvel aleatéria de
Poisson.

Com base na Eq. (5.30), a primeira derivada é dada por

d 1<
al(/\) = —n+ X ;li,

e a segunda derivada tem expressao
n

&? 1
d/\Ql( = _—Ez

No ponto de méximo da fungao I(A), o parAmetro serd A = ¥, que é justamente o estimador de maxima
verossimilhanca, pela prépria definicao desse estimador. Portanto, o valor da segunda derivada no ponto

de maximo é dado por

. 1 n
)\ — i = - = *——~_7 5.31
d)\2 ( = = E T 5 NT P (5.31)

ja que Y| @; = n¥. Nos quatro gréficos apresentados na Figura 5.7, os valores para a segunda derivada
calculada no ponto de mnaximo, calculados com base na Eq. (5.31), s40-1.9231,-3.5714, -15.7895, -141.5094,
para n = 5,10,30 e 300 respectivamente, indicando que a concavidade da funcdo log-verossimilhanca

aumenta com o tamanho n da amostra.

Voltemos as simulagtes de Moute Carlo da Secao 5.4, para estudar o viés do estimador de méxima

verossimilhanca, no caso da varidvel aleatéria de Poisson. Para cada amostra simulada, estimamos a
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estimativa A para o parametro A. Vamos acrescentar. para cada amostra gerada, o calculo da concavidade
dada pela segunda derivada da funcio de log-verossimilhanga, no méximo estimado, de acordo com a
Eq. (5.31). Vamos calcular a média desses valores de concavidade para as 100.000 amostras geradas,
para os diferentes tamanho n de amostra. As médias calculadas para as 100.000 amostras sao %l(;\) =
-2.8246, -5.2773, -15.2525, -150.2370, para n = 5,10, 30 e 300 respectivamente. Para essas médias obtidas,
calculemos as medidas \/~1/ — 2.8246 = 0.5950, \/—1/ — 5.2773 = 0.4353, V—1/ —15.2525 = 0.2561,
\/:1/——1‘50—.’2?76 = 0.0816. Quando comparamos esses valores 0.5950, 0.4353, 0.2561, 0.0816 aos desvios
padrées 0.6343, 0.4466, 0.2583, 0.0819, apresentados na Secao 5.4, notamos a quase perfeita similaridade.
Isso nos sugere que a variancia das estimativas para o parimetro A via maxima verossimilhanga possa ser

calculada simplesmente pela expressao

Var[A] = —

enquanto o desvio padrao é dado pela expressao

Desvio padrao[A] =

onde A representa o valor verdadeiro do parametro, que no caso das simulagoes acima tem valor Ag = 2. Nas

simulagdes, o valor esperado E[-| foi estimado via média dos valores calculados para as 100.000 simulagoes.

A grandeza I{Ag) = E[—%l (X0)] é conhecida como coeficiente de informagdo de Fisher. Pode-se
mostrar analiticamente que de fato a varidncia da distribuicao do estimador A é dada pela expressdo
Var[A\] = 1/I(\¢), enquanto o desvio padrdo é simplesmente 1/ \/RB\O—). Podemos entdo utilizar essas
expressoes para calcular analiticamente o desvio padrao para os exemplos de estimagdo via méxima
verossimilhanca para a varidvel aleatéria exponencial negativa e para a varidvel de Poisson, conforme

exemplos a seguir:

Exemplo 5.13 (Célculo do desvio padrio do estimador do parametro livre da distribui¢do de Poisson)
Para a varidvel aleatéria de Poisson, no ponto A = Ag, onde A\g é o valor verdadeiro do pardmetro, temos

a expressao

d? 1 &
_l >\ - N 2]
el = =3 "
e, portanto,
d? 1 & 1 & 1 < n
E — = = - fi] = 5 E il = T3 )\ = T,
[ d)\zl()\o)] E]:/\OQ 2 I] e 2 3] Y 2 W
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usando a definicao do coeficiente de informacao de Fisher, chegamos no valor para o desvio padrao do

Desvio padrao[A] = 1/ _)‘EQ.

Note que, para Ay = 2,en = 5, 10, 30, 300, temos 4/ ’\f =0.6325,0.4472, 0.2582 e 0.0816, que sao justamente

os valores encontrados nas simulagdes da Se¢do 5.4 para o desvio padréo das distribuices dos estimadores

A

estimador de maxima verossimilhanca

Exemplo 5.14 (Célculo do desvio padréo do estimador do parametro livre da distribuicdo exponencial
negativa) Para a distribui¢do exponencial negativa, a funcéo de log-verossimilhanca, com base em uma

amostra de tamanho n, tem expressdo

{A) =nlogh— /\in.

i=1

A primeira derivada em um ponto qualquer X é dada por
d n .
al(/\) = X - ;ﬂfi,

e a segunda derivada tem expressao
d? n
' =3

e tem-se o coeficiente de informagao de Fisher dado por

E[—d—‘%mo)} =5

O desvio padrao da distribui¢dc para o estimador X tem valor Ao /+/n. Nas simulagoes da Secdo 5.4, o
exemplo com a varidvel exponencial negativa supos que A9 = 3. Com base nesse valor e nas amostras de
tamanho n = 5,10, 30,300, o desvio padrao da distribui¢do do estimador assume valores 1.3416, 0.9487,
0.5477 e 0.1732. O leitor pode observar que esses valores coincidem com os valores apresentados para os
desvios padroes nas simulagoes na Secao 5.4. Na préxima secéo, estenderemos os resultados do cdlculo da
imprecisao das estimativas via méxima verossimilhanca para distribui¢des onde hd mais de um parametro

livre.
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5.6 Estimacao via maxima verossimilhanca no caso geral

Nas se¢oes anteriores, apresentammos diversos exemplos e simulagdes de Monte Carlo para ilustrar a utilizagao
do estimador de maxima verossimilhanca. Nesses exemplos, abordamos alguns pontos da implementacao
desse estimador para encontrar os parametros de distribui¢cbes paramétricas simples. Analisando os
exemplos apresentados na se¢do anterior, podemos visualizar um padrdao geral de procedimento, que
corresponde justamente ao processo de estimagao via maxima verossimilhanca amplamente coberto na,

literatura estatistica. Nesta segdo, discutimos as linhas gerais dos estimadores de maxima verossimilhanca.

Considere entdo uma varidvel aleatéria Y;, com funcao densidade f(y;;0), onde 8 é um vetor de k
parametros livres, que devem ser estimados a partir de uma amostra disponivel y1, ..., y,, de tamanho n.
Supondo que as n observagdes na amostra sao independentes, a fungio de verossimilhanga pode ser escrita

como n

L) = [] fws: ). (5.32)

=1

O estimador de méxima verossimilhanga do vetor de parAmetros 6 corresponde ao vetor que maximiza a.
fungao de verossimilhanga L(#) a partir da amostra 1, ..., y,. Por razoes computacionais e analiticas, ao
invés de maximizarmos diretamente a funcéo L(6), é preferivel maximizar o logaritmo da fungao L(#), que
é conhecido como fungdo de log-verossimilhanca (log-likelihood function). A funcdo de log-verossimilhanca

pode entao ser escrita como

UO) =D _log f(yi; 0) (5.33)

Portanto, podemos escrever o estimador de maxima verossimilhanga # como

n

f = arg 131635(; log f(y:;6), (5.34)

onde © é o espaco de pardmetros. O procedimento de méaxima verossimilhanca é utilizado tanto em
modelos mais simples, conforme visto nesse capitulo, quanto em modelos mais complexos, como é o caso
dos modelos de distribui¢ées combinadas (mizture models) e os modelos de distribuigdes intervalares que

serao apresentados no Capitulo 7.

Além da estimativa pontual dos parametros no vetor é, é interessante também ter uma ideia da
imprecisao decorrente dessa estimacao. A ideia é que, quanto maior o tamanho da amostra, mais informacées
temos sobre o pardmetro que estamos querendo estimar e obviamente menor o grau de imprecisao. Em
todo o caso, ¢ importante termos uma indica¢do numérica para essa imprecisao. Felizmente, a literatura
estatistica j& apresenta varios resultados consolidados sobre como calcular esse grau de incerteza na

estimativa paramétrica obtida, conforme visto na secdo anterior, para distribuicoes com apenas um
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parametro livre. De fato, dado que o vetor estimado § é uma funcéo de varidveis aleatérias yi, ..., ¥n,
tem-se que 6 também é uma varidvel aleatéria. Portanto, para 6 vale toda a discussdo sobre varidveis
aleatdrias, apresentada ao longo Capitulo 3. A pergunta entdo é: “dado que 6 é uma varidvel aleatéria,
qual a distribuigao de 67 Além disso, ja que estamos interessados na incerteza do estimador de méaxima
verossimilhanga, qual a variancia (ou o desvio padrao) da distribuigao de 77 Essas perguntas nao possuem
respostas simples na grande maioria das fungbes f(y;;6) comumentes encontradas na pratica. Felizmente,
alguns resultados existem para as situagdes onde o tamanho da amostra n é suficientemente grande. Esses
resultados sao conhecidos como resultados assintdticos, ou resultados advindos da teoria assintética.
Na pratica, mesmo com amostras com tamanhos ndo muito grandes, podemos utilizar os resultados
assintéticos, supondo que esses resultados sdio boas aproximagbes para as distribuicbes reais, para as
amostras disponiveis.®

Pode-se mostrar que, quando n é grande,” a varidvel aleatéria 6 é consistente e tem distribuicdo que
se aproxima de uma distribui¢dio normal multivariada discutida na Secdo 4.5, e essa aproximagéo é téo
melhor, quanto maior for o tamanho n da amostra. Além disso, a matriz de variancia-covariancia 3 dessa

distribui¢cdo normal multivariada pode ser aproximada por

¥~ I(60)7, (5.35)

onde I(fp) é a matriz de informagao de Fisher.

Essa matriz é dada por

52
[(00) = —E 8080’l(0)'9:90
32 82 82
Bl ool ol )
9 9 22 :
= —E | 99299 () 0=0, ng(a)’(a:oo ‘99239'61(9)'9:90 7
89‘2891 l(e) IBZBO 89?392 l(g) '9:60 5%21(9)~9:90

onde, como vimos, [(#) corresponde & fungdo de log-verossimilhanga na Eq. (5.33) e o pardmetro 6y
corresponde ao valor verdadeiro do vetor de parametros que estamos querendo estimar. No caso onde
# contém um tunico pardmetro livre, como é o caso das distribuigdes exponencial negativa, de Poisson,

geométrica, de Rayleigh, a matriz de informagdo de Fisher coincide com o coeficiente de informagcio de

8Uma série de resultados existem para melhorar essas aproximacdes para amostras pequenas. Essas aproximacdes sdo
conhecidas com aproximagoes de ordem maior (higher order approzimations). Uma outra alternativa é a utilizagio de métodos
de reamostragem (bootstrapping methods).

7Na, verdade, esses resultados de aproximacio se utilizam do conceito de limites quando n tende para o infinito (escrevemos
n — o00). A ideia é que, quanto maior o valor de n, melhores sdo as aproximagbes utilizadas. Os resultados gerais de
aproximagoes de varidveis aleatorias sao foco da drea de teoria assintética.
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Fisher, visto na secdo anterior. Logo, a matriz de informacéo de Fisher é a generalizacao do coeficiente de

informacao de Fisher para o caso onde # possui mais de uma dimensao.

Nota 5.1 Note que a matriz de informagiao de Fisher (assim como o coeficiente de informacao de
Fisher) depende dos valores verdadeiros dos parametros que apenas a natureza conhece. Uma vez que
em geral desejamos estimar a matriz de varidncia-covariancia, o procedimento usual é substituir os valores
verdadeiros dos parametros pelos seus valores estimados. Esse procedimento é bem justificado pelo fato que
podemos mostrar que os pardmetros estimados convergem em probabilidade para seus valores reais. Entao,
o procedimento pode ser resumido da seguinte forma: (1) Encontramos os parametros que maximizam a
funcdo de log-verossimilhanca; (2) Calculamos a matriz de informacéo de Fisher, como se tivéssemos os
parametros verdadeiros, como apresentada na Eq. (5.36): (3) Substituimos os pardmetros verdadeiros pelos
parametros estimados; (4) Invertemos essa matriz para encontrarmos a matriz de varidncia-covariancia; (5)
Finalmente, a estimativa para o desvio padrao da varidvel aleatéria 0,, onde 0; é o estimador para o i-ésimo

A~

parametro livre no vetor 8, é dada por y/%;;. Essa estimativa para o desvio padrao de um estimador
¢ conhecida como erro padrao do estimador. Diversos softwares estatisticos e econométricos fornecem,
juntamente com as estimativa pontuais dos parimetros estimados via méxima verossimilhanga, os erros

padroes dessas estimativas. Com isso, o usudrio pode ter uma ideia da precisao nas estimagoes.

Uma situagao prética que ocorre é quando o cémputo analitico da matriz de informagéo de Fisher néo
¢ simples e é necessario recorrer a aproximacgoes. Uma forma comumente utilizada para estimar a matriz

I(6) é por meio do estimador (sem a utilizagao do valor esperado das segundas derivadas)

. 52
I = ——]
©) 0000 ©) b
lond 2 2 7
0, , i), . o),
il o2 2
_ 60269_11(9) s g_ggl(‘)) s %%9—951(0) »
= 0=6 6=0 6=6
i 92 52
L aﬁkaﬂ’llw)}ozé 99k<99zl(9)’9:9 SR LU A 1

Portanto, uma vez estimado o vetor de parametros 8, obtendo-se é, o préximo passo € calcular as segundas
derivadas parciais da funcgado de log-verossimilhanga em relagao aos parametros livres do modelo. Em
modelos paramétricos simples (0 que é o caso da normal, Poisson, gamma etc.) essas derivadas podem
ser facilmente escritas em forma fechada, de forma que o estimador I (é) na expressao acima pode ser
facilmente computado, como apresentado na Nota 5.1. Porém, em modelos mais complexos, como é o
caso dos modelos de combinacao de distribuigbes, o célculo das segundas derivadas, apesar de permitir a
obtencao de expressoes fechadas, podem envolver operagdes analiticas tediosas. Para evitar esse problema,
uma solugao simples é a utilizacao do cilculo das segundas derivadas numericamente que serao calculadas
usando os valores dos parametros estimados. A utilizagdo de téenicas numéricas tem a vantagem de ser

facilmente aplicaveis para a maioria dos problemas.
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Exemplo 5.15 (Varidvel aleatéria normal) Considere uma amostra aleatéria Xy, ..., X,,, com observagdes
independentes. Cada observagio tem distribui¢go normal, com média i e variancia ¢2. A funcdo densidade
de probabilidade de cada observacao individualmente é dada por

1

_ a2
= e~ =7l paraz e R

flax) = Ty

A funcao de log-verossimilhanca tem expressao

_n n 2 RN 2
1(6) = —510g27r - §logrf 552 ;[.Lz - ul®

onde # = [ o). Diferenciando em relagao a e igualando a zero, obtemos

e 2 - B

o0 27 izl[afi —y=0 = [grl} —nup=0

1L n

= U= — Ty = .

n <
i=1
Diferenciando em relacdo a o2 e igualando a zero,

ol(0) n 1 - 5 n 1 « 9
Oa? 352 T 2(02)2 ;h H 2 T 252 izl[x /

i=1
Para as derivadas parciais de segunda ordem, temos
oI%(0) n
o2 o’
al%(6) n 1 «— )
B2 = 2R (o 2l (5:37)

i=1

ol2(0 LI, -
(6) _ 0) _ (0‘12)2 Z[;r,- — .
=1

Opdo? — 0020y
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Precisamos agora determinar o valor das derivadas parciais na Eq. (5.37) no ponto 0y = [;Lo 08] ", Portanto,

arey  __n
U lo_g, 03
3l2(9) n 1 n )
- - Ty — W 3
0(02)? 9=6, 2(002)2  (0p2)3 7,:21[ o]
II%(9) 91*(9) 1 &
- =——% Q@i — pol.
Opdo® |g_g,  00°0u|e_g, (00%)? 1:21 1
A matriz de informacao de Fisher () nesse caso sera
I(0p) =E o 5o it [ X — o]
oy et Xi = ol oy i [Xa = mol® — sty
- = o Lt LX) = o]
(gul’é)E Yoim 1 [E[XG] = pol ﬁ S EIX = p0)?] — 5t
I
0 2(022)2

Na tltima passagem acima, utilizamos o fato de que E[X;] = o e o fato de que E[(X; — 110)?] = 03. A
inversa da matriz de informacao de Fisher nos fornece a matriz de variancia-covariancia ¥; do estimador

# de maxima verossimilhanca. Portanto,

Sy =1(00)7" = 2(002)?

T

o =8,
o

Note que a matriz de variancia-covariancia ¥; € diagonal, e portanto os estimadores fi e 6% sao ndo
correlacionados entre si. Isso ndo é verdade para a maloria dos casos encontrados na pratica. Em
geral, os elementos fora da diagonal principal da matriz de variancia-covariancia nao sao nulos, havendo
portanto uma correlacdo entre os estimadores. Essa situacao aparece explicitamente no Exemplo 6.11
para uma amostra aleatéria com observagoes seguindo uma distribuigao gamma, onde os estimadores séo
negativamente correlacionados, mas ja foi descoberta nesse capitulo por meio de simulagoes de Monte Carlo

na Figura 5.6.

Esta secAo apresentou o tratamento da imprecisdo das estimativas para o caso dos estimadores
de méaxima verossimilhanca. Uma especial atengdo foi dada a esse tipo de estimador, pois maxima
verossimilhanga vai ser o principal método de estimacao nos capitulos que se seguem. Para estimadores
via método de momentos, existem tratamentos similares para calcular a varidncia e o desvio padrao das
estimativas. Esses métodos ndo serdo cobertos neste livro. O leitor interessado pode recorrer a referéncias
como Bickel e Doksum (2000).

Introdugao aos métodos estatisticos para economia e finangas | 183



5.7 Inferéncia e atualizacao Bayesiana

Nessa se¢@o, vamos fazer uma pequena introdugao as técnicas de inferéncia Bayesiana. Como j4 dissemos
anteriormente, na abordagem Bayesiana, os parametros das distribui¢oes sdo tratados como varidveis
aleatérias, da mesma forma que as observagdes na amostra. Nesse caso, parte-se de uma distribuico inicial,
conhecida como distribui¢do a priori, para os parametros do modelo. Uma vez observada uma amostra
de dados, a inferéncia Bayesiana permite que a distribui¢do dos parametros seja atualizada, combinando-se
o conhecimento inicial, resumido na distribui¢io a priori, e as informacoes na amostra. A distribuicao
atualizada dos pardmetros é conhecida como distribuigao a posteriori. Esse processo de atualizacao é
conhecido na literatura como atualizagio Bayesiana.®

Inicialmente, para exemplificar o processo de atualizacio Bayesiana, considere uma varidvel aleatdria
X, com distribui¢io binomial, com ntmero de tentativas n conhecido e probabilidade de sucesso p, que
precisa ser estimada. A ideia da atualizagdo Bayesiana é inicialmente assumir uma forma paramétrica para
a suposi¢ao de qual possa ser esse parametro desconhecido p. Essa suposigéo inicial pode vir de um processo
de estimagdo anterior ou de informagdes de especialistas. Uma forma paramétrica muito utilizada neste

caso é supor que p tenha, em principio, uma distribui¢do beta, com parametros o e 8.

Conforme visto na Segao 3.3.10, a varidvel aleatdria beta assume valores entre 0 e 1, de forma que o
seu espago amostral é dado por X = (0, 1). Por esse motivo, ela pode ser utilizada, em geral, para modelar
varidveis aleatdrias que representam taxa, como por exemplo a perda em caso de inadimpléncia (loss given

default), comumente encontrada em andlise de risco de crédito (BIS, 2004).

Devido ao fato de a varidvel aleatéria beta assumir valores entre 0 e 1, é adequado dizer que o parametro
desconhecido p, de uma varidvel aleatéria binomial, tem distribuico beta, em principio.? Usamos a notacgao
p ~ Beta(a, ), e dizemos que beta é a distribuicdo a priori para o parametro desconhecido p. Essa
distribui¢ao a priori pode ter vindo de um processo de estimagdo anterior ou de uma compilagdo de

informagdes de especialistas.

Suponha, por um instante, que a informacao que os analistas tém a respeito do pardmetro p possa
ser resumida por uma distribuigdo, a priori, Beta(a, 3), para a qual os pardmetros a e 8 tenham valores
2.0 e 10.0 respectivamente. Utilizando-se a férmula para valor esperado de uma varidvel aleatéria beta,
Elp] = a/(a+ 3), isso significa que os analistas acreditam que o parametro p localiza-se em torno do valor
p = 0.17. Por outro lado, se os analistas escolherem parametros « e § iguais a 5.0 e 0.8 respectivamente,

isso implica que os analistas acreditam que o parametro p localiza-se em torno do valor 0.86.

Dada informacao a priori a respeito do pardmetro p, a medida que formos observar valores para varidvel

aleatdria X (esta com distribuigao binomial), poderemos atualizar o nosso conhecimento a respeito da

8Do inglés, Bayesian update.
9Lembre-se que o parametro p é uma probabilidade, e, portanto, tem que assumir valores no intervalo (0,1).
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probabilidade de sucesso p. Nesse caso, é interessante ter um método para combinar a informacao a priori

com as informagdes a partir dos dados.

Seja x1, 2, . .., Tm 0 conjunto de m valores observados para varidvel aleatéria X . Imagine, por exemplo,
que X seja o nimero de unidades vendidas de um determinado produto por semana, sendo que n é o
numero total de unidades disponibilizados a cada semana. Entéo x1, 2, ..., Z, podem ser as quantidades
de unidades vendidas para m semanas consecutivas, por exemplo. Nesse caso, a probabilidade de observar

esses valores, dado um determinado valor para o parametro p, é igual a

Prob[z1,z2,...,2m|p] = H (;_)pzi(l —-p)" T (5.38)

i=1

onde estamos supondo independéncia entre os m valores observados.!® Sabemos, a priori, que p tem
distribui¢do Beta(w, 8), com fungfo densidade f(p) de acordo com (3.45). Podemos entdo recorrer ao
Teorema de Bayes (Teorema 4.2), para atualizar o nosso conhecimento a respeito de p, com base nos dados
observados. Para maiores detalhes, vide Tanner (1996) ou Gelman et al. (1995). Em linhas gerais, a nova

distribui¢do f(plz1,z2,...,Tm) para o parametro p, de acordo com o Teorema de Bayes, serd dada por

Prob[z1,23,..., 2m|p] X f(p)
Jpeto1) {Pmb[mh 2, .. Em|p] X f(p)] dp

flplzr, 2o, 2m) =

(5.39)
i n P F(a + B) —1 B—1 1
— T 1 _ n—=x; (o3 1 _ .
LI;[I (Ii)p (1-p) ]X farp? P <
onde p tem uma distribuigo Beta(a, 3), C' é uma constante para fazer com que a densidade f(p|z1,...,Zm)

tenha integral igual a 1. Note que o denominador no quociente do lado direto da Eq. (5.39) independe do
parametro de interesse p. Para simplificar as equagées, sem prejuizo das derivagbes, é muito comum na

literatura de inferéncia Bayesiana reescrever essa equagao da seguinte forma

fplzr, 2, @m) [ﬁ <Z>Pm(1 —p)"““] x

i=1

F(Oé + ﬂ) o—1

Wiﬂ (1-p)°|. (5.40)

O simbolo ”"” significa justamente que o lado direito da equagao é igual ao lado esquerdo vezes uma
contante, que é de certa forma ’irrelevante’ para as anslises. Em geral, o termo de proporcionalidade,
que estd ausente explicitamente nas equacoes de atualizagoes Bayesianas, poderia ser recuperado por meio
do célculo de integrais para que as fungdes de densidade e as fungdes de frequéncia, respectivamente,
integrassem e somassem para um. Em geral, do ponto de vista pratico, tanto analiticamente quanto
computacionalmente, desconhecer os valores do termo de proporcionalidade é de fato irrelevante e as

metodologias existentes nao necessitam desses valores explicitamente.

10Vameos supor que nio héa correlagio temporal entre o mimero de unidades vendidas em semanas consecutivas.
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Rearranjando os termos na Eq. (5.39), podemos reescrever

Fflzy, zo, ... 2m) =

F(mn + « +5) p[zrzl mi+a——1] (1 _p) [mn—z;":I xi-}-ﬂ—l] (541)
P @i+ ) (mn — 3570 zi + B)
O termo C estd contabilizado na equagdo acima, de forma que a integral de f(p|z1,z2,...,2) para

p € (0,1) é igual a um. A Eq. (5.41) ilustra um fato muito importante: observe que a nova distribuicao
para o parametro p, depois que combinamos a informagio a priori com a informacgdo a partir dos dados
Ti,...,Tm, € também uma distribuigdo beta, mas agora temos novos valores para os parametros dessa
distribuigio. Os novos parametros sdo [Y1-, 2; + @] e [mn — 31", z; + (). Portanto, escrevemos p ~
Beta([}_;"; z; + a], [mn — 3" z; + §]), e a nova distribuicio é conhecida como distribuicao a posteriori.
Portanto, depois de combinarmos a informacdo a priori com a informacio a partir dos dados z1, ..., ZTm,
obtemos nao somente uma estimativa pontual para o parametro p, mas também toda uma distribuicio (a

posteriori), que expressa o grau de incerteza a respeito da nossa estimativa sobre p.

5.7.1 Meédia e moda da distribuigao a posteriori

A partir da distribuicao a posteriori, usando a Eq. (3.46), podemos obter o valor esperado para o parametro
p (lembrando que agora é ele considerado uma varidvel aleatéria), condicionando-se aos dados observados

na amostra z,..., Ty,

[Z?—l_-l zi +a] Yt
Clizi+a]+[mn Tl +p] mntath

Elp/z1,...,zm] = (5.42)

Essa média da distribuigdo a posteriori pode ser considerada como um estimador pontual para o pardmetro
p- A Eq. (5.42) pode ser reescrita como

EWm“dezu-wxaiB+waﬁ§a (5.43)

onde w = {(mn)/(a+ B+ mn). Portanto, nota-se que a média da distribuicio a posterior: para o parametro
p pode ser escrita como uma média ponderada entre a média da distribui¢do a priori, dada pela expressao
af(a + B), e a estimativa para o pardmetro p, caso utilizdssemos um método de estimacio via méaxima
verossimilhanga ou método de momentos.!! O estimador de méxima verossimilhanca de p é dado justamente

pelo quociente

Lita i (5.44)
mn

Pmy =

110 estimador de méaxima verossimilhanca coincide com o estimador de método de momentos nesse caso.
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O peso w da parcela correspondente ao estimador de maxima verossimilhanca pyy tende para 1 quando
mn tende para o infinito. Portanto, & medida que o tamanho da amostra m aumenta, a parcela w se
aproxima de 1, e a média da distribuigio a posteriori se aproxima do estimador de méxima verossimilhanca.
Portanto, & medida que o tamanho da amostra aumenta. o estimador Bayesiano, dado pelo valor esperado

da distribui¢do a posteriori, converge para o estimador de maxima verossimilhanca.

Por outro lado, observe que o peso (1 — w), para a parcela correspondente a média a(a + §) da
distribui¢do a priori, aumenta quando a soma « + 3 também aumentam. Para uma varidvel aleatéria p

com distribuicao Beta{a, ), usando a Eq. (3.46), a varidncia é dada pela equagio

af
(a+ B8+ 1)(a+8)2

Varlp] = (5.45)

Portanto, quando a soma (« + ) aumenta a variancia a priori de p cai. Temos entdo alguns fatos
interessantes nesse exemplo, que ocorrem de forma similar em muitas das aplicagoes da abordagem
Bayesiana. Em primeiro lugar, o estimador Bayesiano (no exemplo até agora, dado pela média da
distribui¢do a posteriori) é uma combinacdo entre a estimativa a partir puramente da informacio a
priori (no exemplo, essa estimativa seria a razao o/(« + 3)) € a estimativa via méxima verossimilhanga.
Em segundo lugar, a importancia da estimativa via méxima verossimilhanga aumenta & medida que o
tamanho da amostra também aumenta. Finalmente, a importancia da informacao a priori é maior quando
a imprecisao nessa informacao é menor. No nosso exemplo, a imprecisdo na informacio a priori para o

parametro p é dado justamente pela varidncia da distribui¢do a priori, de acordo com a Eq. (5.45).

Uma alternativa para estimacio pontual do parametro p, a partir da distribuicdo a posteriori, é a
utilizagdo da moda da fungdo densidade de probabilidade f(p/zi,...,2Zm). Nesse caso, busca-se o valor
mais frequente para p que é aquele valor de p que maximiza a func¢do densidade correspondente & variavel

aleatéria beta. Derivando-se a funcao f(p/x1,...,Zm) e igualando-se a zero, obtém-se o ponto de maximo

[Z:Zl Ti +0‘] —1

max = ™ . 5.46
Pmé [ @ +a]+ mn- Y, @+ 8] —2 (5.46)
A Eq. (5.46) pode ser reescrita como
a—1 S T
E yee s Tm) = (1 — _ =1 A7
/a1, vam] = (L) x o o x ST (5.47)

onde novamente w = (mn)/(a + 8 + mn). Portanto, podemos observar que a moda da distribuicao a
posteriort, similarmente ao que acontece no caso da média dessa distribuigdo, é uma média ponderada
entre a moda da distribuicdo a priori e o estimador de méxima verossimilhanga pmv em (5.44). A moda
da distribuicdo a priori nesse caso é igual a (a — 1)/(a + 3 — 2). Portanto, se utilizarmos tanto a média

quanto a moda da distribuicdo a posteriori como estimador pontual para o valor de p, as conclusoes
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gerais sobre a importéancia de cada parcela na média ponderada sio as mesmas. A importéncia da parcela
correspondente ao estimador de méxima verossimilhanga aumenta quando o tamanho da amostra aumenta.
A importancia da média ou moda da distribuicio a priori aumenta quando reduzimos a imprecisdo

(varidncia) na informacdo a priori.

O exemplo anterior ilustra bem o processo de atualizagio Bayesiana, num modelo que considera a
distribuigao binomial (para os dados observados) e a distribuigio beta {para o parametro desconhecido).
Conforme vimos, os parametros para a distribuicdo a posteriori combinam a informagéo a priori com a
informagéo a partir dos dados. Observamos também que, tanto a distribuicao a priori quanto a distribuicao
a posteriori possuem distribuicées pertencentes & mesma familia (no caso, a familia de distribuigdes beta),
mas com diferentes valores para os parametros. Devido ao fato de as distribuicbes a posteriori e a priori
pertencerem a mesma familia, o par binomial x beta é conhecido como distribui¢des conjugadas. Outros
exemplos de distribuicdes conjugadas séo os pares Poisson X gamma, normal (variancia conhecida) x

normal, normal (média conhecida) x normal-inversa.'2

Infelizmente, modelos envolvendo distribuicées conjugadas sao mais a excecdo do que a regra. Em geral,
situagoes onde a distribuicdo a priori e a distribuicAo a posteriori ndo pertencem a mesma familia sao
comuns, o que torna as derivacio analiticas bem mais complicadas. Por exemplo, nem sempre é possivel
encontrar uma forma conhecida para a distribui¢do a posteriori, conforme especificado na Eq. (5.41).
De fato, em muitas das aplica¢bes mais interessantes, nao é possivel escrever explicitamente expressoes
matematicas para as distribui¢tes a posteriori. Felizmente, a literatura nas dltimas trés décadas avangou
muito no sentido de utilizagao de procedimentos computacionais intensivos para calculo de medidas (média
e demais momentos, quantis etc.) das distribuigdes a posteriori, sem a necessidade de se conhecerem as
formas funcionais dessas distribuigdes. O leitor pode recorrer a Tanner (1996) para uma discussao sobre o

assunto.

5.7.2 Geracao de amostras aleatérias incorporando incerteza dos parametros

Em muitas aplicagoes, pode ser de interesse do analista simular valores para a varidvel observada a partir
da distribuigdo para os dados. Por exemplo, em um modelo de frequéncias de perdas operacionais, em
um determinado més, o analista pode estar interessado em gerar 10.000 amostras aleatdrias do ntimero de
assaltos a agéncias bancdrias. Vide Glasserman (2004) para diversos exemplos de simulagées com aplicacoes
ao setor financeiro. Vamos supor que o processo aleatério do qual resulta o nimero de agéncias assaltadas

pode ser descrito por uma distribuicdo binomial, similarmente ac modelo visto no caso anterior.

Um procedimento comumente empregado é inicialmente estimar o parametro desconhecido p para a

probabilidade de ocorréncia do assalto. Essa estimag¢ido pode ocorrer utilizando-se o método de méaxima

12Com excegio da distribuicio normal-inversa, todas as outras distribuicdes foram introduzidas nas secoes 3.2 € 3.3. A
distribuigdo normal-inversa (também conhecida como distribuigdo de Wald), diferentemente do que o nome poderia sugerir,
nao descreve a distribuigdo de uma varidvel aleatdria cuja o reciproco de sua distribui¢do possui distribuigdo normal (vide
Exercicio 5.9).
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verossimilhanca (que coincide com o método de momentos). ou utilizando-se estimadores a partir da média
ou da moda da distribui¢ao a posteriori. Conforme vimos no exemplo anterior, para amostras grandes o
suficiente, esses trés estimadores assumem valores muito proximos. Seja entdo p a estimativa pontual para

o parametro p, com base em um desses métodos de estimagao.

Para gerar entio 10.000 mil amostras aleatérias da varidvel aleatéria X, que corresponde ao niimero de
assaltos a agéncias, geramos retiradas de uma distribuicio binomial com parametros n (estamos supondo
n conhecido) e p. Implicitamente, estamos desconsiderando toda a incerteza incorrida na estimacéo de p,

e supondo que a estimativa p é suficientemente precisa.

Uma das vantagens dos procedimentos Bayesianos é que eles nos fornecem uma maneira simples e direta
de simular valores para a varidvel aleatéria X, incorporando-se as imprecisoes na estimacao do parametro
p, utilizando-se assim toda a informagdo contida na distribui¢do a posteriori f(plzi,...,zm). Para isso,

procedemos com um esquema de retiradas aleatérias em dois estagios.

Para gerar uma amostra de M = 10.000 elementos, a partir de uma variavel binomial Bin(n,p), onde

p tem uma distribui¢do beta de acordo com (5.41), podemos proceder com os passos a seguir:

1. Gerar um nimero aleatério p! a partir da distribui¢do a posterior: Beta([Y_ i, z;+a], [mn—> 2, z;+8}).

2. Gerar um nimero aleatério 2! a partir da distribuigdo binomial Bin(n, p!).

3. Repetir os passos 1 e 2 um nimero de M — 1 de vezes, e obter dessa forma uma sequéncia de valores
2 M

para o nimero de perdas operacionais z!,z2%,...,z
No processo de geragdo de numeros aleatérios acima, estamos automaticamente contabilizando para a
incerteza na estimativa do pardmetro p, quando simulamos as amostras para X . Portanto, toda a informacao

a posteriori em f(plxy,...,ZTn) estd sendo utilizada na geragao das amostras da distribuicdo binomial.

5.7.3 Contextualizagao geral

De maneira mais geral, para representar a abordagem de atualizacao Bayesiana, considere o problema de
estimar um parametro desconhecido 0, que pode ser um escalar (como no exemplo acima) ou um vetor
de pardmetros (conforme veremos mais adiante), a partir de uma amostra de observagoes sobre a varidvel
ou as varidveis aleatérias de interesse. Considere uma funco densidade de probabilidade a priori p(8), e
seja L(8/y1,...,ym) & funglo de verossimilhanga de & condicionada & amostra yi, ..., ym. Os pontos i,
i =1,...,m, na amostra, também podem ser escalares ou vetores. Nesse contexto, a funcio densidade de

probabilidade @ posteriori é dada por

p0/y1, - ym) =c x p(0) x L(O/y1,- .., Ym), (5.48)
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onde

_ 1
T ToealP®) X L(0/sr. - )18’

(5.49)

e © € o conjunto de valores possiveis para §. A Eq. (5.49) corresponde a situacoes nas quais # assume

valores continuos. Para valores discretos, a Eq. (5.49) é substituida por

1
c= . 5.50
S ocolP®) < LO/v - um)] (550)
Observe que no lado direito da Eq. (5.48) aparece o termo de verossimilhanga L(6/y,...,Ym), N0
qual o pardmetro § estd condicionado aos dados observados y1,...,Yym. Isso estd diretamente de acordo
com o Teorema de Bayes (Teorema 4.2), uma vez que algebricamente a funcio L(8/y1, ..., ym) é igual &
fungao densidade de probabilidade conjunta f(y1,...,y,/8). Nocasode yi, . . ., ym Serem varigveis aletérias
discretas, L(0/y1,...,ym) € igual & funcdo frequéncia conjunta.

5.7.4 Populacao normal com média desconhecida e variancia conhecida

Dando continuidade & nossa discussdo sobre atualizagao Bayesiana, considere uma amostra yi,...,Ymn

de observagées independentes e identicamente distribuidas, de uma distribui¢do normal com média

desconhecida p (que corresponde ao parametro 6 na formulagio geral acima) e varidncia ¢? conhecida.
Nesse caso, a fungao de verossimilhanga (algebricamente igual & fungdo densidade conjunta de y1, ..., Ym,
dado u), é igual a
m 2
1 1(yi — 1)
L(u/yr, - ym) = [ [ == exp ["—2—
=1 27{'0'2 2 i
(5.51)

1 1o (i — p)?
- (2wa?)(m/2) oxp [— 2 Z a2 ’

Dado que o2

¢ conhecido, o termo (2721)(—"172-) nao altera o formato da distribuicdo de verossimilhanca
a
nessa formulacdo. Por esse motivo, iremos omitir esse termo das derivacdes. Além disso, podemos escrever

0 termo

[( -9+ @ —n)?]

Il

‘Ma M‘Ms

,,
1
-
-
Il
—

Z(yl - ﬂ

i

+2Z(y1 (@ =+ - w? (5.52)

)+Zy w)?

p%s

-
i
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uma vez que
m m

2 (wi— ) x(F-p) =2 —p) x Y (% -9 =0,

=1 =1

onde § é a média amostral das observacdes y1,...,Ym, € D ie, ¥i = m X §. Portanto, temos
exp| L3 @] LSS -] Ly~ @op) (5,59
Pl—5 25 =exp|— Z; p= xexpl—g 2 — . .
O termo ) i}
L (3 - 9)°
exp L—i ; e

é uma contante, uma vez que no conceito de fungao de verossimilhanga L(u/y1,-..,Ym), condicionamos
o parametro aos dados observados e 7 = 37" | ¥. Portanto, podemos escrever a fungdo L(p/y1,- -, Ym)
como

(5.54)

onde C é uma constante independente do parametro § = pu.

Consideremos agora uma fungao densidade de probabilidade a priori normal N (ug,02) para o parimetro

desconhecido i, onde o e 02 sio conhecidos. Portanto, a funcio densidade a priori tem a seguinte férmula

p(u) = ﬂ;—gg exp [;Tgw - HO)Z] . (5.55)

onde os parametros da distribuicdo a priori pg e op sdo chamados de hiperparametros.

Seguindo a ideia da atualizagdo Bayesiana, a fun¢do densidade de probabilidade a posteriori é dada entao

por

1 1 2 m (7 — )’
Py, -y Ym) X ‘Q;r?gexp [‘20—8(11 - o) ] X exp [*57— . (5.56)
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A partir da Eq. (5.56), podemos mostrar que a func¢io densidade de probabilidade a posteriori

p(pe/y1, ..., ym) corresponde a uma distribuigao normal, com média a posteriori
1/02 _ m/o?
ElL/y1,. - Um] = fio X | ——t20 gl LA — 5.57
[w/y1,- - Ym] = 1o 7oz +mio? | TV | o2 o (5.57)
e com variancia a posteriori
-1
1 m

Var[u/y1,. .., ym] = a2t (5.58)

Note que a média @ posteriori ¢ uma média ponderada entre a média da distribui¢do a priori po e a
média amostral §. Da mesma forma que no exemplo anterior, quando o tamanho da amostra m aumenta,
o peso da média amostral também aumenta. Quando a variancia populacional ¢ diminui, o peso da média
amostral § também aumenta. Quando a variancia da distribuigao a priori diminui, o peso da média a prior:

Lo aumenta.

Ainda de acordo com as expressdes (5.57) e (5.58), notamos que quando oy — 00, a média e a variancia a
posteriori convergem para E[u/yy, ..., ym] = 7= pmv e Var|u/y1, ..., ym) — Ca. 0%y, onde o subscrito

m

MYV indica que essas estimativas sdo aquelas dadas pelo estimadores de méxima verossimilhanga.

Portanto, se considerarmos uma distribuigdo a priori com variancia infinita {ou seja, sem informacao
relevante a respeito do parametro u), entdo a média e a varidncia da distribuicdo a posteriori seriam as
mesmas, caso considerdssemos um estimador baseado apenas nos dados, como o estimador de maxima

verossimilhanca.

Esse caso no qual a variancia da distribuicdo a priori é infinita ilustra situagdes para as quais o analista
nao possui informac¢des minimamente precisas sobre o valor do parametro desconhecido, ou situagoes
relacionadas a avaliagdo de politicas piblicas, por exemplo, nas quais diferentes individuos possuem
diferentes crengas sobre o parametro. Nessas situagoes, é importante que a informagao a priori ndo afete
os resultados obtidos a partir da amostra. Distribui¢cdes a priori que nao afetam os resultados finais da
analise deixando que apenas a amostra influencie na distribuigao a posteriori, sdo chamadas distribui¢oes

a priori nao informativas.

Consideremos novamente o exemplo no qual a amostra, de observages independentes e identicamente
distribuidas y1,...,ym, vem de uma popula¢do com distribui¢do normal com média desconhecida p e
varidncia conhecida o2. Vamos considerar agora uma funcao densidade a priori da forma p(p) = k, Vu € R,
onde k£ é um valor contante conhecido. Observe que essa fun¢io densidade ndo integra para um, e por isso
é chamada funcdo densidade imprdpria. Ndo necessariamente uma funcio densidade de probabilidade
a priori impropria incorre em uma funcao densidade de probabilidade a posteriori também imprépria,

conforme veremos abaixo.
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Para essa nova funcao densidade de probabilidade a priori, a funcdo de densidade de probabilidade a

posteriori é dada por

_ I @-—w?| 1wt
p(,u/yl,...,ym)—kaxexp[—2; p =C' xexp 3 om |’ (5.59)

onde C' é uma constante que independe do parametro desconhecido u, e cujo valor é tal que o lado direito
da Eq. (5.59) tem integral igual a um. Seguindo a notagéo na literatura de inferéncia Bayesiana, podemos

escrever a Eq. (5.59) da forma

! M} (5.60)

p(“/ylw-»ym)ocexp[-i a2/m

cuja leitura é justamente de que o lado esquerdo da equagéo acima ¢ igual ao lado direito multiplicado por
wma constante que independe do vetor  de parametros desconhecidos. Conclui-se entdo que a distribuigdo
a posteriori de y corresponde a uma distribuicio normal com média § e variancia 02 /m. Observe, portanto,
que toda a informagao relevante para estimar o pardmetro p vem da amostra yi, . . . , ym. A fungdo densidade
de probabilidade p(u:) = k é uma fun¢do de densidade a priori nfo informativa. Apesar de a distribuigao
a priori ser imprépria (ndo integra para um), a distribui¢do a posteriori integra para um e, portanto, é
chamada func¢ao densidade de probabilidade prépria. Finalmente, note que a distribuicao a posteriori com
a priori p(p) = k é igual a funcdo a posteriori que resulta do limite 02 — oo quando a fungéo a priori tem

distribui¢do normal com média pq e variancia 3.

5.7.5 Populacao normal com média conhecida e variancia desconhecida

Considere agora uma amostra de observagdes independentes e identicamente distribuidas y1,. .., ym, com
distribui¢io normal com média p conhecida e variancia § = o2 desconhecida. O objetivo da inferéncia nesse

caso é estimar o valor de 0%, A funcio de verossimithanca nesse caso é dada por

1 o, —ms? m ~ms?
L(crz/yl,...,y,,l)zﬁ(aQ) /Qexp[ 957 }m(oQ) /zexp[ 572 ], (5.61)

com s? =Y (y: — pu)%/m. A fungao densidade de probabilidade conjugada correspondente ¢ uma fungio

densidade gamma-inversa,'® com pardmetros aqg e o, e equagio
p(o.Z) - By° (0_2)—(ao+1) exp[—ﬁo/O’Q}
INGTY! (5.62)

o (0_2)—(CYU+1) exp[—ﬁo/oj].

13Uma varidvel aleatéria é dita ter distribui¢io gamma-inversa se a sua reciproca tem distribuic¢do gamma, que foi
apresentada na Se¢édo 3.3.
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Combinando a funcdo de verossimilhanca e a funcio de densidade a priori, obtemos a fun¢io de densidade

a posteriort

2
—ms o
POy, ym) o (0%) 2 p[ 207 ] x (o) 70"V exp[—fo/0”]
2
o (0,2)—(ao+l+m/2) X exp [_ ms 2+2/30 O-iz} (5.63)

x (0?)~(at]) exp[——ﬁ/az].

Portanto, a fun¢io densidade de probabilidade a posteriori para o parAmetro o2 é uma distribuicdo

gamma-inversa, com parametros atualizados para a e 8, onde o = ap + m/2 e

~ ms®+ 206
- 5 ,

B
O fato de a func¢éo densidade de probabilidade a posteriori ser uma uma gamma-inversa confirma o fato de

que essa distribuigao é a conjugada para o modelo normal com média conhecida e variancia desconhecida.

Uma forma conveniente de abordar o mesmo problema é considerar uma parametrizacio alternativa para
a funcdo densidade a priori. Consideremos a parametrizacdo para a densidade a priori, fazendo ap = v//2
e fo = gd1n/2, onde vy e 0f sdo os dois novos hiperparametros. A fungio densidade em (5.62) pode ser

reescrita como

oy _ (/207D /2y oy —(wos241) _ w3
p(O’ ) - F(I/o/2) (UO) (J ) eXp 242

9 (V0/2+1) 2
) RO
x152 P17 92 |

A Eq. (5.64) corresponde & funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria

(5.64)

qui-quadrada-inversa' com parametro de escala (scaled inverse-x?). Pode-se mostrar que uma varigvel
aleatéria W possui distribuigdo qui-quadrada-inversa com parametro escala o3, se e somente se W =
odry/V, onde V é uma varidvel aleatéria com distribuicdo qui-quadrada com vy graus de liberdade.
Para a fungdo densidade de probabilidade a priori considerada, escreve-se 02 ~ Inv-x? (v, 02). Para essa

parametrizacao da fungdo de densidade a priori, a fungdo de densidade a posteriori passa a ter expressao

14Uma variavel aleatéria é dita ter distribuigdo qui-quadrada-inversa se a sua reciproca tem distribuigdo qui-quadrada, que
foi apresentada na Secgdo 3.3.
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equivalente

. (vo/2+1) o
- g

p(UZ/ylv-'-»ym)0(((72)‘7”/28)(]) ms X J_O X exp —LZQ-
202 c? 20

(5.65)

2 2
o (02)~(mH10)/241) o oy {_ vooj +ms » 1 ]’

2 o2

e podemos concluir que a distribui¢io a posteriori corresponde a uma distribuigao qui-quadrada-inversa

1/00'3 + m32>

az/yl,...,ym ~Inv-x2(l/0 + m, ot m

O parametro de escala "L"ié’i_:s_z da distribuicio e posteriori é uma média ponderada entre o parametro
de escala ¢f da distribuicio @ priori e a varidncia amostral s2. O nimero de graus de liberdade da
distribuigio a posteriori é igual 4 soma do niimero de graus de liberdade da distribuicdo a priori e do
nimero de observagdes m na amostra. Note que, dependendo da parametrizagao que utilizamos para a

funcao densidade a priori, a interpretagao dos resultados pode ser bem mais direta.

A informag¢ao na fungao densidade de probabilidade a priori pode ser vista entdo como a informacao
em um amostra prévia de v, observacdes, com varidncia amostral igual a o2. Essa forma de interpretar
a distribuigdo a priori nos sugere que, caso o parametro vy seja muito pequeno quando comparado ao
tamanho da amostra m, a informagao a priori torna-se irrelevante. No limite, quando vy — 0, temos que
a distribuicio a posteriori corresponde a uma qui-quadrada-inversa com pardmetros m e s2.

Consideremos agora uma funcio densidade a priori da forma p(c?)  1/02, Yo € (0, +00). Essa fungao
densidade a priori é imprépria, uma vez que ela nao integra para um. A funcdo densidade de probabilidade

a posteriori é dada por

L
0.2

_ 2
p(az/yl,...,ym)0((02)_m/ze><p[ iid } X

202
(5.66)

_ —ms?
o (0?) (m/2+1) exp[ 557 |-

A partir da expressao para a fungdo densidade de probabilidade de uma distribui¢io qui-quadrada-inversa
com parametro de escala, é possivel concluir que, de acordo com a Eq. (5.66), para a distribuicdo a priori
p(0?) o< 1/02, o pardmetro desconhecido 02 tem distribuicio a posteriori a®/y1, ..., ym ~ Inv-x2? (m, s?),
que corresponde justamente ao caso limite acima no qual o? tem distribui¢do a priori Inv-x2(vg, @) e
vg — 0. Portanto, a distribuicio a priori o o« 1/ a? corresponde a uma distribuicdo @ priori nao informativa
para o pardmetro o?. Novamente, temos um exemplo no qual a distribuicio a priori é imprépria, mas a

distribuicdo a posteriori é prépria.
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5.7.6 Modelos com varios parametros desconhecidos

Nos exemplos anteriores, consideraram-se modelos estocésticos, para os quais havia apenas um parametro
desconhecido. No primeiro caso, o parametro desconhecido era a probabilidade de sucesso para uma
varidvel aleatéria binomial com n tentativas {n conhecido). Nos exemplos seguintes, consideremos amostras
de populagbes com distribuicées normais, para as quais a média ou a varidncia populacionais eram
desconhecidas. Discutiremos agora uma situagao na qual temos dois parametros desconhecidos, de forma

que precisaremos de uma distribui¢do a priori bivariada.

Consideremos novamente a situagio na qual temos uma amostra de observagoes ¥i,...,%Ym
independentes e identicamente distribuidas, com distribuicdo normal, com média p e varidncia o2, desta
vez ambos parametros desconhecidos. Precisamos entdo especificar a distribuicao a priori. A forma mais
simples de se proceder nesse caso é supor que os parametros desconhecidos sao independentes a priori,
de forma que a distribuicdo @ priori multivariada é simplesmente o produto das distribuigbes marginais
de cada pardmetro individualmente. Podemos considerar, como distribuicao a priori para o paridmetro
i, uma distribuicao normal, com média uy e variancia 7—3. Podemos considerar wma distribuicao a priors
pertencente & familia qui-quadrada-inversa com parametros v e o2. Portanto, a distribuigéo a priori para

o vetor de parametros 8 = (u,0?) é igual a

1 1
p(p,0°%) =——— == exp

or 2 (ﬂ /10)
7TTO

(5.67)

(0/2)72) 5 (vos2) -2\ (0 /2+1) Y005
SRR e

Supondo que a fungéo de verossimilhanca tem distribui¢fio normal com pardmetros y and 02, a fungao de

densidade de probabilidade a posteriori é dada por

p(u702/y1,.--,ym)0<\/1—exp[2 5w — Mo)}
7'0

(1/0/2)(110/2) 20(u0/2) [ -2\ (vo/24+1) ’1/00’(2) 568
X F(V()/Q) (GO) (U ) exp 2 ( . )

1 m
X =5 exp [2—0—2 ;(y - u)z} :

Para a distribuicdo a priori multivariada acima, podemos mostrar que a distribuicdo a posteriori para

o pardmetro p, condicionada ao parametro o e & amostra yi,...,ymn, corresponde a uma distribuigao
normal, com média a posteriori
1 m
7Tho + 52
_ 1]
;Um - 1 m ?
ZT
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e varidncia a posteriori

g

2
m

lw

[

1
1 . m
T

2
m

dependem do outro parimetro desconhecido ¢?. Escrevemos

Observe que tanto (., quanto o
entdo /0%, y1,...,Ym ~ N(tim,02,). Adicionalmente. para encontrar as fungdes densidades marginais
p(p/y1, .-, ym) ep(c?/y1,- .. Ym), é necessério integrar a fungao de densidade de probabilidade a posteriori
multivariada apresentada na Eq. (5.68) para todos os valores possiveis do outro pardmetro. Portanto, a

fungéo densidade de probabilidade marginal p(u/y1, . . .. ym) é dada por

o0

p(u/yl,-..,ym)=/a

p(u.o?/y1,. .., ym)do”, Vi € R,
4}

enquanto a funcéo densidade de probabilidade marginal a posteriori para o2 é dada por

o0

p(0?/y1,. .., Ym) :/ p(p,UQ/yl,...,ym)du, Ya? > 0.
I

=—00

Na pratica, a obtengdo das fungdes de densidade marginais pode ser feita de forma analitica ou de forma
numérica. Em problemas mais complexos, e em geral mais interessantes em termos de aplicacdes, nem
sempre é de interesse do pesquisador encontrar explicitamente formas fechadas para as distribuigdes
marginais a posteriori. Ao invés disso, é possivel obter todas as medidas de interesse por meio de simulagoes
de Monte Carlo. Para maiores detalhes sobre métodos computacionais aplicados a problemas de inferéncia

Bayesiana, o leitor pode recorrer a Tanner (1996).

5.8 Exercicios

Exercicio 5.1 Seja X, Xs,..., X, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, cada qual com distribui¢ao binomial com parametros n e p, onde conhecemos n, mas nio
conhecemos p.'® Responda:

(1) Encontre pelo menos dois estimadores diferentes para p, baseados no método de momentos;

(2) Escreva a funcdo densidade conjunta de X1, Xa,..., Xn;

(3) Qual o estimador de maxima verossimilhanga de p?

(4) O estimador de méxima verossimilhanga obtido em (3) é viesado?

(5) Qual a variancia e o desvio padrao do estimador obtido no item (3)?

Exercicio 5.2 Seja X1, X2, ..., X, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas, cada qual com distribuigdo geométrica, com pardmetro p. Responda:

15Na prética, isso é o que normalmente acontece. O caso onde n ¢ desconhecido e tem que ser estimado da amostra é bem
mais complicado e nao serd coberto neste livro.
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1) Encontre pelo menos dois estimadores diferentes para p, baseados no método de momentos;

(
(2) Escreva a fung¢do densidade conjunta de X7, Xo,. .., Xp;
(3) Qual o estimador de méxima verossimilhanca de p?

(

4) Qual a varidncia e o desvio padrao do estimador obtido no item (3)7?

Exercicio 5.3 Seja X, Xs,..., X, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, cada qual com distribuigdo de Rayleigh, com parametro 3. Responda:

(1) Encontre pelo menos dois estimadores diferentes para 3, baseados no método de momentos;

(2) Escreva a funcao densidade conjunta de X1, X», ..., X,

(3) Qual o estimador de méxima. verossimilhanga de 3?7
(

4) Qual a varidncia e o desvio padrao do estimador obtido no item (3)7

Exercicio 5.4 Seja X, X3,..., X, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, cada qual com distribui¢do qui, com parametro v. Responda:

(1) Encontre pelo menos dois estimadores diferentes para v, baseados no método de momentos;

(2) Escreva a funcao densidade conjunta de X1, Xs, ..., Xy;

(3) Qual o estimador de maxima verossimilhanca de v?
(4)

4) Qual a varidncia e o desvio padrao do estimador obtido no item (3)?

Exercicio 5.5 Seja X1, Xo,..., X, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, cada qual com distribui¢io uniforme U(0, 6), onde # é um parametro desconhecido. Entéo, a
funcgéo densidade de X;,i = 1,2,...,n, é dada por

1
flz) = g % lzeoy

onde I c(q6); ¢ uma funcao indicadora, que vale 1 caso a condigao entre chaves seja satisfeita, e 0, caso
contrario. Ou seja, Iizeo,0)) vale 1 quando z € (0,0) e 0, caso contrario. Dada a amostra Xi,...,X,,
responda:

(1) Escreva a fungio de verossimilhanca L(6);

(2) Desenhe o grafico da fungdo de verossimilhanga;

(3) Determine o estimador de maxima verossimilhanga 657y de 6;

(4) Determine o valor esperado de Gy ;

(5) Determine o viés do estimador Oary .

Exercicio 5.6 Seja X1, X2,..., X, uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas, cada qual com distribui¢do gamma, com parametros a e 3. Responda:

(1) Encontre um estimador de método de momentos para « e para 3, a partir da amostra.

(2) Escreva a fungao de densidade conjunta para X, Xo, ..., X,,.

(3) Escreva a fungdo de log-verossimilhanga como funcao dos parametros desconhecidos « e f3.

(4) E possivel escrever os estimadores de maxima verossimilhanca para « e # como fungéo explicita da

amostra?
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(5) Caso ndo seja possivel escrever explicitamente os estimadores de médxima verossimilthanga para a e 5,

qual seria uma estratégia computacional para achar os valores desses estimadores?

Exercicio 5.7 Mostre que, a partir da Eq. (5.39), podemos obter a fungao densidade de probabilidade a
posteriori na Eq. (5.41).

Exercicio 5.8 Mostre que, a partir da Eq. (5.65), podemos obter a distribuicao qui-quadrada-inversa

Voo + msz)

o2 /Yty Ym ~Inv—x2(1/o +m, o

Exercicio 5.9 Uma varidvel aleatéria ¥ com espaco amostral X = (0,00) é dita ter distribuicdo

normal-inversa se possui fungio de densidade

- (at) "on(52)

onde p e A sao dois parametros estritamente positivos que representam respectivamente a média da varidvel

aleatdria e a forma da distribuicao.

(1) Mostre que se Y possui uma distribuigao normal-inversa, entdo kY também possui, onde k é uma

constante positiva.

(2) Mostre que se Y;, i = 1,--- ,n, sdo independentes e possuem distribui¢do normal-inversa, entéo y . Y;

também possul.
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6. Intervalos de confianca e testes de

hipoteses

“To succeed in life, you need two things:
ignorance and confidence.”
Mark Twain

No Capitulo 5 descrevemos o processo de estimacao de parametros para distribuigbes paramétricas,
utilizando-se notadamente do método de momentos e do método de méaxima verossimilhanca. Para esses
métodos, iniciamos a discussdo sobre distribui¢do dos estimadores, ja que eles também sdo varidveis
aleatdrias, uma vez que sdo funcoes de varidveis aleatérias. Um estimador para o parametro de uma
variavel aleatéria de Poisson corresponde simplesmente & média amostral dos valores observados na amostra.
Um estimador do parametro de uma variavel aleatdria exponencial negativa é igual ao inverso da média
amostral. Para cada um desses estimadores, é importante levantar a distribui¢do dos estimadores, para
termos uma ideia, por exemplo, do grau de imprecisdo na estimacao dos pardmetros. Vimos, por exemplo,

que quanto maior o tamanho da amostra, mais precisos sdo os estimadores.

Neste capitulo iremos explorar em mais detalhes conceitos que sao relevantes para o entendimento
da distribui¢o dos estimadores. Recorreremos, sempre que possivel, a simulacoes de Monte Carlo para
tornar a discussdo mais intuitiva. A partir do conceito de distribuigoes dos estimadores, discutiremos
dois tépicos extremamente importantes para inferéncia estatistica: intervalos de confianga e testes de
hipétese. O primeiro estd mais diretamente ligado a medidas de imprecisio das estimativas. O segundo
tépico estd ligado a procura de evidéncia, nos dados da amostra, para suportar ou contrariar uma suposicao
ou hipdtese tedrica. Ressaltamos que em momento algum os testes de hip6tese comprovam ou descartam
uma teoria com 100% de certeza. Os testes de hipdtese na verdade servem como mais uma evidéncia
para ajudar o pesquisador, analista ou planejador na tomada de decisées. Por exemplo, imagine que
o governo tenha implantado uma determinada politica piblica, sobre a qual gostariamos de aferir sua
efetividade. A pergunta de interesse é “serd que o dinheiro investido nessa politica puiblica conseguiu
atingir aos objetivos esperados?”. Responder a perguntas dessa natureza raramente € possivel com base
em um tnico estudo. Idealmente, devem ser feitos diversos estudos, de preferéncia por instituicoes sérias
independentes. Apds diversos debates com base nesses estudos, pode-se chegar a conclusdes mais robustas

a respeito dos resultados da politica publica de interesse nos estudos.
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6.1 Introducao ao processo de inferéncia estatistica

Nesta secdo, faremos nossa primeira incursio a respeito de um tdépico extremamente importante para o
entendimento do que chamaios estimadores estatisticos e ao que chamamos de distribuicbes amostrais.
Escolhemos trabalhar com simulacées de Monte Carlo, com o objetivo de descrever os principios
basicos relevantes para o entendimento de medidas populacionais e medidas amostrais, bem como os
conceitos bésicos por tras de amostras e populacoes. Inicialmente, iremos trabalhar com o que chamamos
conceitualmente de populagoes finitas. Mais adiante, apresentaremos uma discussido sobre o que
chamamos de populagoes infinitas, as quais também possuem wna enorme importancia em termos
praticos. No momento, vamos nos ater as populagoes finitas. que sio conjuntos finitos de unidades
observacionais, para os quais estamos interessados em algumas das suas caracteristicas. Um exemplo de uma
populacéo finita € o conjunto de todos os domicilios na regiao metropolitana de Sao Paulo — as unidades
observacionais nesse caso sao os domicilios, que existem em um nimero finito e bem definido.! Vamos
supor que as varidveis que queremos estudar sdao a renda per capita de cada um desses domicilios, o nivel
de escolaridade do chefe de cada um desses domicilios, o ntimero de filhos em cada um desses domicilios, e

a idade do chefe de familia. Portanto, temos quatro varidveis de interesse.

6.1.1 Amostragem aleatdria simples

De acordo com a Pesquisa Nacional de Amostragem Domiciliar (PNAD) de 2006, do Instituto Brasileiro
de Geografia e Estatistica, o nimero de domicilios na Regiao Metropolitana de Sao Paulo é da ordem de
N = 4.5 milhoes. Note que estamos utilizando letra maitiscula N para o niimero de unidades observacionais
na populagdo. Vamos supor que um pesquisador pretenda por seus entrevistadores na rua para visitar esses
domicilios e coletar informagoes a respeito de cada um deles. Esses entrevistadores irdo coletar informagoes

sobre quatro varidveis de interesse:

(1) renda per capita,

(2) nivel de escolaridade do chefe do domicilio,
(3) ntimero de filhos,

(4) idade do chefe do domic{lio.

Como estamos tratando de andlise estatistica de dados, iremos supor, por simplicidade e para fins didéticos,
que a escolha dos domicilios entrevistados serd feita de forma aleatéria, via amostragem aleatoria
simples, com reposicao. Ndo nos ateremos aos detalhes por tras dos métodos de amostragem, ja que
esse nao é o interesse nesta publicacdo. O leitor interessado pode recorrer a referéncias como Cochran
(1977), Bussab e Morettin (2002) e Lohr (2002) e Bolfarine e Bussab (2005).

INtmero esse que nao necessariamente é conhecido por nés com total certeza — mas com certeza é conhecido por Deus.
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No processo de amostragem aleatéria simples, em um primeiro momento sio listados todos os domicilios
(ou unidades observacionais) na populagdo. Em seguida, sorteamos um nidmero n de domicilios
para fazerem parte da amostra de entrevistados. O processo de amostragem aleatéria simples pode
ser intuitivamente entendido como um processo onde os identificadores de todos os N domicilios da
populagdo sdao postos em N pequenos papéis depositados em uma jarra. Retiramos entdao n desses
papéis aleatoriamente. No processo de amostragem aleatéria simples sem reposi¢ao, uma vez que um
determinado papel (domicilio) é sorteado, ele ndo é posto de volta a jarra, enquanto no processo de
amostragem aleatéria simples com reposigao, uma vez sorteado e anotado o identificador do domicilio
para compor a amostra, ele é reinserido na jarra, antes da retirada do novo papel sorteado. Obviamente, do
ponto de vista pratico, a amostragem sem reposicao faz muito mais sentido, uma vez que nao poderemos
sortear um mesmo domicilioc duas ou mais vezes, o que pode acontecer na amostragem com reposicao.
No entanto, o tratamento matematico do processo de amostragem aleatdria simples com reposicao é mais
simples, no sentido de que as n retiradas sao independentes. Ou seja, os domicilios sorteados nas primeiras
retiradas nao afetam os domicilios retirados nas retiradas posteriores. Para a amostragem sem reposigio,
caso retiremos os domicilios de maior renda no inicio do sorteio, a probabilidade de retirarmos domicilios
com renda menor nas retiradas posteriores serd maior. Ou seja, na amostragem sem reposicao, as retiradas

e os valores coletados para as varidveis de interesse, nao serao independentes.

Mas por que a independéncia nas retiradas (ou valores observados para as varidveis) é tdo importante?
Em primeiro lugar, conforme ji comentamos acima, independéncia traz uma série de simplificagoes no
tratamento matemético dos estimadores. Obviamente dado que a amostragem aleatdria sem reposicao faz
muito mais sentido em termos praticos, ja existe uma vasta literatura e desenvolvimento cientifico para o
tratamento analitico de amostragem sem reposicao. E entao vem o segundo e principal motivo de estarmos
focando no processo de amostragem com reposigao, e a consequente independéncia das observacoes: no
processo de modelagem matemética de processos estocdsticos, cuja discussdo iniciamos no Capitulo 3,
independéncia é crucial para o entendimento de toda a teoria de estimacao apresentada no Capitulo 5.
Como o nosso foco é justamente prover o leitor com conceitos e ferramentas béasicas para a modelagem de
processos estocdsticos, optamos por focar a discussdo em observagoes independentes. Além disso, ao nosso
ver, uma das dificuldades no entendimento dos conceitos basicos de estatistica é a passagem da analise de
populagdes finitas para populagoes infinitas. Nesse sentido, na nossa opiniao, se a hipdtese de independéncia

das observacoes for considerada desde o infcio da discusso, essa passagem ficard mais didatica.

6.1.2 Medidas populacionais e medidas amostrais

A Figura 6.1 a seguir apresenta o histograma para a distribuicao das quatro variaveis de interesse, com base
na massa de dados para toda a populagao. Obviamente, essa é uma massa de dados populacionais hipotética,

com o0 objetivo meramente ilustrativo. Além disso, a menos que seja feito um censo? de toda a populagao

20 que estd sujeito a erros conhecidos como nio-amostrais, que advém, entre outras coisas, do processo de coleta, que
nunca é perfeito.
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da regido metropolitana de Sao Paulo, somente Deus conhece as caracteristicas populacionais com certeza.
A Tabela 6.1 apresenta algumas das caracteristicas populacionais, para essa populacdo hipotética.

Histograma da Renda Per Capita Histograma dos Anos de Escolaridade

Histograma do Ndmero de Filhos

Figura 6.1: Histogramas para quatro variaveis populacionais.

A Tabela 6.1 apresenta também as medidas amostrais para uma amostra aleatéria simples, com
reposicdo (e portanto, com observac@es independentes), com n = 20 unidades amostradas. Observe que 0s
valores coletados para a amostra ndo correspondem exatamente aos valores populacionais. E bom ter em
mente que os valores populacionais somente sdo conhecidos aqui neste exemplo porque estamos brincando
de ser Deus. Na prética, nés, meros mortais, conhecemos apenas as colunas 6 a 9 da Tabela 6.1. Portanto,
toda a informacao que temos a respeito da populacgéo esta nessas colunas. Aqui entra o objetivo principal
de todo o processo de inferéncia estatistica: entender o qudo perto nossas estimativas amostrais estédo
das medidas populacionais que queremos conhecer, mesmo estando sujeitos a imprecisdo incorrida por
termos disponivel apenas uma amostra de observacgdes. Nos préximos paragrafos, ilustraremos por meio de
simulacdes de Monte Cario, 0 que chamamaos de distribuicdo amostrai dos estimadores estatisticos.
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Tabela 6.1: Pardmetros populacionais e amostrais para uma amostra aleatéria, com reposicao, composta por n = 20
domicilios.

Populagao Amostra

Indicadores Renda | Anos de | Numero | Anos de Renda | Anos de | Niumero | Anos de

estatisticos (R$ mil) | escola | de filhos idade (R$ mil) | escola | de filhos idade
N. observacoes 45 mil 45 mil 45 mil 45 mil 20 20 20 20
Média 1.224 5.922 2.209 36.01 1.378 5.900 2.350 38.80
Variancia 0.261 5.919 2.208 377.51 0.322 5.190 2.828 273.36
Desvio padrao 0.511 2.433 1.486 19.43 0.567 2.278 1.682 16.53
Curtose 6.205 3.129 3472 3.93 2.648 3.945 3.748 3.36
Assimetria 1.322 0.410 0.680 0.93 0.750 -0.257 0.765 0.90
Mediana 1.129 6.000 2.000 33.00 1.249 6.000 2.000 34.00
lo. quartil 0.862 4.000 1.000 23.00 0.958 5.000 1.000 28.50
30. quartil 1.477 7.000 3.000 45.00 1.677 7.000 3.500 48.50
A Interquartil 0.615 3.000 2.000 22.00 0.719 2.000 2.500 20.00

6.2 Simulagoes de Monte Carlo

Na Secdo 5.4, consideramos uma amostra aleatdria, com reposicao, de uma populagio hipotética.
Para essa populacdo hipotética, com base na amostra coletada, calculamos uma série de indicadores
estatisticos amostrais, e comparamos os valores amostrais aos valores populacionais. Obviamente, conforme
comentamos anteriormente, as medidas populacionais sao conhecidas com certeza apenas por Deus. O que

enxergamos de fato sdo os indicadores amostrais.

De acordo com os numeros apresentados na amostra da Tabela 6.1, comparando-os aos valores
populacionais, observamos que os valores estimados estao bem préximos aos valores populacionais, mesmo
sendo as estatisticas amostrais calculadas utilizando-se uma amostra aleatéria. Mesmo esses valores sendo
proximos aos populacionais, eles ndo sdo exatamente os mesmos, havendo uma pequena diferenca devido
ao acaso. A Tabela 6.2 apresenta os valores para as medidas amostrais, especificamente para a variavel
renda (em R$ milhares), considerando-se quatro outras amostras, independentes entre si, e independentes
da amostra da Tabela 6.1, coletadas para a mesma populacao hipotética da Figura 6.1. Todas as amostras
possuem o mesmo tamanho n = 20. Observe que, os valores amostrais, apesar de mais ou menos préximos
aos valores populacionais, apresentam claramente uma certa variagao em torno dos valores populacionais.

Em nenhuma das amostras, os valores amostrais sao exatamente iguais aos valores populacionais.

A partir desse simples experimento, diversas perguntas podem ser feitas. Essas perguntas sao
fundamentais para o processo de inferéncia estatistica. Algumas dessas perguntas ja foram abordadas, de
alguma forma, no Capitulo 5, quando discutimos a estimacio de pardmetros via méxima verossimilhanca

e via método de momentos.

1. Apesar de haver uma certa dispersao dos valores amostrais em torno dos valores populacionais, em média

a estimativa amostral é igual ao valor populacional?
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Tabela 6.2: Parametros populacionais e amostrais da varidvel renda para outras quatro amostras aleatérias, com
reposi¢ao, composta por n = 20 domicilios.

Indicadores estatisticos Amostras o
para a renda (R$ milhares) | Populagdo 2 3 4 5 _‘
N. observagoes 45 mil 20 20 20 20
Média 1.224 | 1.214 | 1.325 | 1.191 | 1.069
Variancia 0.261 | 0.413 | 0.292 | 0.149 | 0.142
Desvio padrao 0.511 | 0.643 | 0.541 | 0.386 | 0.377
Curtose 6.205 | 8.899 | 2.966 | 2.534 | 5.049
Assimetria 1.322 | 2.318 | 0.944 | 0.546 | 1.312
Mediana 1.129 | 1.069 | 1.204 | 1.158 | 1.035
lo. quartil 0.862 | 0.844 | 0.928 | 0.880 | 0.834
Jo. quartil 1477 | 1.335 | 1.521 | 1.377 | 1.195
A Interquartil 0.615 | 0.491 | 0.593 | 0.498 | 0.362

2. Os indicadores amostrais sao calculados a partir de amostras aleatorias, e, portanto, esses também sdo

varidveis aleatérias. Nesse caso, qual a distribuigdo dos indicadores (ou estimadores) amostrais?

3. O que acontece com a distribui¢ao do estimadores amostrais, quando o niimero de observagdes na amostra

aumenta?
4. Existe alguma forma de medir a precisao das estimativas, também a partir da amostra disponivel?
5. Como podemos utilizar as informagdes na amostra para testar hipéteses de pesquisa?

6. O que acontece com a distribuigao dos estimadores, caso as hip6teses que estamos fazendo a respeito do

processo estocastico gerador das amostras nao forem totalmente corretas?
7. Existem estimadores melhores do que os que estamos utilizando?
8. Como definimos critérios para escolha de estimadores?

Neste Capitulo, mostraremos como as simulagées de Monte Carlo podem ser utilizadas para responder
parte dessas perguntas. Ao longo deste texto, discutiremos os demais questionamentos. Uma das grandes
benesses da andlise estatistica de dados é que, apesar de as simulagoes de Monte Carlo— que constituem um
processo computacionalmente intensivo, fornecerem ilustragbes para os problemas de inferéncia estatistica,
mostraremos que é possivel antecipar matematicamente quais seriam os resultados das simulacgdes. De
fato, no Capitulo 5 discutimos alguns resultados a respeito da distribuicao dos estimadores de méaxima
verossimilthanga. Naquele Capitulo, discutimos a questio da consisténcia dos estimadores de médxima
verossimilhanca, de forma que, mesmo quando hé viés nos estimadores, esse viés vai para zero quando
o tamanho da amostra tende para infinito. Sempre que possivel, estaremos fazendo o paralelo entre teoria

de inferéncia estatistica, ilustragdes via simulagoes de Monte Carlo e exemplos préaticos.
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6.3 Distribuicoes dos estimadores e imprecisao das estimacgoes

As colunas nas Tabelas 6.1 e 6.2 nos fornecem uma primeira ideia de como se comportam, estocasticamente
falando, os estimadores das diversas medidas populacionais. De fato, em primeiro lugar observamos que,
para as cinco amostras selecionadas (uma na Tabela 6.1 e quatro na Tabela 6.2), os valores estimados est&o
proximos dos valores populacionais. Além disso, os valores estimados encontram-se dispersos em torno das
medidas populacionais. Imagine agora que se, ao invés de cinco amostras, tivéssemos milhares ou milhoes.
Para cada uma dessas 100 mil ou 1 milhdo de amostras. terfamos uma estimativa, por exemplo, para a
curtose da renda populacional. Com base nos cem mil ou um milh&o de estimativas aleatérias geradas para
a curtose, podemos ter uma ideia muito clara do comportamento do estimador de curtose. Comportamento,
nesse caso, pode ser entendido como a distribuigao da varidvel aleatéria correspondente ao estimador da

curtose populacional.

A ideia de estudar as caracteristicas dos estimadores a partir de um nimero muito grande de diferentes e
independentes amostras aleatérias é justamente a base das simulacoes de Monte Carlo. Para cada problema
de interesse, simulamos uma quantidade grande de amostras, tendo o cuidado que, em todas as amostras
geradas em um mesmo experimento, as condigoes de selegao das amostras sejam exatamente as mesmas.
Por exemplo, precisamos utilizar o mesmo nimero de observagdes amostradas em cada amostra. Os passos

nas simulac¢oes de Monte Carlo sdo descritos a seguir:
(i) Defina a populagfio de interesse, bem como os parametros populacionais que se deseja inferir.

(ii) Defina um processo gerador das amostras, com as quais serdo calculadas as estimativas para os

pardmetros populacionais de interesse.

(iii) Defina as expressdes e/ou os procedimentos para calculo das estimativas dos parametros com base nas
amostras geradas. No caso de estimacgoes dos parametros de uma variavel aleatéria gamma, por exemplo,
podemos utilizar o procedimento de maximizacao da funcao de log-verossimilhanga ou o procedimento de

método de momentos.
(iv) Gere uma amostra aleatéria, com n observagdes, utilizando a definicdo do item (ii).

(v) Calcule a estimativa para o pardmetro (ou os parametros) de interesse com base nas defini¢oes do item

(iii).
(vi) Guarde os resultados das estimativas do item (v).

(vii) Replique os passos (iv) a (vi) um mimero grande M — 1 de vezes (por exemplo, Af = 10,000 ou
M = 1,000, 000), totalizando M valores estimados.

(viii) Com base nos M valores armazenados, podemos entao estudar as caracteristicas da distribuicao dos

estimadores dos parametros de interesse.

Introdugio aos mérodos estatisticos para economia e finangas | 207



correspondente a estimacdo da média populacional. De acordo com a Tabela 6.1, as médias de renda (em R$
milhares), anos de escolaridade, nimero de filhos e idade para a populagédo sdo 1.224, 5.922, 2.209 e 36.01
respectivamente. Inicialmente, vamos considerar uma amostra aleatéria de tamanho n = 5; ou seja, uma
amostra com poucas observagdes. As amostras foram geradas por meio de amostragem aleatéria simples.
Foram geradas M = 100,000 amostras. Para cada amostra Am = {xmti,..., xmtn} gerada, m= A , M, a
estimativa para a média é dada por xm = Ao final do processo de simulagdo, temos M = 100,000
valores para xm. A Figura 6.2 abaixo apresenta os histogramas desses M = 100,000 valores gerados para
cada uma das quatro variaveis populacionais de interesse.

Estimativas da Renda Média Estimativas da Escolaridade Média

Figura 6.2: Histogramas para as médias amostrais com base nas simulagdes de Monte Carlo, para as quatro variaveis
populacionais (amostras de tamanho n = 5).

Observe que, para as quatro varidveis, conforme era de se esperar, de acordo com 0s numeros
apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2, os valores estimados estéo dispersos em torno dos valores populacionais
(demarcados pelas linhas verticais tracejadas na Figura 6.2). Para a variavel renda, o histograma da
distribuicdo das estimativas apresenta uma assimetria para a direita. De fato, quando calculamos o
coeficiente de assimetria para as M estimativas da média de renda, obtemos um valor igual a 0.602.
A Tabela 6.3 a seguir apresenta as estatisticas descritivas para os M valores obtidos, para cada uma das
variaveis, com base em uma amostrade n = 5 observagdes. As médias amostrais (estimadores para as médias
populacionais) estdo bem préximas aos valores populacionais. Isso indica que o estimador “acerta’em média
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o valor que desejamos estimar. Quando isso acontece. dizemos que o estimador é ndo viesado,® conforme

discussao no Capitulo 5.

Tabela 6.3: Parametros populacionais e amostrais da varidvel renda para outras quatro amostras aleatérias, com
reposigdo, composta por n = 5 domicilios.

Indicadores estatisticos Amostras do experimento de Monte Carlo
para os estimadores da média | Renda | Escolaridade | Num. Filhos | Idade
N. de simulacdes 100 mil 100 mil 100 mil | 100 mil
Média 1.225 5.92 2.21 35.99
Variancia 52.424 1.19 0.44 75.20
Desvio padrao 229 1.09 0.66 8.67
Curtose 3.675 3.003 3.07 3.17
Assimetria 0.602 0.175 0.296 0.40
Mediana 1.204 5.8 2.2 35.40
lo. quartil 1.063 5.2 1.8 28.8
30. quartil 1.362 6.6 2.6 41.6
A Interquartil 299 14 0.8 11.8

[ Média populacional [ 1224 5.922 [ 2.209 | 36.01 |

O primeiro quartil da distribuicao do estimador, de acordo com a Tabela 6.3, é igual a R$ 1.063. Isso
indica que, em média, 25% das amostras de 5 observagdes escolhidas aleatoriamente, para a populacio
em questao, incorrerao em estimativas com valores menores do que R$ 1.063. Analogamente, em média,
25% das amostras de 5 observagoes, para a populagido em questdo, incorrerfio em estimativas com valores
maiores do que R$ 1.362 (terceiro quartil). Ou seja, mesmo sabendo que em média o nosso estimador
é nao viesado, isso ndo significa que a amostra que temos em maos estd nos fornecendo uma estimativa
razoavel: podemos estar com uma estimativa menor do que R$ 1.063, por exemplo, incorrendo em uma
subestimativa de aproximadamente R$ 160. Observe os indicadores de dispersdo, dados pelo intervalo
interquartil, pelo desvio padrao e pela variancia, da distribui¢do do estimador da média para as quatro
varidveis socioeconomicas. Conforme veremos mais adiante, quando aumentamos o tamanho da amostra n,

esses indicadores tornam-se menores indicando distribui¢oes amostrais menos dispersas em torno da média.

Vamos agora estudar o que acontece com a distribuigio dos estimadores da média, quando aumentamos
o tamanho da amostra para n = 20 ou para n = 500, por exemplo. Repetimos entao o experimento de
Monte Carlo, dessa vez considerando n = 20 e n = 500, ao invés de n = 5. Os histogramas correspondentes
estao apresentamos nas Figuras 6.3 e 6.4. As estatisticas descritivas para as médias com base nas amostras
simuladas também estdao apresentadas nas Tabelas 6.4 e 6.5. Similarmente aos histogramas apresentados
na Figura 6.2, para amostras de tamanho n = 20 e n = 500, as médias amostrais em média acertam os
valores corretos populacionais. No entanto, quando comparamos os resultados para diferentes tamanhos de

amostras, notamos que:

(i) quanto maior o tamanho da amostra, a dispersio dos estimadores amostrais ao redor da médija
populacional diminui. Por exemplo, para a varidvel renda per capita, para n = 5, o intervalo interquartil é

igual a R$ 299; para n = 20 e n = 500, o intervalo interquartil passa a ser R$ 154 e R$ 31 respectivamente.

3Em inglés, unbiased.
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Estimativas da Renda Média Estimativas da Escolaridade Média

Estimativas do Numero Médio de Filhos Estimativas da Média de Idade

Figura 6.3: Histogramas para as médias amostrais com base nas simulagbes de Monte Cario, para as quatro variaveis
populacionais (amostras de tamanho n = 20).

Isso indica que, em 75% das amostra coletadas de tamanho n = 500, o valor da estimativa da média estara
entre R$ 1.208 e R$ 1.239, implicando em um erro de estimacdo de no maximo R$ 15.

(if) quanto maior o tamanho da amostra, menor a assimetria da distribuicdo amostrai. Para a variavel
numero de filhos, por exemplo, o coeficiente de assimetria passa de 0.3 para 0.16, e depois para 0.025,
guando o tamanho da amostra assume valores n — 5, n = 20 e n = 500 respectivamente. Portanto, quando
o tamanho da amostra aumenta, a distribuicdo amostrai torna-se mais simétrica.

(iif) quanto maior o tamanho da amostra, a curtose da distribuicdo amostrai aproxima-se do valor 3.0. Para
a variavel renda per capita, a curtose passou de 3.675 para 3.14, e depois para 3.00, quando o tamanho da
amostra assume valores n =5, n = 20 e n = 500.

(iv) quanto maior o tamanho da amostra, o histograma da distribuicdo amostrai aproxima-se de um
histograma da distribuicdo normal. Esse fato estd consistente com a observagdo de que o coeficiente de
assimetria aproxima-se de 0.0 e que a curtose aproxima-se de 3.0. Esses valores sdo exatamente os valores
do coeficiente de assimetria e da curtose para uma distribuicdo normal.

(v) a variéncia da distribuicAo amostrai decresce de forma inversamente proporcional ao tamanho da
amostrai. Por exemplo, paran = 5, a variancia da renda per capita é igual a 52.424, enquanto para n = 20,
essa variancia passa a ser 13.019. Note que 52.424 / 13.019 = 4.02, que é aproximadamente a 20 / 5.
Analogamente, quando n = 500 a variancia ¢ igual a 526, e 13.019 / 526 = 24.8, que é aproximadamente a
500 / 20. Se fizermos contas parecidas para todas as demais varidveis analisadas neste exemplo, notaremos
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Figura 6.4: Histogramas para as médias amostrais com base nas simula¢des de Monte Carlo, para as quatro variaveis
populacionais (amostras de tamanho n = 500).

a mesma relacdo entre varidncia e tamanho da amostra. De maneira geral, os resultados das simulacdes de
Monte Cario sugerem uma regra para a variancia da forma

- Variancia basica
Varidncia para amostra de tamanho n =---------- e (6.1)

Lembrando que o desvio padrédo é a raiz quadrada da variancia, uma forma similar pode ser escrita para o
desvio padréo

Desvio padréo basico

Desvio padrao para amostra de tamanho n n (6.2)

Os cinco fatos observados acima podem ser analiticamente demonstrados utilizando-se ferramentas de
processos estocasticos. A observacdo (i) acima estd ligada ao teorema conhecido com lei dos grandes
ndmeros, visto no Capitulo 4, enquanto os demais quatro itens estdo relacionados ao teorema conhecido
com teorema central do limite. Esses resultados sdo fundamentais em tudo que veremos neste texto,
além de em tudo que o leitor usara em termos de econometria e estatistica. Resultados como esses permitem
inferir o que encontraremos nas simulagGes de Monte Cario, em relagdo as caracteristicas das distribuicdes
amostrais dos estimadores, sem necessariamente efetuarmos tais simulagdes.

Especificamente para o estimador da média populacional, note que, para cada observacdo independente
Xi na amostra, temos E[2Q] = p, onde g é a média populacional verdadeira (no caso, p = R$ 1.224).
Ou seja, para cada observacao retirada da populacdo, em média o valor dessa observagdo é igual a média
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Tabela 6.4: Parametros populacionais e amostrais da varidvel renda para outras quatro amostras aleatérias, com
reposicao, composta por n = 20 domicilios.

Indicadores estatisticos Amostras do experimento de Monte Carlo
para os estimadores da média | Renda | Escolaridade | Num. Filhos Idade
N. de simulagoes 100 mil 100 mil 100 mil | 100 mil
Meédia 1.225 5.93 2.21 35.99
Variancia 13.019 0.296 0.11 18.97
Desvio padrao 114 0.544 0.33 4.36
Curtose 3.14 3.007 3.02 3.01
Assimetria 0.29 0.096 0.16 0.19
Mediana 1.219 5.9 2.2 35.85
lo. quartil 1.145 5.55 2 32.95
30. quartil 1.296 6.3 2.45 39.00
A Interquartil 154 0.75 0.45 5.95

| Média populacional | 1224 ] 5922 [ 2.209 [ 36.01 |

Tabela 6.5: Parametros populacionais e amostrais da varidvel renda para outras quatro amostras aleatdérias, com
reposicao, composta por n = 500 domicilios.

Indicadores estatisticos Amostras do experimento de Monte Carlo
para os estimadores da média | Renda | Escolaridade | Num. Filhos | Idade
N. de simulagbes 100 mil 100 mil 100 mil | 100 mil
Média 1.224 5.92 2.209 36.01
Variancia 526 0.01 0.004 0.756
Desvio padrao 22.93 0.11 0.067 0.869
Curtose 3.00 3.01 3.01 3.006
Assimetria 0.06 0.02 0.025 0.027
Mediana 1.224 5.92 2.208 36.004
lo. guartil 1.208 5.85 2.164 | 35.416
3o. quartil 1.239 5.99 2.254 | 36.594
A Interquartil 31 0.146 0.09 1.178

| Média populacional 1.224 | 5.922 2.209 | 36.01 ]
populacional. De fato, a populacdo completa possui valores de renda per capita x1,22,...,2x5, onde N é

igual a 4.5 milhdes de unidades na populagao completa. Seja X; uma varidvel aleatéria, que corresponde
a0 i-ésimo valor retirado em uma amostragem aleatéria simples (com reposigio). A varidvel X; possui uma

distribuigao discreta, onde

1
ProblX; =z} = = —,
) [ T] f(x) N
onde x é um valor qualquer de renda na populagio {z1,zg,...,2x}. Note que a probabilidade de retirar

cada win dos N valores da populacdo é o mesmo; portanto, cada probabilidade tem valor igual a 1/N.
Portanto, o valor esperado de X;, pela prépria definicao de valor esperado, conforme visto no Capitulo 3,

é dado por
N N . L
B[X] =Y anf(o) =Y aey = 5 2
k=1 k=1 k=1
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Estimativas para a Renda (n=5) Estimativas para a Renda (n=20) Estimativas para a Renda (n=500)

5 10 15
Variancia amostrai x 1Q5

Estimativas para o Namero de Filhos (n=5) Estimativas para o Numero de Filhos (n=20)  Estimativas para o Nimero de Filhos (n=500)

Figura 6.5: Histogramas para as variancias amostrais com base nas simula¢bes de Monte Carlo, para as variaveis
numero de filhos e renda per capita, com base em amostras de tamanhos n = 5, n = 20en = 500.

que é justamente a média populacional fi. Analogamente, a variancia de Xi é calculada pela expressdo para
a variancia populacional, conforme vimos no Capitulo 3. Dessa forma,
N N i i N
Var[Xi] = - N2f(xk) = -2)2— = — - 12)2,
k=1 k=l k=l

que é justamente igual a variancia populacional cr2. Vamos agora ao estimador da média populacional,
dado por /z = 2 SiL.i Vj. Gostariamos entdo de estudar analiticamente a distribuicdo de /z. J& temos uma
boa descrigdo da distribuicéo de fl via simula¢Ges de Monte Cario, conforme apresentado nas Figuras 6.2 a
6.4 e nas Tabelas 6.1 a 6.5. O primeiro fato que podemos investigar analiticamente € o viés do estimador
da média; ou seja, em média, o estimador /z esta atingindo o valor verdadeiro do pardmetro /z? De fato,
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Portanto, o estimador da média /i é nao-viesado. Quanto a variancia do estimador /i, observe que

n

. 1 — 1 . 1 & no? o
Var[,u] = Var[; ZXZ} = n—QVar{Z ‘Xi} = o ZVar[Xi] = oy = o
i=1 i=1 '

=1

Na derivagdo acima, utilizamos o fato de que a variancia da soma de varidveis aleatdrias independentes é
igual & soma das varidncias, j4 que as retiradas X, sdo independentes entre si, como visto na Proposicao
3.4. A independéncia nesse caso deve-se ao fato de as retiradas ocorrerem com reposicao. Caso nao houvesse
reposicdo, as observacdes nao mais seriam independentes, e na derivagio para a variancia do estimador /i
teriamos que considerar também as covariancias entre as retiradas. Para o desvio padrio do estimador f,

basta tirar a raiz quadrada da variancia, obtendo-se

desvio padrao[a] = 7.

n

As duas ultimas equagdes justificam as observagdes nas simulagdes de Monte Carlo, descritas nas Eqs. (6.1)
e (6.2). Portanto, quando o tamanho da amostra aumenta, a variancia cai proporcionalmente ao tamanho

da amostra, e o desvio-padrio cai com a raiz quadrada do tamanho da amostra.

De acordo com a lei fraca dos grandes numeros, vista na Secdo 4.6.1, quando a amostra vai para o
infinito, a probabilidade de a média amostral se afastar da média populacional vai para zero. Portanto, a

lei fraca dos grandes nimeros justifica a consisténcia do estimador da média 1. Mais formalmente,

P
=

ou seja, o estimador i converge em probabilidade para o parametro populacional yt. Conforme vimos nos
exemplos para as médias estimadas para as quatro varidaveis populacionais de interesse, quando o tamanho
da amostra vai para o infinito, o histograma dos valores obtidos para ji se aproxima cada vez mais de
uma distribuicao normal. Esse fato nao é mera coincidéncia. Podemos entao enunciar o teorema central
do limite para a média amostral. Antes disso, porém, iremos discutir outro tipo de convergencia para

varidveis aleatérias (até agora, vimos o conceito de convergéncia em probabilidade).

Definicao 6.1 (Convergéncia em distribui¢ao ou em lei) Considere uina sequéncia de varidveis aleatérias
Y1,Y2,...,Y,,.... Dizemos que a sequéncia {Y,} converge em distribui¢do ou em lei para a varidvel
aleatéria Y, quando

F)'" (Z) — Fy(z).

para todo ponto z no qual a funcdo distribuicio acumulada Fy(z) de Y é continua.* As funcdes Fy, (+),

Fy,(4), ..., Fy, (), ... correspondem & sequéncia de funcgdes distribui¢des acumuladas para as varidveis

4A funcio Fy é continua no ponto z se e somente se Prob(Z = z] = 0.
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aleatérias Y1,Ys,...,Y,,.... Quando a sequéncia {Y),} converge em distribuigdo ou em lei para a varidvel
aleatéria Y, escrevemos
Y, =Y.

A seguir, apresentaremos alguns resultados bésicos relacionando convergéncia em probabilidade e
convergéncia em distribuicao. Os resultados abaixo. quando nao especificado em contrario, aplicam-se

tanto a varidveis aleatorias discretas quanto a varidveis aleatdrias continuas.

Proposicac 6.1 (Convergéncia em probabilidade implica em convergéncia em lei) Se Y, LN Y, entao

Y, By,

A Proposicao 6.1 mostra que se uma sequéncia de variaveis aleatdrias converge em probabilidade, entao
essa sequéncia também converge em distribuigao. No caso geral, a contrapartida da Proposi¢do 6.1 nio
ocorre, como mostra o Exemplo 6.1. Entretanto, se uma sequéncia de varidveis aleatérias converge em lei
para uma constante, essa sequéncia também converge em probabilidade. Note que Y = yy possui uma

distribuicado degenerada na Proposicao 6.2, visto que essa varidvel é uma constante.
. - . . N . L . P
Proposicao 6.2 Se Y = yg, ou seja, se Y é uma constante, entdo, se Y;, — Y, a sequéncia Y,, — Y.

Exemplo 6.1 (Convergéncia em distribuigho nao implica em convergéncia em probabilidade) Seja X,

uma sequencia variaveis aleatorias discretas com fungées de frequéncia

fx, () =1/241/ne fx,(~1) = 1/2 = 1/n,

seja X um variavel aleatéria discreta com funcoes de frequéncia

fx()=1/2e fx(-1) =1/2,

e seja Y = —X uma variavel aleatéria discreta que possui fungoes de frequéncia iguais a de X dadas por

fr(1)=1/2e fy(-1)=1/2.

Usando a Proposicao 6.4, note que X, Lixe X Ly ¥ Note também que X, i X, mas X,, nao

converge em probabilidade para Y, pois | X,, — Y| = 2 em qualquer situacio.

Proposigao 6.3 Se Y, L Y, e a fungdo ¢(-) é continua, entao g(Y,) LN g(Y).
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Nesse caso, a Proposigéo 6.3 mostra que a convergéncia em lei continua vélida se a sequéncia de varidveis

aleatdrias sofrer uma transformacao continua.

Adicionalmente, os dois teoremas e o coroldrio abaixo sdo referidos a Slutsky e aparecem em vérias

situagbes da teoria de probabilidade.

Teorema 6.1 (Slutsky) Se Y, 5 yo (uma constante) e a fun¢io g(-) é continua em yo, entao g(Y,,) LN

9(yo)-

Teorema 6.2 (Slutsky) Se Y, LyeU, D u (uma constante), entao

(8) Yo+ Up 5 Y + ug,
(b) UnYp < uoY.

Corolario 6.1 (Slutsky) Seja ai,az,...,an,... uma sequéncia de constantes tendendo ao infinito, seja b

um nimero fixo, e seja Yy, Ys, ..., Y,, ... uma sequéncia de varidveis aleatérias tal que,

an[Yn —b] 5 X,

para uma varidvel aleatéria X. Seja g(-) uma funcdo diferencidvel, e que tenha primeira derivada ¢/'(-) seja

continua no ponto b. Entao,

anfg(Ya) — g(0)] & ¢'(B)X.

Proposicao 6.4 Vamos supor que a sequéncia de varidveis aleatérias {Y,} seja composta por varidveis
discretas, assumindo valores apenas no espago amostral enumerdvel X = {z1,z2,3,...}. Sejam fy, (y),
() -y fri.(y)s - . ., asequéncia de fungdes de frequéncias para a sequéncia de varidveis aleatérias {Y,}.

Se fy, (y) = fy(y) para todo y € X, onde fy(y) é a fungio de frequéncia de Y, entdo Y, Ly,

Proposic¢do 6.5 Vamos supor que a sequéncia de varidveis aleatérias {Y;,} seja composta por varidveis
continuas estritamente. Sejam fy, (v), fv,(¥), .-, fv,,(¥), ..., a sequéncia de func¢oes de densidade para
a sequéncia de varidveis aleatdrias {Y,}. Se fy, (y) — fy(y) para todo y € R, exceto em um conjunto de

medida nula, onde fy(y) é a fungdo de densidade de Y, entao Y, Ly,

Proposicao 6.6 Se Y, Liyea funcao de distribuicao acumulada Fy (y) é continua, entdo Fy, (y) —

Fy (y) uniformemente em y.

Os resultados apresentados acima sdo muito utilizados quando queremos estudar as caracteristicas de
estimadores comumente encontrados em econometria e estatistica. Apesar de eles terem um teor puramente
para varidvels aleatérias univariadas, versdes multivariadas estdo disponiveis na literatura. Podemos entdo

enunciar o teorema central do limite.
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Teorema 6.3 (Central do limite). Seja X;,..., X, uma amostra aleatéria independente e identicamente

distribuida, com E[X;] = p e Var[X;] = 02. Seja X a média amostral X = Z‘?—:nli Entéo, quando n — oo,
temos
X —
N Hl Ly 7

onde Z tem distribui¢fio normal padronizada (média zero e varidncia um).

De acordo com o teorema central do limite, quando a amostra é grande o suficiente (n = 500, por

exemplo, de acordo com as simulac¢oes apresentadas anteriormente), temos a aproximagcio

= Z ﬁ)_(zzZ—i—u.
n

Lembrando do Exemplo 4.17 que, se Z tem distribuicao normal padronizada, entao b2 + a tem distribuicdo

normal com média a e varidncia b?, concluimos que

X =W, (6.3)

onde W tem distribui¢do normal, com média i e variancia gnf A Eq. (6.3) explica a forma normal dos

histogramas vistos nas Figuras 6.2 a 6.4.

6.4 Testes de hipdteses

Um dos principais topicos em inferéncia estatistica sao os chamados testes de hipéteses. Conforme o
préprio nome ja especifica, a ideia dos testes de hipdteses é verificar, por meio dos dados, a validade ou
nao de um determinado conjunto de pressupostos. O primeiro passo nos testes de hipéteses é transformar o
conjunto de pressupostos a serem testados em um conjunto de restrigdes a respeito dos parametros livres do
modelo estatistico. A partir de entdo, € preciso construir uma estatistica teste, que é calculada a partir
dos dados amostrais. A estatistica teste também é uma varidvel aleatéria, e como tal possui propriedades
probabilisticas, tendo por exemplo uma funcdo densidade de probabilidade. A partir da distribuicio da
estatistica teste, devem-se ser especificadas regras de aceitacdo ou rejeicdo dos pressupostos. Essas regras
de aceitago ou rejeicdio levam em conta valores de corte: para valores abaixo (ou acima, a depender da

situacgio) dos valores de corte, os pressupostos sao aceitos ou rejeitados.

Testes de hipdteses sdo bastante utilizados na maioria das aplicacbes estatisticas. A discussao nesta
secao tem por objetivo descrever a intuicao geral da utilizacdo dos testes de hipdtese e como eles podem

ser empregados em diferentes contextos de estimagdo. Inicialmente, trataremos a aplicacio de testes de
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hipéteses para testar valores da média populacional. Em seguida, iremos tratar de testes de hipdteses
no contexto de estimacdo via méaxima verossimilhanca. Para méxima verossimilhanga especificamente,
discutiremos as trés categorias de testes de hipdtese: testes de Wald; testes de razao de verossimilhancga;
testes de multiplicadores de Lagrange. Esses testes também serdo importantes no coutexto de modelos de

regressao apresentados nos Capitulos 8 e 9.

6.4.1 Testes de hipdteses para a média populacional

Para exemplificar melhor os conceitos que dao suporte aos testes de hipéteses, vamos considerar inicialmente
um exemplo bastante simplificado, onde a amostra selecionada é composta de observagoes, cada qual
obedecendo a uma distribuicio normal, com média p desconhecida e variancia o? conhecida (o que,
na pratica, dificilmente serd o caso, mas utilizaremos a variancia conhecida por enquanto por motivos
puramente didaticos). A partir desse exemplo simplificado, relaxaremos diversas das hipéteses iniciais,

mostrando que os conceitos gerais nao se alteram.

Populagao normal com variancia conhecida

Seja X1, X2,..., X, uma amostra aleatdria, com observacoes independentes e identicamente distribuidas,

2 conhecida. O objetivo da

cada qual com distribui¢ao normal com média g desconhecida e variancia o
andlise estatistica é fazer inferéncia a respeito do parametro . O estimador da média populacional p é
dado pela média populacional 1 = X. O estimador /i tem distribuicio normal, com média,

CEBXi i+ + X, Y, nE[X] np

E{ﬂ}_ n - n R

e, portanto, o estimador /i é nao viesado. A variancia de i tem expresséo

. Var [Xl + o+ X, 3oy nVar [Xl- no? o?
Var[u] - n? J - : n2 ] T T

Note que, na derivagdo acima, utilizamos o fato de que a varidncia da soma de varidveis aleatérias
independentes é igual & soma das variancias de cada varidvel aleatéria individualmente, conforme visto
na Proposicao 3.4. O fato de que o estimador f tem distribui¢do normal vem do fato de que a soma de
varidveis aleatdérias normais também tem distribuigdo normal (vide Exemplo 4.19). Utilizaremos a notagao
05 para se referir & varidncia do estimador 4 da média populacional, e a notagao ¢, para se referir ao

desvio padrao do estimador j.

Exemplo 6.2 (Avaliagio de programa de governo) Vamos supor que a amostra Xp,Xa, ..., X,

corresponde a valores coletados sobre as notas de matemaética na rede piiblica de ensino médio em Salvador.
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A meta da Secretaria de Educacio do Estado da Bahia é atingir uma nota média acima de 70% para um
exame padronizado. Depois de dois anos de um programa de melhoria no ensino publico, a Secretaria
pretende testar se de fato a média de ensino evoluiu acima dos 70% almejados. Para fazer essa avaliacao,

a Secretaria tem duas alternativas:

1) Aplicar o exame a absolutamente todos os alunos da rede fundamental de ensino, em todas as escolas

da regiao metropolitana de Salvador, tendo entdo uma espécie de censo.
2) Aplicar o exame a apenas uma amostra aleatéria de alunos e efetuar uma inferéncia estatistica.

A vantagem da primeira alternativa € que ndo estarfamos sujeitos a variabilidade implicita ao processo
amostral da segunda alternativa. Aplicar o exame a todos os alunos do universo objetivado (regido
metropolitana de Salvador) necessitaria de uma estrutura muito mais cara em termos de infraestrutura.
Seria necessario um controle sobre o processo de aplicacdo das provas, que poderia incorrer nos chamados
erros nao amostrais. O grande problema dos erros ndo amostrais é a dificuldade para corrigi-los. Por
exemplo, pode ser que um determinado diretor de uma escola, para fazer a sua escola parecer melhor do que
as outros, burlasse o processo de coleta, comprometendo as conclusdes gerais do estudo. Por esses motivos,
ao invés de um recenseamentio exaustivo, sujeito a inliimeros erros nao amostrais e incorrendo em gastos
bem maiores, talvez seja malis interessante ter um processo amostral, controlado, a custo mais baixo, onde
08 erros possivels sdo os erros amostrais, que podem ser tratados via procedimentos amplamente disponiveis

na literatura estatistica. Esses procedimentos serdo discutidos nesta secao.

A Secretaria de Educacao decide entao por fazer uma coleta de informacgoes via amostra de alunos que
prestarao o exame. Uma ves selecionada a amostra de n alunos, as provas sao aplicadas, em ambiente
controlado, e sdo entdo coletadas as observagdes X, Xo, ..., X,. Estima-se entdo a média populacional
de notas para toda a populacio de alunos do ensino médio da rede piblica na regido metropolitana de
Salvador. O estimador da média populacional é dado pela média amostral ji. Supondo que as notas dos
alunos nas provas tém distribuicio normal, com média px desconhecida e varidncia ¢? conhecida, vamos

agora discutir um pouco o processo de inferéncia estatistica e testes de hipoteses.

Vamos imaginar, primeiramente, que a nota média da amostra foi igual fi = 32.6%. Com uma nota
dessa ordem, é muito provavel que o ensino médio em Salvador esteja muito aquém da meta de 70%. A
questdo é a seguinte: serd que essa diferenca de 32.6% para 70% nao se deve meramente ao fato de que
escolhemos uma amostra aleatoria de n alunos nao muito preparados? Nesse caso, condenar o programa de
melhorias da Secretaria com base nessas notas médias seria totalmente injusto. Imagine que a nota média
da amostral foi igual a i = 83.6%. Nesse caso, a nota média é muito superior & meta de 70%, mas essa
média amostral pode decorrer meramente de termos selecionado uma amostra com n alunos muito bons,
que nio sado representativos da populacgio de aluno da rede de ensino ptblico médio. Nesse outro extremo,
estariamos possivelmente mantendo, ou até mesmo aumentando, os gastos para um programa de politicas
piblicas educacionais que nao estd gerando os resultados desejados. Esses cendrios se agravam quando as

notas médias obtidas na amostra sdo i = 72.3% ou i = 68.2%. No primeiro caso, a nota média estd acima
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da meta, e no segundo caso a nota média estd abaixo; porém, em ambos os casos, pode haver uma grande
possibilidade de que essas notas (acima ou abaixo) sejam exclusivamente efeito da amostra coletada, e nao

reflitam a realidade. Como entao. resolver esse impasse?

Felizmente, os estatisticos desenvolveram uma metodologia para fornecer subsidios para os tomadores
de decisoes, seja no setor piblico, seja no setor privado, com base em resultados amostrais. Imagine que o
concenso entre os educadores e o publico em geral € que, em média, a populacao de estudantes do ensino
publico médio ndo possua nota acima dos 70%. Ou seja, a politica educacional de melhorias nao cumpriu
os objetivos previstos. Nesse sentido, dizemos que a hipdtese bésica, ou hipdtese nula, é que a média da
populagdo p é menor ou igual a 70%, sem ser maior do que isso. Por outro lado, a hipétese dos defensores
da politica publica é que as notas em média sao maiores do que 70%. Esse segunda hipdtese é conhecida

como hipdtese alternativa; matematicamente, a hipdtese alternativa pode ser escrita como u > 70%.

Vamos supor que o resultado da pesquisa foi uma nota média amostral de i = 72.3%. Os individuos
contrarios & manutencao da politica educacional existente acham que essa diferenga de 2.3% acima da meta
deve-se exclusivamente ao erro amostral; ou seja, foram coletados alunos, em média, melhores do que os
alunos em geral do ensino piiblico, € que, portanto, esses alunos nfo estariam refletindo a realidade da
populacdo como um todo. Aqui entra o cerne da metodologia de testes de hipéteses. Os individuos a favor

da politica educacional existente argumentam entdo da seguinte maneira:

(i) Vamos supor que, na melhor das hipéteses, a nota média populacional seja p = 70%, e que, portanto, a
politica educacional ndo conseguiu cumprir o seu objetivo de superar a meta. Adicionalmente, conhece-se
(conforme suposto no inicio desta se¢do) a variancia populacional igual a 02 = 1% = 0.01. O desvio padrao
populacional é igual entdo a ¢ = 10%. De acordo com a discussao acima, o estimador [i tem distribuicao
normal, com média u = 70% (supondo-se o melhor caso, de acordo com a hipdtese nula), e desvio padrao
o /+/n. Para uma amostra de n = 100 individuos, o desvio padrio da distribui¢io do estimador f serd igual a
10%/+/100 = 1%. Portanto, supondo-se a hipétese nula (programa nio foi bem sucedido), o estimador i tem
distribuicdo normal com média 70% e desvio padrao igual a 1%. Sob essas condigdes, qual a probabilidade

entdo de a amostra resultar em uma média amostral igual a i = 72.3%?

(i) Antes de responder a pergunta acima, voltemos ao fato de que o estimador /i tem distribui¢ao normal
com média p = 70% e desvio padrao o = 1%. Com base nesse valores, vimos no Capitulo 3, que a varidvel

aleatdria Z, dada por i
P

Tp

tem distribuigdo normal, com média zero e varidncia um (normal padronizada). Para uma distribuigao
normal padronizada, qual entdo o valor de corte c5g para o qual é possivel obter um valor acima desse
valor de corte com probabilidade igual a 5%7 Checando na tabela da distribui¢do normal padronizada,
nota-se que o valor de corte c5y é igual a 1.645. Similarmente, o valor de corte ¢4, para o qual é possivel

obter um valor acima dele com probabilidade igual a 1%, é igual a ¢y = 2.326. Portanto, obter valores
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para Z acima de 1.645 é um acontecimento raro; enquanto obter um valor de Z acima de 2.326 é um evento

rarissimo (acontece com probabilidade igual a 1%).

(iil) Podemos entdo estabelecer uma regra de procedimento. Essa regra consiste no seguinte: com base no
valor obtido para [ na amostra, calculamos o valor da estatistica Z. Caso esse valor seja maior do que
um valor de corte pré-definido, suporemos que a hipétese nula estd errada, e a hipdtese alternativa esté
correta. Caso contrario, caso o valor da estatistica Z seja menor do que o valor de corte, suporemos que a
hipdtese nula estéd correta e a alternativa estd errada. Qual valor de corte definir? Geralmente, assume-se
valores de corte para probabilidades de 10%, 5% ou 1%. Se a probabilidade escolhida for igual a 1%, o
valor de corte serd, conforme visto acima, igual a ¢;¢ = 2.326. A probabilidade escolhida é chamada nivel

de significancia do teste de hipotese. A estatistica Z é conhecida como estatistica teste.

(iv) Toda regra de decisdo tem um lado positivo e um lado negativo. O lado positivo é que, uma vez
estabelecida a regra, fica claro como proceder. No caso de regras estatisticas para testes de hip6teses, dado
que ela tem sido utilizada hé varias décadas, em diversas dreas da ciéncia, as decisdes tomadas de acordo
com elas sdo amplamente divulgaveis. O lado negativo é que, ao tomarmos uma decisao com base na regra,
poderemos estar incorrendo em erros de decisdo. Esses erros podem ser divididos em dois tipos bésicos
no caso de regras de decisdo em testes de hipéteses: aceitar a hipdtese nula, quando ela na verdade esta
errada (no exemplo, esse seria de achar que o programa educacional nao é eficiente quando na verdade ele
estd funcionando); ou recusar a hipétese nula, quando na verdade ela estd correta (no exemplo, concluir
que o programa educacional é eficaz, quando na verdade ele ndo é). Esses dois tipos de erros possuem uma

terminologia amplamente conhecida em estatistica e econometria:
Erro do tipo I. Acontece quando rejeitamos a hipétese nula, quando na verdade ela esta correta.
Erro do tipo II. Acontece quando aceitamos a hipétese nula, quando na verdade ela esta errada.

Quando a hipotese nula esta correta, a estatistica teste Z tem distribuicio normal com média p = 70%
e desvio padrao o = 1%. Somente rejeitaremos a hipdtese nula quando a estatistica teste, calculada com
base na amostra, apresentar valor maior do que o valor de corte csy, por exemplo. Porém, pela prépria
defini¢do do valor de corte, a estatistica teste assume valor maior do que ¢sg com probabilidade igual a 5%,
que ¢ o nivel de significancia. Portanto, o nivel de significincia pode ser interpretado como a probabilidade

de erro do tipo I, de acordo com a regra do teste de hipétese.

(v) Pois entdao vamos aplicar a regra de decisdao ao exemplo do estudo sobre a eficacia da politica educacional
em superar a meta estabelecida. Vamos considerar um nivel de significancia de 5%. O valor da média
amostral obtida da amostral foi igual a i = 72.3% de rendimento nas provas. Qual o valor da estatistica
teste correspondente? Basta entdo aplicar a férmula da transformacao

72.3% — 710%  2.3%

2= = =2.3.
% o =23
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Note que o valor z = 2.3 é adimensional. Para o nivel de significAncia de 5%, o valor de corte é igual a
csy, = 1.645. Portanto, de acordo com a nossa regra de teste de hipdteses, como o valor da estatistica teste
z € maior do que o valor de corte, rejeitamos a hipétese nula e aceitamos a hipdtese alternativa de que
o programa educacional foi de fato efetivo em superar a meta de 70% de aproveitamento nos exames do
estudo. O valor z da estatistica teste ndo é maior do que o valor critico ¢ g, e, portanto, ndo é possivel

rejeitar a hipotese nula a um nivel de significancia de 1%.

Os passos descritos no Exemplo 6.2 para testar a hipdtese estatisticamente de que o programa de
governo era efetivo tem trés componentes fundamentais, que serdo o alicerce de todos os testes de hipdteses

apresentados nos exemplos neste capitulo.

(A) A estatistica teste. No exemplo acima, a estatistica teste ¢ dada pelo quociente

g P—ra
Tp

O simbolo g fol usado nessa equagao para deixar claro que esse é o valor de u supondo-se a hipdtese nula.

(B) A distribuicdo da estatistica teste sob a hipdtese nula. Para o exemplo acima, a estatistica

teste Z tem distribuicao normal padronizada

Z ~ Normal [O, 1].

(C) As regras de rejeicao ou aceitagdo da hipdtese nula. Essas regras de aceitacdo ou rejeicio
da hipdtese nula em detrimento da hipétese alternativa irdo depender do nivel de significancia,® que é a
probabilidade de rejeitar a hipdtese nula quando ela for verdadeira. No exemplo acima, para um nivel de
significincia de 5%, a regra era: rejeitar a hipdtese nula se o valor z da estatistica teste fosse maior do
que o valor critico ¢y, = 1.645. Uma regra similar pode ser utilizada para um nivel de significAncia de
1%. De fato, normalmente usamos valores pequenos, pois queremos evitar com alta probabilidade rejeitar

a hipdtese nula quando ela for verdadeira.

Com base na estatistica teste e na distribuigdo da estatistica teste sob a hipdtese nula, podemos proceder
com os mesmos passos estabelecidos acima, em relagdo & regra de rejeicio ou aceitagdo da hipdtese nula.
De fato, conforme veremos ao longo deste capitulo, o que muda de situacio para situagdo sio somente a

estatistica teste e sua distribuicdo correspondente.

Exemplo 6.3 (Avaliacdo da redugao de perdas da institui¢do financeira) Iremos agora considerar o caso
de uma instituicao financeira que estd tentando reduzir o montante total perdido com perdas operacionais
por falhas humanas nas suas agéncias. O valor médio reportado para as perdas em todas as agéncias ha

dois anos foi de R$ 250 mil por agéucia, ao ano. Por conta desse grande montante, a instituicdo financeira

50 nivel de significAncia é representado em muitos livres de estatfstica e econometria como a.

222 | Carvalho, Cajueiro e Camargo



resolveu executar um grande projeto para reduzir essas perdas. O objetivo do projeto é reduzir a média
de perdas para menos de R$ 150 mil por agéncia, por ano. Apés dois anos de implantacao, o setor de
avaliacao da instituicio esta incumbido de avaliar se essa meta foi atingida; ou seja, se em média as perdas
nas agéncias sao menores do que R$ 150 mil. Uma amostra aleatéria de n = 64 agéncias foi visitada, e suas
perdas foram medidas com precisido durante um ano. A institui¢do gostaria entdo de avaliar, por meio da
média amostral, se o impacto do projeto foi de fato valido, considerando-se todo o universo de agéncias do

conglomerado.

Da mesma maneira que no caso anterior, vamos supor que as perdas das agéncias seguem uma
distribui¢do normal, com média p desconhecida (que queremos estimar e testar) e com variancia conhecida
(apenas para fins didaticos) o2 = (R$ 20.000)%; ou seja. o desvio padrao das perdas na populagio é de o
= R$ 20 mil. Temos uma amostra de tamanho n = 64. constituida pelas observacgoes X1, Xa,...,X,. O
estimador da média de perdas na populacao de agéncias é dada por i = X. Conforme j4 visto anteriormente,
o estimador (i tem distribui¢do normal com média fi (o estimador da média é ndo viesado) e com desvio
padrao

20.000
o= = —— = R$2.500.

Queremos testar se a média populacional é de fato menor do que a meta de R$ 150 mil. Depois de coletada
a amostra, e calculada a média, obteve-se i = R$ 146 mil. Portanto, um valor menor do que a meta R$ 150
mil, mas que pode ser decorrente puramente de termos selecionado um conjunto de agéncias adequadas
na amostra aleatdria. Temos que testar entido se essa diferenca deve-se a um acontecimento aleatdrio
ou corresponde de fato a eficicia do programa de melhorias. Para isso, novamente, vamos executar os
procedimentos de testes de hipdteses. Inicialmente, precisamos de uma estatistica teste, que nesse caso vai

ser exatamente a estatistica Z vista acima,

% ~ Normal [0, 1].

i

Neste exemplo, diferentemente do Exemplo 6.2, a hipdtese nula é de que a média de perdas por agéncia é
maior ou igual a R$ 150 mil por ano, enquanto a hipétese alternativa é de que a média de perdas é menor
do que R$ 150 mil. Introduzimos agora mais notacoes para a hipotese nula e para a hipétese alternativa. A
hipétese nula é representada pela notagao Hg, enquanto a hipdtese alternativa é representada pela notagao

H 4. Representamos entao

Ho: p2po
Hy: p < pp.

onde pp = R$ 150 mil. Tanto o teste de hipdtese para o Exemplo 6.2 quanto o teste para o exemplo

atual sdo chamados de testes unicaudais, pois as hipéteses testadas utilizam probabilidades em uma das

Introdugao aos métodos estatisticos para economia e finangas | 223



caudas da distribuicdo da estatistica teste. No Exemplo 6.4, veremos uma situacao onde teremos um teste

bicaudal, pois utilizaremos ambas as caudas da distribuicao da estatistica teste.

Até agora conseguimos escrever a estatistica teste Z, identificar a distribuicdo da estatistica teste, e
conseguimos escrever a hipétese nula e a hipdtese alternativa. Temos agora que especificar a regra de
aceitagao ou rejeicdo da hipdtese nula. Para isso, temos que estabelecer um valor de corte tal que, se o
valor da estatistica teste calculada a partir da amostra for menor do que o valor de corte, rejeitamos a
hipdtese nula; caso contrério, aceitamos a hipétese nula (diferentemente do exemplo anterior, onde a regra
estabelecia que a rejei¢do da hipdtese nula ocorreria quando o valor da estatistica teste, calculado a partir
da amostra, fosse maior do que o valor de corte). Novamente, o valor de corte vira do valor definido para o
nivel de significancia do teste estatistico. Para um nivel de significincia de 5%, temos que determinar um
valor de corte c5¢, tal que a probabilidade da estatistica teste (supondo que a hipdtese nula seja verdadeira)
assumir a um valor menor que csy, seja igual a 5%. A partir da tabela da distribuigdo normal padronizada,
o valor de corte é igual a ¢z, = —1.645. Para um nivel de significancia de 1%, o valor de corte é igual a
1y, = —2.326. Note que os valores de corte para a regra de rejei¢do ou aceitagido da hipStese nula neste
exemplo sdo diferentes dos valores de corte no exemplo anterior. Se o nivel de significincia escolhido for
igual a 5%, entao a probabilidade de erro tipo I (rejeitar a hipdtese nula quando ela é verdadeira) sera
igual a 5%. Similarmente, se o nivel de significancia selecionado for 1%, entdo a probabilidade de erro tipo
I sera de 1%. Para um nivel de significancia de 5%, o intervalo (—0o, —1.645) é conhecido como regiao de
rejeicao, pois essa é a regiao para a qual rejeitaremos a hipdtese nula, caso a estatistica teste cala dentro
dela. Similarmente, para um nivel de significaAncia de 1%, o intervalo (—oc, —2.326) é a correspondente

regido de rejeicao.
Vamos entao aplicar a regra selecionada aos dados coletados na amostra de 64 agéncias. O valor da
estatistica teste serd

ft—po _ R$146.000 — R$150.000  4.000
on R$2.500 2500

—1.6.

> =

Portanto, o valor da estatistica teste com base na amostra coletada é igual a -1.6, que ndo é menor do que
¢sy, nem do que c19,. Portanto, de acordo com a nossa regra de rejei¢ac ou aceitacao da hipétese nula, nao

rejeitamos a hipétese nula a um nivel de significancia de 5% nem de 1%.

Exemplo 6.4 (Controle de qualidade de uma fdbrica) Nos dois exemplos anteriores, trabalhamos com
exemplos de testes de hipdteses monocaudais. Neste exemplo, trataremos de uma situagio de teste de
hipétese bicaudal. Imaginemos agora que o controle de qualidade de uma fabrica estd tentando reduzir
a falha média nas pecas produzidas para 1.2 milimetros, j4 que esse é o permitido pela associagao de
produtores em acordo com a instituicao de fiscalizacdo. Para o gerente de processos da fabrica, o ideal
¢ que a falha média fique exatamente em 1.2 mm; uma falha média maior do que essa pode incorrer em
rejeicao do lote produzido, enquanto uma falha média menor do que 1.2 mm pode significar muito tempo

perdido na inspecao, incorrendo em custos desnecessarios. Para chegar a uma falha média de 1.2 mm, um

224 | Carvalho, Cajuciro e Camargo



processo novo de fabricacdo foi introduzido, e agora precisa ser testado continuamente. A cada més, uma
amostra de n = 400 pecas ¢é selecionada, e as medidas das falhas sdo tiradas e anotadas em um banco
de dados. Os analistas da empresa realizam entdo um teste de hipdtese para checar se a falha média da
populagdo de todas as pegas produzidas tem ou nao uma falha média exatamente igual a 1.2 mm, conforme

desejado pela geréncia.

Sejam entdo X1, X, ..., X, as n observagdes coletadas para a amostra. Vamos supor que a populacio
de todas as pecas da fdbrica possui média populacional desconhecida p (a qual queremos testar) para
as falhas das pegas, e desvio padrao conhecido ¢ = 1.5 mm. A amostra X, Xs,...,X,, é composta de
observagoes independentes e identicamente distribuidas (iid), todas com distribuigao normal. O estimador
para a média populacional y é o velho estimador fi, com base na média amostral X. O valor do estimador
{1 a partir da amostra foi calculado em & = 1.117 mm. Queremos testar se o valor da falha média em toda
a populagao é diferente de 1.2, nao podendo ser nem maior nem menor do que 1.2. Portanto, formulamos

o teste de hipotese de acordo com as hipdteses nula e alternativa a seguir

Hy: p=po
Ha oy # o,

onde po = 1.2. Temos novamente que especificar a estatistica teste, e a sua respectiva distribuicdo. Em
seguida, iremos estabelecer uma regra de rejeicdo ou aceitagdo da hipétese nula, com base na estatistica
teste calculada a partir dos dados da amostra. Finalmente, iremos aplicar a regra estabelecida para checar

se, no caso da amostra coletada, rejeitamos ou aceitamos a hipétese nula.

A estatistica teste novamnente serd a estatistica Z, dada por

7 = m ~ Normal[O, 1].

Op

Novamente, supondo que a hipdtese nula estd correta, a estatistica teste tem distribui¢do normal
padronizada. Para a nossa regra de rejei¢do ou aceitagio, como estamos querendo testar se o valor de
¢ € ou nao igual a yio = 1.2 mm, temos que estabelecer uma regidao de rejeicdo tanto quando Z for
menor de que um determinado valor critico, quanto quando Z for maior do que um outro valor critico.
Ou seja, quando Z for muito grande ou Z for muito pequeno, teremos evidéncias suficientes para rejeitar
a hipdtese nula, e concluir que g # 1.2 mm. Mas como escolher esses valores criticos para cima e para
baixo. A resposta a essa pergunta vem novamente da determinacao do nivel de significincia do teste, que
corresponde também a probabilidade de erro do tipo I (rejeitar a hipStese nula quando ela estéd correta).
Para um nivel de significancia de 5%, a regra é de que iremos rejeitar Hy quando Z > 1.96 ou quando
Z < —1.96. Mas por que 1.96 como extremos? Note que, para uma distribui¢do normal padronizada, a
probabilidade de ela assumir valores menores do que -1.96 ou maiores do que 1.96 é igual a 5%, de acordo

com a tabela especifica. Portanto, quando a hipdtese nula é de fato verdadeira, a probabilidade de rejeiti-la
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é igual a 5%, de acordo com a regra estabelecida. A regido de rejeicio nesse caso é composta pelos dois
intervalos (—oo, —1.96) U (1.96, +-oc). Para um nivel de significAncia de 1%, os valores criticos sdo -2.58 e
2.58; ou seja, rejeitamos a hipétese nula qnando Z < —2.58 ou quando Z > 2.58. Nesse caso, a regiao de

rejeicio é a unido dos intervalos (—oo, —2.58)) U (2.58, +00).

Finalmente, com base nos valores da amostra, podemos calcular o valor da estatistica teste Z e aplicar
as regras de rejeicdo ou aceitacao da hipdtese nula. Com base no valor de 4 = 1.117 para o estimador da
média populacional, o valor da estatistica Z serd

P —po  1117-12  —0.083
z=H_HO T = -1.107.

o i 0.075

Portanto, o valor da estatistica Z, igual a -1.107 cal fora da regiao de rejeicao para a hipdtese nula, tanto
para um nivel de significAncia de 1% quanto para mm nivel de significancia de 5%. Aceitamos, entdo, a

hipdtese nula de que a média populacional i € igual ao valor alvo de 1.2 mm.

Populagao normal com variancia desconhecida

Nos exemplos anteriores, supusemos que as populacoes que geravam as amostras tinham distribuigdes
normais, com médias desconhecidas (para as quais efetuamos testes de hipéteses) e varidncias conhecidas.
Essa simplificacao para a variancia foi meramente um artificio didatico para facilitar a discussao. Na pratica,
raramente iremos nos confrontar com situacoes onde a variancia populacional é conhecida. Nesta secao, a
suposicao de varidncia conhecida sera relaxada, e iremos ter que estima-la também a partir da amostra.
Conforme veremos, os procedimentos para efetuarmos testes de hipdteses a respeito da média populacional
{4 20 muito similares aos procedimentos nos trés exemplos anteriores. A inica diferenga é que a distribuicao
da estatistica teste nao mais possui distribuicao normal, e sim distribuigdo t-Student. Por conta disso, as
regras de rejeicdo ou aceitacdo da hipétese nula utilizarao valores criticos diferentes dos utilizados acima.
Ao longo desta segio, revisitaremos os 3 exemplos da se¢ao anterior, considerando agora que as variancias

populacionais sdo desconhecidas.

Exemplo 6.5 (Continuacao do Exemplo 6.2 — Agora supondo a variancia desconhecida) Para o Exemplo
6.2, vamos supor agora que a varidncia é desconhecida e tem que ser estimada a partir dos dados. O

estimador nao viesado para a variancia é dado pela férmula

n

1 12
2
6° = X —X|". 6.4
PR (64
Com base na amostra X1, Xa,....X, colctada para as notas dos estudantes na amostra, calculou-se o

valor da estimativa 62 = 2.21% = 0.0221, e a média amostral continua sendo fi = 72.3%. O procedimento
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para testar a hipdtese nula versus a hipétese alternativa continua sendo o mesmo para o caso de variancia

populacional conhecida. A estatistica teste agora passa a ser dada pela expressao

onde 75 corresponde a estimativa do desvio padrao da distribuicao do estimador fi. Quando conheciamos

a variancia populacional 62, o denominador na férmula para estatistica teste Z era dada por

onde ¢ era a variancia populacional, que supinhamos ser conhecida. No caso de a variancia populacional

ser desconhecida, como é o caso neste exemplo, substituimos a expressdo acima pela estimativa

onde 62 é dado pela Eq. (6.4). Portanto, substituimos a variancia populacional pela sua estimativa, e daf
calculamos o desvio padrao para o estimador fi. A distribuicio da estatistica teste ndo é mais uma normal
padronizada. No caso anterior, quando a varidncia populacional era conhecida, ndo tinhamos que levar

em conta a imprecisao na estimacdo da prdpria variancia. No caso atual, onde a varidncia é desconhecida,

6 na estimacdo da variancia &E, e consequentemente

do desvio padrdo 6. Pode-se mostrar que,” quando a amostra é composta de observacdes Xi...., X,.

independentes e identicamente distribuidas, com distribuigdo normal, com média g e varidncia ¢2, a

a distribui¢do para Z é influenciada pela imprecisao

estatistica teste Z tem distribuigdo t-Student com n — 1 graus de liberdade. Conforme vimos na Secao
3.5, se uma varidvel aleatéria W tem distribui¢do t-Student, ela tem funcao de densidade

()

flw) = —, paraw € R. (6.5)
Er(y) (1)

O parametro v é conhecido como ndmero de graus de liberdade. Devido & sua simetria, a distribuicéo
t-Student possui média E[W] = 0. No caso da estatistica teste Z, para o nosso teste de hipétese sobre a
média p, ela tem distribuigdo t-Student com v =n — 1. A forma da fungio de densidade de probabilidade

da distribuicdo t-Student se assemelha & forma da funcio de densidade de uma varidvel aleatéria normal

6 A Figura 6.5 apresenta histogramas ilustrando a imprecisio na estimacdo da variancia populacional.

"Note que queremos mostrar que ;/‘\/‘% tem distribuicdo t-Student com n — 1 graus de liberdade. Esse resultado pode

ser encontrado a partir dos seguintes passos: (1) Primeiro precisamos mostrar que a média i e a variancia 62 sao varidveis
aleatérias independentes. (2) J4 sabemos da se¢ao anterior que /n(fi — po)/o é uma varidvel aleatéria normal padrio. (3)
Precisamos mostrar que ¢/c é uma varivel aleatéria \/Y/(n — 1), onde Y tem distribuicio qui-quadrada com n — 1 graus
de liberdade. (4) A razdo entre \/n(f — p10)/o e 6 /0 tem distribuicao t-Student, como vimos no Exemplo 4.23. Todos essas
etapas estdo disponiveis por exemplo em Bierens (2004).
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padronizada; a diferenga principal estd nas caudas, uma vez que a distribuigao t-Student possui caudas
mais pesadas do que a distribuicdo normal padronizada. A medida que o mimero de graus de liberdade
aumenta, a fun¢ao de densidade de uma variivel aleatéria t-Student se aproxima da fungéo de densidade
de uma varidvel aleatéria normal padronizada. De fato, quando v — oo, a densidade de probabilidade da

t-Student converge para a densidade de probabilidade de uma normal padronizada.

Diante da discussio acima, podemos entao resumir a estatistica teste Z e sua distribuicio, usando a
expressao compacta
B~ Ho
Op

Z:

~tp-1.

Sob essa nova distribui¢do para a estatistica teste, o que muda entéo na especificacdo das regras de rejeicao
ou aceitacdo da hipdtese nula, em detrimento da hipdtese alternativa? A diferenga em relacdo a situagao
onde a varidncia era conhecida estd na determinacio dos valores de corte ou valores criticos para as
regras dos testes de hipéteses. Para um nivel de confianca de 5%, temos que encontrar um valor critico
cs%, para o qual a probabilidade de Z ser maior que ele seja igual a 5% (supondo que a hipétese nula seja
verdadeira). De acordo com uma tabela da distribuicao t-Student, com n — 1 = 99 graus de liberdade, o

valor critico para 5% é igual a cs, = 1.66, e o valor critico para 1% é igual a ¢ = 2.36.

Vamos entdo aplicar a regra de rejeicio ou aceitagdo da hipdtese nula aos valores numéricos encontrados

a partir da amostra. A estimativa para o desvio padrdo da distribuicdo do estimador ji é igual a
&2 0.0221
5 =1\ — = = 0.0149.
7=V TV 00

f—po 0023
Z = = = 1.5471.
6, 00149

A estatistica teste Z tem valor

Portanto, dado que 1.5471 é menor do que o valor critico csy, e o valor critico cq9;, ndo podemos rejeitar
a hipdtese nula de que as notas médias da populagio no exame padronizado séo menores ou iguais a 70%
de aproveitamento. Portanto, a amostra coletada nao fornece evidéncias suficientes para suportar o novo

programa de melhorias educacionais no ensino médio piblico na regido metropolitana de Salvador.

Exemplo 6.6 (Continuacio do Exemplo 6.3 — Agora supondo varidncia desconhecida) Revisitando o
Exemplo 6.3, vamos agora supor que a variancia populacional o2 é desconhecida, e que temos que estimé-la
a partir de uma amostra de tamanho n. Utilizando o estimador nao viesado apresentado na Eq. (6.4),
encontramos uma estimativa 52 = (R$ 14.310)?; portanto, a estimativa para o desvio padrao populacional
é 6 = R$ 14.310. A estimativa para a média populacional continua sendo i = R$ 146 mil. A partir da

estimativa para o desvio padrao populacional, podemos estimar o desvio padrdo do estimador [, que é

52 14.31
6p = \/gn— = g O _ Rs1.788,8.
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A estatistica teste Z terd valor

i — 146.000 — 150.
g B 146000150000 _ , .0
ER 1.788.8

Supondo que a hipétese nula é verdadeira, sabemos que a estatistica teste Z tem distribuicio t-Student
com n — 1 = 63 graus de liberdade. Os valores criticos para niveis de significincia de 5% e 1% sao csy, =
-1.67 e ¢y, = -2.39, respectivamente. A estatistica teste Z é menor do que o valor critico para um nivel de
5%, mas nao é menor do que o valor critico para um nivel de 1%. Portanto, podemos rejeitar a hipétese
nula se o nivel considerado for 5%, mas nao podemos rejeitar a hipétese nula para um nivel de significAncia
de 1%.

Exemplo 6.7 (Continuacao do Exemplo 6.4 — Agora supondo a variancia desconhecida) Para o Exemplo
6.4, consideraremos agora que a varidncia populacional é desconhecida, e foi estimada, utilizando-se a Eq.
(6.4) em 62 = (1.37 mm)?, e, portanto, a estimativa para o desvio padrio populacional é 52 = 1.37 mm.
A estatistica teste possui valor

fi—po 111712

. 137
9i 20

7 = = —1.2117.

Vamos agora especificar as regras de rejeigfio ou aceitacgao da hipétese nula. Para uma distribuicao t-Student
com n—1 = 399 graus de liberdade, os valores criticos, para um teste bicaudal, com nivel de significancia de
5%, sd0 -1.97 e 1.97. Para um teste bicaudal, com nivel de significAncia de 1%, os valores criticos sio -2.59
e 2.59. Portanto, para um nivel de significincia de 1%, rejeitamos a hipétese nula quando Z < —2.59 ou
Z > 2.59 (equivalentemente, podemos estabelecer a regra como: rejeitamos a hipétese nula quando |Z| >
2.59). Adicionalmente, para um nivel de significancia de 5%, rejeitamos a hipétese nula quando Z < —1.97
ou Z > 1.97 (equivalentemente, podemos estabelecer a regra como: rejeitamos a hipétese nula quando
|Z| > 1.97). O valor da estatistica teste Z = -1.2117 cai fora das regides de rejeigiao para os dois niveis de

significincia, e nfo é possivel rejeitar a hipdtese nula.

Populagao qualquer com variancia desconhecida

Nas ultimas duas segoes, trabalhamos com a hipétese de que as amostras coletadas vinham de uma
populagao com distribui¢io normal, com média p e variancia o?. Inicialmente, supusemos que a variincia
populacional era conhecida, e depois relaxamos essa hipétese para o caso onde tinhamos que estimar essa
varidncia a partir dos dados amostrais. Nesta se¢do relaxaremos mais uma hipétese, em relacao ao modelo
inicial: a hipétese de normalidade. Portanto, a amostra X1, ..., X, nfo mais vai ser suposta como gerada
a partir de uma populagao com distribuigdo normal. Na verdade, ndo faremos hipétese alguma a respeito
da distribuicao da populagao; nem mesmo se a populacdo é discreta ou continua. A tinica hipétese de fato

que serd suposta aqui é que a distribuicdo populacional possui segundo momento finito; ou seja, possui
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varidncia (conforme vimos no Capitulo 3, se uma varidvel aleatdria possui segundo momento finito, ela

também possui primeiro momento finita).

A principal consequéncia de relaxarmos a hipdtese de a distribuigao da populagdo ser normal é que
agora o estimador da média i ndo é mais uma média de varidveis aleatdrias normais, e, portanto, nao
possui distribui¢ao normal. O que fazer entio, ji que ndo conhecemos a distribuigdo exata do estimador /7
Como efetuar testes de hipdteses a respeito do pardmetro populacional u? Felizmente, gragas ao teorema
central do limite (Teorema 6.3), vimos que a distribuigéio da média amostral converge para uma distribuigio
normal, & medida que a amostra aumenta. Podemos entdo nos basear nesse resultado para construir testes
de hipdteses, no caso mais geral onde a distribuigdo da populagdo nac é mais normal. Para isso, vamos

utilizar o resultado abaixo.

Nota 6.1 Seja Xi,...,X,, uma amostra aleatéria, de observacbes independentes e identicamente
distribuidas. A distribuicdo das varidveis aleatdrias é arbitrdria, valendo apenas que Var [Xl] =0? < 40
para todos os ¢ = 1,2,...,n. Portanto, a populagdo tem segundo momento finito. A média populacional é
dada por . Seja i = X o estimador da média u. Conforme vimos anteriormente, a média amostral é um
estimador ndo viesado para a média populacional, uma vez que E [u] = u. Pode-se mostrar que, quando n
tende para o infinito, temos

£~ E L, Normal [0,1]. (6.6)

B

onde & é o estimador do desvio padrao populacional o; ou seja,

<}
H
| [~
—
=
|
|
o

Se utilizarmos o denominador n ao invés de n — 1 na férmula para o estimador da variancia (e do desvio
padrao), a aproximacao assintética na Eq. (6.6) ndo se altera. A grandeza §//n corresponde ao estimador

do desvio padrao especificamente para a distribuigdo do estimador ji. Portanto,

. a 1 1 512

Uﬁ:ﬁ:ﬁ' mizzl[Xi_X] .
Exemplo 6.8 (Continuagao do Exemplo 6.3 — Sem a hipdtese de normalidade e supondo a varidncia
desconhecida) Consideremos novamente o Exemplo 6.3, onde agora nao podemos supor a hipotese de
normalidade das observagoes amostrais X, ..., X,. A varidncia populacional desconhecida foi estimada
em 6% = (R$ 14.310)%. A média amostral é igual a 4 = R$ 146 mil. Queremos testar a hipdtese nula
Ho : p > po, contra a hipétese alternativa H,y @ pu < pg, onde pg = R$ 150 mil. Para isso, precisamos
definir as regras de rejeicao ou aceitacao da hipdtese nula, com base na estatistica teste e na distribuicdo da
estatistica teste. Como definir entdo a estatistica teste e sua distribui¢do, se ndao conhecemos a distribuigao

das observagbes da amostra? A resposta a essa pergunta é utilizar a aproximacdo dada na Eq. (6.6).
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Portanto, a estatistica teste é simplesmente

7= [LTHO.
o

Se a hipdtese nula estiver correta, a estatistica teste tem distribui¢do aproximadamente igual & distribuigao
normal padronizada, e essa aproximagdo torna-se mais adequada & medida que o tamanho da amostra
aumenta. Com base nesse fato, podemos utilizar valores criticos aproximados a partir da tabela da
distribui¢@io normal padronizada. Portanto, para um nivel de significancia de 5%, o valor critico sera cso =
-1.645; para um nivel de significaAncia de 1%, o valor critico sera ¢y = -2.326. O valor da estatistica teste

com base nos dados obtidos na amostra de nn = 64 observagdes é igual a

2 = —2.2362,

conforme cdlculos efetuados na secao anterior, para o Exemplo 6.3. Dessa forma, de acordo com os valores
criticos aproximados. podemos rejeitar a hipétese nula com um nivel de significancia de 5%, mas nao

podemos rejeitar a hipétese nula para um nivel de significancia de 1%.

Portanto, quando nao conhecemos a distribuigdo das observacbes coletadas na amostra aleatéria,
podemos proceder com os testes de hipétese, utilizando como estatistica teste a estatistica Z, e como
distribuicao da estatistica teste a distribuigao normal padronizada. A distribuigdo normal padronizada é
una aproximacao assintética, e torna-se mais adequada & medida que a o tamanho da amostra n aumenta.’
Para n com valor baixo, ndo necessariamente a aproximacdo normal é adequada. Quando isso acontece,
pode-se recorrer a aproximacoes de ordens maiores para refinar os valores criticos aproximados utilizados
nos testes. Essas aproximacoes nao estao no escopo deste livro, mas podem ser encontradas em Severini
(2001).

6.4.2 Testes de hipdteses e estimagao via maxima verossimilhanga

Vamos agora discutir um tépico extremamente importante em econometria e estatistica: testes de
hipdtese no contexto de estimacdo via méixima verossimilhanca. Para isso, iremos utilizar exemplos
simples, considerando-se tanto varidveis aleatérias discretas, quanto varidveis aleatorias continuas. Um
fato importante para os testes de hipdtese nesse contexto é que a distribuigio exata da estatistica teste
raramente é conhecida, e temos que recorrer a aproximagoes assintéticas. Normalmente, essas aproximagoes
utilizam a distribuicao normal padronizada ou a distribui¢do qui-quadrada. Por meio dos exemplos simples,
estudaremos os trés tipos bdsicos de testes: testes de Wald; testes de razao de verossimilhanga; testes dos

multiplicadores Lagrange.

8Por exemplo, a distribuicdo t-Student se aproxima da distribuigio normal para n préximo de 30.
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Testando parametros individualmente

Nessa subsecdo comegamos com um objetivo mais simples apresentando exemplos onde o intuito é testar
os parametros estimados individualmente (um a um). Na préxima subsecdo, consideramos o caso onde
existe uma fungfo que define o teste dos parametros de interesse e esses parametros podem ser testados

conjuntamente.

Exemplo 6.9 (Testando hipéteses em uma amostra de varidveis aleatdrias coletada de uma populacio
com distribui¢do exponencial negativa) Considere uma amostra aleatéria X,,..., X,, com observacoes
independentes e identicamente distribuidas, extraidas a partir de uma populagdo com distribuicao
exponencial negativa, com parametro livre A. Conforme vimos na Segdo 3.3.2, a funcao densidade de

probabilidade de cada observagao X; ¢ dada por

f(z) = Xe™ %, paraz > 0.

O estimador de maxima verossimilhan¢a de A é simplesmente

A=1/X. (6.7)

Vimos no Exemplo 5.11 que esse estimador é viesado, mas mostramos na Secao 5.4 que ele é consistente.

Na secao anterior, estavamos interessados em testar hipGteses a respeito da média populacional p. Neste
exemplo, iremos testar hipoteses a respeito do parametro A. Da mesma maneira que no caso dos testes de
hipétese para a média populacional p, podemos ter trés tipos de hipétese nula para o parametro A. O teste

bicaudal consiste em testar

Hy: A=Xgversus Hq: A # Ao

Os testes monocaudais consistem em testar

Hy: A> X versus Hy: A < Ag,

ou

Hy: A< )y versus Hg: A > Xg.

Vamos entdo descrever os procedimentos para testar esses tipos de testes de hipéteses a respeito do

pardmetro A. Primeiramente, precisamos definir uma estatistica teste, e sua correspondente distribuicao

232 | Carvalho, Cajueiro e Camargo



(exata ou aproximada). A estatistica teste que iremos utilizar é a estatistica Z, com expressiao

Z = . (6.8)

onde &5 € o estimador do desvio padrao do estimador A. Para encontrar o estimador do desvio padrao,
precisamos encontrar a variancia do estimador de méxima verossimilhanga. Conforme vimos no Capitulo 5,
para encontrar a variancia do estimador de maxima verossimilhanga, é preciso encontrar a matriz hessiana
da fungdo de log-verossimilhanca [(f). No caso do modelo para uma distribuigdo exponencial negativa,
onde hd apenas um pardametro livre, a matriz hessiana corresponde simplesmente & segunda derivada da
funcio de log-verossimilhanga. A partir da fun¢do densidade de probabilidade para o modelo exponencial
negativo, podemos escrever a fungao de log-verossimilhanga para uma amostra Xy, ..., X, independente e

identicamente distribuida. Dessa forma, como vimos no Exemplo 5.14,

log L(0) =1(A) = > _logA—AY_X;=nlogh—A> X,
=1 =1 =1

A primeira derivada sera

d n Z

i=1

enquanto a segunda derivada tem expressao

d? n
N =5

O coeficiente de informacgao de Fisher, que corresponde ao negativo do valor esperado da segunda

derivada da funcao de log-verossimilhanca, tem férmula

2
I\ = - [dd—vz(x)} = 5

Finalmente, a variancia do estimador de méxima verossimilhanga A ¢ igual ao inverso do coeficiente de
informacao de Fisher,
Var| 5\] 1 A?
ariA| = — = —.
I(A) n
Note que a variancia do estimador de méaxima verossimilhanca A depende do parametro verdadeiro A, que

é desconhecido. No entanto, como vimos na Nota 5.1, para estimar a variancia Var [/\], podemos utilizar o
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valor estimado X no lugar de \ na expressao acima. Portanto, o estimador para a variancia de X é dado por

e o desvio padrédo tem estimativa

Pode-se mostrar que a estatistica Z converge para uma distribui¢cao normal padronizada, supondo que a
hipétese nula seja verdadeira; ou seja, Z L Normal[O, 1] quando n — oc. A distribuigdo exata da variavel
aleatéria A ndo é trivial de ser encontrada; no entanto, podemos utilizar a aproximagio assintética para
aproximar a distribuiciao da estatistica teste. Finalmente, a partir da estatistica teste e da aproximagao da

estatistica teste, precisamos definir as regras de rejeicdo ou aceitagio da hip6tese nula.

Para um teste bicaudal, com hipétese nula Hy: A = Ag, em detrimento da hipdtese alternativa H4:

A # Ao, a regra de rejei¢do da hipdtese nula é dada por:

(i) para um nivel de significancia de 1%, rejeitamos a hipdtese nula quando o valor absoluto de Z for maior

do que o valor critico ¢y = 2.576.

(ii) para um nivel de significancia de 5%, rejeitamos a hip6tese nula quando o valor absoluto de Z for maior

do que o valor critico ¢5e, = 1.960.

Para um teste monocaudal, com hipétese nula Hy: A > A, em detrimento da hipdtese alternativa H,4:

A < Ap, a regra de rejeigdo da hipétese é dada por:

(i) para um nivel de significincia de 1%, rejeitamos a hipdtese nula quando o valor de Z for menor do que

o valor critico ¢y = -2.326.

(ii) para um nivel de significancia de 5%, rejeitamos a hip6tese nula quando o valor de Z for menor do que

o valor critico cgeg = -1.645.

Finalmente, para um teste monocaudal, com hipdtese nula Ho: A < )Xo, em detrimento da hipétese

alternativa H4: A > Ag, a regra de rejeicao da hipétese é dada por:

(i) para um nivel de significincia de 1%, rejeitamos a hipdtese nula quando o valor de Z for maior do que

o valor critico ¢, = 2.326.
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(ii) para um nivel de significancia de 5%, rejeitamos a hip6tese nula quando o valor de Z for maior do que

o valor critico c5g = 1.645.

Para outros niveis de significancia, regras similares podem ser escritas, com base nos valores da tabela da
normal padronizada. Alguns programas estatisticos e econométricos utilizam também valores criticos para
o nivel de significancia de 10%. Alternativamente, esses programas apresentam o p-valor, conforme sers

discutido na Se¢ao 6.4.3.

Exemplo 6.10 (Testando hipdteses em uma amostra de varidveis aleatérias coletada de uma populagéo
com distribuigdo geométrica) Consideremos agora uma amostra aleatéria, com observagoes discretas,
Xi,...,X,, coletadas de uma populagdo com distribui¢io geométrica. Como vimos na Secao 3.2.4, a

funcdo de frequéncia para uma varidvel aleatéria geométrica tem expressao

f(z)=p(1—-p)*, paraze{0,1,2,...}.

A varidvel aleatéria geométrica possui apenas um parametro livre p, que varia no intervalo (0, 1). Para os
valores X1, ..., X, da amostra aleatéria independente e identicamente distribuida, como vimos no Exemplo

5.7, a fungdo de log-verossimilhanca é dada por

n

log L(p) = I(p) = nlogp+log(1—p) > _ X..

i=1

A primeira derivada da funcéo {(p) é igual a

d

d—pl(P) =n

_—I_ZXi-

1
p 1l-p

Igualando a primeira derivada a zero e isolando o parametro p, obtemos o estimador de méaxima

verossimilhanga para o parametro livre p. Esse estimador tem expressao

n 1

= —. 6.9

p=

Vamos agora encontrar a estimativa para a varidncia, e, consequentemente, o desvio padrio, do estimador

p. A segunda derivada da funcdo I(p) é igual a
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O coeficiente de informagao de Fisher é igual a

n YLE[X) n YL -p/p n

- 2 +

P2 (1-p? P 1-p?  p1-p)

Portanto, a varidncia e o desvio padrao do estimador p tém expressoes

o2 = 1 _ p*(1 -p)

P I(p) n ’
_pJ/l—-p
0'23 = —\/_n—‘

Note que a varidncia 0123 depende do parametro desconhecido p. Para estimar a variancia 0123, pode-se
substituir o valor de p no lugar de p. Portanto,
R )
B n ]
b5 = pvl-p
14 ﬁ °

(6.10)

Finalmente, podemos construir a estatistica teste para os testes de hipdtese por meio da expressao

Podemos utilizar Z para testar hip6teses bicaudais ou monocaudais a respeito do parametro p, da mesma
maneira que no caso do parametro A para a varidvel aleatéria exponencial negativa no Exemplo 6.9. Quando
a hip6tese nula é verdadeira, a estatistica Z converge em distribui¢do para uma varidvel aleatdria normal

padronizada.

Note que os procedimentos utilizados para os testes de hipéteses no contexto de estimagao via maxima
verossimilhanga s&0 0s mesmos, tanto para varidveis aleatdrias discretas como para varidveis aleatérias
continuas. Essa é uma das vantagens da utilizacio de méaxima verossimilhan¢a para estimacgdo dos
parametros livres: a replicabilidade dos procedimentos para diferentes situa¢oes. Conforme veremos nos
Capitulos 8 e 9, quando tratarmos de modelos de regressao, a utilizagdo de méxima verossimilhanca para
estimacao dos coeficientes segue basicamente os mesmos passos utilizados para a estimac@o de pardmetros

livres nos modelos mais simples abordados até agora.

Exemplo 6.11 (Testando hipéteses em uma amostra de varidveis aleatérias coletada de uma populagao
com distribuigio gamma) Os Exemplos 6.9 e 6.10 ilustram a aplicagdo de testes de hipéteses para testar
pressupostos a respeito do tnico parametro livre. Neste exemplo, estenderemos os procedimentos para

um caso onde ha mais de um parametro livre. Nesse caso, ao invés de trabalharmos com o coeficiente
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de informacao de Fisher, teremos que calcular a matriz de informagao de Fisher. Essa matriz serd

calculada como funcao da matriz hessiana da funcao de log-verossimilhanga.

Consideremos entdo uma amostra aleatdria Xj. ..., X, com observagdes independentes e identicamente
distribuidas, coletadas de uma populagdo com distribui¢gdo gamma, com parametros livres o e 3. Conforme
discutimos no Capitulo 5, néo é possivel escrever férmulas fechadas para os estimadores dos pardmetros o
e 8, da mesma forma que foi feito para o caso das varidveis aleatérias geométrica e exponencial negativa.
Portanto, para a varidvel aleatéria gamma, nao é possivel escrever equagoes similares as Egs. (6.7) e (6.9).
Os estimadores de méaxima verossimilhanga para os pardmetros o e  devem ser calculados numericamente
por meio de algoritmos de maximizagdo nao linear. Os softwares estatisticos e econométricos trazem essas

rotinas de otimizagao implicitamente.

Para uma varidvel gamma, com parametros « € 3, a fungao densidade de probabilidade possui expressao

1 a—1
= —— e“y/ﬁ, ara y € (0,00).
fy) For(a)” para y € (0, 00)
Para uma amostra aleatéria de tamanho n, Xi,..., X, com observa¢ées independentes e identicamente
distribuidas, e valores observados 1, ..., Z,, a fun¢ao de log-verossimilhanga tem férmula

log L{, B) = (o, B) = —nlog'(a) — nalog 8+ (a — 1) ZlogXi — %ZXi'
i=1 i=1

As derivadas parciais de primeira ordem de I(a, 3) sdo

%l(a,ﬂ) = —n¥(a) —nloghB + ;log X,
0 no 1 <
%l(a,ﬁ) = —7 -+ E;Xz

A funcdo ¥(a), também conhecida como funcdo digamma, corresponde & primeira derivada da funcdo
logI'(«v) com respeito a a. A derivada da funcdo digamma é a fungéo trigamma ¥’'(a), que corresponde a
segunda derivada da fungdo logI'(«) com respeito a a. Da mesma maneira que no caso da fun¢do gamma,
para as func¢des digamma e trigamma, tabelas numéricas estio disponiveis na literatura. Além disso, diversos

softwares matematicos e estatisticos possuem funcées implicitas que fornecem os valores para essas fungoes.
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As derivadas parciais de segunda ordem de I(a, $) séo

o? ,

EYe] la, B) = —n¥'(a),

92 2
8—Bgl(a7ﬂ) = Z—(: & Z;Xu
o2 92 -

———6680/(0,6) 9008 Ha, B) = ﬂ

As derivadas ai:gl(a, B), ag%l(a,ﬁ) e %l(a,ﬁ) sdo fungoes apgnas dos parametros a e 8; portanto, os
valores esperados dessas derivadas sfo triviais. Para a derivada aa—ﬁzl(a, 3), o valor esperado serd

—E[BZ—BSZ -5 -2 e

n 2naf
2_2 BBZ 5_3_%

na  2no no

N

Com base na Eq. (5.36), no Capitulo 5, a matriz de informagao de Fisher I(6) = I(a, 3) corresponde
ao negativo do valor esperado da matriz hessiana, composta pelas segundas derivadas parciais da funcéo

de log-verossimilhanga {{(#) = I(a, 8). O vetor de pardmetros 6 corresponde a um vetor bidimensional,
composto pelos componentes « e §3; ou seja, § = [a, 3]'. Portanto,

2
1(6) = I{, 8) = ~E [ 0 <9)]

0008’
_g| O wmml®) | T @) slples) ]
L 39?3911(9) 88_05 (6) L ml(a>5) %l(a’ﬂ)
=-E _ -n¥'(a) ~ 5 - - E[-n¥'(o)] E[-5]
| -3 [B-gTnx] B3 E[g-ATnx] |

e chegamos a expressdo para a matriz de informagao de Fisher
92 n¥'(a) 2
1) =1(a,8) = — 16 s, .
(6) = I(a, 9) [6939, ( )] [ " (6.11)

Note que a matriz I(§) na Eq. (6.11) depende dos pardmetros livres (verdadeiros) a e 8, que sdo

desconhecidos. Usando a Nota 5.1, podemos estimar a matriz I(6) = I(a, ) substituindo os valores
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estimados para a e 3 pelos valores desconhecidos, obtendo

1(6) = 1(4,8) = (6.12)

8, win

A matriz I(0) na Eq. (6.12) é denominada matriz de informacdo de Fisher esperada. Lembre-se que,
para obter [ (é), foi necessdrio calcular o valor esperado da matriz hessiana, eliminando assim as observacoes
X1,...,X, da expressdo para I(f) = I(a, 8). Alternativamente, é possivel estimar a matriz de informagao

de Fisher utilizando a matriz de informagio de Fisher observada [(f) = (&, 3), dada por

C s —n¥' (&) —%
I(0) = I(&,8) = . [M 2y X] (6.13)
3 32 33 =11
Note que a matriz observada [(§) (ao contrério da matriz esperada I(6)) possui valores de X1, ..., X,

na sua expressao (mais precisamente, no segundo termo da sua diagonal principal). A vantagem de se
utilizar a matriz de informagao observada, ao invés da matriz de informacdo esperada, é que a primeira nao
exige que calculemos os valores esperados das segundas derivadas da funcdo de log-verossimilhanca [(6).
Para modelos mais complexos, calcular a matriz de informacio esperada pode ser complicado, e o analista
pode preferir utilizar diretamente a matriz observada. Os softwares estatisticos e econométricos, comumente
disponiveis, possuem rotinas implicitas que ja calculam as matrizes de informacgao automaticamente para
modelos estocédsticos mais comuns. Alguns softwares permitem ao usuério escolher entre a matriz de
informacao esperada e a matriz de informagdo obhservada. De qualquer forma, caso o analista queira utilizar
algum modelo especifico, ndo existente no software disponivel, ele pode empregar procedimentos similares
aos procedimentos acima para estimar a matriz de informagéo de Fisher, e consequentemente chegar a

estimativas para a varidncia do estimador de maxima verossimilhanca.

Como discutido na Sec¢ao 5.6, para estimar a matriz de varidncia-covaridncia do estimador de méxima
verossimilhanca 6 = [, (], basta inverter a matriz de informagao de Fisher, observada ou esperada. Se
o analista escolher utilizar a matriz de informagdo de Fisher esperada, por exemplo, a estimativa para a

matriz de varidncia-covariancia X4 do estimador de maxima verossimilhanca sera

-1

>

. . . nd'(a) % 1 na -z
B=10)"t =1 = A =am | e i |
2 % det1(8) | -3 nV'(&)

onde det I(8) corresponde ao determinante da matriz (8),

“ A 2 2
det 1(6) = n‘I”(d)g—f - -2—2 = %[aqﬂ(@) -1].

Introducio aos métodos estaristicos para economia e finangas | 239



Obtemos finalmente

1 & _ e
s -l EFe-n TEE@-
6= __ B 320 (a)
BY(@-1 B -]

Para testar hipdteses especificas sobre os parametros o e § individualmente, podemos calcular
estatisticas Z especificas para cada pardmetro sendo testado. Por exemplo, se quizermos testar a hipétese

de a = ay, podemos utilizar a estatistica teste

A estimativa 64 pode ser obtida diretamente da matriz de varidncia-covariancia ¥4 De fato, a estimativa
[7% para a variancia do estimador de maxima verossimilhanga & para o parametro a corresponde ao primeiro

elemento da diagonal principal da matriz 29‘ Portanto,

e a estatistica Z pode ser reescrita como

d—a() a — (o

6’& & '
V n[av/(&)-1]

Pode-se mostrar que, quando n — 00, essa estatistica Z converge em distribuicdo para uma varidvel

aleatéria normal padronizada. Portanto, novamente podemos utilizar a tabela da normal padronizada para
encontrar os valores criticos para as regras de rejeigao ou aceitagdo da hipétese nula. Por exemplo, para
um teste bicaudal, com Hy: o = ap, rejeitamos Hg quando |Z] > 1.960, para um nivel de significancia de

5%. Para um nivel de significancia de 1%, rejeitamos Hy quando [Z| > 2.576.

Regras similares podem ser utilizadas para testar hipdteses a respeito do parametro 3 individualmente.
Para isso, basta utilizar o segundo componente da matriz de variancia covaridncia estimada i]é como
estimativa para a variancia do estimador de méxima verossimilhanca 8. Para estatistica Z, no caso do
parametro 3, a aproximag¢do normal padronizada também pode ser utilizada para obtermos os valores
criticos aproximados. Na préxima se¢ao, discutiremos mecanismos para testar hipdteses conjuntas a respeito

dos pardmetros o e 3 simultaneamente.
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Testando pardmetros conjuntamente

Até agora apresentamos técnicas para testar pardmetros individualmente em um modelo estatistico.
Iniciamos nossa discussao com testes de hipdtese para a média especificamente de distribui¢bes normais e
nao normais. Em seguida apresentamos uma discussao para testes de hipéteses no contexto de estimagao via
maxima verossimilhanga. Vamos agora continuar a nossa discussao apresentando algumas alternativas para
testar hipiteses mais gerais, onde sdo feitas suposi¢oes conjuntas a respeito dos parametros de um modelo
estatistico. Esses procedimentos sdo bastante utilizados em econometria, como veremos nos Capitulos 8 e
9.

Exemplo 6.12 (Continuagdo do Exemplo 6.11 — Testando parametros conjuntamente em uma amostra
de varidveis aleatorias coletada de uma populag¢do com distribuigdo gamma) Para exemplificar a utilizacao
de testes conjuntos dos parametros de um modelo estatistico, vamos supor o contexto de uma amostra
aleatdria Xy, ..., X,, coletada de uma populagdo com distribui¢do gamma, com pardmetros desconhecidos
a e (3, conforme apresentado no Exemplo 6.11 acima. Vamos supor que, ao invés de querermos testar
hipéteses a respeito dos pardmetros a e 8 individualmente, estamos interessados em testar as hipdteses
a = aq e B = fy conjuntamente. Nesse caso, se rejeitarmos a hip6tese nula, pode ter acontecido que o # ayp
ou 8 # . Portanto, representamos a hipétese nula como Hy: o = ag e § = Sq, e a hipétese alternativa
como H4: a # ag ou 8 # fg.

Similarmente a todos os testes de hipéteses discutidos até agora, precisamos de trés itens fundamentais:

(A) uma estatistica teste;
(B) a distribuic¢do, ou uma aproximagio da distribui¢io, para a estatistica teste;

(C) regras de aceitagao ou rejeigao da hipétese nula.

Vamos entdo apresentar a seguir um resultado geral para testes de hipdteses, conjuntos ou nao. Esse

procedimento é conhecido como teste de Wald.

Para uma distribuicao gamma, com pardmetros livres « e 3, vamos considerar uma amostra aleatéria

Xi,..., Xn, com observacoes independentes e identicamente distribuidas. Seja uma fungio h : %2 — R7,
. . '

onde » = 1 ou r = 2. Vamos escrever entdo a hipdtese nula como h(8) = 0, onde 6 = [a, B] é o vetor de

parametros livres. Portanto, no caso mais geral, temos

Hy: h(6)=0
(6.14)
Hy: h(8) #0.
Por exemplo, podemos escolher
ney=| <7,
B = Bo
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e a hipétese nula h(6) = 0 corresponde as duas hipéteses conjuntas @ = ag e § = fy. Uma outra funcdo h(-)
possivel é h(f) = a — ag. Nesse caso, Hy : h(6) = 0 corresponde a o

h{#) = 0 para representar a hipétese nula, conseguimos representar

teste no teste de Wald tem expressao

06’

w =y [ 582,

(6)

Na expressio acima, o termo [689, ] A], pré-multiplicando a matriz de covaridncia ¥4, corresponde a
6=0

matriz de derivadas parciais

Oh1(9)

onde az‘é _9) ¢ a derivada parcial do i-ésimo componente do vetor h(f) em relagdo ao j-ésimo componente
2

Ohy (é)
062 _

Bh2(0)
88,

Bh-(6)
505

On(oY
09

= ap. Portanto, utilizando o formato

uma série de situagbes. A estatistica

do vetor #, avaliada no ponto § = 6. Portanto, a matriz [ag(g?) , } tem dimensdo r x K, onde r é a

dimensao do vetor h(8) e K é o nimero de parametros individuais livres no vetor #. Similarmente, a

. h 4 , . - .
matrix [%’ ] ¢ a transposta da matriz anterior; ou seja,
=0

Ohi(6)  Bho(0) dh..(6)
891A 891A aelA
Bhi(8)  Bha(d) 8h.(6)
orO)y | Tem ek Tom
00 le=b
Bhi(8)  Bha(h) 8h.(9)
L% % e 00k

Uma vez definida a estatistica teste, precisamos definir a distribuigao da estatistica teste. Pode-se mostrar
que, quando o numero de observagbes n na amostra tende para o infinito, a estatistica W converge para
uma varidvel aleatéria com distribui¢do qui-quadrada com r graus de liberdade. Portanto, o nimero de
graus de liberdade da distribui¢do qui-quadrada limite é igual & dimenséo do vetor h(§), ou, similarmente,
ao numero de restricoes conjuntas sendo testadas. Por exemplo, no caso da distribui¢do gamma, onde
estamos testando as duas restricdoes conjuntamente o = «ag e § = fp, 0 namero de restrigoes € igual a
dois. Portanto, o ntimero de graus de liberdade r da distribui¢do qui-quadrada limite também sera dois.
Matematicamente, podemos escrever

w L 2 (6.16)
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Uma segunda classe de procedimentos para testar hipSteses conjuntas para restrigdes nos parametros é
conhecida como testes de razao de verossimilhanga® (AMEMIYA, 1985; BIERENS, 2004). A estatistica

teste nesse caso é dada por

maXh(g)zo L(0)

LRT.—_~210g[ max L(0)

} = 2[log L(f) - log L(6")], (6.17)

onde 6* corresponde & estimativa do pardmetro 0 sujeita & restricio h(8) = 0. O valor de g pode ser
calculado por meio de uma maximizacao da funcio log L(§) diretamente, sujeita & restrigio k() = 0.
Alternativamente, o valor de 6 pode ser obtido por meio de uma reparametrizagdo do modelo estatistico.
Nesse caso, seja ¢ = K —r, onde K é o nlimero original de parametros livres no vetor de parametros 6 e 7 é
o nimero de restrigdes. Portanto, ¢ é o niimero de parametros livres restantes no modelo restrito.!? Vamos
supor que podemos reescrever § = g(n), onde n é um novo vetor de pardmetros livres, com dimensgo g, e
g(+) é uma funcio R? — RE | tal que h(g(n)) = 0 para todo 7 no espago paramétrico O, correspondente.
Portanto, podemos encontrar o valor de 6* maximizando irrestritamente a fungdo de log-verossimilhanga

no parametro 1. Ou seja, primeiro encontramos 7, onde

- log L .
7 = max log (g(m)

Em seguida, encontramos 6* = h(#).

Pode-se mostrar que o valor da funcao de log-verossimilhanga no ponto 6* é menor do que o valor da
fungao de log-verossimilhanga no ponto 6. Isso porque o valor de log L(é) corresponde ao valor maximo
quando efetuamos uma maximizagao irrestrita, enquanto o valor de log L(é*) corresponde ao valor maximo
quando efetuamos uma maximizacao restrita. Portanto, o valor da estatistica LRT é sempre nao negativo.
Pode-se mostrar que, quando o tamanho da amostra vai para o infinito, a estatistica teste LRT converge em
distribuigdo para uma varidvel aleatéria com distribuicao qui-quadrada, também com r graus de liberdade.

Em forma matemadtica, temos a distribuigdo assimptdtica para a estatistica teste
L . 2
LRT = x;. (6.18)
Finalmente, a terceira classe de procedimentos para testar hipéteses conjuntas no contexto de estimagéo

via méxima verossimilhanca é o teste de escore de Rao'' (AMEMIYA, 1985), também conhecido como teste

dos multiplicadores de Lagrange.'? A estatistica teste para o teste dos multiplicadores de Lagrange é

9Do inglés, likelihood ratio tests (LRT).

10Pode acontecer de q = 0. De fato, no caso de uma populacio com distribuicio gamma, com parametros a e 3, e restrigdes
a=age =P temosr=K=2eq=0.

Do inglés, Rao’s score test.

2Do inglés, Lagrange multiplier test.
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dada por
Olog L(0)

o0 06006’

LM = —
{ 96

]4[8bng)
6=

} [82 log L(6)

}. (6.19)

]
5

Analogamente aos testes de razio de verossimilhanca e de Wald, a estatistica teste LM também converge

em distribui¢do para uma varidvel aleatéria com distribuicio qui-quadrada, com r graus de liberdade,

LM 5 52, (6.20)

Note que, para calcular o valor da estatistica teste LM para o teste dos multiplicadores de Lagrange, basta
estimar 6*, que corresponde ao valor estimado para 8 sujeito & restrigdo h(f) = 0. Para o teste de Wald,
a estatistica teste LRT depende tanto do valor de 6, estimado sem levar em conta a restricdo h(6) = 0,
quanto do valor de g*. Finalmente, a estatistica teste para o teste de Wald depende apenas da estimativa

§ irrestrita.

Para os trés procedimentos para testar hipdteses conjuntas, no contexto de estimacdo via méxima
verossimilhanca, as estatisticas testes convergem em distribuicdo para a mesma distribuicio. Portanto, as
regras de rejeicdo ou aceitagdo da hipotese nula, em detrimento da hipdtese alternativa, sdo as mesmas.
De fato, para uma distribuicdo qui-quadrada com um grau de liberdade (r = 1, havendo, portanto, apenas
uma restricdo sendo testada), o valor crftico para um nivel de significAncia de a = 10% é igual a cigy =
2.7055. Para a = 5%, o valor critico é ¢y = 3.8415, e para o = 1%, o valor critico é ¢, = 6.6349.
Portanto, seja 14 qual dos trés testes acima estivermos utilizando, rejeitamos a hipStese nula h(6) = 0
quando a estatistica teste for maior do que ¢ygg, ¢59% ou c1%, a depender do nivel de significincia o que
estivermos considerando. Para um teste de hipdteses conjuntas, com r = 3, os valores criticos serdo os
percentis de uma varidvel aleatéria qui-quadrada com 3 graus de liberdade. Nesse caso, os valores criticos
serao cipy, = 6.2514, c505 = 7.8147 € c19, = 11.3449.

6.4.3 P-valores

Até o momento neste capitulo, as regras de rejeigdo ou aceitagdo das hipdteses nulas sendo testadas, em
detrimento das hipdteses alternativas, estdo baseadas na comparagdo entre as estatisticas testes e os valores
criticos. Esses valores criticos sdo definidos a partir dos niveis de significincia considerados, do fato de os
testes serem bi-caudais ou unicaudais, e da distribuicdo da estatistica teste (mesmo que essa distribuicéo
corresponda ao caso limite, onde n tende para o infinito). Portanto, para que o analista possa concluir
que a hipotese nula é rejeitada ou aceita no teste de hipétese, ele terd que ter em maos tanto a estatistica
teste quando os valores criticos para comparacgio. No entanto, existe uma maneira mais direta de o analista
checar se a hipé6tese nula é rejeitada ou nio, observando uma medida apenas. Essa medida, conhecida
como p-valor, é apresentada na grande maioria dos programas estatisticos e econométricos, e permite que

o analista possa concluir de imediato se a hipétese nula ¢ rejeitada ou ndo. De forma simples, o p-valor
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pode ser definido como a probabilidade de se obter uma estatistica teste igual ou mais extrema que aquela

observada em uma amostra considerando que a hipdtese nula é verdadeira.

Para apresentar o calculo por tras do p-valor, vamos revisitar alguns dos exemplos anteriores. Para os
Exemplos 6.2, 6.3 e 6.4, onde estamos testando hipéteses a respeito do valor da média populacional g, a

estatistica teste é dada por

onde &, é a estimativa do desvio padrao do estimador fi. Nesse caso, estamos supondo que a varidncia o2

da populacao é desconhecida e precisa ser estimada a partir da amostra disponivel. Quando a populagao
possui distribuicao normal, a estatistica teste Z possui distribuigfo t-Student, com n — 1 graus de liberdade
(n € o tamanho da amostra). Para o Exemplo 6.2, onde a hipétese nula ¢ dada por Hg : u < pg € a hipGtese

alternativa é Hy : g > g, o p-valor é dado por

p-valor=1-F, _, (2),

onde Fy,, _,, € a fungdo distribui¢do acumulada para uma varidvel aleatéria t-Student com n — 1 graus de
liberdade, e z corresponde ao valor da estatistica teste Z, calculado a partir da amostra. Para o Exemplo
6.2, onde z = 1.5471, e n = 100, o valor da fungdo de distribui¢cdo acumulada é 0.9375, e o p-valor é igual a
0.0625. Finalmente, para checar se a hipdtese nula é rejeitada ou ndo, basta comparar o p-valor aos niveis
de significincia. Portanto, como o p-valor é menor do que 0.10, podemos rejeitar a hipotese nula para um
nivel de significancia o = 10%. No entanto, 0.0625 é maior do que 0.05 e 0.01; portanto, nao podemos

rejeitar a hipdtese nula para niveis de significAncia de 1% e 5%.

Para o Exemplo 6.3, onde a hipétese nula Hy: 11 > uo e a hipdtese alternativa é H: u < po, o p-valor
é calculado a partir da expressao

p-valor = Fy (2).

Paran = 64 e z = -2.2362, o p-valor é dado por 0.0144. Portanto, o p-valor é menor do que 5%, e é possivel

rejeitar a hipdtese nula para @ = 5% ou 10%.

Para o Exemplo 6.4, temos um teste bicaudal, onde a hipdtese nula é Hy: 1 = pg e a hipdtese alternativa

é Ha: p # ug. Nesse caso, o p-valor é calculado utilizando-se a expressao

p-valor = 2 x [1 - Ft(,1~1>(|z|)]:

onde |z| é o valor absoluto de z. Para z = —1.2117 e n = 400, o valor da fungéo distribui¢ao acumulada no
ponto |z| = 1.2117 é F; ., (1.2117) = 0.8868, e o p-valor é igual a 0.2263. Portanto, nio é possivel rejeitar

a hipétese nula para niveis de significincia « iguais a 10%, 5% ou 1%.
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Quando a populagio ndo possui distribuigdo normal, a estatistica teste Z nao mais possui distribui¢ao
exata t-Student. No entanto, em uma grande quantidade de aplicagbes, a estatistica teste converge para
uma varidvel aleatéria com distribuicao normal padronizada. Nesse caso, o analista pode utilizar valores
criticos aproximados, para especificar as regras de rejeicao ou aceitagao da hipdtese nula. Da mesma forma,
a distribui¢&o normal padronizada pode ser utilizada também para se obter p-valores aproximados. Para o
Exemplo 6.2, 6.3 e 6.4, respectivamente, os p-valores, com base na aproximag¢do normal padronizada, sao

dados pelas expressoes

p-valor = 1 — ®(z), para Hp: p < po,
p-valor = ®(z), para Ho: p > o, (6.21)
p-valor = 2 x [1 — ®(|z|)], para Ho: p = po,

onde ®(-) é a fungdo de distribui¢do acumulada para uma varidvel aleatéria normal padronizada. Para
os Exemplos 6.2, 6.3 e 6.4, quando nao é possivel supor normalidade das observagoes, podemos utilizar a
distribuigdo normal padronizada para aproximar a estatistica teste Z. Os p-valores serdo entao 0.0609,
0.0127 e 0.2256, para os Exemplos 6.2, 6.3 e 6.4 respectivamente. Note que as conclusdes a respeito
de rejeicao ou nao da hipétese nula, vis-a-vis a hipdtese alternativa, nio se alteram quando utilizamos
a aproximacdo normal no lugar da distribuicdo t-Student. No entanto, os p-valores calculados com a
aproximacao normal s@o menores do que os p-valores com base na distribuigdo t-Student. Isso ja era

de se esperar, pois a distribui¢do t-Student possui caudas mais pesadas do que a distribui¢do normal.

No contexto de estimagdo via mdxima verossimilhanga, quando estamos testando parametros
individualmente e a estatistica teste utilizada é a estatistica Z, conforme Exemplos 6.9 e 6.10, o cilculo
do p-valor é efetuado utilizando expressoes similares as férmulas apresentadas na Eq. (8.28). Isso porque
0s p-valores também sdo calculados com base na aproximacdo assimptética normal padronizada. Para
hip6teses nulas, conjuntas ou nao, testadas com base nos testes de Wald, dos multiplicadores de Lagrange
ou da razao de verossimilhanca, as estatisticas testes convergem nao mais para uma varidvel aleatéria com
distribuicdo normal padronizada. A distribuicao limite para esses trés testes é a distribui¢ao qui-quadrada,
com numero de graus de liberdade igual ao nimero de restrigbes. Portanto, o cdlculo do p-valor deve

ser efetuado com base na distribuicdo qui-quadrada correspondente. Portanto, para a hipétese nula
H() : h(0) = 0,

p-valor =1 — F,2(W), para o teste de Wald,
p-valor = 1 — F\z(LRT), para o teste da razao de verossimilhanga, (6.22)

p-valor = 1 — Fy2(LM), para o teste dos multiplicadores de Lagrange,

onde Fy2(+) é a funcdo de distribui¢dao acumulada para uma variavel aleatéria qui-quadrada com r graus
de liberdade.
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6.5 Intervalos de confianca

Na secao anterior, consideramos o problema de testar hipSteses a respeito de parametros populacionais
a partir de valores observados na amostra. Nesta secio, iremos discutir um outro tépico importante na
andlise de inferéncia estatistica: os intervalos de confianga. Os intervalos de confianca fornecem uma
ideia da imprecisdo (ou precisido) nas estimativas dos paradmetros populacionais a partir dos dados da
amostra. E comum encontrar, em divulgagdes de pesquisas eleitorais, que um determinado candidato tem
46% das intengdes de votos, com margem de erro de 2%. Essa margem de erro corresponde justamente
aos intervalos de confianca, cuja ideia geral iremos apresentar nesta secdo. Para tornar a discussiao mais

diddtica, novamente iremos recorrer a alguns dos exemplos apresentados na se¢ao anterior.

Intervalos de confianca para a média populacional

Dando continuidade aos Exemplos 6.2 e 6.5, mostraremos como podemos calcular intervalos de confianca

para a média estimada.

Exemplo 6.13 (Continuagdo do Exemplo 6.2 — Construcao de intervalos de confianga) Consideremos
novamente o Exemplo 6.2, onde queremos estimar a média populacional u, correspondente & nota média
em matemadtica para os alunos da rede piblica de ensino médio, na regido metropolitana de Salvador.
Para estimar essa média populacional, obteve-se uma amostra de tamanho n = 100. A estimativa pontual
obtida foi fi = 72.3%. Mas serd que é possivel construir um intervalo, ao redor da estimativa pontual,
que contenha, com algum grau de seguranca, o valor verdadeiro da média populacional? A resposta é sim.
Podemos construir os chamados intervalos de confianga, que contém o valor verdadeiro do pardmetro
populacional real (no caso, a média populacional ) com um certo grau de confianga. Esse grau de confianga
é representado pela probabilidade de cobertura do intervalo de confianca. Por costumes tribais, as
probabilidades de cobertura comumente utilizadas sao 90%, 95% e 99%. Obviamente, outras probabilidades

de cobertura podem ser utilizadas, mas em geral utilizam-se esses trés valores.

Vamos supor inicialmente que a populagio possui distribui¢io normal, com varidncia desconhecida o2.
A estimativa para a variancia populacional é dada por 6% = 2.21%. O intervalo de confianca nesse caso

pode ser construido utilizando-se a expressao

ICos9 = [t — t(n—1),07.5% X Fa» fi + t(n-1),97.5% X 6],

onde t(,_1)07.5% € o valor do percentil de 97.5% para uma distribuicdo t-Student com n — 1 graus de

liberdade. Por exemplo, para n = 100, f(,_1)97.5% = 1.9842. A medida &, corresponde & estimativa do
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Similarmente, os intervalos de confianca para probabilidades de cobertura de 90% e 99% sao

ICo0% = [ft — t(n-1),95% X Gas £+ tn—1)05% X 67l

ICo9% = [ — t(n—1),90.5% X G4, fi + tin—1),00.5% X Oz ).

Para o caso onde niao é possivel supor que a populagdo possui distribui¢do normal, podemos utilizar
a aproximacao normal padronizada, supondo que n é grande o suficiente, tal que essa aproximacio seja
valida. Nesse caso, ao invés de utilizar os percentis a partir de uma distribuicao t-Student, podemos utilizar
os valores criticos com base em uma distribui¢do normal padronizada. Portanto, os intervalos de confianga
para probabilidades de cobertura de 90%, 95% e 99% sao

ICoo% = [fn — ®71(0.95) x 6, i+ ®7'(0.95) x 65],
ICos0, = [ — ®7(0.975) X G4, 1+ ®71(0.975) x 6],
ICoo, = [t — ®71(0.995) X G4, f1+ ®71(0.995) x 6],
onde ®~1(-) corresponde & funcdo distribuicio acumulada inversa. Portanto, ®7!(0.95) = 1.6449,

®=1(0.975) = 1.9600 e ®~1(0.995) = 2.5758.

Estimacgao via méxima verossimilhanca

Para vetores parametros estimados via mdxima verossimilhanca, a construgao de intervalos de confianga,
para cada pardmetro §; individualmente, segue a mesma légica dos intervalos de confianca para a média
populacional. Supondo que o tamanho n da amostra é suficientemente grande, de tal forma que a
aproximacao normal padronizada é vélida para fins préticos, a expressio geral para o intervalo de confianga

de 95%, por exemplo, é dada por

ICs9 = [0; — ®71(0.975) x G5, f: + 71(0.975) x 6], (6.23)

onde 8; é o i-ésimo componente do vetor estimado de pardmetros livres 6, e 53 corresponde & estimativa do
;

desvio padrao!® do estimador ;. A estimativa 65 pode ser obtida a partir da matriz de variancia-covariancia

Y5 para o estimador § de maxima verossimilhanga, conforme vimos na segao anterior. Nesse caso, podemos

13T embrando que a estimativa do desvio padrdo de um estimador é também conhecida como erro padrao.
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onde E;’l € 0 i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz ;.

No caso de construgéo de intervalos de confianca para parametros estritamente positivos, como é o caso,
por exemplo, do parametro A de uma varidvel aleatéria de Poisson, ou dos parametros o e 8 de uma varigvel
aleatéria gamma, intervalos de confianga construidos diretamente a partir da Eq. (6.23) podem ter limites
inferiores negativos, o que faz pouco sentido. Uma solucio é empregar transformacoes dos parametros
dos modelos, tal que os novos parametros variem em toda a reta real. Intervalos de confianca sao entdo
calculados para esses novos parametros. Finalmente, intervalos de confianca para os parametros originais
podem ser obtidos a partir de transformagdes dos intervalos de confianca para os parametros transformados.

Apresentamos essa metodologia no exemplo abaixo.

Exemplo 6.14 (Construindo intervalos de confianca em uma amostra de varidveis aleatérias coletada
de uma populacao com distribuicdo de Poisson) Suponhamos que queremos construir um intervalo de
confianca para o parametro A de uma varidvel aleatéria de Poisson (vide Segao 3.2.3). Ao invés de estimar
A diretamente, podemos fazer uma transformagéo do tipo A = €, onde v € R. Note que, qualquer que
seja o valor de v, o pardmetro A serd sempre positivo, conforme queremos. O novo modelo estatistico terd

funcao densidade de probabilidade com expressao

flz) = = ,e , paraxz =0,1,2,....

Com base na funcdo densidade com base no novo pardmetro v, no lugar de A, podemos proceder
normalmente com todos os passos na obtencao da estimativa de méaxima verossimilhanga  para v. Com
base no coeficiente de informacao de Fisher, obtemos a estimativa 62 para a variancia do estimador 7. O

intervalo de confianga com probabilidade de cobertura de 95% para v pode ser escrito como

ICos9, = [0 — ®7(0.975) x 65, 7 + 71(0.975) x &;).

Finalmente, a estimativa para o parametro original A é dada por A = e”, e o intervalo de confianca com
) b

probabilidade de cobertura de 95% para o parametro A pode ser construido com a expressio

N L P -, -1 =
ICose, = [eu ®H0975) x5y P+ (0.975)><a,,]_

Note que o intervalo de confianca acima para o parametro A tem limites inferior e superior necessariamente
positivos. Nao temos mais um intervalo simétrico em torno da estimativa pontual A, como seria o caso, se

utilizdssemos a Eq. (6.23).
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Simulagoes de Monte Carlo

Finalmente, para ilustrar a discussido sobre intervalos de confianca, enderecando ao mesmo tempo a
aproximacao normal para a distribuicdo dos estimadores de médxima verossimilhanga, apresentamos agora
algumas simulacdes de Monte Carlo. Os exemplos considerados aqui referem-se a modelos paramétricos
simples, estimados via maxima verossimilhanca, onde as estimativas das variancias dos estimadores de
méxima verossimilhanga sdo obtidos a partir da matriz de informagéo de Fisher observada. Inicialmente,
consideraremos uma variavel alecatéria de Poisson. Em seguida, apresentaremos os resultados para varidveis

aleatdrias gamma, Weibull e lognormal.

Inicialmente, geramos uma amostra de tamanho n = 5, com observacoes independentes e identicamente
distribuidas, de uma populagdo com distribui¢do de Poisson, com parametro A = 2.5. O nosso objetivo é
construir um intervalo de confianca para o pardmetro A, com probabilidade de cobertura de 90%. Apds
estimarmos o parametro A, via mdxima verossimilhanga, obtivemos o intervalo de confianca [2.0072, 4.8602] .
Repetimos esse mesmo exercicio, simulando uma segunda amostra, com n = 5, e obtivemos um novo
intervalo de confianga [1.3848,3.8885]. Note que ambos os intervalos de confianca contém o parametro
verdadeiro A = 2.5. Podemos entao repetir esses passos, gerando amostras de tamanho n = 5, estimando
o parametro )\, e calculando o intervalo de confianca com probabilidade de cobertura igual a 90%, wn
grande niimero de vezes. Replicamos esses passos 20 mil vezes, obtendo uma ideia da probabilidade real de
cobertura do intervalo de confianga calculado. Os nosso objetivos com esse experimento de Monte Carlo

$a0 08 seguintes:

(1) Mostrar que os intervalos de confianga também sio varidveis aleatérias;
(2) Avaliar a aproximacdo normal para o cdlculo dos intervalos de confianga,;
(3) Avaliar o efeito do aumento do tamanho n das amostras sobre a eficAcia da aproximagao normal para

o intervalo de confianca.

A Tabela 6.6 apresenta o percentual de vezes, nas 20 mil repeticdes nas simulagdes de Monte Carlo, em
que o intervalo de confianca calculado continha o parAmetro verdadeiro (a ser estimado). Por exemplo, para
o parametro A da variivel de Poisson, para amostras de tamanho n = 5, o intervalo de confianga com 90%
de probabilidade de cobertura contiveram o parametro A = 2.5 verdadeiro em 93.44% das replicagoes. Para
n = 10, esse nlimero baixou para 91.11%, e paran = 100, a probabilidade real de cobertura ficou em 89.84%.
Lembremos que o valor nominal da probabilidade de cobertura é de 90%. Portanto, um maior tamanho da
amostra implica em probabilidade de cobertura real mais préxima da probabilidade de cobertura nominal;
isso indica que a aproximacao normal torna-se cada vez mais apropriada & medida que o tamanho n da

amostra aumenta {como ja era de se esperar).

As Figuras 6.6 e 6.7 apresentam os histogramas para os limites inferior e superior calculados, para o
pardmetro \. Nesses histogramas, note que hé limites inferiores maiores do que A = 2.5 e limites superiores
menores do que A = 2.5. Quando uma dessas situagdes acontece, o intervalo de confianga correspondente

ndo contém o parametro A verdadeiro. Comparando os histogramas para n = 5 e n = 100, note que os
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Tabela 6.6: Comparacdo entre a probabilidade real de cobertura e a probabilidade nominal de cobertura para
parametros estimados via méaxima verossimilhanca.

Distribuicio Tamanho Probabilidade de cobertura
utilizada da amostra 90% 95% 99%

n=>5 93.44%  96.70%  99.30%

Poisson n=10 91.11% 95.74%  99.46%
(Paréametro A) n =20 91.18%  95.05%  99.10%
n = 100 89.84% 95.09%  98.90%

n=>5 78.23% 84.89%  92.35%

Gamma n=10 84.23% 90.41%  96.21%
(Parametro a) n =20 87.26% 92.80% 97.78%
n = 100 89.52% 94.95%  98.90%

n -5 78.82% 84.96% 92.56%

Weibull n=10 84.44% 90.36% 96.37%
(Parametro /?) n =20 87.40% 92.12%  97.72%
n = 100 89.75% 94.79%  98.66%

n=>5 89.96%  95.23%  99.14%

lognormal n=10 90.11% 95.12%  98.96%
(Pardmetrocr) n — 20 90.13% 94.98%  99.02%
n = 100 89.98%  95.06%  99.08%

intervalos de confianca com n = 100 sdo bem mais estreitos em média do que os intervalos de confianca
para n = 5. Além disso, a dispersdo dos intervalos de confianga também é menor quando o tamanho n das
amostras aumenta.

Histograma para o limite inferior 90% (dist. Poisson)

Histograma para o limite superior 90% (dist. Poisson)

1 2 3 4 5 6 7
Limite superior do int. confianca

Figura 6.6: Histogramas dos limites superior e inferior para intervalos de confianca, com nivel de cobertura de 90%,
para o parametro A de uma variavel aleatéria de Poisson. Os intervalos foram calculados com base em amostras
aleatérias de tamanho n = 5.

Repetimos o mesmo experimento de Monte Cario, agora considerando amostras geradas a partir de
uma distribuicdo gamma, com parémetros verdadeiros a = 14 e 13 = 10.6. A Tabela 6.6 apresenta
os resultados das probabilidades de cobertura reais, para intervalos de confianga calculados a partir da
estimacdo via maxima verossimilhanca. Para simplificar a apresentagdo dos resultados, mostramos na
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tabela apenas os valores correspondentes aos intervalos de confianca para o pardmetro a. Os resultados
correspondentes ao parametro /? foram bastante similares. Note que para n = 5, as probabilidades reais de
cobertura dos intervalos de confianca estdo significativamente distantes das probabilidades nominais. Para
uma probabilidade nominal de cobertura de 90%, a probabilidade real, de acordo com as simulac@es, foi de
78.23%. Isso indica que a aproximagdo normal, para n = 5, ndo parece ser muito razodvel. A medida que o
tamanho da amostra aumenta, a probabilidade real de cobertura aproxima-se da probabilidade nominal.

Histograma para o limite inferior 90% (dist. Poisson)

Histograma para o limite superior 90% (dist. Poisson)

Figura 6.7: Histogramas dos limites superior e inferior para intervalos de confianca, com nivel de cobertura de 90%,
para o parametro A de uma variavel aleatéria de Poisson. Os intervalos foram calculados com base em amostras
aleat6rias de tamanho n = 100.

Finalmente, replicamos o mesmo experimento de Monte Cario para amostras aleatérias, independentes
e identicamente distribuidas, geradas a partir de populagdes com distribuigbes de Weibull e lognormal. Em
ambos os casos, utilizamos estimagdo via maxima verossimilhanca, calculando em seguida os intervalos de
confianca com probabilidades nominais de cobertura de 90%, 95% e 99%. Para a distribuicdo de Weibull,
os valores verdadeiros para os parémetros foram a = 3000 e /3 = 1.2. Para a distribuicdo lognormal,
os valores escolhidos para os parametros foram // = 53 e a = 2.5. O namero de replicacfes em cada
experimento foi igual a 20 mil. Novamente, para facilitar a apresentacéo dos resultados, a tabela 6.6 mostra
apenas 0s resultados para o parametro /?, no caso da distribuicdo de Weibull, e cr, no caso da distribuicéo
lognormal. No caso da varidvel aleatdria de Weibull, para n = 5, os valores reais para a probabilidade
de cobertura estdo distantes dos valores nominais. A medida que o tamanho da amostra aumenta, a
aproximacdo normal passa a ser mais razoavel, implicando em intervalos de confianca mais apropriados
para as probabilidades nominais de cobertura almejados. Ja no caso da distribuicdo lognormal, mesmo
para amostras com poucas observagdes, a aproximacdo normal pareceu bastante apropriada, no sentido de
gue os intervalos de confianca apresentaram probabilidades de cobertura reais muito proximas aos valores
nominais.
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O experimento de Monte Carlo apresentado nesta se¢do corrobora o fato de que os intervalos de
conflanca, com base nos estimadores de méxima verossimilhanga, muitas vezes baseiam-se em aproximagdoes
para a distribuicao dos estimadores dos parametros livres. Essas aproximagoes tornam-se melhores & medida
que o tamanho da amostra aumenta. No entanto, mesmo para amostras pequenas, hd maneiras de melhorar
os intervalos de conflanga, para que eles apresentem probabilidades reais de cobertura mais préximas das
probabilidades nominais. Nesse caso, utilizam-se aproximacoes de maiores ordens. Esse tépico foge ao
escopo deste livro, e o leitor interessado pode recorrer a referéncias como Severini (2001). Em todo caso,
a maioria dos programas estatisticos utilizam as aproximagoes de primeira ordem, que correspondem as

aproximagoes normais estudadas neste capitulo.

Outro fato importante de ser mencionado a partir dos experimentos aqui apresentados é a dependéncia
da validade da aproximacao de primeira ordem em relacao ao tipo de modelo estatistico sendo estimado.
Para o parametro da varidvel de Poisson, mesmo para n = 5, a aproximagao normal pareceu bastante
adequada. Para modelos mais complexos, como é o caso da distribui¢do gamma, os intervalos de confianga,
calculados com pequenas amostras, ndo foram tdo apropriados. Portanto, a partir de que tamanho n de
amostras a aproximagao normal se torna apropriada dependera bastante do tipo de modelo estocastico
sendo estimado. O namero de pardmetros ndo necessariamente é o 1nico indicador da qualidade da
aproximacio normal: note que, para a variavel lognormal, que contém dois parametros, mesmo para n = 5,
a aproximagao normal mostrou-se bastante adequada, quando o objetivo era a construgdo de intervalos de

confianca. Simulag¢Ges de Monte Carlo sdo sempre uma boa maneira de estudar a validade das aproximacoes.

6.6 Exercicios

Exercicio 6.1 Considere uma amostra aleatéria, com observagbes independentes e identicamente

distribuidas, com tamanho n = 11 e valores

1.32,0.11,2.1,3.14,4.91,2.82,1.64, 7.12, 5.12,5.02, 0.87.

Supondo que a populacio é normal, com média p e varidncia o? desconhecidas, responda aos ftens abaixo.

(i) Teste a hipétese nula Hy : 4 = 4.1, para niveis de significancia de 1%, 5% e 10%.
(ii) Teste a hipétese nula Hy : p < 3.50, para niveis de significincia de 1%, 5% e 10%.
(iii) Teste a hipétese nula Hy : p > 5.50, para niveis de significAncia de 1%, 5% e 10%.

Exercicio 6.2 Para as observacoes no Exercicio 6.1, determine os p-valores para os testes de hipdteses dos

itens (i), (i) e (iii).

Exercicio 6.3 Para as observacdes no Exercicio 6.1, encontre intervalos de confianga, considerando-se
probabilidades de cobertura de 90%, 95% e 99%.
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Exercicio 6.4 Repita o Exercicio 6.2, supondo agora que a populagido nao mais segue uma distribuicdo

normal. Vocé poderd utilizar a aproximacio normal padronizada.

Exercicio 6.5 Repita o Exercicio 6.3, supondo agora que a populagio ndo mais segue uma distribuicdo

normal. Vocé poder4 utilizar a aproximagao normal padronizada.
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7. Testes de ajuste, selecao e

combinacoes de distribuicoes

“All models are wrong, but some models are useful.”
George E. P. Box

Nos capitulos anteriores, descrevemos um conjunto de distribui¢des discretas e continuas, e introduzimos
dois métodos basicos para estimar os pardmetros livres dessas distribuigbes a partir de uma base de
dados disponivel. As varidveis aleatérias discretas podem ser utilizadas para modelar o comportamento
da frequéncia de ocorréncia de eventos de perdas operacionais em um determinado periodo, por exemplo.
As varidveis aleatdrias continuas, por sua vez, podem ser utilizadas para modelar o comportamento das

séries de severidades das perdas operacionais.

Na prética, para uma determinada amostra de frequéncia de perdas, nao sabemos a priori qual a melhor
distribuicao de frequéncia a ser utilizada. A principio, qualquer uma das distribuigoes discretas apresentadas
neste documento podem ser usadas. Além disso, a literatura tem varias outras distribuigoes que poderiam
servir aos nossos propdsitos de modelagem. Portanto, existe a necessidade de utilizarmos algum critério
de selecdo para encontrarmos uma distribuicdo (ou um conjunto de distribui¢des) mais adequada. Esse

assunto serd tratado mais adiante na Secdo 7.1.

Apesar de a Segao 7.1 apresentar critérios bdsicos para escolher o melhor, ou os melhores modelos,
dentro de uma cesta de modelos disponiveis, em termos praticos, nao necessariamente a melhor distribuicao
disponivel apresenta um padrdo aproximativo razodvel dos dados que queremos modelar. Pode acontecer
que varias distribui¢Ges, no conjunto disponivel, sejam suficientemente préximas dos dados a serem
modelados. Nas Segoes 7.2 e 7.3, descreveremos métodos para avaliar o quio préximos, ou adequados,
0s modelos escolhidos estao dos dados disponiveis. Esses testes sfo conhecidos como testes de ajustes de
modelos ou testes de ajustes das distribui¢Ges. Além dos testes de ajustes, apresentaremos alguns critérios
graficos que ajudardo os analistas na detecgdo de problemas na especificagdo dos modelos estatisticos.
Inicialmente, discutiremos os testes de ajustes para distribuigoes continuas, apresentando os critérios
graficos via distribuicdo empirica, QQ-plot e PP-plot, e o teste de Kolmogorov-Smirnov. Em seguida,

trataremos dos testes de ajuste para distribuigdes discretas, onde serd apresentado o teste qui-quadrado.

Em muitas situagoes praticas, pode acontecer de os modelos paramétricos disponiveis, seja para dados
discretos, seja para dados continuos, ndo satisfazerem aos testes de ajustes discutidos nas Segbes 7.2 e 7.3.
Nesse caso, o analista pode recorrer a outros softwares, que tenham disponiveis mais tipos de modelos
estocdsticos. Alternativamente, o analista pode tentar programar esses outros modelos. Mesmo assim,

depois de tentar utilizar outras distribui¢des discretas ou continuas, ndo necessariamente alguma dessas
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ird satisfazer os critérios de ajustes. O que fazer nesse caso entdo? A sugestdo apresentada na Secio 7.4
¢ utilizar combinagGes de modelos simples para compdr modelos estocasticos com mais poder de capturar
uma variedade maior de especificidades dos dados empiricos. Neste capitulo, discutimos duas classes de
modelos, tanto para dados cont{nuos quanto para dados discretos, que podem ser utilizados para prover
mais flexibilidade aos analistas quantitativos. Com essas duas classes adicionais, serd possivel modelar
praticamente todas as bases de frequéncias e severidades de perdas operacionais, por exemplo. A primeira
classe corresponde 4 mistura de distribuicées ou distribuicées combinadas.! A segunda classe de
modelos corresponde ao que chamamos de distribuigoes por subintervalos, pois ela consiste em dividir

o espago amostral em subintervalos, e ajustar uma distribuicao especifica a cada um desses subintervalos.

7.1 Critérios para selecao de modelos

Nos Capitulos 3 e 5, descrevemos um conjunto de distribuigbes discretas e continuas, e introduzimos o
método de momentos e o método de maxima verossimilhanca para estimador os parametros livres dessas
distribuicoes a partir de uma base de dados disponiveis. Na prética, para uma determinada amostra de
dados discretos, nao sabemos a priori qual a melhor distribui¢do a ser utilizada. A principio, qualquer
uma das distribuigoes discretas apresentadas neste documento pode ser usada. Além disso, a literatura tem
varias outras distribui¢bes que poderiam servir aos nossos propdsitos de modelagem. Portanto, existe a
necessidade de utilizarmos algum critério de seleciao para encontrarmos uma distribui¢do (ou um conjunto

de distribui¢des) mais adequada.

A literatura de selecio de modelos estatisticos é bem ampla, sendo que os critérios de selegao de
modelos mais utilizados sao o critério de selegao de Akaike, cuja sigla é AIC, e o critério de selecao

Bayesiano, com sigla BIC.? Uma an4lise aprofundada desses dois critérios é dada por Burnham e Anderson
(1998).

Os critérios AIC e BIC sao derivados diretamente dos estimadores de méaxima verossimilhanga e podem
ser calculados da seguinte forma: seja entao uma amostra aleatéria X, ..., X,, para a qual iremos estimar
os parametros livres de um modelo estocdstico para varidveis discretas. No caso da distribuicio de Poisson,

usando as expresstes do Exemplo 5.6, as expressdes para o AIC e o BIC sao

AIC = -2log L(\) + 2K = [nd ~log A} i + Zlogzil] +2x1
i=1 . =1 . (71)
BIC = —2logL(5\) + Klogn = [n;\ — logj\in + Zlogxi!} + 1 x logn,

g=1 i=1

1Essa classe de modelos é comumente conhecida como mizture models.
2Em inglés, o AIC é conhecido como Akaike Information Criterion e o BIC é conhecido como Bayesian Information
Criterion.
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onde K é o nimero de pardmetros livres; no caso da distribui¢do de Poisson temos K = 1. Note que
a primeira parcela nos dois critérios acima é a mesma. e corresponde a menos duas vezes a funcéo
log-verossimilhanga avaliada no ponto ) {estimativa de méxima verossimilhanca de A). A segunda parcela
nas férmulas acima é o que diferencia os dois critérios de selecao. O AIC tem segunda parcela igual a 2K
e o BIC tem a segunda parcela igual a K logn. Essa segunda parcela consiste em um fator para penalizar
a inclusdo de mais pardmetros livres no modelo. Em geral, se for possivel ajustar modelos com menos
parametros livres, melhores sdo os resultados finais, e tanto 2K no AIC quanto K logn no BIC tém o papel
de forgar a escolha de modelos com menor nimero de pardmetros. Quando n for maior ou igual a 8, o
que certamente é o caso em bases de dados utilizadas em risco operacional, a penalizagdo dada pelo BIC é

maior do que a penalizagiao dada pelo AIC, pois log 8 > 2.

Dada uma base de dados de frequéncias X1, Xo, ..., X,, depois de estimarmos a estimativa de mdxima
verossimilhanca X e calcularmos os critérios AIC e BIC, podemos proceder da mesma maneira com as
demais distribuicées de frequéncias disponiveis na nossa lista de varidveis aleatdrias discretas disponiveis.
Podemos entao estimar a distribuigdo geométrica, por exemplo, obtendo a estimativa p do parametro livre.
Em seguida, para compararmos o ajuste da distribui¢ao geométrica com o ajuste da ditribui¢do de Poisson,

usando os resultados do Exemplo 5.7, calculamos os critérios AIC e BIC

AIC = —2log L(p) + 2K = [—nlogﬁ—log(l —ﬁ)Zmi] +2x1

=1 (7.2)

BIC = —2log L(p) + Klogn = {—nlogﬁ —log(1-9) sz] +1 x logn.

=1

Da mesma maneira, usando os resultados do Exemplo 5.8, estimamos os pardmetros r e p para a distribuigao
binomial negativa e obtemos as estimativas de méxima verossimilhanca 7 e p. Em seguida, calculamos os

critérios AIC e BIC para essa distribuic¢do

AIC = —2log L(#, p) + 2K = [n logI'(#) — fnlogp — 3 log T(F + )
i=1

+ Zlogf‘(l +z;) — log(1 —ﬁ)Z:ci] +2x2
i=1 i=1

(7.3)
n
BIC = —2log L(#,p) + K logn = [nlogF(f) —nlogp — ZlogF(f + z;)

=1
n

+ ilogF(l + ;) — log(1 -;ﬁ)in] + 2 x logn.

=1 =1

Note agora que o nimero de parametros livres disponiveis K é igual a 2. Procedemos entao dessa maneira
com todas as distribuigoes discretas disponiveis na nossa lista. A distribui¢io utilizada serd justamente
aquela (ou aquelas) que apresentar o menor AIC ou o menor BIC. Em geral, os dois critérios costumam

concordar, de forma que uma distribuicdo escolhida de acordo com o AIC também sera escolhida de
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acordo com o BIC. Quando hé discordancia entre ambos os critérios, o BIC seleciona distribuicoes mais
parcimoniosas, ou seja, com menor nimero de parametros livres. Isso é decorréncia da maior penalidade

K logn dada pelo BIC ao uso de modelos com mais pardmetros livres.

O procedimento para selecionar a distribuigao de severidade mais adequada é completamente andlogo
ao empregado para selecionar a distribuicao de frequéncia mais apropriada. Seja entdo Y7,...,Y, uma
amostra aleatéria de observagoes continuas. Para cada distribui¢do continua na nossa lista de distribuigoes
disponiveis, estimamos os parametros livres e em seguida calculamos os critérios AIC e BIC. No caso da

variavel aleatéria gamma, por exemplo, usando os resultados do Exemplo 5.9, os critérios AIC e BIC séo

AIC = —2log L(é. ) + 2K = [na log 8+ nlog T(&)

n 1 n
— (& — 1)210gy,-+ —AZyi} +2x2
i=1 gia (7.4)
BIC = —2log L(4, 3) + K logn = {nd log B + nlog (&)

n 1 n
— (& — 1)210gyi + Ezyi] +2 x logn.

i=1 i=1

Uma vez estimados os pardmetros livres e calculados os critérios AIC e BIC para cada varidvel aleatéria
continua disponivel para a andlise, podemos finalmente escolher a varidvel (ou varidveis) aleatéria que
apresenta o menor AIC ou BIC. Em geral, é razodvel escolher mais de uma varidvel aleatdria continua e
mais de uma variavel aleatoria discreta para proceder com os outros passos da andlise. Pode acontecer de
uma varigvel aleatdria ficar um pouco atrds, em termos de AIC e BIC, da varidvel com menores critérios de
selecdo, e apresentar melhor performance nos testes de ajuste (apresentados na Segao 7.2). E importante
manter em mente que ndo existe um 1mico critério estatistico que seja soberano: é aconselhdvel sempre
combinar os resultados de varias abordagens de selegio e avaliagido de modelos, de forma a termos resultados
mais defensaveis.®> Some-se a isso a avaliacdo subjetiva dos analistas especializados e a intuigio fornecida

pela teoria econdémica, que sempre deve ser inserida também na andlise.

Uma vez estimados os parametros das varidveis aleatdrias continuas e discretas, e selecionados os
modelos mais adequados de acordo com os critérios de AIC e BIC, podemos utilizar critérios para
avaliar se 0os modelos (distribuigdes de frequéncia e severidade) escolhidos de fato se adequam as amostras
analisadas. Para isso, podemos utilizar diversos procedimentos estatisticos, como por exemplo o teste de
Kolmogorov-Smirnov, o teste de Anderson-Darling e o teste de Cramer-Von Mises para varidveis

aleatérias continuas. Para varidveis aleatorias discretas, o teste mais comum é o teste qui-quadrado.

3Qutra forma muito comum usada para a avaliagio de modelos é a chamada validagio cruzada (cross validation). Nessa
metodologia se particiona a amostra em subconjuntos e, enquanto um dos subconjuntos é usado para fazer a andlise estatistica
desejada, os outros subconjuntos sao usados para validar a anélise estatistica.
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7.2 Avaliacao do ajuste de distribuicoes continuas

Nesta se¢ao, discutiremos alguns critérios graficos e numéricos para avaliar o ajuste dos modelos estatisticos
para varidveis aleatérias continuas. Inicialmente faremos uma discuss@o sobre o conceito de funcao
distribuicéo empirica I (z). A ideia de utilizar a distribui¢ao empirica vale especialmente no caso de varidveis
aleatorias continuas, quando nao € possivel estimar com grande precisao a funcdo densidade. Em termos
praticos, é muito mais conveniente estimar a funcio distribuicao empirica F'(2) e comparé-la com a fungio
distribuicao tedrica F(x; é), onde § é o vetor de parametros estimados, via maxima verossimilhanca ou via

método de momentos, por exemplo.

A funcao distribui¢do empirica F () é construida a partir de uma amostra disponivel S para uma
varidvel continua (por exemplo, severidade das perdas operacionais), com S = {X1, X2, ..., X, }, de

tamanho n. A expressdo para a fungao distribuicdo empirica é

F@) = = 3 I (X0), (7.5)

onde I4(z) é uma funcdo indicadora, com I4(z) = 1 quando z € A, e I4(z) = 0 caso contrario (A é um
intervalo da reta ®). Dessa forma, F (x) é a proporgao de valores na amostra S que sao menores ou igual a .
Pode-se mostrar que F'(z) é um estimador para a probabilidade Prob[X < z] = F(z). Por conveniéncia nos
calculos, pode-se utilizar a sugestdo em Cruz (2005), fazendo-se uma pequena modificacdo do estimador
apresentado na Eq. (7.5). O novo estimador, utilizado em diversos aplicativos de analise de risco, por

exemplo, é dado por

@) = = [-054 Y Twn (K] = 23 T (X0) 5 (7.6)
i=1 =1

Note que a diferenca entre as Eqgs. (7.5) e (7.6) é simplesmente o fator aditivo —515, que converge para
zero quando o tamanho da amostra n aumenta. A vantagem de utilizar essa modificacio ficara mais clara

quando falarmos dos graficos de QQ-plot.

Para exemplificar a utilizagdo da distribuigdo empirica na detecgio de problemas de ajuste, a Figura 7.1
apresenta o grafico da distribuicao empirica ﬁ(x) versus a funcao distribuicao tedrica F'(x;#), baseada em
uma variavel aleatéria lognormal. Os dados foram gerados exatamente a partir de uma varidvel aleatéria
lognormal, com parametros p = 1.0 e o = 0.8. Portanto, estamos supondo um modelo tedrico que coincide
com os dados reais, de forma que os gréficos teérico F(z) e empirico F(z) deveriam coincidir. De fato, isso
¢ observado na Figura 7.1. Utilizamos quatro tamanhos de amostras diferentes (n = 40, n = 100, n = 200,
n = 400}, para mostrar que quanto maijor a amostra, quando o modelo estd corretamente especificado, as

curvas tedricas e empiricas se aproximam cada vez mais.
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N =40 N =100

Figura 7.1: Funcéo distribuicdo empirica versus funcéo distribuicdo de um modelo te6rico baseado em uma variavel
aleatdria lognormal. Os dados foram gerados exatamente a partir de uma variavel aleatéria lognormal, com
parametros /z = 1.0 e ¢cr = 0.8.

A Figura 7.2 apresenta o grafico da distribuicdo empirica F(x) (gerada utilizando uma distribuicéo
lognormal) versus a fungéo distribuicao tedrica F(x; 0), baseada em uma variavel aleatoria de Rayleigh. Os
dados foram gerados novamente a partir de uma variavel aleatoria lognormal, com parédmetros iz = 1.0 e
a = 0.8. Portanto, nesse caso estamos tentando ajustar uma distribuicdo de Rayleigh a dados lognormais,
e a analise grafica deveria detectar esse problema de ma especificagdo do modelo tedrico. De fato, as curvas
na Figura 7.2 mostram a diferenga entre as duas curvas (tedrica F(a?) e empirica F(a;)), e essa diferenca
ndo desaparece quando o tamanho da amostra N aumenta.

O segundo gréafico muito utilizado na analise de ajuste de distribuicdes advém de uma outra forma de
comparar a distribuicdo empirica com a distribuicdo tedrica. De fato, podemos fazer um grafico da fungéo
distribuicdo empirica F(ar) versus a fungéo distribuicéo tedrica F(x), conforme apresentado nas Figuras 7.3
e 7.4 abaixo. Na Figura 7.3, apresentamos o grafico de dispersdo entre a funcao distribuicdo tedrico no eixo
horizontal e a fungdo distribuicdo empirica no eixo vertical. A curva so6lida corresponde ao que deveria ser
a curva pontilhada caso o modelo tedrico estivesse perfeitamente adequado aos dados. Nesse caso, estamos
gerando os dados com uma distribuigdo lognormal, e estimando exatamente um modelo tedrico lognormal,
0 que implica que as curvas soélidas e pontilhadas deveriam estar coincidentes. De fato, observe que a
curva empirica (curva pontilhada) e a curva tedrica (curva sélida) se aproximam cada vez mais, a medida
que o tamanho n da amostra aumenta. Esse tipo de grafico é comumente conhecido como PP-plot, ou
probability-probability plot.
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Figura 7.2: Fungao distribuicdo empirica versus fungdo distribuicdo de um modelo tedrico baseado em uma variavel
aleatdria de Rayleigh. Os dados foram gerados a partir de uma variavel aleatéria lognormal, com parametros p = 1.0
e<s =0.38.

Na Figura 7.4, apresentamos o PP-plot, dessa vez comparando os dados reais gerados novamente a partir
de uma variavel aleatoria lognormal, com o modelo tedrico, supondo-se uma distribuicdo de Rayleigh.
Observe o nitido descasamento entre as curvas empirica e tedrica, que ndo desaparece a medida que o0
tamanho n da amostra aumenta. Portanto, o PP-plot também pode se constituir em uma ferramenta
muito Util para deteccdo de problemas na especificagdo da distribuicdo tedrica utilizada para modelar os
dados reais disponiveis.

Além de comparar as fungdes distribuicdo empirica e tedrica, uma outra forma também muito eficaz de
detectar problemas no ajuste dos modelos paramétricos utilizados é via comparagao dos quantis. Nesse caso,
a ideia é comparar os quantis da distribuicdo tedrica com os quantis da distribuicdo empirica. A partir dessa
comparagdo, construimos um tipo de grafico comumente conhecido como QQ-plot, ou quantil-quantil
plot. As Figuras 7.5 e 7.6 apresentam exemplos de QQ-plots, para modelos teéricos com distribuicdes
lognormal e de Rayleigh respectivamente.

Similarmente ao que fizemos no caso do PP-plot, no QQ-plot devemos encontrar valores tedricos para
serem comparados a valores empiricos. O quantis empiricos nesse caso serdo simplesmente os valores
ordenados, em ordem crescente, na amostra S. Portanto, os quantis empiricos sdo dados pela sequéncia
crescente Aqi), 2Q2j, 2Q3),..., X(n), onde corresponde ao i-ésimo maior elemento na amostra S.
Obviamente, JQjy é o valor minimo na amostra, enquanto € 0 valor maximo na amostra. Os quantis
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Figura 7.3: PP-plot um modelo teérico baseado em uma variavel aleatéria lognormal. Os dados foram gerados a
partir de uma variavel aleatéria lognormal, com parametros p = 1.0 e <r = 0.8.

tedricos sdo obtidos a partir da expressao

Qi = FACFCX~-0Y), parai=1,2,...,n,

onde

1=1

e F_1(u;A) corresponde ao quantil de (100 x u) % da distribuicéo teérica F(x-,0), onde 0 é o parametro
estimado, utilizando-se maxima verossimilhanca ou estimador via método de momentos. O QQ-plot consiste
entdo em um grafico de dispersdo dos quantis empiricos (realmente observados) no eixo horizontal versus
0s guantis tedricos no eixo vertical (previstos pelo modelo tedrico paramétrico). Esse grafico de dispersao
corresponde a curva pontilhada na Figura 7.5. Essa figura apresenta o grafico QQ-plot para um modelo
tedrico lognormal, ajustado a dados de fato gerados a partir de uma variavel aleatéria lognormal. Portanto,
0 modelo estd corretamente especificado. Para fins de comparacdo, a curva solida seria 0 a curva ideal,
quando o modelo esta corretamente especificado. Observe que, devido ao fato de o modelo teérico coincidir
com o modelo real (do qual os dados foram gerados), a curva empirica, pontilhada, estd muito proxima da
curva solida (para comparacgao), e essa proximidade aumenta, a medida que aumentamos o tamanho n da
amostra.

A Figura 7.6 apresenta a comparagdo entre o modelo tedrico, baseado em uma variavel aleatéria de
Rayleigh, e o modelo real, onde os dados foram gerados a partir de uma varidvel aleatéria lognormal.
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Figura 7.4: PP-plot um modelo teérico baseado em uma variavel aleatéria de Rayleigh. Os dados foram gerados a
partir de uma variavel aleatéria lognormal, com parametros // = 1.0 e <t = 0.8.

Portanto, o modelo tedrico suposto esta errado. De fato, isso é sugerido pelo QQ-plot, dado que a curva
empirica (pontilhada) esta bem afastada da curva ideal (sé6lida). Um observacdo importante a ser feita
aqui é que o QQ-plot constitui-se em uma ferramenta muito conveniente para a analise de como o modelo
tedrico utilizado ajusta-se nas caudas. Esse fato é especialmente importante em analise de risco, ja que as
caudas representam justamente os eventos mais indesejaveis. Especificamente na Figura 7.6, observe que os
quantis empiricos, que correspondem justamente aos valores observados, estdo a direita do que € previsto
pelo modelo tedrico. Isso indica que os dados apresentam valores extremos com maior frequéncia do que
¢ previsto pelo modelo tedrico. Portanto, caso usassemos a distribuicdo de Rayleigh para modelar esses
eventos com valores altos, estariamos incorrendo em uma subestimagdo do risco real ao qual a instituicao

financeira esta exposta.

Para alguns modelos parameétricos especificos, como é o caso dos modelos de distribuigbes combinadas,
a serem vistos na Se¢do 7.4, o céalculo da funcgio distribuicdo inversa F_1(E(X(q); 0), necessaria para a
obtencdo do QQ-plot, pode se constituir em uma tarefa demorada, e computacionalmente demandante.
Especificamente para modelos estocasticos para variaveis continuas em risco (como por exemplo, modelos
para a severidade das perdas em risco operacional), existe uma preocupacdo especial em utilizar o0 QQ-plot
para identificar problemas de ajuste na cauda (valores de perdas muito altos) da distribuicdo. Por esse
motivo, em algumas situacGes, pode ser conveniente o calculo do QQ-plot especificamente para uma parcela
das observacdes (por exemplo, 10% ou 5%) na amostra, sendo essa parcela referente aos maiores valores de
ocorréncias observadas na base de dados. Com isso, seria necessario calcular a fungdo distribui¢do inversa
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Figura 7.5: QQ-plot um modelo tedrico baseado em uma variavel aleatéria lognormal. Os dados foram gerados a
partir de uma variavel aleatéria lognormal, com parametros /z = 1.0 e cr = 0.8.

F ! :0) apenas para 0s 5% ou 10% maiores valores na amostra. Isso pode reduzir bastante o esforgo
computacional para processamento dos modelos e para processamento dos critérios de ajustes.

Finalmente, além dos critérios graficos baseados na distribuicdo empirica {versus a distribuicao
acumulada tedrica), no QQ-plot e no PP-plot, o analista pode utilizar testes estatiticos formais, como
0 teste de Kolmogorov-Smirnov (GIBBONS, 1992)4 comumente representado como teste KS. A
estatistica teste nesse caso é dada por

KS = suplcja?; 0)-—\/ 1(-X,x(i) CO1, 7
X Tl
t=I

onde F{x-, 0) corresponde a distribuicao tedricae 0 é o vetor de parametros do modelo paramétrico, estimado
a partir dos dados historicos. Quanto maior o valor da estatistica KS, mais longe o modelo teérico estimado
estara dos dados observados. Note que o segundo termo dentro do operador de valor absoluto || corresponde
a distribuicdo empirica, com base nos dados observados.

A estatistica KS nos fornece entdo o primeiro componente para realizar o teste de hipétese de ajuste
dos modelos. O segundo componente é a distribuicdo da estatistica teste, e o terceiro € a regra de rejeicao
da hipotese nula. Como estamos testando a qualidade do ajuste do modelo tedrico aos dados, a hipotese

4Uma aplicagdo muito Gtil e recentemente popularizada da estatistica de Kolmogorov-Smirnov é testar se varidveis
aleatérias pertencentes a uma determinada amostra de dados usualmente advinda de um sistema com caracteristicas complexas
(por exemplo, mercados financeiros) tém distribuicdo dada por uma lei de poténcia (um exemplo de uma lei de poténcia é a
distribuicdo de Pareto apresentada na Sec¢do 3.3.8). Para detalhes, consultar (CLAUSET; SHALIZI; NEWMAN, 2009).
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Figura 7.6: QQ-plot um modelo tedrico baseado em uma variavel aleatéria de Rayleigh. Os dados foram gerados a
partir de uma variavel aleatéria lognormal, com parametros p = 1.0 e <r = 0.8.

nula é Ho : “o modelo tedrico estd bem ajustado aos dados”, enquanto a hipétese alternativa é Ha : “o
modelo tedrico ndo estd bem ajustado aos dados™. A distribuicdo da estatistica teste ndo corresponde a
distribui¢Bes conhecidas, como é o caso da normal padronizada ou da distribuicdo qui-quadrada. Para a
estatistica KS, os valores criticos vc da distribuicdo da estatisica teste sdo obtidos via simulages de Monte
Cario, e estdo tabelados nas devidas referéncias. O leitor pode encontrar tais tabelas em Gibbons (1992).
Para os valores criticos vc tabelados, a regra de rejeicdo entdo serd: rejeitar a hipotese nula (de que o modelo
tedrico é adequado) caso KS > vc; caso contrario, podemos aceitar a hipétese nula, aceitando o modelo
tedrico testado. Como é de costume para os testes de hipdteses, os valores criticos tabelados dependem
necessariamente de um nivel de confiabilidade, conhecido como nivel do teste a. As tabelas disponiveis
de valores criticos ja levam isso em consideragdo e apresentam valores criticos diferentes para diferentes
niveis do teste. Os niveis geralmente apresentados sdao a = 1%, ct = 5%, a = 10%. Quando o tamanho da
amostra n é maior do que 40, podemos utilizar os valores criticos aproximados, com base na aproximacao
assimptética. Para niveis de confianca a = 20%, 10%, 5%, 2% e 1%, os valores criticos aproximados sao
dados na tabela 7.1 a seguir. De acordo com essa tabela, para n = 100, o valor critico para o teste KS,
com a = 1%, é igual a 1.63/x/100 = 0.163.

Um segundo teste de ajuste comumente empregado na literatura estatistica € o0 teste de
Cramer-von-Mises, que também baseia-se em uma medida de discrepancia entre a distribuicao
acumulada tedrica F(x) e a distribuicdo empirica. As hipdteses nula e alternativa testadas sdo as mesmas
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Tabela 7.1: Valores criticos para o teste de Kolmogorov-Smirnov, utilizando a aproximagio assimptética.

Nivel de Valores criticos
significdncia () | assimptéticos
20% 1.07/v/n
10% 1.22//n
5% 1.36/y/7
2% 1.52//n
1% 1.63/v/n

do testes de Kolmogorov-Smirnov. A estatistica teste tem expressao

W2 = /% (F(z:0) - %ZI(AOQX(”](z)]Z F(a:6)dx, (7.8)

— 00

onde f (J‘,é) é a funcao densidade de probabilidade do modelo teérico, com 0 o vetor de parametros
estimados a partir da base de dados. Caso estejamos tratando de observagbes puramente positivas, como é

o caso de modelos de perdas operacionais, a Eq. (7.8) transforma-se em

OO . 1 n 2 N
W2 = n/ [F(I, 6) — - ZI(_OO’X(”](CL’XI fz;0)dz. (7.9)
0 i=1
Seja (1), - . ., T(n) 08 valores observados, na amostra aleatoria, em ordem crescente. Entao, pode-se mostrar

que W? pode ser calculada por meio da expressio

2
P 2 — 1 X
szTQ—n-I-Z(: o -—F(m(i)§9)] )

i=

Com base em Tiku (1965), ¢ possivel construir valores criticos aproximados para o teste de
Cramer-von-Mises. Esses valores criticos baseiam-se na aproximacao da estatistica W2 por uma distribuicio
qui-quadrada centrada. De fato, a estatistica W? pode ser aproximada pela distribuicio da varidvel aleatdria

a+bx?, onde x? é uma distribuicdo qui-quadrada com r graus de liberdade. A expressdes para a, b e r sao

336n2 — 959n + 609

*= 2103202 — 61n + 30)
32n* — 61n + 30
= T 84n(4n - 3)
L 98 n{n— 3)3

"5 (32n2 — 61n + 30)2’

onde n é o tamanho da amostra. Portanto, para um nivel de significincia de 1% por exemplo, e um

tamanho de amostra n = 200, temos os valores a = 0.049762, b = 0.094688, ¢ = 1.234689. O valor critico a
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1% para uma varidvel aleatéria qui-quadrada com 1 grau de liberdade é 6.634897. Portanto, o valor critico

aproximado, para o teste de Cramer-von-Mises ¢ igual a v, = a + b x 6.634897 = 0.678005.

Finalmente, o terceiro teste abordado nesta secio é o teste de Anderson-Darling (ANDERSON;
DARLING, 1952). As hipéteses nula e alternativa sao as mesmas hipdteses consideradas para o teste de
Kolmogorov-Smirnov e para o teste de Cramer-von-Mises. Para valores ordenados T(1) T(2)s - s T(n)>s de

uma amostra de tamanho n, a estatistica teste A? tem expressao

A? = —n -8, (7.10)

onde S ¢ dada por

21 ~1 - -
§ =3 “——[log F(yw:8) +log(l - Flyiup-y:9)]-

7

Os valores criticos dependem de que distribui¢do tedrica F(y) = F(y;0) estd sendo testada. A maioria
dos softwares estatisticos contém valores criticos especificos para a distribuigio tedrica pertencente a
familias de distribuiges especificas (normal, lognormal, exponencial, Weibull, logistica, distribuicdo de
valores extremos do tipo I). Para maiores detalhes, vide Stephens (1974), Stephens (1976), Stephens (1977),
Stephens (1977b) e Stephens (1979).

7.3 Avaliagao do ajuste de distribuicoes discretas

Na secao anterior, descrevemos critérios graficos e estatisticos para avaliar o ajuste de modelos para varidveis
aleatdrias continuas. Nesta secdo, apresentaremos o tratamento para avaliagao de ajuste dos modelos para
varidveis aleatérias discretas. A abordagem inicialmente apresentada no caso discreto é wm pouco mais
simples que no caso de varidveis aleatdrias continuas. Basicamente, dividimos o intervalo de possiveis valores
para a varidvel discreta Y;, e comparamos a frequencia relativa esperada {a partir do modelo tedrico) e a
frequéncia relativa observada (a partir da amostra observada). Essa comparagio pode ser efetuada tanto

de forma grafica, quanto de forma analitica por meio de estatistica teste.

Seja entdo Y;, ¢ = 1,...,n, uma sequéncia de n valores observados para a varidvel discreta a ser
modelada (por exemplo, o nimero de perdas operacionais que ocorrem por dia ou por semana). Sejam Y ax
e Ymin os valores maximo e minimo na sequéncia Y;, ¢ = 1,...,n. Considere uma sequéncia estritamente

crescente (Ymin — 1) = ¢o,¢1,¢2, ..., Cm = Ymax de valores reais que dividem o intervalo [Yiin, Yimax] em m

sub-intervalos. A frequéncia relativa esperada r(, .,,,] de observacdes no intervalo (cx, ¢ 41] é dada por

T(Ck,ck+1] = F(Ck+l; 9) - F(Ck; 0)5
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onde F(y;) é a fungdo distribuicio acumulada do modelo paramétrico para a distribuicdo discreta, com
vetor de pardmetros 6 estimado a partir dos dados histéricos ¥;, ¢ = 1,...,n. Note que Yy € (co, 1]
Portanto, a frequéncia absoluta esperada e, ., ,,), que corresponde ao nimero esperado de observagoes
dentro do intervalo (¢, cg11), ¢ obtida por

=n % (F(eg+130) — F(er: 0)),

€(ck.cria]

onde n é o tamanho da amostra. A frequéncia absoluta observada o(c, ¢..,] Para o numero de observagoes

no intervalo (ck, ck+1] € igual a

n
Oerseria] = Z I(Ck,ck+1] (Ya),
i=1

onde, conforme visto acima, I, ,,,]{Y:) = 1 quando Y; € (ck, chr1)s © Liey cnyq)(Yi) = O caso contrdrio.
Portanto, uma maneira de estudar a adequagao do modelo paramétrico tedrico para a varidvel aleatéria
discreta ¢ simplesmente comparar as sequéncias o(e, ,,qs £ = 0,...,m—1, € €y ey K =0,...,m —~ 1.
Espera-se que, quando o modelo tedrico estimado estiver descrevendo bem os dados observados, as duas

sequéncias de dados estejam bastante préximas.

O teste qui-quadrado ¢ uma maneira formal de testar a proximidade entre essas duas sequéncias
(GIBBONS, 1992). A defini¢do da estatistica teste x nesse caso é

—

m

_ 2
Y= Z [O(Ck’ck+1] - e(ckvckﬁ-l]} )

k=0 Clexcrn]

Sob a hipdtese nula de ajuste adequado do modelo paramétrico tedrico, a estatistica y possui distribuicao
xZ,_; assintoticamente,” onde x2 _, é a conhecida distribui¢do qui-quadrada com m — 1 graus de liberdade.
Pode se mostrar que a variavel aleatéria x2,_, corresponde a uma soma do quadrado de m — 1 varidveis
aleatdrias normais padronizadas independentes. Com base na distribuicdo assintdtica in-u & possivel
encontrar valores criticos para testar a hipétese nula Hg de que o modelo paramétrico se ajuste bem
aos dados observados empiricamente. A hipétese alternativa H 4 corresponde & hipdtese de que o modelo
paramétrico ndo estd devidamente ajustado. Os valores criticos assimptéticos podem ser obtidos a partir

de uma tabela para a varidvel qui-quadrada.

Finalmente, além do critério estatistico via teste qui-quadrado descrito acima, a avaliacao do modelo

discreto pode levar em consideracao critérios graficos. Umn tipo de grafico simples, que pode ser utilizado

5 Assintoticamente nesse caso implica que, quanto maior a amostra n, mais proxima a distribuigio da varidvel aleatéria x
vai estar de uma varidvel aleatéria X72n—1' Em uma andlise mais rigorosa, alguns cuidados tém que ser tomados pois, dado que
os limites cp € cm dependem da amostra disponivel Y;, 7 = 1,...,n, esses limites também s8o varidveis aleatdrias. Portanto,
pode acontecer de a distribuigdo assintética da estatistica y ser mais complexa do que esperamos em principio. Em todo caso,
a abordagem proposta com base no teste qui-quadrado segue a sugestao em Gibbons (1992), e pode ser usada para auxiliar na
avaliagio do ajuste dos modelos de frequéncia. Além da avaliacao dos modelos utilizando o teste qui-quadrado, é interessante
também utilizar as indicagoes gréficas conforme descrito nesta secao.
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na avaliacdo do ajuste dos modelos para varidveis aleatdrias discretas, baseia-se na comparacdo entre as

frequéncias relativas esperadas r(c, ¢,y K =0,....m —1. e as frequéncias relativas observadas 7., c,, ]
dadas por

) 1

Ter,cnq1] = n X O(cp,ens]

onde 0(¢,¢,.,] € a frequéncia absoluta observada. Portanto, o analista pode comparar, graficamente, essas
duas sequéncias de frequéncias relativas, o que permite identificar, por exemplo, em que intervalo (¢, cp41)

do conjunto de dados ha um maior descasamento entre o modelo paramétrico tedrico e os dados observados.

Além da estatistica teste x acima, para o teste qui-quadrado (também conhecido como teste
qui-quadrado de Pearson), outras estatisticas testes podem ser empregadas para verificar a adequacdo
do modelo paramétrico tedrico aos dados empiricos. Para mais detalhes, vide Steele, Chaseling e Hurst

(2005). A primeira estatistica teste alternativa é a estatistica discreta de Cramér-von-Mises, com expressao

2_1 mZ—I Z2ps (7.11)
n k=0 * ’

onde py é a probabilidade de ocorréncia de um determinado valor no intervalo (¢, cxt1], €

k
Zy = Z[O(({fﬁﬁl] - e(cj,CjJrl]]’ (7.12)
=0
parak =0,1,...,m—1. A segunda estatistica teste alternativa é a estatistica discreta de Anderson-Darling,
com expressao
m—1
Z _ Zipw
Hp(1 - Hy)’
onde Hj, = Z?:o €(c;.c;1]» PAra k= 0,1,...,m — 1. Finalmente, temos a estatistica discreta de Watson,
Ccom expressao
1 m—1 9
U? == Zr— 7 .
=> 2 - 2], (7.13)
k=0
onde Z = 7! Zypr. Para as trés estatisticas nas Eqgs. (7.11), (7.12) e (7.13), os valores criticos

precisam ser obtidos via simulagbes de Monte Carlo, e dependerao da distribuicao tedrica sendo testada.
Uma alternativa é a utilizacio de bootstrap para obtencao dos valores criticos. Para uma discussao mais
aprofundada, vide Stute, Mateiga e Quindimil (2007) e Meintanis e Swanepoel (2007).

Depois de empregados os testes formais, e os critérios graficos, para avaliar a qualidade dos modelos
estatisticos paramétricos aos dados empiricos, pode acontecer de o pesquisador ndo encontrar ajuste

adequado para os modelos disponiveis no software que estd sendo empregado. Uma primeira alternativa
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a ser seguida seria tentar ajustar outras distribui¢Ges descritas na literatura. No entanto, pode acontecer
de que, mesmo depois de testar outros modelos paramétricos, o pesquisador ainda assim nao encontre o
ajuste desejado. Uma outra alternativa é empregar modelos que combinem os modelos paramétricos mais
simples. Conforme veremos na préxima segéo, pode-se combinar por exemplo uma varidvel aleatéria de
Poisson com uma varidvel aleatdria binomial negativa. obtendo uma flexibilidade maior, o que permitira
ao analista ajustar dados empiricos com caracteristicas das mais variadas. Combinando-se distribuicoes, é
possivel por exemplo capturar a presenca de duas ou mais modas nos dados observados. Alternativamente,
o analista pode estar interessado em capturar observacdes extremas, que podem obedecer a um processo

estocastico diferente das observag¢des menores. Essas diferentes situacoes serdo discutidas na Secao 7.4.

7.4 Combinacao de modelos

As distribuigdes apresentadas no Capitulo 3 constituem a base das varidveis aleatdrias para a modelagem
de varidveis aleatdrias discretas e continuas. Dadas as diversas distribui¢es apresentadas, os analistas de
risco de uma instituigdo bancaria, por exemplo, dispoem de uma variedade razodvel de opgoes para ajustar
os modelos tedricos aos dados. No entanto, para alguns conjuntos de dados especificos (tanto discretos,
quanto continuos), nem sempre sera possivel ajustar adequadamente alguma das distribui¢bes padroes
apresentadas nas Segdes 3.2 e 3.3, de acordo com os testes de ajustes apresentados na se¢do anterior. A

depender da complexidade das distribui¢des do dados, alternativas mais flexiveis deverdo ser utilizadas.

Nesta secao, discutiremos duas classes de modelos, tanto para dados discretos quanto para dados
continuos, que podem ser utilizadas para prover mais flexibilidade aos analistas quantitativos e
pesquisadores. Com essas duas classes adicionais, sera possivel modelar praticamente todas as bases de
dados encontradas na prdtica. A primeira classe corresponde a mistura de distribuicdes ou distribui¢des
combinadas®. A segunda classe de modelos corresponde ao que chamamos de distribuicdes por subintervalo,
pois ela consiste em dividir o intervalo dos dados em subintervalos, e ajustar uma distribuicao especifica a

cada um desses subintervalo.

7.4.1 Mistura de distribuigoes

Inicialmente, descreveremos a classe de modelo de mistura’ ou distribuicées combinadas. As
distribui¢gdes combinadas sdo construidas pela combinacdo linear de duas ou mais distribuigoes padroes,
apresentadas previamente nas Sec¢Oes 3.2 e 3.3. Para simplificar a discussao, inicialmente utilizaremos
binacdes d s duas varidveis aleatori d g inclusive a sma familia.® Alé
combinagdes de apenas duas varidveis aleatérias, que podem pertencer inclusive a mesma familia. ém

disso. para combinagGes de mais de duas distribuicbes padroes, o modelo a ser estimado apresenta um grau

SEssa classe de modelos é comumente conhecida como mizture models.
"Do inglés, mixture models.
#Podemos compor, por exemplo, uma lognormal com uma gamma, ou duas lognormais, com parametros diferentes.
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maior de complexidade, o que incorre em maior dificuldade computacional na estimativa dos parametros.

Para maiores detalhes sobre misturas de distribuigoes. vide McLachlan e Peel (2000).

Conforme comentamos anteriormente, uma das medidas mais importantes na caracterizacio de varidveis
aleatdrias ¢ a fungdo densidade (ou funcéo de frequéncia, no caso de variaveis aleatorias discretas). A
partir dela, é possivel obter todas as demais caracterizacoes da distribuicao, como a média, a varincia, a
curtose, o coeficiente de assimetria etc. No caso de distribuicées combinadas, a funcao densidade (ou fungio

frequéncia) da distribui¢io combinada tem a expressao a seguir,

fC(ZE; 9) =p; X f] (.I‘: 91) + p2 X fQ(iL’; 92), (714)

onde fi(z;01) e fa(x;6s) sdo as fungbes densidade (ou funcoes frequéncias) para as duas distribuices
padroes sendo combinadas, #; e 2 s80 0s conjuntos de parametros para cada uma das distribuicoes padroes,
P1 € P2 580 08 pesos respectivamente, com p;+p2 = 1 e py.po € (0,1). A fungao f.(z; 6) é a funcao densidade
(ou frequéncia) da distribui¢io combinada resultante. O parametro 8 corresponde & uniao de 81, 8> e p; (e

consequentemente po).

Similarmente & funcio densidade (ou frequéncia), a funcdo distribuicho acumulada F.(z;0) da

distribuigao combinada tem expressao

Fo(z;0) = py x Fi(z;6y) + p2 x Fa(z;02), (7.15)

onde Fy(x;6,) e F3(x;67) sao as funcdes distribui¢ao acumulada de cada varidvel aleatéria combinada.

Em modelos para varidveis aleatérias continuas, podemos combinar uma distribuicao exponencial com
uma distribuigdo gamma (vide Figura 7.7), ou uma distribuigao lognormal com uma distribuicio gamma,

como no Exemplo 7.1.

Exemplo 7.1 (Combinagao entre lognormal e gamma) Na combinagéao entre lognormal e gamma, a funcéo

densidade tetn expressio

1 L (oo 2 1
(1:0) = p1 X | ————e TzloBz—)" | parle—a/8 | 7.16
f( ) P1 I\/Q?U_Q P2 [)’“‘F(()z) ( )

para z € (0, o). Nesse caso, temos 61 = [uc?), 6o =[a ' e @ = [uo? a3 pi).

Exemplo 7.2 (Combinacdo de duas varidveis Weibull) Podemos combinar duas distribui¢des da mesma

familia, como por exemplo, duas varidveis aleatérias de Weibull, onde a funcio densidade resultante serd

82

. | /j?
fulas ) =1 x | prad " ypr e T gy s gpag syt [ (1)
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Dist. exponential com média = 5
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Figura 7.7: Fungao densidade para a combinagdo de uma distribuicdo exponencial com média 5.0 e uma distribuicéo
gamma com parametros a = 20 e 11 = 3.0. O peso para a distribuicdo exponencial é igual a 0.25 e para a distribuicéo
gamma ¢ igual a 0.75.

para x e (0,00). Nesse caso, temos = [ai 02 =<2 &]'e 0 = [aq a2 B2 Pi]- Para evitar
problemas de identificagdo de parametros, supusemos que cq / a2 e/ou /32. N&o pode ocorrer
cq = a2 e [?i = /32 a0 mesmo tempo, pois nesse caso 0 modelo resultante corresponde simplesmente a uma
Unica varidvel aleatdria de Weibull.

Exemplo 7.3 (Combinacao de binomial negativa e Poisson) Para varidveis aleatérias discretas, utilizadas
para modelagem da frequéncia das perdas operacionais, o procedimento é completamente analogo. Podemos,
por exemplo, combinar uma varidvel aleatéria Binomial negativa com uma variavel aleatéria de Poisson,
obtendo uma funcéo de frequéncia

r(? +x e~XXX

PLA r(r@@a+ P (P +r2x (7.18)

para x € {0,1, 2,... }. Para os pardmetros do modelo, temos = [rp], 02 =[A] e 0= [rp Api].

Exemplo 7.4 (Combinacdo de duas varidveis Poisson) Podemos também combinar duas distribuicfes da
mesma familia, como por exemplo duas variaveis aleatorias de Poisson

e~X1Xx e-A2A5
+ P2 X (7-19)

fo(x; &) = pi x 2 W
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para x € {0,1,2,...}, e nesse caso 61 = [A1], 2 = [Ao] e 8 = [\1 A2 p1]’.

A partir da funcdo densidade, no caso de varidveis continuas, on da fungao de frequéncia, no caso de
variaveis aleatérias discretas, é possivel obter também os momentos (média, varidncia, curtose, coeficiente
de assimetria etc.) das distribui¢es combinadas. Por exemplo, a média da distribuicdo combinada pode
ser obtida simplesmente como uma combinagio linear também das médias de cada distribuicao padrao

incluida na combinacgdo. Portanto

He = Pp1 X {1 + P2 X g, (7~2O)

onde pi, p2 e p. sdo as médias da primeira distribuicdo padrédo, da segunda distribuicio padrao e da

distribuicdo combinada respectivamente.

No modelo apresentado no Exemplo 7.1 onde combinamos lognormal e gamma, a média da distribuicio

combinada sers.
62
fe = P1 X {e“’LT] +p2 x [af], (7.21)

enquanto no modelo apresentado no Exemplo 7.3 onde combinamos uma varidvel aleatéria binomial

negativa e uma variavel aleatéria de Poisson, a média da distribui¢gdo combinada serd

fte = p1 X [ﬁp_—p)] +p2 % [N (7.22)

Similarmente, os modelos com duas variaveis aleatdrias de Weibull ou duas variaveis aleatdrias de Poisson,

respectivamente apresentados nos Exemplos 7.2 e 7.4, tém médias
fte = P1 X {051 (1 + 5;1)]} + p2 X [042 D(1+ 52_1)]]7 (7.23)

pre = p1 X [A1] +p2 x [Ag], (7.24)

respectivamente.

Conforme vimos nos diversos exercicios de simulagdes de Monte Carlo apresentados ao longo deste livro,
em muitas situagoes € necessario gerar nimeros aleatérios a partir das distribuices ajustadas aos dados
reais. Em risco operacional, por exemplo, é necessirio gerar nimeros aleatérios, tanto para os modelos
tedricos de frequéncia das perdas, quanto para os modelo de severidade. A partir dessas simulagdes,
obtém-se estimativas para a distribuicdo de perdas operacionais agregadas, durante o periodo de um ano,
por exemplo. No caso da geragao de nimeros aleatdrios para distribuicoes combinadas, podemos utilizar
um processo de geracao de nimero aleatérios em dois estdgios. Para entender esse processo de geracao,
utilizaremos o exemplo onde combinamos uma varidvel aleatéria lognormal com uma varidvel aleatéria

gamma. Os passos para gerar um nimero aleatério X dessa combinacio sfo:
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1. Gerar um numero aleatério a partir de uma varidvel aleatéria Z, com distribuigdo de Bernoulli com
probabilidade de sucesso p;, onde p; é o peso da primeira distribuigdo sendo combinada (neste exemplo, a

primeira distribui¢do é a lognormal).

2. Caso o numero resultante da geragio no item 1 for igual a um, escolhemos a primeira distribuigdo (no
caso, lognormal) na combinagao para ir para o segundo estigio da geracio. Caso o ndmero resultante da
geracdo no item 1 for igual a 0, escolhemos a segunda distribui¢do (no caso, a gamma) para ir para o

segundo estagio da geragao.

3. Finalmente, geramos um niimero aleatério a partir da distribuigao selecionada no item 2 acima. Portanto,
caso Z = 1, o nimero X serd gerado a partir de uma varidvel aleatéria lognormal. Caso Z = 0, o niumero

X serd gerado a partir de uma varidvel aleatéria gamma.

Para estimar o vetor de pardmetros # da distribui¢ao combinada, utilizamos o procedimento de maxima
verossimilhanga. Nesse caso, suponha que tenhamos disponivel uma amostra Xy, Xo, X3, ..., X,, de
tamanho n. A amostra X, X3, X3,..., X, pode corresponder a uma sequéncia de niimeros de perdas por
dia, por més, por semana etc., e nesse caso utilizamos modelos combinados de varidveis aleatérias discretas,
ou pode corresponder uma sequéncia de severidades de perdas, onde utilizamos combinados de varidaveis
aleatérias continuas. Conforme discutido na Segéo 5.2, o estimador de méaxima verossimilhanga 9 de 6 sers

o vetor de pardmetros que maximiza a fungao de log-verossimilhanga

log L(61,02,p1) = > _log|p1 x fi(z:61) + (1 — p1) x fa(x;62) ], (7.25)

=1

e o procedimento é o mesmo tanto no caso de modelos para varidveis discretas, quanto no caso de modelos

para varidveis continuas.

A maximizacdo da funcgdo de log-verossimilhanga na expressdo acima nao possui solugdo analitica
e 0 usuario tem que recorrer a métodos numéricos para encontrar as estimativas dos pardmetros
nessa maximizacdo. Para modelos de mistura em geral, o processo de maximizacdo da funcdo de
log-verossimilhanca pode ser efetnado utilizando-se o algoritmo EM (expectation-mazimization). Esse
algoritmo tem a vantagem de dividir o problema de maximiza¢io em todo o espaco paramétrico (que
pode ter grande dimensdo, a depender do nimero de componentes misturados) em diversos problemas
de maximizacao separados - cada uma dessas maximizagdes separadas é efetuada em um conjunto de
parametros com dimensdes bem menores. Essa separacio do problema de maximizagdo em problemas
menores, no caso de um modelo com muitos pardmetros desconhecidos, permite uma maior estabilidade
numérica ao algoritmo EM, quando comparado a métodos de otimizagdo do tipo Newton-Raphson ou
BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno), por exemplo. O algoritmo EM é mais lento do que algoritmos
mais gerais, 0 que pode ser um problema quando estamos trabalhando com bases de dados com muitas

observacoes.

274 | Carvalho, Cajuciro e Camargo



Pela prépria natureza do algoritmo EM, ele é especialmente vantajoso quando estamos estimando
modelos de mistura com muitos componentes combinados. Em diversos sistemas estatisticos encontrados no
mercado, os modelos de mistura combinam duas distribui¢bes apenas, cada qual contendo no méaximo dois
parametros. Portanto, os modelos de mistura possuem no maximo cinco parametros livres — dois pardmetros
para cada distribuicdo e o peso do primeiro componente.® Em testes realizados pelos autores para testar
a performance de diversos algoritmos na estimacao dos diversos modelos de mistura, os algoritmos que

apresentaram melhor performance foram o BFGS e o algoritmo Simplex (Nelder-Mead).

Nota 7.1 (Escolha dos parametros iniciais) Uma das particularidades do problema de maximizagao
da funcdo de log-verossimilhanca nos modelos de mistura é que a fungdo a ser maximizada pode ter
vérios méximos locais. Isso implica que os algoritmos tradicionais de maximizac¢do nao-linear (EM,
Newton-Raphson, BFGS, Simplex) podem ser sensiveis aos valores iniciais utilizados na inicializagbes
desses algoritmos. Portanto, deve-se ter um certo cuidado ao escolher os parametros iniciais utilizados
nos algoritmos de maximizacao para encontrar as estimativas dos parametros no modelo de distribuigoes
combinadas. Podemos considerar, por exemplo, a escolha de trés alternativas para a especificagio dos
valores iniciais nos algoritmos de maximizagao. Para ilustrar as trés configuragoes, suponha que estejamos
estimando um modelo de mistura onde a primeira distribuicdo seja uma log-normal (com parametros p
e o) e a segunda distribui¢do seja uma Weibull (com pardmetros o e 3). Além dos parametros p, o, «
e B das distribui¢bes misturadas, é preciso estimar também o peso p € (0,1) da primeira distribuigéo.
Portanto, ao todo, o algoritmo de maximizacao tem que encontrar os valores desses cinco parametros, que
maximizam a fungao de log-verossimilhanca — para isso, precisamos escolher valores de inicializagio para
esses cinco parametros. Seja S a amostra contendo os dados utilizados para estimagao dos pardmetros
(conforme veremos na nota 7.2 mais adiante, S pode ser na verdade uma subamostra da amostra total dos
dados).

Configuragao 1. De acordo com a configuragao 1, a partir de toda a amostra S, estime os pardmetros
i e o para a distribuicdo log-normal individualmente e estime os parametros « e 8 para a distribuigdo
de Weibull, também individualmente. Os valores iniciais escolhidos no algoritmo de maximizacio serao

justamente esses valores estimados para cada distribuicao individualmente. Para o peso p, escolha p = 0.5.

Configuragao 2. Na configuragido 2, repartimos a amostra S em duas subamostras S1 e S; com 0 mesmo
mimero de observagbes. A primeira subamostra S; contém os 50% menores valores de S, enquanto S
possui os 50% maiores valores. Estima-se entdo uma distribui¢ao log-normal individualmente utilizando
51, obtendo-se p e o. Estima-se uma distribuigdo de Weibull individualmente utilizando Ss, obtendo-se a e
3. Esses valores de u, o, a e 3 como valores iniciais no algoritmo de maximizacao. Para o peso p, escolhe-se
p=10.5.

Configuracao 3. Finalmente, na configuragio 3 para os valores iniciais no algoritmo de estimagio dos

modelos de mistura, a distribuigdo log-normal (primeira distribui¢io) individual seria estimada para a

90 peso da segunda distribuicdo é obviamente um menos o peso do primeiro componente.
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amostra .Sz (vide configuragao 2 acima) e a distribuicdo de Weibull (segunda distribuicdo) individual seria

estimada para a amostra S;. Novamente, o peso p terd valor inicial p = 0.5.

Em alguns sistemas comerciais disponiveis no mercado, o usuéario pode indicar que configuracio de

parametros iniciais ele deseja utilizar (configuragio 1, 2 ou 3).

Nota 7.2 (Utilizacdo de subamostras) Mesmo escolhendo algoritmos que permitam maior rapidez nas
estimacoes, ainda assim o processo de maximizagdo da fungdo de log-verossimilhanga pode ser lento,
quando a estimagao estiver sendo efetuada sobre bases de dados com muitas observacdes. Para alguns
tipos de fraudes bancdrias, por exemplo, a base de dados de cinco anos de perda pode conter mais de
500 mil observagdes de severidade. A partir das propriedades assintéticas dos estimadores de méxima
verossimilhanga para modelos paramétricos em geral (sob certas condicoes de regularidade), as estimativas
dos parametros convergem para os verdadeiros valores'® desses pardmetros & medida que o nimero de
observacoes na amostra vai para infinito. Portanto, é de se esperar que as estimativas para os pardmetros
obtidas com 500 mil observagdes sejam bem parecidas com as estimativas para os parametros obtidas com
uma amostra representativa com 100 mil observagoes, por exemplo. Baseando-se nesse fato, o pesquisador
pode escolher trabalhar com subamostras, ao invés de trabalhar com a base de dados completas, nas

estimacoes dos pardmetros. Esse artificio pode acelerar sensivelmente as estimacoes.

A partir da amostra total disponivel na base de dados, pode-se selecionar uma subamostra aleatéria
dessa amostra total, e realizar as estimativas dos paradmetros com base nessa subamostra. Com isso,
obtém-se boas estimativas para os parametros no modelo de mistura, com uma velocidade de processamento
bem maior. Alguns softwares permitem ainda realizar amostragem estratificada das observagoes da base
de dados total. Seja f a fragdo amostral na subamostra: se f = 0.10, entdo a subamostra contém 10% dos
dados originais. E possivel que a base de dados contenha as observagoes ordenadas por data de coleta da
informag8o, por exemplo. Por conta desse ordenamento dos dados, é possivel que haja pequenas diferencgas
entre as observagoes no inicio da amostra e as observagdes no final dela. Portanto, pode haver “estratos’de
informagdes ao longo da base de dados, e o processo de selecao da subamostra pode ser refinado por meio
da utilizacdo de uma amostragem estratificada. Suponhamos entdo que a amostra esteja disponivel para
cinco anos de dados, e a base total contenha um milhdo de observagtes. Seja s o niimero de estratos no
processo de escolha aleatdria da subamostra. Se s = 5, ent@o o processo de amostragem consiste nos passos

a seguir.

100s parametros estimados convergem para os parametros verdadeiros no caso de estarmos supondo que o os dados
observados pertencem ao modelo paramétrico estimado; ou seja, no caso de o modelo estar corretamente especificado. Porém,
em geral, o modelo paramétrico estimado é apenas uma aproximagdo para o processo gerador dos dados (modelo real) e,
portanto, o modelo paramétrico estaria mal especificado. Felizmente, pode-se provar, dadas algumas condigdes de regularidade,
que o parametro estimado converge, quando o nmimero de observagoes na amostra vai para infinito, para o valor do pardmetro
que melhor aproxima o processo gerador dos dados, de acordo com alguma medida de distancia (ou pseudodistiancia) entre
fungées. No caso especifico de estimagao via méxima verossimilhanga, e a pseudodistancia que estd sendo minimizada é
a psendodistancia de Kullback-Leibler. Portanto, mesmo quando o modelo paramétrico estd erradamente especificado, as
estimativas obtidas via mdxima verossimilhanga convergem para um valor do pardmetro que melhor aproxima o processo
gerador dos dados reais. Para mais detalhes, vide White (1996) ¢ Burnham e Anderson (1998).
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(1) Dividir o total de um milh&o de observagdes na base total em cinco subgrupos de 200 mil observacdes
cada. Dado que a base estd ordenada por data da coleta da informacéo, o primeiro subgrupo possui as
primeiras 200 mil observacdes (possivelmente ocorridas no primeiro ano de coleta dos dados), enquanto o
quinto subgrupo possui as ultimas 200 mil observagdes (possivelmente ocorridas no ultimo ano de coleta
dos dados).

(2) Em cada um dos cinco subgrupos, selecionam-se aleatoriamente subamostras de f x 200.000 = 20.000

observagoes.

(3) Finalmente, a subamostra total (de 100.000 observagoes) utilizada nas estimagdes consiste na unido
das cinco subamostras de 20.000 observagoes obtidas em cada um dos cinco estratos. A vantagem de
utilizar o esquema de amostragem estratificada é que isso garante que a subamostra de dados utilizada nas
estimagoes conterao observacoes representando mais uniformemente todo o periodo de coleta dos dados

histéricos (cinco anos, por exemplo).

Para ilustrar a validade da utilizagao de modelos de distribuigbes combinadas para modelar dados
arbitrarios, simulamos uma base de dados que corresponde a uma combinag¢ao entre uma varidvel aleatéria
de Rayleigh e uma varidvel aleatéria exponencial. Em seguida, ajustamos um modelo combinado, que
corresponde a uma combinacao entre uma varidvel aleatdria lognormal e uma varidvel aleatéria gamma.
Portanto, estamos utilizando um modelo mal especificado (lognormal e gamma) para representar os dados
reais (exponencial e Rayleigh). Depois de ajustar os pardmetros via mdxima verossimilhanca, plotamos os

graficos para checar a qualidade do ajuste.

As Figuras 7.8 e 7.9 apresentam os graficos correspondentes ao ajuste do modelo combinado. No grafico
superior da Figura 7.8, temos o histograma dos dados originais (exponencial e Rayleigh), e no grafico inferior
da mesma figura temos o histograma gerado a partir do modelo tedrico ajustado (gamma e lognormal).
Observe que tanto os dados originais, quanto os dados simulados a partir da distribuicdo combinada
apresentam histogramas bem parecidos, apesar da distribui¢gdo combinada que estd sendo ajustada aos
dados nao coincidir com a distribuicao combinada original. A Figura 7.9 apresenta os graficos da distribuicio
empirica, do PP-plot e do QQ-plot para avaliar a qualidade do ajuste da distribui¢do combinada. Os graficos
corroboram a hipdtese de que a utilizagdo das distribuigdes combinadas apresenta um bom ajuste aos dados

originais.

No caso mais geral, para modelos combinados com J distribui¢des individuais, a expressiio geral para

a funcdo densidade de probabilidade (ou func¢do frequéncia) é dada por
J
fe(;0) =" p;fi(x;65),
j=1
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Histograma dos dados reais

Figura 7.8: Histograma dos dados reais e dos modelo de distribui¢des combinadas.

onde pj, j = 1,...,J, correspondem aos pesos de cada densidade individual fj(x; Oj), com p, =1¢e
Pj G (0,1). O grande vetor de parametros 9 corresponde a unido de todos os parametros 9j individuais mais
0s pesos pi,... ,pj-i- O processo de geragdo de um numero aleatério X a partir de um modelo de mistura
com J componentes é totalmente analogo ao processo de dois estagios visto acima. A Unica diferenca é
que, com J > 2, no primeiro passo, ao invés de gerar um namero Z a partir de uma variavel aleatoria de
Bernoulli, o valor de Z é gerado a partir de uma variavel aleatéria multinomial, com J valores possiveis,
onde a probabilidade de tirar cada um dos J valores é exatamente pj. Se Z = k, com k G {1,..., J}, entdo
geramos finalmente uma observacdo aleatoria a partir da distribuicdo cuja funcdo densidade (ou fungdo
frequéncia) é igual a 9j). A estimacdo dos parametros é também efetuada via maxima verossimilhanca,
com utilizacdo do algoritmo EM. A fungéo distribuicdo acumulada possui expressao

i
Fc(x;0) = MpjFjnN0Oj).

=1

Conforme vimos acima, a utilizacdo de modelos de mistura permite a composicdo de modelos bastante
robustos e flexiveis tanto para variaveis aleatérias discretas, quanto para variaveis aleatérias continuas.
Alguns softwares disponiveis no mercado possuem um conjunto de fungfes especificas para estimacao e
testes desses tipos de modelos. Além de modelar processos estocasticos puramente continuos ou puramente
discretos, os modelos combinados podem ser empregados também para modelar processos mistos. Por
exemplo, imagine que queremos modelar observagdes de renda domiciliar em uma determinada regido no
Brasil. E possivel que a base de dados contenha um grande percentual de domicilios com renda nula. Um
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Distribuigdo empirica

60
PP plot

Figura 7.9: Graficos para anélise da qualidade do ajuste da distribuicdo combinada.

modelo para modelar tal base de dados pode ser construido por meio da combinacdo de uma distribuicao
concentrada no ponto zero e um modelo para variaveis continuas.

7.4.2 Distribuigcbes por subintervalos

Os modelos de distribuigdo combinada vistos na se¢do anterior supdem que ambas as distribuicao incluidas
na combinagdo atuam em todo o espaco amostrai X dos dados.1l Nesta se¢do, apresentamos outra maneira
de combinar distribuicdes, que consiste em dividir o intervalo dos dados em subintervalos e ajustar uma
distribuicdo simples (vista nas SecOes 3.2 e 3.3) para cada um desses subintervalos. Por exemplo, no caso
de distribui¢bes para modelos de perdas monetarias, podemos ajustar uma distribuicdo gamma, ou uma
distribuicdo de valores extremos, para valores até R$ 50,000.00 e uma distribuigdo de valores extremos para
valores acima de R$ 50,000.00.

Para facilitar a descricdo dos modelos por subintervalos, vamos considerar um modelo onde dividimos
0 espaco amostrai X em 3 subintervalos. Com isso, é possivel ilustrar os passos computacionais referentes a
subintervalos no inicio, no meio e no final do espago amostrai. Com base na discussao para trés intervalos, é
possivel estender os modelos por subintervalos para tratar um niimero maior de subintervalos. Obviamente,
quanto maior o nimero de subintervalos utilizados, maior devera ser a base de dados para haver graus de

11No caso de modelos para severidade de perdas operacionais, por exemplo, o espaco amostrai X é igual ao lado positivo
da reta real, ou seja, X = 5i"J. Para modelos de frequéncia de perdas, o espago amostrai X é igual ao conjunto {0,1, 2, 3,... }.
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liberdade suficientes para estimar todos os parametros envolvidos. Para modelos para varidveis aleatdrias

continuas, a fungao densidade pode ser escrita como

nmw:%ﬁmmmmmm

D2

+ A, (x — 13 02) (¢, oy () (7.26)
P3

+ A~3f3(3? —¢2503)(cy, 100)(2),

onde §; corresponde ao vetor de parametros da funcdo densidade f;(z;6;), ajustada ao subintervalo 1,
1 =1,2,3. Os valores ¢; e ¢z correspondem ao dois cortes que delimitam o trés subintervalos. Alguns sistemas
automaticamente escolhem cortes iguais aos percentis da distribuicdo da amostra, de forma que cada
subintervalo escolhido tenha o mesmo niimero de observagbes na amostra. O usudrio pode posteriormente
alterar esses valores de corte, de forma a obter melhores ajustes. As fungoes I (g c,}(), Lic; ;) (T) € Lc;, 400)(Z)
sao fungoes indicadoras, com Iy (x) = 1 se z pertence ao conjunto V, e Iy (z) = 0 caso contrério. Os valores
D, 1 =1,2,3, correspondem aos pesos de cada intervalo, com p; +p2 +p3 =1 e p; € (0,1). Os valores A;,

1=1,2,3, tém expressoes

A = / Sf1{u;01)du,

=0

A2 = / fg(u;Hg)du, (727)

=0

u=+00
A3 = / f3(u;93)du.

=0

A inclusio das constantes 4;, A, A3z garantem que a fungao densidade f,(x;#) do modelo por subintervalos
tenha integral igual a 1 em todo o espago amostral R%. O vetor total de parametros § do modelo
por subintervalos é a uniao de todos os pardmetros para cada modelo separadamente; ou seja, 8 =

(07 05 65 c1 ca p1 p2}’ (0 peso p3 é consequéncia direta dos demais dois pesos, com p3 = 1 — py — p1).

No caso de varidveis aleatdrias discretas, o tratamento é completamente anilogo. Nesse caso, temos que

substituir as fungdes densidade na Eq. (7.26) pelas fung¢des frequéncia

nmmz%ﬁmmmmm>

+ Z—Q 2(z — c1502) L(cy ,e) () (7.28)
2

+ —is Js(x — €25 03) ¢y, 400y (T)-
3
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Note que o primeiro intervalo [0, c1], correspondente a fungéo Ijg .,)(x), é fechado em ambos os extremos,

de forma a conter o valor zero. As constantes A;, A, e A3 no caso discreto, passam a ter expressdes

A1 = Z fl(UZal).

u<c

Ao= Y filw6y), (7.29)
O<u<cz—c1

Az = fa(u;63).
u>0

A partir de funcdo densidade do modelo por subintervalos apresentada na Eq. (7.26), podemos escrever a

expressdo para a funcdo distribuigdo acumulada F,(z: )

Fp(.'L' 9) A (.Z' 91) (0,¢1] (33)

[pl + —'FQ(I — ¢ 92)] (0 cz—c1](w) (73())

[ p1+p2+ —F3( 02;93)]I{o,+oo)(1')-

Conforme discutido para o caso dos modelos de mistura de distribuicoes, na secio anterior, um dos
objetivos de se ajustar modelos estatisticos tedricos aos dados empiricos é poder posteriormente gerar
nimeros aleatdrios, a partir do modelo ajustado, para utiliza-los nas simulacoes de Monte Carlo. A geracao
de um niimero aleatdrio a partir do modelo por subintervalos, da mesma maneira que no caso de mistura
de distribuicdes, também é efetuada em dois estdgios. Os passos para a geragdo de um niimero aleatério X

a partir da distribuicdo por subintervalos séo:

1. Gerar um numero aleatério a partir de uma varidvel aleatéria multinomial Z € {1,2,3}, com

probabilidade Prob[Z = i] = p;, i = 1,2, 3, onde p; é o peso da distribuicao no intervalo 3.

2. O segundo estdgio da gera¢do do ntmero aleatério dependersd do niimero gerado para Z. Caso Z = 1,
no segundo estigio geraremos um nimero aleatério W a partir da distribuicdo no primeiro subintervalo.
Note que essa distribuicdo devera ser truncada, de forma que o nidmero gerado se mantenha dentro do
subintervalo que estd sendo considerado. Analogamente, caso Z = 3, no segundo estigio geraremos um

nimero aleatério W a partir da distribui¢do no terceiro subintervalo.

3. Finalmente, ¢ nimero final X serd uma funcdo do nimero W, de forma que X = W e Z = 1, e
X=W+ci_1,para Z=4,i=2o0ui=3.

Para a estimacao dos parametros 6;, ¢ = 1,2,3, de cada subintervalo, considere a amostra disponivel

S ={X;.Xs,...,X,}, de tamanho n. Dividimos entdo essa amostra em 3 subamostras S;, i = 1,2, 3, de
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forma que a subamostra S; contenha os valores em SN (0, c;],’2 Sy contenha os valores em SN (cy,ca], €
S3 contenha os valores em (cg, +00). Finalmente, o vetor de pardmetros 6;, da distribuigdo do subintervalo

i, é estimada com base na amostra ;, i = 1,2, 3, utilizando o estimador de méxima verossimilhanca.

Na estimagdo via mdxima verossimilhanca para modelos por subintervalos, duas estratégias podem
ser empregadas. Vamos imaginar que queremos estimar a distribuicdo do segundo intervalo, e nesse caso
utilizaremos a subamostra So, contendo os valores em S N (c1,cq]. Para isso, pode-se estimar o vetor
de parametros s maximizando-se a fun¢ao de log-verossimilhancga tradicional, supondo-se que os dados
seguem um modelo paramétrico simples (sem se preocupar com fato de os dados serem de fato truncados,

restritos ao subintervalo considerado). Nesse caso, tem-se a estimativa do pardmetro 6o,

fany =argmax > log f(zi — c1362). (7:31)

xieSQ

Observe a notagdo Ezi cs, bara especificar que entram no somatério apenas as observacoes z; que
pertencem a subamostra S;. Alternativamente, dada a natureza de distribuicdo truncada tipica dos
modelos por subintervalos, pode-se estimar o vetor de parametros §, a partir da maximizagdo da fungéo

de log-verossimilhancga truncada

f(@i — c1309) (7.32)

02trunc = arg rnax Z IOg F(C2 - C1; 02)

a: [P

onde F(cp —c1;62) é a fungdo distribuigdo acumulada no comprimento do intervalo ca — ¢1. Para o primeiro

intervalo, o estimador de mdxima verossimilhanca truncada para o pardmetro #; tem expressao

-771.;91)

—-——Ch ) (7.33)

Glmmc = arg max E log
I €5

Finalmente, para o terceiro subintervalo, o estimador de méxima verossimilhanca truncada é dado por

f (@i = c2361) (7.34)

03trunc = arg max Z IOg +OO — C2; 93)

abusando da notagéo quando escrevemos F(+00 — ¢g; 03). Obviamente, F'(+00 — ¢g;63) = F(+00;03) = 1,
e concluimos que o estimador de maxima verossimilhanca truncada é exatamente o estimador de maxima

verossimilhanca tradicional, aplicado aos valores x; — ¢y, para todo z; € S3. Portanto, fspv = 93trunc-

Alguns sistemas permitem ao usudrio optar por qual funcio de log-verossimilhanca (truncada ou nao)

serd maximizada, para obtencao dos vetores de pardmetros livres em cada subintervalo. Com isso, o usuario

12Fsses intervalos correspondem aos modelos para varidveis aleatdrias continuas. Para os modelos para varidveis aleatdrias
discretas, os intervalos tém que ser ligeiramente modificados.
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tem mais uma alternativa para escolher o modelo que mais se adequa aos dados observados. Para selecionar
o modelo, estimado por um dos dois métodos de log-verossimilhanca, o analista pode recorrer aos diversos
métodos de testes de ajustes. Via de regra, os modelos por subintervalos constituem-se em mais uma
ferramenta poderosa para modelagem de observagoes discretas e continuas em diversas aplicagoes, dada a

sua grande flexibilidade em capturar diferentes caracteristicas dos dados.

7.5 Exercicios

Exercicio 7.1 Seja uma X uma varidvel aleatéria exponencial negativa, com fungao densidade
fly) =A™, paray € (0,00).

Determine a fungao distribuigo acumulada inversa ¢ = F~1(u) para a distribuicao exponencial negativa,
onde u € (0,1). A funcao distribuicdo acumulada inversa é tal que, caso se x = F~1(u), entio u = F(z).
Exercicio 7.2 Seja X uma varidvel aleatéria de Weibull, com funcao densidade

Ily) = Ba~PyP~te /0" paray € (0, 00).
Determine a funcao distribuicdo acumulada inversa z = F~!(u) para a distribui¢io de Weibull, onde
u € (0,1).

Exercicio 7.3 Considere uma amostra aleatéria com valores observados z4,...,Z,. As observagdes sio

independentes e identicamente distribuidas, com distribuicao beta, com parametros livres a € 3.
(i) Escreva a fungéo de log-verossimilhanca para a amostra considerada.

(ii) Escreva a expressdo para o critério AIC.

(iil) Escreva a expressdo para o critério BIC.

Exercicio 7.4 Considere uma amostra aleatéria com valores observados xy,...,%,. As observacoes sdo

independentes e identicamente distribuidas, com distribui¢do de Weibull, com pardmetros livres « e 3.
(i) Escreva a fungéo de log-verossimilhanga para a amostra considerada.
(ii) Escreva a expressio para o critério AIC.

(iif) Escreva a expressao para o critério BIC.
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Modelos de regressao






8. Modelos de regressao linear

~In wnner-city, low-income communities of color,
there’s such a high correlation in terms of educational quality and success.”
Bill Gates

Neste capitulo introduziremos o modelo de regressao linear, que é possivelmente o modelo paramétrico
mais simples que pode ser usado para relacionar um grupo de variaveis aleatérias. O modelo de regressao
linear, além de ser o modelo estatistico mais utilizado em economia e em finangas, é a base para o
entendimento de varios outros modelos paramétricos que relacionam varigveis aleatérias tais como modelos
de séries temporais (HAMILTON, 1994; ENDERS, 2003; MORETTIN; TOLOI, 2006; BUENO, 2008),
modelos de painel de dados (HSIAO, 2003; BALTAGI, 2008) e modelos de regressio bindria e classificacdo

que serdo discutidos no Capitulo 9.

Embora o modelo de regressao linear seja muito usado e existam intimeras aplicacoes dele, provavelmente
uma das aplica¢oes mais conhecidas desse modelo em economia e finangas é o teste do modelo de equilibrio
de mercado chamado CAPM (Capital Asset Pricing Model), apresentado na Aplicagdo 3.2. Como vimos,
de forma muito simples, esse modelo descreve a relagdo que existe entre o retorno de um ativo financeiro

€ 0 seu risco, ou seja,

E[R;] = Ry + B;(E[Rn] — Ry), (8.1)

onde E[R;] é o retorno esperado do ativo j, Ry é o retorno do ativo livre de risco (por exemplo, o retorno
de um titulo do tesouro americano), E[R,,] é o retorno esperado de mercado (por exemplo, o retorno do
SP500 ou do Bovespa) e §; é uma medida de risco conhecida como beta do CAPM, risco sistémico ou
risco nao diversificidvel, que é o risco que nao pode ser eliminado do ativo j mesmo em uma carteira bem
diversificada. Note que na equagao acima se E[R;] = E[Ry] entdao §; = 0, se E[R;] = E[R,,] entao 3; = 1.
Entao para ativos onde 0 < 3; < 1, Ry < E[R;] < E[Ry,] e para ativos onde 3; > 1, E[R;] > E|R,,]. Com

o objetivo de testar empiricamente a Eq. (8.1), ela pode ser reescrita como

E[Rj’i] =Ry + ﬁj(E[Rm’i] - Re)+u, i=1,--- T, (8.2)

ou ainda como
E[ZJJ‘] =Q; + ,BjE[Zm’Z‘} +u;, 1=1,---,T, (83)
onde T é o tamanho da amostra, Z;; = R, ; — Ry € definido como o excesso de retorno e u; ¢ uma varigvel
aleatéria que representa o erro do modelo, para todo i = 1,--- ,7T. Diz-se que o CAPM representa bem
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0 ativo j no mercado se (ij = 0. O modelo apresentado acima na Eq. (8.3) é chamado de modelo de
regressdo linear simples, visto que ele além do termo constante tem apenas um regressor, Zm.

Exemplo 8.1 (CAPM) Como aprendemos na Sec¢do 5.4, usando simulagbes Monte Cario, vamos gerar
uma amostra de retornos para um ativo financeiro j supondo que o ativo j satisfaz o CAPM apresentado
na Eq. (8.2). Para esse fim, vamos supor que T = 250, que é aproximadamente o nimero de dias Uteis de
um ano, que os retornos diarios! sdo dados por Rf = 2 x 10-4, Rm ~ Normal[pm,cr’], onde pm = 0.54
e = 2.6 x 10~4 e u ~ Normal["M, 0lJ, onde )lu = 0 e <2 = 1 x 10-5 e finalmente que /3j = 0.8. Essas
variaveis geradas sdo apresentadas na Figura 8.1. Note que nessa figura é explicito o carater linear da
relacdo entre as varidveis y, e parai = !mmm T,

Figura 8.1: Retornos simulados de um ativo financeiro usando o CAPM.

Uma extensdo da relagdo estatistica dada pela Eqg. (8.2), que ndo esta diretamente relacionada com as
idéias de equilibrio de mercado apresentadas no modelo do CAPM descrito pela Eq. (8.1), é supor que o
retorno de um ativo j depende de varios fatores, como por exemplo em

=ai +PjyiFi'i+ 22» + oo +PMIFj + Ui, 1 —1,-11 T, (8-4)

1Para fins didaticos supusemos que os retornos financeiros de mercado sdo variaveis aleatérias normais. Na verdade, nem
sempre isso ocorre (MANTEGNA; STANLEY, 1999; LO; MACKINLAY, 2001).
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fator. Diferentemente, do modelo apresentado na Eq. (8.3), esse modelo, chamado de modelo de vérios
fatores, possui mais do que um regressor, além do termo constante, e por isso é chamado de modelo
regressao linear miltipla. Para mais detalhes sobre modelos econométricos aplicados a finangas, o leitor
interessado deve consultar Campbell, Lo e MacKinlay (1996), Gourieroux e Jasiak (2001}, Cochrane (2005),
Cuthbertson e Nitzsche (2005) e Morettin (2008).

Obviamente vidrios outros trabalhos tém tratado do modelo de regressdo linear e esse capitulo sem
divida foi influenciado por alguns deles como Amemiva (1985), Ruud (2000), Hayashi (2000) e Davidson
e MacKinnon (2004). A maior diferenga desse capitulo para essas referéncias é que enquanto nesse
capitulo a apresentagio da teoria é preferencialmente intuitiva, nessas outras referéncias a apresentagao é

preferencialmente formal.

Este capitulo continua da seguinte forma: na Secdo 8.1 explicitamos as hipdteses basicas do modelo
de regressao linear e as implicagdes dessas hipoteses. Na Secao 8.2 discutimos a estimac¢ao do modelo de
regressao linear usando trés métodos diferentes: o método de minimos quadrados, o método de momentos
ja introduzido na Secdo 5.1 e o método de estimagao via mdxima verossimilhanca, ja apresentado na Secao
5.2. Além disso, enquanto na Se¢do 8.2.1 discutimos como formular o teste de hipéteses para o modelo de
regressao linear utilizando as propriedades do estimador de minimos quadrados e a hipdtese de normalidade,
na Secdo 8.2.3 apresentamos o teste de hipitescs para o modelo de regressio linear no contexto do estimador
de méxima verossimilhanca e supondo que estamos trabalhando com amostras grandes, como 4 feito na
Secao 6.4.2.

8.1 Hipdteses do modelo de regressao linear

Nesta secao explicitamos as hipéteses que estdo por tras do modelo de regressio linear. A primeira hipdtese

dessa secao concerne a respeito da linearidade em relacao as-varidveis do modelo.

Hipétese 8.1 (Linearidade) Seja y; a i-ésima ohservacdo da chamada varidvel dependente (ou resposta,
ou explicada, ou predita) e x; = [zi1, 242, -+ , k] 8 i-ésima observagdo dos K regressores {ou varidveis

independentes, explicativas, preditoras ou covaridveis).? Entdo y; esta relacionado com z; de acordo com

Y; = ﬁl.’[,'“ + ﬂzl‘ﬂ + -+ ﬂKfEiK + u; (Z =12, n) (85)

onde n é o nimero de observagdes e u; € o residuo ou erro do modelo de regresséo linear.

2 Aqui nesse texto seguindo a literatura mais moderna de econometria que inclui 0 Amemiya (1985), Ruud (2000), Hayashi
(2000) e Wooldridge (2001), considera-se que tanto as varidveis dependentes como as varidveis independentes sao varidveis
aleatdrias — fato que estd de acordo com a situagdo mais usual em economia, onde a maioria das bases de dados sdo construidas
a partir de situagdes reais e nao de experimentos controlados.
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Neste capitulo, vamos trabalhar principalmente com a notac¢io matricial da Eq. (8.5), muito comum

em todos os textos modernos de econometria:

y=X5+u, (8.6)

onde y é o vetor coluna de observagoes de ordem K, X ¢ a matriz de dados de ordem n x K, 8 é o vetor

coluna de regressores de ordem K e u é o vetor coluna de residuos. Assim sendo,

o )
hn Ty 11y o T1K 5 U1

Yn Ty, Tpl " Tnk Bn Un

Exemplo 8.2 (Modelos lineares de aprecamento de ativos) Como vimos, os modelos de aprecamento de
ativos apresentados nas Egs. (8.3) e {8.4) satisfazem a hipétese de linearidade. Na Eq. (8.3), K = 2. O
primeiro regressor é x;; = 1 € 20 = Zpy 4, paradi = 1,---,T. Na Eq. (8.4), temos 2,1 = 1 e x5 141 = Fi,
paral=1,--- L, K=Lei=1,---,T.

Existem outras intimeras possibilidades de aplicagoes do modelo de regressao linear:

Exemplo 8.3 (Modelos de regressao linear com termos polinomiais) Qutra forma do modelo de regressao

linear é o modelo de regressdo polinomial que pode ser expresso da seguinte forma

yi = ag + ozl + agaz? Fot et ((=1,2,---n). (8.8)

Note que nesse caso, o primeiro regressor da regressao apresentada na Eq. (8.5) é dado por uma constante

€ 08 outros regressores sao as poténcias de x;, parai =1,--- ,n.

Embora o modelo apresentado na Eq. (8.8) tenha perdido cardter linear em rela¢do ao z, ele continua

sendo um modelo de regressao linear, pois ele é linear em relacao aos regressores 27, para j =1,--- ,m.

Exemplo 8.4 (Estimagéo da funcdo de produgéo de Cobb-Douglas) Considere uma funcao de produgao
de Cobb-Douglas dada por

Y = aozﬁl e Z'Lamm (8.9)

Aplicando a fungdo log a ambos os lados dessa equagdo, podemos escrever essa equagdo num formato

linear dado por
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logy; = logag + oy log 2,y + -+ + @y, 10g 2im (8.10)

Portanto, a funcdo de producao de Cobb-Douglas pode ser estimada como um modelo linear a partir da

seguinte equacao

logy; =logag+ arlogzii + -+ + @ log zim + u;. (8.11)

Nesse caso, 0s regressores sdo 1 e os termos (log z;;). para j = 1,--- ,m.

A proxima hipétese conhecida como exogeneidade diz que a melhor previsdo que podemos fazer do erro

u usando a matriz de dados é supor que o erro é nulo.
Hipoétese 8.2 (Exogeneidade) Efu;/X) =0 (i=1.2,---,n).
Note que se a Hipdtese 8.2 ndo fosse vilida, isto é, E[u/X] # 0, isso significa que poderifamos ainda

reduzir o erro da regressao usando informacdo disponivel nos dados e, portanto, essa nic seria uma

especificacdo interessante.

Utilizando a Hipdtese 8.2, a lei das expecténcias iteradas® (vide Proposicio 4.5) e calculando o valor

esperado condicional de y; de acordo com a Eq. (8.5) em velagdo a x;1, x40, -+, #;x, chegamos a

Elyi/xi, Tio, - ik | = fiar + foin + -+ + BrTik. (8.12)

Portanto, o modelo de regressio linear fornece o valor esperado condicional de y; em relagao a
X1, X2, -, Tik - Adicionalmente, se calcularmos a derivada parcial de Ely;/x;1, 32, , @ik ] em relagio

a x;5, para 1 < j < K chegamos a

8E[yi/-’17ila T2, a«TiI\']
Bx,-j

= 8. (8.13)

Desse modo, cada coeficiente da regressdo ;, para 1 < j < K, mede a taxa de variacdo do valor

esperado Efy;/Zi1, iz, -+, Tix] em relagdo a z;;.

Nota 8.1 (Varidveis dummy) Na discussao feita no infcio desta se¢iao basicamente consideramos variveis
quantitativas como a varidvel risco no modelo do CAPM, os fatores de produgéo na funcio de producao de

Cobb-Douglas (horas de trabalho, capital) que sdo varidveis continuas. Modelos de regressao linear podem

3Note que a informacao gerada pelo conjunto {zi1, -,z } é menor do que a informagcao gerada por X. Dessa forma, vale
a aplicacao dessa proposicao.
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e usualmente incluem varidveis qualitativas chamadas de varidveis dummy que assumem valores 0 e 1. Por
convencgao, um elemento da populagéo ter o valor de uma varidvel qualitativa igual a 0 significa que esse
elemento da popula¢do nao possui uma determinada caracteristica. Um elemento da populagéo ter o valor

de varidvel qualitativa igual a 1 significa que ele possui uma determinada caracteristica.

Considere um modelo de regressao linear onde o K-ésimo regressor é uma variavel qualitativa

yi = frza + Poxig + -+ Br—1%i k-1 + BrEix +u; (i=1,2,---n).

Supondo que a Hipétese 8.2 é valida, entdo

Be = Elyi/{zi, - zik-1}, xx = 1] = Elyi /{zar, - s xi k -1}, zire = 0],

ou seja, a varidvel qualitativa xj gerard uma variagdo esperada no valor do intercepto entre aqueles que

possuem ou nao a caracteristica.

Exemplo 8.5 (Regressio com varidveis dummy) Imagine um modelo linear aplicado a uma determinada
populacio que relacione o saldrio de uma pessoa na populacdo com o seu tempo de estudo, com a sua

experiéncia e também com o seu género (sexo) como em

yi = B+ Paiz + Paxiz + Pazia + uy, (8.14)

onde z;2 =tempo de estudo, z;3 =experiéncia e x;4 =género.

Em geral, resultados empiricos, pelos menos usando dados do século passado, implicam que homens com
as mesmas caracteristicas que mulheres tém um salario significativamente maior. Entretanto, é possivel que
hoje, em vérias culturas, como a maior inser¢ao da mulher no mercado de trabalho, esse fato tenha sido

alterado.

Usando a Hipétese 8.2, também pode-se mostrar usando a lei das expectéancias iteradas (vide Secao
4.5) que Efu;] = 0, isto é, o termo de erro tem valor esperado zero e o modelo de regressao linear nao tem
viés. Adicionalmente, também usando a Hipdtese 8.2 e lei das expectancias iteradas, pode-se mostrar que
Cov(zk,u;) = 0, isto é, que a correlagao entre o termo de erro e qualquer um dos regressores ¢ zero. Essa

hipétese em geral ndo é valida quando o modelo de regressao linear ndo esté corretamente especificado.
Pratica 8.1 Use a Hipétese 8.2 e a lei das expectancias iteradas e mostre esses dois resultados.

Exemplo 8.6 (O problema de omissao de varidveis) Considere que o processo usado pela natureza para

gerar os dados foi baseado no modelo y = ap+a; 71 +a272+u, onde u ~ Normal(0,02), 0 < cov(xy, z2) < 1,
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e, por algum motivo, um econometrista acredita que o modelo correto que relaciona y com x; é dado por
y = Bo + B1x1 +v. Note que uma, parcela do termo nao modelado B2x5 estard presente no erro e, portanto,
no segundo modelo dada a sua ma especificagho, cov(r/x1) # 0, isto é, a Hipdtese 8.2 néo é satisfeita. No

Exemplo 8.19 no final desse capitulo mostramos como podemos detectar esse problema.

Exemplo 8.7 (O problema de ma especificacao funcional) Considere que o processo usado pela natureza
para gerar os dados foi baseado no modelo y = ag+a12% +u, onde u ~ Normal(0, 02), e, por algum motivo,
um econometrista acredita que o modelo correto que relaciona y com xz; é dado por y = Sy + S + v.
Note que o segundo modelo nunca conseguird aproximar “corretamente” o primeiro modelo e, portanto, v
serd uma funcao de x obviamente correlacionada com x. Dessa forma, esse modelo também nao satisfara a

Hipotese 8.2. No Exemplo 8.20 no final desse capitulo mostramos como podemos detectar esse problema.

Embora esse texto nao trate a questdo da endogeneidade (o oposto de exogeneidade) que ocorre
quando existe correlagao entre um regressor e o termo de erro, a econometria tem encontrado formas para
lidar com esse problema. Para detalhes consultar, por exemplo, Ruud (2000), Hayashi (2000) e White
(2000).

Uma outra hipétese importante que é necessiria para a estimagdo do modelo de regressdo linear é

conhecida como auséncia de multicolinearidade perfeita entre os dados da matriz X.

HipdStese 8.3 (Auséncia de multicolinearidade perfeita) O posto da matriz de dados X de ordem n x K

¢ K com probabilidade 1.

Basicamente, o que essa hipétese nos diz é o necessédrio para que o modelo de regressao linear esteja
corretamente especificado. Se o posto dessa matriz ndo é K (se ocorre multicolineariedade perfeita),
isso significa que pelo menos um dos regressores nio estd trazendo nenhuma informacio nova ao modelo.
Considere por um iinico momento que a matriz de dados X possui posto K — 1. Entdo, como estudamos no
curso de algebra linear, existe uma coluna na matriz de dados X que é linear dependente de todas as outras
K —1 colunas da matriz de dados. Dessa forma, essa coluna de dados pode ser escrita como um combinacao
linear de todas as outras colunas e por isso essa coluna de dados néo traz nenhuma nova informacao nova
para o modelo de regressao linear. Por exemplo, considere que estamos estudando um modelo de regressio
linear para explicar o pre¢o de um imével. Em geral, uma varidvel importante que pode ser utilizada para
explicar o preco de um imével é o tamanho do imével, além de outras varidveis tais como localizacao, idade
etc. Entao, um dado corretor associa a varidvel tamanho do imével a dois regressores. Um dos regressores é
drea do imével em metros quadrados e o outro regressor é drea do imével em centimetros quadrados. Note
que o segundo regressor nao traz nenhuma informagcio nova, pois ele é apenas um multiplo do primeiro
e ele obviamente deve ser retirado da regressdo. A Hipdtese 8.3 justamente exclui esses casos. De fato,
essa hipdtese é facil de ser detectada na prética, pois a maioria dos softwares econométricos explicitamente

indicam esse problema quando ele existe.
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A hipdtese abaixo ainda tem o objetivo de descrever o tipo de erro que estamos considerando
nesse modelo. Basicamente ela supde que todos os erros possuem a mesma variancia (uma hipétese que

conhecemos como homocedasticidade) e sdo independentes.

Hipétese 8.4 (Erro com distribuicao esférica) Eluv'/X] = 021, ie.,
a) (Homocedasticidade) E[u?/X] = 02 > 0;

b) (Erros nao correlacionados) Elu;u;/X] =0 (4,7 =1,2,--- ,n;i # j)

E vélido comentar que o termo erro com distribuigao esférica foi cunhado para descrever matrizes
de variancia-covaridncia de variaveis aleatdrias que possuem a mesma varidncia e a covaridncia entre
elas nula, como é a situacdo apresentada na Hipdtese 8.4. Esse termo pode ser justificado pelo fato que
matrizes com essas caracteristicas ndo se alteram quando sofrem rotacdes (que podem ser representadas
por transformacao ortogonais em espagos vetoriais lineares), assim como a esfera. No caso geral onde as
variaveis aleatdrias nao apresentam varidncia constante e a covariancia entre elas é diferente de zero, os
erros sdo ditos possuirem distribuigtes elipticas. Mais detalhes dessas ideias podem ser encontrados em
Ruud (2000).

Usando de definicao de covariancia e as Hipdteses 8.2 e 8.4 pode-se mostrar que cov(u;, u;) =0, i # j.
E valido comentar que a Hipdtese 8.4 é apenas simplificadora e pode ser relaxada em vérias diregdes, se o
processo de estimagao dos coeficientes for alterado adequadamente. A situagdo mais simples é considerar
que a variancia do erro depende do valor dos regressores — esses modelos sdo chamados de modelos
heterocedssticos — para detalhes ver, por exemplo, Amemiya (1985), Ruud (2000), Hayashi (2000) e
Wooldridge (2001). Uma outra situagao é considerar que amostras que sdo coletadas em locais préximos
possuem comportamento similar - esses modelos sdo chamados de modelos de econometria espacial e podem
ser encontrado em Anselin (1988) e LeSage e Pace (2009).

8.2 Estimacao do modelo de regressao linear

Nesta secao apresentamos as trés principais metodologias usadas para estimar o modelo de regressao linear.
Veremos que embora conceitualmente as metodologias sejam bem diferentes, os valores encontrados para

o vetor de coeficientes 3 sdo 0s mesmos.

8.2.1 Estimagao usando o método dos minimos quadrados

Nesta secéo consideraremos o método dos minimos quadrados. Esse método é muito interessante nao

86 pela simplicidade e pela interpretagio geométrica, mas também porque esse método pode ser entendido
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para vérias situacoes muito mais gerais.* De fato, como veremos ainda no fim dessa secdo, esse método
é baseado na ideia de projetar um vetor de um espago vetorial em um subespago, como considerado no
teorema da Projecdo (LUENBERGER, 1969).

Derivagao do estimador de minimos quadrados

A ideia por tras do método dos minimos quadrados é minimizar a Soma dos Quadrados dos Residuos (ou
erros) (SQR),? isto é, buscar um estimador para o vetor de coeficientes do modelo de regressio linear de

forma que

B = argmingSQR(3), (8.15)
onde SQR(8) = Xia(ys — #46)? = (y - XB) (y — X3).

Calculando o quadrado na Eq. (8.15) e usando as Hipdtese 8.1, podemos escrever SQR como

SQR(B)=y'y -2 X8+ 3 X'Xp.

Calculando a derivada parcial em relag¢do S (vide Exercicio 8.1), e igualando a zero, obtemos

9SQR(B)

=—2X'y+2X'X3=0.
a5 y+ 8=0

Usando a Hipdtese 8.3, podemos mostrar que a inversa X’'X existe e aplicando a inversa na equacio
acima concluimos que o estimador de minimos quadrados é dado por

B=(X'X)"'X'y. (8.16)

Pratica 8.2 Considere o modelo de regressao linear simples e encontre o estimador de minimos quadrados

dos dois parametros desse modelo, minimizando a soma dos quadrados dos erros (néo use a Eq. (8.16)).

4Por exemplo, os minimos quadrados sdo comumente usados para estimagdo de pardmetros em espagos de fungoes. Para
detalhes, ver Luenberger (1969).

5Veremos que essa é uma forma interessante de estimar os coeficientes do modelos de regressao linear, pois apresenta
vérias propriedades interessantes, mas serd que essa € a tnica forma? De forma mais explicita, por que minimizar uma fungio
quadratica e nao outra fun¢do similar? Além dessa fungao apresentar propriedades algébricas interessantes tais como ser
positiva para qualquer valor do erro, ser continua e possuir derivadas continuas, como veremos nessa secdo, o estimador
de minimos quadrados busca os pardmetros estimados 3 (coeficientes lineares do modelo de regressao linear) que garantem
que Ef/X] = X 8, isto &, possibilitam exprimir a média condicional de y em relagdo a X. Por exemplo, se ao invés de
minimizarmos a soma dos quadrados dos erros, minimizdssemos a soma dos valores absolutos do erro, o modelos de regressiao
linear nao estaria mais exprimindo y como média condicional de X e sim y como quantil condicional de X (KOENKER,
2005).
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Exemplo 8.8 (Exemplo numérico de regressao linear multipla) Considere o modelo de regressao linear

dado por
Yi = Bo + B1za + Baziz + us (8.17)

parai=1,---,n, onde By =1, 1 = —2 e 8, = 3. Vamos novamente usar simulagdes Monte Carlo e gerar
os dados do modelo usando z; ~ Normalus,,02 |, onde pi., =1e 02 =0.01, z2 ~ Normal[u,,,02,], onde

o, =2 € 022 =0.001, u ~ Normal[y, 0%}, onde u = 0 e 0 = 0.0001 e n = 10.

Para um determinado conjunto de dados gerados

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

X' = | 09943 1.0395 09959 1.0885 0.8100 1.0158 0.9536 0.9423 1.2114 0.8732
1.9819 2.0202 1.9857 1.9793 1.9787 2.0216 2.0772 1.9885 2.0136 2.0012
y = [4.9549 4.9780 4.9690 4.7449 5.3063 5.0279 5.3188 5.0672 4.6103 5.2718],
encontramos
[ 10.0000 9.9246  20.0479 4823177  —0.9970 —240.0391
X'X = 9.9246 9.9612 19.9004 |, (X'X)"'=1{ -0.9970 9.1020 —4.0086 |,
| 20.0479 19.9004 40.2002 ~9240.0391 —4.0086 121.7171
[ 50.2491 Bo 0.9492
X'y = 496557 | ef=| B | =(X'X)1X'y=| —-2.0236
| 100.7568 Bs 3.0348

E muito comum em livros elementares de econometria exprimir primeiro resultados para um modelo
de regressao linear simples e depois estender para o caso de regressdo linear miltipla. No exemplo que
segue faremos o contrdrio e apresentamos como calcular o estimador usnalmente encontrado em livros

introdutdrios de estatistica a partir da Eq. (8.16).

Exemplo 8.9 (Estimador de minimos quadrados para o caso da regressio linear simples com intercepto)

Considere, por exemplo, que temos um modelo de regressao linear simples dado por

yi = Bo + Przin + uy (8.18)

parai=1,--- ,n.
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Para calcular By e 8;, usaremos a Eq. (8.16) como ponto de partida e calcularemos os termos dessa

equagao fazendo

1 xp1 Y1

1 zn U2
X = y =

1 ZTnl Yn

Usando a definicao de X e y, comegamos entao calculando X’X (vide Exercicio 8.3)

X'X = no i }
Z?:l Ii1 E?:1 55121

e sua inversa (vide Exercicio 8.4)

(XIX)-I — 1 I: Z?:l ‘lel - Z?:l Ti1 :I

det(X’X) — Z?:l Til n
1 ): Z?:l [L’?l - Z?:l Ti1 :|

) 2 7
nY i Th — (i) | Y my n
Usando a definicdo de X e y, calculamos o termo X'y encontrando

X/ — Z?:I Yi
Z?;l Ti1Yi

Entao, usando todos esses calculos, encontramos G dado por

A BO _ 1 D ie x3 2?11 Yi = Di1 Tl 21 Ty
- ke "
nY i x} — (Ximiir)? - Z?zl Ti1 Z?:l Yi +1n Z;Ll Ti1Yi

Y- 5T ]

Ny TiYi— ot Til Doty Ui
ny o h (T wa)?

ondeT =3 xzn/ney=>. yi/n.

Pratica 8.3 Detalhe os cédlculos feitos implicitamente no Exemplo 8.9.
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Pratica 8.4 Utilizando a Eq. (8.16), calcule agora o estimador de minimos quadrados para o caso de

regressao linear simples sem intercepto:.

Propriedades amostrais do estimador de minimos quadrados

Nesta secdo discutiremos as propriedades amostrais do estimador de minimos quadrados. O termo
“amostral” aqui se refere ao fato que essas propriedades sdo vilidas mesmo em amostras pequenas. Defina o
valor estimado de y como § = X8. Entao, o vetor de residuos dado por &t = y—g = y—-XB é uma estimativa
do termo de erro u no modelo de regressdo linear apresentado na Eq. (8.5). Uma vez que nunca terenios
acesso aos verdadeiros valores de 3 e consequentemente ao valor de u, o vetor de residuos estimados é uma

variavel importante para se analisar a qualidade de um modelo de regressao linear. Define-se a estimativa

do método de minimos quadrados para a varidncia do termo de erro u como®
o _ SQR
62 == (8.19)
n—K

onde, como vimos implicitamente na derivagdo do estimador de minimos quadrados, SQR = '4.

Outro vetor de erros importante é o vetor de erros que mede o erro entre a estimativa de minimos
quadrados dos coeficientes de regressao linear e os verdadeiros coeficiente dado por 8 — 3. Embora na
pratica nunca teremos acesso ao valor real dessa variavel, fazendo algumas manipulacoes algébricas podemos

mostrar que o erro de estimacdo é dado por?
B-f=(X'X)'X"u (8.20)

Exemplo 8.10 (Continuacio do Exemplo 8.8 — Estimativa da varidncia ¢?) Utilizando a Eq. (8.19),
estimamos SQR = 6.2986 x 10~%. Portanto, % = 298 — §.2986 x 10~*/(10 — 3) = 8.9980e x 1075.

As proposicoes abaixo apresentam as propriedades do estimador dos minimos quadrados em amostras

finitas:

Proposicao 8.1 (O estimador de minimos quadrados é nao viesado) Sob as Hipdteses 8.1, 8.2 e 8.3,

B3/ X] = 5.

A Proposicao 8.1 afirma que o estimador de minimos quadrados é nao viesado. Embora para outras classes
de estimadores nem seja sempre possivel provar essa propriedade, essa é mna propriedade muito importante

que se espera de um estimador.®

SNote que a divisio por n— K segue o mesmo propésito da divisio por n— 1 no Capitulo 2, quando introduzimos o conceito
de variancia.

"Vide Exercicio 8.11.

8Em geral, diz-se que para um estimador ser til, ele pelo menos deve ser consistente, isto é, ndo viesado em amostras
muito grandes, como vimos na Segao 5.3.
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Proposicao 8.2 (Estimativa da varidncia do estimador de minimos quadrados) Sob as Hipdteses 8.1, 8.2,
8.3 e 8.4, var(3/X) = 02(X'X)" L.

A Proposicao 8.2 calcula explicitamente o valor da variancia de B, que serad muito Util para a especificagio

dos testes de hipéteses que serao apresentados a seguir.

Proposicao 8.3 (Teorema de Gauss-Markov) Sob as Hipétese 8.1, 8.2, 8.3 ¢ 8.4, o estimador de minimos

quadrados é eficiente® na classe de estimadores lineares em 3.

A Proposicao 8.3, também conhecida como teorema de Gauss-Markov nos diz que, para o modelo de

regressao linear, nao é possivel encontrar um estimador linear nao viesado com menor variancia.

Proposigdo 8.4 (O estimador de minimos quadrados da varincia € ndo viesado) Sob as Hipdteses 8.1,
8.2,83e84en> K, El6%/X] =02

A Proposicao 8.4 diz que a estimativa de minimos quadrados da varidncia do termo de erro também ¢é nao

viesada.

A prova das proposiges acima podem ser encontradas em Amemiya (1985), Ruud (2000), Hayashi
(2000) para o caso de regressdo linear miltipla!® e em Gujarati (2000) para o caso de regressao linear

simples.

Notando que o estimador de minimos quadrados ¢ calculado apenas por um método de “forga bruta”
{minimizacio da soma dos quadrados dos erros) é surpreendente que esse estimador possua propriedades
tao interessantes como aquelas apresentadas nas Proposicoes 8.1 a 8.4. Mais que isso, essas propriedades
sao validas para qualquer distribuicao dos residuos, desde que sejam satisfeitas as hipdteses apresentadas

na Secdo 8.1.

Exemplo 8.11 (Continuagao do Exemplo 8.8 — Variancia da estimativa de minimos quadrados de f3) De
acordo com a Proposicao 8.2, a variéncia de 8 pode ser calculada usando var(8/X) = ¢2(X'X)~'. Uma

2 um procedimento usual é substituir esse valor por sua estimativa 2. O valor dessa

vez que nao temos o
varidncia é entao chamada variancia da estimativa de minimos quadrados de 8. Entao usando o valor de

&2 caleulada no Exemplo 8.10, chegamos a

0.0434 —0.0001 —0.0216
war(f/X) =62(X'X)" = | —0.0001 0.0008 —0.0004 |. (8.21)
~0.0216 —0.0004 0.0110

9Isso significa que se 8 ¢ outro estimador linear nio viesado de 3 entdo var(8/X) > var(/X). Lembre que discutimos
ideias de eficiéncia de estimadores nas Segoes 5.1 e 5.2.
10Veja também Exercicio 8.13 no fim desse capitulo.
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Entdo a <Sr(ft/X) = var(/3/X)n = 0.0434, var(32/X) = <ar(/3/X)22 = 0.0008 e var(/?3/Ai) =
var(3/X)33 = 0.0110.

Exemplo 8.12 (Continuacdo do Exemplo 8.8 - simulacdes de Monte Cario para ilustrar o fato que os
estimadores /? e &2 sdo ndo viesados) Como vimos na Se¢do 5.4, podemos utilizar simulagdes Monte Cario
para ilustrar a habilidade de estimadores. Entdo, utilizando o modelo do Exemplo 8.8, fizemos 10,000
simulagdes de amostras de tamanho 10 e encontramos a média das amostras de /?i igual a 0.9984, a média
das amostras de /22 igual a —1.9997, a média das amostras de igual a 3.0006 e a média das amostras
de <72 igual a 9.9789 x 10-5. A Figura 8.2 apresenta os histogramas dos 10,000 valores estimados dessas
variaveis.

Figura 8.2: Histogramas dos 10,000 valores estimados dos parametros fleaz.

Interpretacdo geométrica do estimador de minimos quadrados

O estimador de minimos quadrados possui uma interpretacdo geométrica muito esclarecedora. Sabemos
gue o valor estimado de y é dado por y = Xj3. Podemos reescrever essa equacdo da seguinte forma
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U iy - IK B Bl$11+ +BK331K

Un Tpl ccc Tnk Bk B+ o +BKETnk
211 T1K
S DT PR S E (8.22)
Tn1 ITnK

Portanto, é facil verificar que § é escrito por uma combinacio linear das colunas da matriz X.

Considere agora a definicio do vetor de residuos dado por @ = y — §j = y — X 3. Substituindo o valor de
/3 nessa equacio, chegamos a @ =y — X (X’ X))~ X'y. Multiplicando ambos os lados dessa equacao por X,
chegamos a X't = X'y — X' X(X'X)"1 X'y = 0. Note que X'% pode ser reescrito por meio de K equagoes

da seguinte forma

Dliey Tariy =0
S @izt =0
v (8.23)

n ~
Zi:l TigU; = 0.

Lembrando do curso de algebra linear, se o produto interno'! entre os vetores : e : para
ﬂn Tny

j=1,---,K é nulo (como mostrado acima), entdo eles sdo ortogonais.

Dessa forma, geometricamente, o estimador de minimos quadrados estima os coeficientes do modelo de

regressdo linear fazendo uma projegao do vetor y, dada por §§ = X B, no subespago gerado pelos vetores

T1j
, j=1,--- K, que sdo as colunas da matriz X, de forma que o erro de estimacfo seja ortogonal
Ly
a esse subespago. Fazendo isso, esse estimador garante que E[§/X] = X B, visto que i é ortogonal a

(independente de) X.

1 Em matemética basica usualmente chamamos esse produto de produto escalar.
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Teste de hip6teses supondo normalidade do termo de erro

Até agora no estudo do estimador de minimos quadrados ndo precisamos fazer nenhuma, hipétese explicita
a respeito da distribuicdo do erro. Entretanto, nesse momento, com o objetivo de introduzir o teste de
hipéteses para o estimador de minimos quadrados em problemas de amostras finitas, precisaremos introduzir

a hipdtese abaixo que concerne a respeito da distribuigao do termo de erro.

Hipétese 8.5 (Normalidade do termo de erro) A distribuigio do termo de erro u condicional a matriz de

dados X é uma distribuigdo normal conjunta.

No teorema que segue apresentamos o teste t que é muito 1til para testar hipSteses a respeito dos

coeficientes do modelo de regressao linear.

Teorema 8.1 (Teste t) Suponha que as Hipdteses 8.1, 8.2, 8.3, 8.4 8.5 sao validas, entdo sob a hipétese

nula Hy : 8, = B9, a razao T definida como

Br — BY

VOHX X))

associada a cada parametro S, tem distribui¢do t-Student com n — K graus de liberdade.

Ty = (8.24)

Apesar de ndo provar o Teorema 8.1 formalmente aqui, podemos fazer alguns esclarecimentos sobre esse
resultado. Como vimos na Proposigao 8.1, E[B /X1 = . Portanto, usando esse resultado e o fato que sob
a hipdtese nula 3° ¢ o valor verdadeiro e portanto constante, temos que F [B —~ B%/X] = 0. Sabemos da
Proposigao 8.2 que var(f /X) = 0%(X'X)~!. Dessa forma, usando a Hipétese 8.5, podemos concluir que
Br, — B2/ X tem distribuicso normal com média 0 e variancia o2(X'X)~! (vide Eq. (8.20) e Exemplo 4.17).

Entao a razio

= B — B°
T VRXX) T,

(8.25)

tem distribuicao normal com média 0 e varidncia 1. Infelizmente, a raziao zx nao pode ser usada para fazer

2

o teste de hipdteses visto que a varidncia o ndo é conhecida. Enfrentamos uma situagio parecida na Secao

6.4 quando introduzimos testes de hipétese para a média populacional com variancia desconhecida. Como
14, temos uma estimativa para o? dada por 6% = %R@ que podemos usar no lugar de 0. Entdo a ideia é

substituir o valor real de o2 por sua estimativa, mas quando fazemos isso a distribuicgo da razio z; nao

2

é mais normal pois 6° nao ¢ constante e sim uma varidvel aleatéria. Dessa forma, o que o Teorema 8.1

mostra € que a razao

%k 2k
Tk = =

52 /52 SQR/c?
N
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tem uma distribuigao t-Student com n — & graus de liberdade (vide Exemplo 4.23), pois z;, tem distribui¢ao
normal, SQR/c? tem uma distribuicio qui-quadrada com n — K graus de liberdade (vide Exercicio 8.14)
e 2z € SQR/0? sio independentes.

Nota 8.2 (Célculo do p-valor no teste t) Como vimos na Secao 6.4.3, podemos calcular o p-valor como

p=1-F, _.(t) para Hq: B < By,
p=F,, _.(tx) para Hy: B > B, (8.26)
p=2x(1-F,_,(tl)) para Hp: B = By,

onde F;, , € a funcao de distribuicdo acumulada para uma variavel aleatdria t-Student com n — K graus

de liberdade e t; corresponde ao valor da estatistica teste.

A {nica diferenga aqui em relagdo a Secdo 6.4.3 é que o nimero de graus de liberdade depende do

ndmero de regressores do modelo.

Nota 8.3 (Célculo do intervalo de confianca) Usando o Teorema 8.1, o intervalo de confianga para ﬁk

pode ser calculado da mesma forma que na Sec¢do 6.5, ou seja,

ICo5% = [Br = tn—ic) (1—a/2)% X Y var(B/ Xk, Bk + tn-1c),(1—a/2y% %\ var(8/ X k),

onde 1 — « é a probabilidade de cobertura.

Exemplo 8.13 (Continuacdo do Exemplo 8.8 — Teste de hipdteses usando o teste t) Usando o Teorema,
8.1, agora podemos levar adiante testes de hipdtese, seguindo a mesma metodologia apresentada na Secao
6.4, sobre o coeficiente de regressao linear B Por exemplo, suponha que estamos interessados em testar se
o coeficiente relacionado com a varidavel zo é maior ou igual que —1 - ou seja, a hipGtese nula é 8y > —1
e a hipétese alternativa é 8, < —1. Entao seguindo os passos introduzidos na Se¢éo 6.4, o primeiro passo
é calcular a estatistica teste que é dada pela Eq. (8.24). Logo, usando o valor estimado de 3> no Exemplo
8.8, Bz = —2.0236, o valor estimado para var(,é/X)gzl = 0.0008 no Exemplo 8.11, e o menor valor de £,

para que a hipétese nula seja valida identificamos 5,2 = —1. Substituindo esses na Eq. (8.24), chegamos a

. _ —2:0236 — (-1)

- — —35.7668.
2 /0.008

Entdo o p-valor dado por p = Fy,,_,(t2) = 1.7339 x 107% = 0 rejeitando a hipétese nula.

Podemos usar também o Teorema 8.1 para calcular o intervalo de confianca para o coeficiente ;.

Seguindo a Nota 8.3, o intervalo de confianca desse parametro ao nivel de 95% é dado por

Introdugao aos métodos estatisticos para economia e finangas | 303



ICqs% = [f2 — tin—k)97.5% X vV var(8/X)az, Bo + tn-i)or5% x \/var(8/X)zs] = [—2.0470,~2.0001].

Outra ferramenta muito 1til para testar hipéteses no modelo de regresséo linear é conhecido como teste
F, pois ele diferentemente do teste t permite testar hipdteses conjuntas de vérios coeficientes de regressao

linear. No teorema que segue apresentamos esse resultado.

Teorema 8.2 (Teste-F) Suponha as Hipdteses 8.1, 8.2, 8.3, 8.4 8.5, entdo sob a hipétese nula Hg : RS =7,
onde R é uma matriz [(r) x K com rank(R) = [(r) e I(r) denota o nimero de linhas do vetor r, a razdo F

definida como

(RB —r)[R(X'X) "R 7I(RB ~ r)/U(r)
a2

(RS — r)[Rvar(3/X)R) " (RB — r)/I(r) (8.27)

Il

é distribuida como F(l(r),n — K).
Note que a razao I pode ser reescrita como

(RB —r)'[c*R(X'X) 'R|"Y(RB — 7)/I(r)
SQR{c'z .

n—K

F =

Dessa forma, a ideia por tras do Teorema 8.2 fica simples. Explicando de forma resumida, ele mostra
que as varidveis aleatérias no numerador (B3 — r)'[0?R(X'X)"1R']"Y(RB3 — r)/l(r) e no denominador
SQR/o? possuem distribuicio qui-quadrada com graus de liberdade respectivamente iguais a I(r) e n — K
(vide Exercicios 8.14 e 8.16 ) e que a razdo entre essas varidveis aleatérias divididas pelos seus graus de
liberdade possuem distribuigao F' com I(r) graus de liberdade no numerador e n — K graus de liberdade

no denominador (vide Exemplo 4.24).

Nota 8.4 (Célculo do p-valor no teste F) Para o caso do teste F apenas faz sentido testar a hip6tese nula

Hjy ou a sua rejeigao. Nesse caso, o p-valor é calculado como

p={(1~Fg,, . (f)) para Hop ser verdadeira. (8.28)
onde Fr,,, ,_, ¢ afuncdo de distribui¢do acumulada para uma varidvel aleatéria F' com com [ (r) graus de

liberdade no numerador e n — K graus de liberdade no denominador e f corresponde ao valor da estatistica

teste.
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A vantagem do teste F é que ele pode assumir vérias formas tteis, como mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 8.14 (Continuacdo do Exemplo 8.8 — Exemplo prético do teste F) Uma aplicacdo ttil do
Teorema 8.2 é testar se todos os parametros (com excegao da constante) de uma regressao linear sio

conjuntamente nulos. Entao retornando ao Exemplo 8.8. nosso objetivo é testar a hipdtese nula Hy que
0 1 0

0 01
= 2.7128¢ x 103 e o p-valor dado por p =1 — Fg, ,_,(f) = 7.6793 x 10~!! rejeitando a hipétese de que
2.

£ =0e By = 0. Entdo, fazendo R = e r ¢ igual ao vetor coluna nulo de ordem 2, achamos

os dois regressores podem ser conjuntamente nulos.

Vamos agora testar se os coeficientes desse modelo de regressao linear satisfazem — 8y + 81 + 82 = 0. Entao,
devemos fazendo R=[ —1 1 1 |er =0, achamos f =0.0393 e 0 p-valor dadoporp =1~ Fp, ,_,(f) =

(0.8484 nao sendo possivel rejeitar a hip6tese nula para os niveis de significancia usuais de 10%, 5% e 1%.

Exemplo 8.15 (Uma outra forma do teste F apresentado no Teorema 8.2) O teste F que normalmente

aparece em livros basicos de econometria é dado por

(SQR(B) — SQR(B))/Ur)

= =5rp)/n-K)

(8.29)

onde § é o estimador de minimos quadrados para o modelo restrito, SQR(f) é a soma dos quadrados dos

erros para o modelo restrito e SQR(S) é a soma dos quadrados dos erros para o modelos irrestrito.

2 = SQR/(n — K). Logo, a tnica coisa que precisa

ser mostrada é que (RS — r)[R(X'X)"'R|"Y(RB ~ v)/l(r) = (SQR(B) — SQR)/I(r). Para conseguir

a identidade que desejamos mostrar, precisamos calcular o valor de 8 que é o coeficiente do modelo

De acordo com a Eq. (8.19). sabemos que &

de regressao linear para o caso com restricdo. Entdo precisamos resolver um problema similar aquele

apresentado na Eq. (8.15), ou seja,

5 = argmin, L SQR() s.0. B =

Para resolvermos o problema acima, visto que é um problema de otimizagdo estdtica restrito, precisamos

construir o Lagrangiano associado a esse problema que é dado por

L= %(y ~X'BY(y - X'B) + 8 (RA — 1), (8.30)

onde § é o multiplicador de Lagrange associado & restricio RS = . Derivando o Lagrangiano em relacao

a B e ¢ chegamos as seguintes condigbes de primeira ordem dadas por

X'y—(X'X)3=R'$ (8.31)
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"RB=r. (8.32)

Multiplicando a Eq. (8.31) por R(X'X)™!, chegamos a conclusio que

6= (R(X'X)'R)) " (R3 ),

usando 8 = (X'X)~1X'y e sabendo que R(X’X)™'R’ possui inversa.

Substituindo o valor de ¢ na Eq. (8.31) chegamos ao valor de 3

B=B8—(X'X)'R((R(X'X)'R)Y"Y (RSB - 7)). (8.33)

Definindo %@ = y — X3 e fazendo SQR(B) = #'a = (y — XB) + X(3 — B) chegamos a

SQR(B) = (y~ X5)'(y = XB) + (5 - B) X'X (B - §), (8.34)
visto que X’(y — X8) = 0.

Portanto, substituindo o valor de 3 dado pela Eq. (8.33) na Eq. (8.34) chegamos a

SQR(B) — SQR(B) = (RS — ) [R(X'X)'R"Y(RB - ).

Pratica 8.5 Detalhe as contas do Exemplo 8.15.

8.2.2 Estimacao usando o método de momentos

E possivel encontrar um estimador com as mesmas propriedades que o apresentado na Segéo 8.2.1 usando
o método de momentos apresentado na Segdo 5.1.

Derivagao do estimador baseado no método dos momentos

Como ja vimos na Secdo 5.1 o método de momentos baseia-se num procedimento que iguala os momentos

populacionais aos momentos amostrais. Dessa forma, usando a HipGtese 8.2 o estimador deverd resolver
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Z?:l ealyi —2;3)=0

T owp(yi—xi3)=0
S 7' | (8.35)
Y rik(yi —23) =0

que representam E{z;pu;/X] = 0.

Pode-se mostrar que esse sistema de equagdes pode ser reescrito de forma a recuperar o estimador
de minimos quadrados apresentado na Eq. (8.16). A propésito, note que esse estimador explicitamente

recupera a Eq. (8.23).

8.2.3 Estimacgao usando maxima verossimilhanca

Como vimos na Secao 6.4.2 para proceder com o método de estimagao via maxima verossimilhanga,
precisamos estabelecer uma. distribuigio para o termo de erro. Ent&o nesta se¢éo, além das Hipdteses 8.1 (o
modelo é linear), 8.2 (exogeneidade do termo de erro), 8.3 (auséncia de multicolinearidade perfeita) e 8.4
(erro com distribuicdo esférica) usadas para a estimagdao do modelo de regressao linear usando o método
de minimos quadrados e métodos de momentos, consideramos a Hipdtese 8.5 que requer a normalidade do

termo de errou =y — X 8.

Derivagao do estimador de méaxima verossimilhanga

Dessa forma, supondo que o modelo é linear (Hipétese 8.1), a distribui¢ao do erro é esférica (Hipbtese 8.4)

e o termo de erro é normal y/X ~ N(z83,02I) (Hip6tese 8.5), ento:

i) = (ro?) 2 exp { = (50~ X8) (- x8) . (8.36)
Portanto,
log L(8.0*/X) = 1(8,0*/X) = ~ 3 log (2m) = 2108 (o) ~ 5 (y — XY (4 —~ XB). (8.37)

Como na Secao 6.4.2 para encontrar os estimadores que maximizam a  funcio de méaxima
verossimilhanca, procedemos calculando a primeira derivada em relagao aos parametros (o coeficiente da

regressao 3 e a variancia 0%) do modelo de regressio linear
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X'y - XB)
=y — XB) (y — XB)

Y~

89 = 8[([3,02) (8.38)

Oo2

ID—‘

dlogL(6) [ )
_# +

[

Entdo, igualando a primeira equagdo da matriz apresentada na Eq. (8.38) a zero e supondo que 62,
o valor estimado de o2, ¢ diferente de zero, encontramos exatamente o estimador 8 = (X'X)"1X'y j4

apresentado na Eq. (8.16).

Igualando a segunda equagio da matriz apresentada na Eq. (8.38) a zero e usando a definicao de SQR,

encontramos que o estimador de méxima verossimilhanca 62 de ¢2 dado por

5=y~ XB)'(y~ XB) = -SQR(S). (8:39)

Nao ¢é surpreendente o resultado de que os estimadores de minimos quadrados e de
méaxima verossimilhanca de S sio os mesmos. Se considerarmos o procedimento conhecido como
maxima-verossimilhanga concentrada onde primeiro encontramos o valor de um dos estimadores
e depois substituimos o valor desse estimador na funcao de maxima verossimilhanga para encontrar o valor
dos outros estimadores, podemos enxergar explicitamente esse resultado. Entdo, substituindo o valor de 42

na fun¢do de méaxima verossimilhanca, chegamos a

n n

log L(8/X) = 1(8/X) = ~5 log (2m) — 5 - 2

log (%5@3(5)), (8.40)

que mostra que maximizar a méxima verossimilhanga é equivalente a minimizar SQR(S). Portanto, o

estimador de maxima verossimilhanga e o estimador de minimos quadrados é o mesmo.

Vale a pena comentar também que os estimadores de maxima verossimilhanga e de minimos quadrados
de 02 sdo diferentes. Lembrando da Proposicdo 8.4, esse resultado implica que o estimador de maxima
verossimilhanca de ¢2 é viesado. Entretanto, a tnica diferenca entre esses dois estimadores é o denominador
onde no caso do estimador de minimos quadrados é dado por n — K e no caso de méxima verossimilhanca
é dado por n. Portanto, a diferenca entre esses dois estimadores reduz quando n aumenta, e quando n é
muito grande praticamente nao ha diferenga entre os valores desses dois estimadores. Dessa forma, para
grandes amostras, o estimador de maxima verossimilhanca de o2 é também nao viesado. Uma vez que essa
propriedade s6 é vilida para grandes amostras, o estimador de méxima verossimilhanga de ¢, como vimos

na Secao 5.3, é consistente.
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Teste de hipdteses para amostras grandes

Como vimos na Sec¢ao 6.4.2, para levar adiante o teste de hipdteses no contexto de estimacao via maxima
verossimilhanga, precisamos calcular a matriz de informacgao de Fisher. Perceba que a matriz de

informagdo de Fisher adaptada para o problema de estimacao de parametros do modelo de regressao linear

é dada por
5 o i
1(6) = 1(8,0°/X) = ~E | 5p551(8,0 )/X] =—E| Jiaeey othawey | X[ (8.41)
8208 20T

Utilizando a Eq. (8.38), podemos calcular as derivadas segundas como

d21(B.0?) 1,
883 =g X

2 2 ;
gUs o) _ n Lo xpyw-xp)
a

P(0?)? 204
8%1(B, 0?) 1,
T9gecT o WX

Sabendo que a matriz de informacgao de Fisher é calculada usando os pardmetros verdadeiros, isto é, a
expressao y — X 8 = u sera usada para simplificar o valor esperado das derivadas acima. Ent&o, calculando

o valor esperado das expressoes acima condicional ao valor de X (a matriz de dados) chegamos a

E [M(B’“z)/x} - Lxx

opop’ o?

FUB,o°) n Lo n no? n
E[W/X] = gg1 T g P X =55 - g =5
PUB,oY ] 1, ~
E {W/X] ~ ——X'E[u/X] = 0.

Finalmente, utilizamos os valores negativos dos valores esperados dessas derivadas para encontrar a matriz
de Fisher
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LX'X 0
I(3,0%/X)=| ° (8.42)
0 g5
e a sua inversa dada por
‘er O
I7Y(B,02/X) = { ’ )O< ol (8.43)

Sabemos da Se¢do 6.4.2 que a inversa da matriz de Fisher é igual a matriz de varidncia-covariancia dos
parametros estimados (3 e 2. Entretanto, uma vez que nao sabemos os parametros reais, para calcular a

matriz de Fisher (matriz de variancia-covariancia), conforme Nota 5.1, utilizaremos as estimativas 3 e 62.

Na Secdo 6.4.2, também vimos que no contexto de estimagao via maxima verossimilhanca, podemos
testar uma série de hipdteses usando uma fungéo h(#) = 0. Aqui, estamos interessados num caso particular
da fungao dada por A(6) = [Riryx k. Oyryx1]8 — 7, onde 8 = [8' o?]', que serve para testar a hipétese
nula Hy : RS = r como visto no Teorema 8.2. Note que em geral ndao estamos interessados em testar
hipéteses a respeito de o2, por isso nio fazemos restricoes em relacio a esse parametro. Como discutimos
na Secao 6.4.2, no contexto de estimacgao utilizando o método de méaxima verossimilhanga, podemos testar
hipéteses usando 3 testes diferentes: teste de Wald, teste de razdo de méxima verossimilhanga e teste dos
multiplicadores de Lagrange. Além disso, vimos também que esses testes tém distribuicao qui-quadrada
com I(r) graus de liberdade. Nessa se¢ao basicamente o que fazemos é derivar os testes estudados na Segao

6.4.2, para o caso de testes de hipdteses em modelos de regressao linear.

Para proceder com o teste de Wald precisamos calcular os valores das derivadas parciais de h em

relacio a 8 e a o2

0

__(99— = ( Rl(r)xK l Ol(r)xl ) (8'44)

Utilizando a Eq. {6.15), chegamos a estatistica de Wald para o caso do modelo de regressdo linear e A

restrita ao caso de testes de hipoteses lineares dada por

. ., e 0 R X N

W = n(RB-r) (R O)n[ gx 15t ]( . ) (RB — 1) (8.45)

= n(RB —r)|Rn&*(X'X)"*R'|"Y(RB - 1) (8.46)

_ MBRB—r)[RX'X) RN RS - 1) (8.47)
SQR(3)
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Usando o fato apresentado no Exemplo 8.15 que SQR(8) — SQR(8) = (R —r)'[R(X'X)"'R|"Y(R3 -

r), onde 8 que corresponde ao valor estimado para 3 sujeito & restricao h(3) = 0, chega-se a

W = nSQR(3) - SAQR(B)’ (8.48)
SQR(B)

que ¢ a estatistica de Wald para o caso do modelo de regressio linear com teste de hipdtese restrito ao caso

linear.

Prosseguindo com a derivagdo dos testes de hipdteses no contexto de estimacio via méaxima

verossimilhanga como na Sec¢do 6.4.2, agora vamos derivar a estatistica conhecida como razao de médxima

verossimilhanga. Usando a Eq. (8.40) e calculando a diferenca entre log L(5) e log L(3) chegamos a

log L(3) — log L(B) = —%bg(%SQR(é))+glog<%SQR(B>) (8.49)
. (SQR(G)
= 2log <—SQR([§)) (8.50)

Usando a definicdo do LRT dada pela Eq. (6.17) chegamos a

LRT = 2[log L(B) — log L(3)] = nlog (-g%g—;) (8.51)

Finalmente, agora vamos derivar a ultima estatistica dessa lista conhecida como teste dos

multiplicadores de Lagrange discutida na Secao 6.4.2.

Usando a Eq. (8.38) e o fato que

5 = ~SQR(),

7

chega-se

dlog L(6) n

99  SQR(B)

X'(y — XB)
. .
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Portanto, usando a definicio do teste de muitiplicadores de Lagrange dado pela Eq. (6.19), chegamos ao

teste de multiplicadores de Lagrange para o caso do modelo de regressao linear com testes de hipéteses

lineares
L[ n . Per 0] n [X-Xx3)
LM = E(W[(y—Xﬂ)X 0}”[ gx % SQR(f) y() )
= Song (b= xax] ™ [Xw-x5))
= 35;7(7) ((y - XBY Py~ XB)) : (8.52)

onde P = X(X'X)~1X’ ¢ conhecida como matriz de projegao (vide Exercicio 8.6).

Usando o fato que'? (y — X3)' P(y — X3) = SQR(8) — SQR(3), chega-se a

LM = nSQR(B) — SNQR(B). (8.53)

SQR(B)

8.3 Analise da qualidade do modelo de regressao linear estimado

Nesta secdo apresentamos algumas linhas gerais de como avaliar a qualidade do modelo estimado. A
primeira questao é testar se o modelo satisfaz as hipdteses propostas. A segunda é como lidar com previsao
fora da amostra. A terceira é como avaliar a qualidade do modelo de regressao linear. Issa secao segue em

parte o espirito de Harrell (2001).

8.3.1 As hipdteses do modelo sao validas?

Na Secdo 8.2.1 fizemos vdrias hipdteses para o bom funcionamento do modelo de regressao linear. Como

podemos verificar se essas hipdteses realmente siao verdadeiras?

O primeiro método que podemos usar para avaliar a qualidade do modelo estimado é investigar
graficamente os residuos do modelo de regressdo linear. Por exemplo, podemos plotar graficamente 4 ou
(112 versus cada um dos regressores e também versus 3. Nesses graficos devemos verificar se a variancia do
residuo cresce ou decresce de acordo com algumas dessas variaveis ou se existe correlagao entre os residuos e
essas varigveis. Se os dados usados forem dados de serem temporais, é vdlido também plotar 4; versus @;—;

e verificar graficamente se existe correlagio entre os residuos. Se algum desses problemas for detectado, isso

12Esse valor pode ser encontrado rearrumando os resultados do Exemplo 8.15.
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significa que a formulagdo do modelo precisa ser revista ou talvez métodos de estimagéo robustos, tais como
minimos quadrados ponderados, devam ser considerados. Adicionalmente, podemos verificar se a hipdtese
de linearidade é vélida. Finalmente, se a hipdtese de normalidade for considerada como na Segdo 8.2.1,
entdo devemos plotar também o o grafico QQ-plot, apresentado na Se¢do 7.2, para verificar a validade
dessa hipotese. Existem duas vantagens nessa metodologia. A primeira é a simplicidade. A segunda é que
ela pode dar dicas de onde se deve corrigir o modelo. Os Exemplos 8.16 a 8.21 ilustram essa metodologia.

Exemplo 8.16 (Continuacdo do Exemplo 8.8 - Modelo corretamente especificado) Usando o mesmo
gerador de dados do Exemplo 8.8, geramos n = 50 amostras e estimamos exatamente o modelo utilizado
para gerar os dados utilizando o método dos minimos quadrados. Entdo na Figura 8.3 plotamos os gréficos
de U x xi, 0 x X2, 0 x y e finalmente o grafico QQ-plot de U versus a distribuicdo normal. Como vemos
nessa figura, as hipoteses parecem ser validas e o0 modelo corretamente especificado.

0.03
0.02
0.01

o]

<8

-0.01
-0.02
-0.03

-0.04
0.8 0.9 1 11 1.2 1.3
x2

y
Figura 8.3: Modelo corretamente especificado.

Exemplo 8.17 (Residuo com heterocedasticidade - variancia do ruido crescendo linearmente com um
regressor) Nesse exemplo, variamos um pouco o gerador de dados utilizado no Exemplo 8.8. Utilizamos o
mesmo modelo linear

Ui = fio + /3ixn + [32xi2 + u.

para i = 1,0 .n, [0 = 1, /h = —2 e [32 = 3. Mas geramos o0s dados do modelo usando ag ~
Normal”®, onde yX!I = 1 e = 0.1, a2 ~ Normal”, o¢], onde pX2 = 2 e <7 = 0.001,
u ~ Normalfp, Xicr2], onde [i = 0 e a2 = 0.0001 e n = 50.
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Figura 8.4: Residuo com heterocedasticidade com a variancia crescendo linearmente com o regressor Xi.

Estimamos o0 modelo acima e na Figura 8.4 plotamos os graficos de U x xj, U x X2, i x y e, finalmente, 0
grafico QQ-plot de U versus a distribuicdo normal. Como podemos ver nesse modelo apresentado na Figura
8.4, a variancia de U cresce com xi. Além disso, como o coeficiente /3i é negativo, vemos também que a
variancia do residuo decresce em relacéo ay.

Exemplo 8.18 (Residuo com heterocedasticidade - variancia do ruido crescendo quadraticamente com
um regressor) Nesse exemplo, variamos um pouco o gerador de dados utilizado no Exemplo 8.8. Utilizamos
0 mesmo modelo linear

Vi = Po + fe=ii + frzXii + Ui

parai = 1,-11,n, Po = 1, Pi = —2 e [22 = 3- Mas geramos os dados do modelo usando xi —~
Normal[px1;a% ], onde pXt = 1 e = 0.1, x% ~ Normal[/zX2,<rX2], onde pX2 = 2 e «22 = 0.001,
u ~ Normal|/z, x2<2], onde p = 0 e ¢r2 — 0.0001 e n = 50.

Estimamos 0 modelo acima e na Figura 8.5 plotamos os graficos de U x Xi, i x X2, i x y e finalmente o
grafico QQ-plot de U versus a distribuicdo normal. Como podemos ver nesse modelo apresentado na Figura
8.5, os resultados do Exemplo 8.17 sdo amplificados. Como no Exemplo 8.17, a variancia de 0 cresce com
xi. Além disso, como o coeficiente pi é negativo, vemos também que a variancia do residuo decresce em
relagdo a y. Nota-se também nessa figura que o efeito da heterocedasticidade é tdo forte que no grafico
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Figura 8.5: Residuo com heterocedasticidade com a variancia crescendo quadraticamente com o regressor a?i.

QQ-plot comeca a haver um afastamento entre a distribuicdo normal e a distribuicdo empirica de U nos
extremos.

Exemplo 8.19 (Continuagdo do Exemplo 8.8 - Omissdo de variaveis) Usando o mesmo gerador de dados
do Exemplo 8.8, geramos n = 50 amostras. A diferenca aqui é que estimamos o modelo

Vi = [30 + PiXn + Ui.
Entdo na Figura 8.3 plotamos os graficos de U x xi, U x x2, U x y e, finalmente, o grafico QQ-plot de U

versus a distribuicdo normal. E notavel como o regressor X2 agora aparece no erro.

Exemplo 8.20 (Erro de especificagdo funcional) Nesse exemplo, variamos um pouco o gerador de dados
utilizado no Exemplo 8.8. Utilizamos 0 modelo quadréatico

yi = 00 + /3iXn + ~2ni2 + Ui

parai =1+ ,n, B0 =1 83i = ~2¢e = 3 usando ag ~ Normal”®,<72J, onde /iXl = 1 e a® = 0.1,
aqg ~ Normal”, «2J, onde =2e = 0-01, u ~ Normal[/z,cr2], onde y = 0 e a2 = 0.0001 e n = 50.
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Figura 8.6: Omissdo do regressor a?2.

Entretanto, cometemos um erro de especificacdo estimando o modelo linear
Vi = A) + 0ixn + (32xi2 + Ui.

Na Figura 8.7 plotamos os graficos de U x Xi, U x X2, U x y e, finalmente, o grafico QQ-plot de U versus a
distribuicdo normal. Como podemos ver nessa figura aparece explicitamente uma relagdo quadratica entre
0 termo de erro U e o regressor x2- Esse efeito aparece também no grafico U versus y e no grafico QQ-plot.

Exemplo 8.21 (Distribuicdo ndo normal) Nesse exemplo, variamos um pouco o gerador de dados utilizado
no exemplo 8.8 modificando apenas a distribuicdo do termo de residuo u com distribuigdo t-Student com
um grau de liberdade e n = 50.

Podemos notar trés fendmenos interessantes na Figura 8.8. O primeiro refere-se aos graficos tixx\ e UXX2
onde existe maior concentracdo de pontos nos extremos visto que a distribuicdo t-Student tem causas mais
pesadas que a distribuicdo normal. O segundo é uma relagdo crescente entre i e y. Isso ocorre pois uma vez
gue Xi e X2 tém distribuicdo normal e, portanto, ficam mais concentrados em torno da média, o valor de y
sera maior quando u for maior e sera menor quando u for menor. E o terceiro refere-se ao grafico QQ-plot
da distribuicdo empirica de U versus a distribuicdo normal onde podemos notar um afastamento entre as
duas distribui¢Bes principalmente nos extremos.
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Z1 X2

Figura 8.7: Erro de especificagéo.

Em caso de encontrar algum ou alguns dos fendmenos indesejados acima, sugere-se a implementacdo de
testes estatisticos mais precisos. Por exemplo, podemos fazer o teste de correlacdo de Spearman estudado
no Capitulo 2 para verificar a existéncia de heterocedasticidade. Para testar a presenga de autocorrelagéo
(no caso de dados de séries temporais), podemos rodar uma regressao de i contra seus valores defasados e
testar a hipotese de que todos os coeficientes da regressdo dos termos defasado sdo nulos. Finalmente, para
testar se os residuos possuem distribuicdo normal, podemos fazer o teste de Jarque-Bera (valido apenas
para grandes amostras). Detalhes nesses procedimentos podem ser encontrados por exemplo em Ruud
(2000), Gujarati (2000), Wooldridge (2001) and Wooldridge (2003).

8.3.2 O modelo é capaz de fazer previsdes fora da amostra usada para a
estimacao?

Uma aplicacdo muito Gtil de modelos econométricos é fazer previsdo de uma determinada variavel
dependente y usando dados de variaveis dependentes que nao foram usados para construir a amostra. Nesse
contexto, uma pergunta importante ¢ se a previsao feita, utilizando dados ndo pertencentes a amostra usada
para estimacdo, é confiavel.
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Figura 8.8: Distribuicdo ndo normal.

Uma técnica usada para testar habilidade de previsdo fora da amostra é chamada de validacao cruzada,
e baseia-se em dividir a amostra original (aleatoriamente) em duas partes. Enquanto a primeira parte da
amostra é usada para estimar o modelo, a segunda parte da amostra é usada para testar o modelo estimado.

Usando esse procedimento, pode-se responder a pergunta colocada acima com seguranca. Em geral, diz
qgue um modelo que ndo responde bem a previsdo fora da amostra “decorou”13 os dados da amostra usada
para estimacdo. Em modelos lineares a causa mais comum para esse fendbmeno € um nimero exagerado
de regressores. Obviamente uma solugdo desse problema é eliminar alguns dos regressores. A dificuldade é
como escolher os regressores a serem eliminados. Entretanto, o bom senso pode ajudar. A primeira solugéo
é buscar suporte na literatura econdmica na escolha dos regressores a serem eliminados. Uma outra solugdo
é eliminar variaveis cujas distribui¢cBes sejam muito estreitas. Finalmente, uma solucdo estatistica para
0 problema é a técnica da analise multivariada, conhecida como analise dos componentes principais, que
transforma um conjunto de varidveis correlacionadas em um conjunto de variaveis ndo correlacionadas
(ANDERSON, 2003).

13Em inglés, esse fendmeno é chamado de overfitting.
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8.3.3 O Modelo responde de forma desejada ao esperado pela teoria?

Uma outra questao pratica relevante na estimacao de modelos lineares é se 0 modelo estimado responde
corretamente & teoria. Por exemplo, se no caso do CAPMI encontrarmos um £ negativo, isso significa que
algo nao estd funcionando bem no modelo. Entdo. ou o modelo ndo é um bom modelo, ou a amostra
nao é wma boa amostra, ou existe um outro problema na especificagdo do modelo que esta causando esse
problema. Por exemplo, a omissao de varidveis relevantes no modelo pode causar esse problema. Entao

avaliar se 0 modelo responde bem a teoria, e se ndo responde, avaliar as causas é fundamental.

8.3.4 Qualidade do ajuste e os coeficientes de determinacgao

Uma questdo que em geral economnistas estdo interessados € saber qual a habilidade que o conjunto de
varidveis independentes tem para explicar a varidvel dependente. Considerando que se um dos regressores

é constante e, portanto (vide Exercicio 8.19),

SQT = SQE + SQR, (8.54)
esse papel pode ser desempenhado pelo chamado coeficiente de determinacdo R? que é definido por

_SQE _, SQR

2
r T SQT SQT’

(8.55)

onde SQE = 3" (5: — )%, SQT =37 (v —9)* ey =>._, L. Note que o R? nada mais é do que a
razao da variagao da variavel independente, que é explicada pelo conjunto de varidveis independentes em

relagdo a variacdo total (explicada e ndo explicada).

Nota 8.5 Uma propriedade importante do R? trivialmente verificada é que quando um dos regressores do
modelo de regressao linear é uma constante entdo 0 < R? < 1.1 Logo, o R? igual a 1 significa perfeito

ajuste.

Uma restri¢ao & habilidade do R? na verificacio do ajuste de ur modelo de regresso linear é que quando
uma nova varidvel independente é adicionada a regressio. o R? nunca decresce e usualmente cresce. Isso
ocorre pois 0 SQR nunca anmenta quando um novo regressor é adicionado ao modelo. Uma extensao do
R? conhecida como Ri_iusmdo é uma forma de tentar lidar com essa restricio. Com o objetivo de entender

2 2
0 R} istador TeESCTEVA O R como

148e 0 modelo de regressio nao incluir uma constante como regressor, entdo o R? pode ser negativo.
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R*=1- ___SQR/n.
SQT/n
Note que SQR/n e SQT/n sdo respectivamente estimativas viesadas da variancia amostral de @ e y. O

szustado é entdo definido a partir da mesma ideia usada para definir o R?, substituindo as varidncias de

por seus valores nao viesados como em

R —1 SQR/(n - K)
ajustado SQT/(H — 1) .
Um procedimento usualmente comum é usar o R? ou joustado para a decidir se um novo regressor deve

ser inchiido ou ndo no modelo. Esse procedimento ndo parece ser o mais interessante, visto que a decisdo
de um novo regressor entrar ou nao no modelo deve ser feita usando teoria econémica. De fato, de acordo
com Exercicio 8.20, o R? pode ser visto como um passo intermedidrio para o célculo da estatistica F.
Finalmente, o R? mede apenas um aspecto da habilidade preditiva de um modelo que é o ajuste. Outros
aspectos nao considerados sao habilidade de previsao fora da amostra onde o modelo é aplicado & uma
amostra onde néo foi estimado como discutido na Se¢ao 8.3.2 e que o modelo responda de acordo com o

esperado pela teoria como discutido na Secao 8.3.3.

Exemplo 8.22 (Continuacio do Exemplo 8.8 - R? e szustado) Para a regressdo linear discutida no
Exemplo 8.8, encontramos R?* = 0.9987 e R3;, i.q0= 0.9983.

8.4 Exercicios

Nota 8.6 Devido a relacio intima que existe entre modelos de regressio linear e dlgebra linear e matricial,
véarios dos exercicios desse capitulo exigem o conhecimento desses tdpicos. Entao sugere-se ao leitor
desavisado a consulta de referéncias tais como Franklin (1968), Eves (2008), Lima (1995) e Abadir e
Magnus (2005).

Exercicio 8.1 Calcule a derivada de SQR(3) = v’y — 2y’ X8 + /X’ X 3 em relagao a (.

Dica: Note que SQR(8) = 'y — 24/ X3 + 8'X'X 3 é uma funcio SQR : RX — R. Entdo a forma mais
simples de fazer essa conta é explicitar os vetores e matrizes da equagdo da SQR em fungdo dos elementos,
depois derivar a fungio real SQR em relagio a cada 8, k = 1,--- , K, e finalmente compactar os resultados

no formato matricial para encontrar 22988 — —2X'y+2X'Xp.
p o8

Exercicio 8.2 Considere as duas regressoes lineares, uma restrita dada por y = X 3 + u e outra irrestrita
y = XB + Z§ + u. Mostre que se os regressores representados por X e Z sdo independentes dois a dois,

satisfazendo X'Z = 0, entdo as estimativas de 3 nas duas regressoes sdo as mesmas.
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Dica: Use a definicio de 3 apresentado na Eq. (8.16).

Exercicio 8.3 Mostre que os produtos matriciais abaixo satisfazem as igualdades:

2)

Tnl

T21 9
[ 211 221 - @ | . 22%1-

Tnl

Exercicio 8.4 Calcule a inversa de

n T

X'X = " n
doim1 Tl D1 Th

Exercicio 8.5 Mostre as seguintes propriedades de matrizes idempotentes:

1) Uma matriz idempotente e diagonal tém todos os elementos iguais a 0 ou iguais a 1.

2) Todos autovalores de uma matriz idempotente séo iguais a 0 ou iguais a 1.

3) Uma matriz simétrica com autovalores iguais a 0 ou iguais a 1 é idempotente.

Dica: Uma matriz A é idempotente se satisfaz A = A. Uma matriz A é simétrica se satisfaz A’ = A.

Exercicio 8.6 Podemos escrever y = X + 4 = Py + My, onde as matrizes P = X(X'X)'X"e M =
I,, — P sao chamadas respectivamente de Matriz de Projegdo e Matriz Aniquiladora. De fato, uma
vez que 4 é ortogonal a X (vide Eq. (8.23)), y pode ser decomposto em duas componentes: uma que é

combinagao linear das colunas de X e outra que é ortogonal a X.
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Mostre que essas matrizes satisfazem as seguintes propriedades:
1) PX=X
2) M X =0 (que justifica o termo Matriz Aniquiladora)
3) As matrizes P e M sio idempotentes e simétricas.

Dica: O trago de uma matriz quadrada é a soma dos elementos da diagonal principal.

Exercicio 8.7 Mostre as seguintes propriedades de matrizes positivas definidas:
1) Toda matriz positiva definida tem autovalores positivos.

2) Toda matriz positiva definida tem determinante positivo.

3) Toda matriz positiva definida tem inversa.

Dica: Diz-se que A é uma matriz positiva definida se para todo vetor v # 0, v' Av > 0. (1) Use a defini¢ao
de autovalor e a definicio de matriz positiva definida. (2) Use o fato que o determinante de uma matriz é

o produto dos autovalores. (3) Use o fato que o determinante é positivo.

Exercicio 8.8 Mostre que uma matriz simétrica é positiva definida se e somente se todos os autovalores

sao positivos.

Dica: Para provar que uma matriz simétrica com autovalores positivos é positiva definida, escreva a
diagonalizagdo canémnica, lembrando que uma matriz simétrica pode ser diagonalizdvel por meio de uma
matriz ortogonal, onde uma matriz A é ortogonal quando A’A = I. Para provar o converso, use as defini¢oes

de autovalor, autovetor e matriz positiva definida.

Exercicio 8.9 Mostre que X'X, onde X é uma matriz de ordem n x K, tem posto K.

Dica: Mostre que essa matriz é positiva definida.

Exercicio 8.10 Mostre que se uma matriz X de ordem n x K tem posto K entdo X’X possui inversa.

Dica: Trivial dos Exercicios 8.7 e 8.9.
Exercicio 8.11 Mostre que o erro de estimacio 3 — 8 = (X' X)X .

Exercicio 8.12 Mostre que para duas matrizes quadradas A e B:
1) traco(A + B)=traco(A)+trago(B).
2) traco(cA)=c trago(A), onde ¢ é um escalar.
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3) trago(AA’)=trago(A’A)
Exercicio 8.13 Prove as Proposicoes 8.1, 8.2, 8.3 e 8.4.

Dicas: (1) Proposigao 8.1: Use Eq. (8.20) e a HipGtese 8.2. (2) Proposicgo 8.2: Use Eq. (8.20). (3) Proposicao
8.3: Construa um estimador genérico linear em y , use a Proposi¢io 8.1 e calcule a varidncia desse estimador
mostrando que ela é igual a varidncia de 8 na Proposigao 8.2 adicionada de um termo positivo. (4)
Proposicao 8.4 Mostre que @'é4 = «'Mu, onde M é apresentada no Exercicio 8.6. Mostre também que

E[u'Mu/X] = o?trago(M) e calcule o valor desse trago usando Exercicio 8.12.

2

Exercicio 8.14 Mostre que 6° = S—f’% tem distribui¢ido qui-quadrada com n — K graus de liberdade.

Dica: Reescreva SQR usando a matriz aniquiladora.
Exercicio 8.15 Mostrar que R(X’'X)~ 1R’ possui inversa.

Dica: (1) Note que (X'X)~! é simétrica. (2) Lembre que os autovalores da matriz inversa, so os inversos
dos autovalores da matriz original. (3) Logo, usando o Exercicio 8.8, (X’X)~! é também positiva definida.

(4) Uma matriz positiva definida A pode ser fatorada como A = BB'.

Exercicio 8.16 Mostre que a varidvel aleatéria (R3 — r)'[R(X'X)"'R'|""(RA - r) tem distribuicdo

qui-quadrada com [(r) graus de liberdade.

Exercicio 8.17 Considere o modelo de regresséo linear dado por y; = 80 + 8121 + S22 + u. Mostre como
voceé faria para testar a hipétese 31 + 32 = ¢ nas duas formas do teste F — uma apresentada pelo Teorema

8.2 e a outra apresentada no Exemplo 8.15, onde ¢ é uma constante.

Exercicio 8.18 Considere o modelo de regressio linear dado por y; = B9 + fi171 + Sox2 + u. Transforme
essa regressao de forma que a hipétese 81 + B2 = ¢, onde ¢ é uma constante, possa ser escrita como uma
restricao de igualdade envolvendo apenas um parametro da regressao. Estenda essa ideia para o caso onde

temos restri¢cdes do tipo RS = r.

Exercicio 8.19 Mostrar que SQT = SQE + SQR.

Dica: Use a definicdo de i; e chegue a > o (yi —9)2 = > i 1 (G —9)° + > @2+ 25" (§; — J)Us, onde

o tltimo termo é nulo devido a Eq. (8.23).

Exercicio 8.20 Mostre que para restrigdes de exclusdo o teste F pode ser escrito como

(B — R2)/i(r)
TR/ K)
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9. Regressao com resposta binaria e

modelos de classificacao

“Still, I have no love for the cloth.

Just as cotton,

which is in itself the most harmless substance in the world,

becomes dangerous on being dipped into nitric acid,

so the mildest of mortals is to be feared if he is once soaked in sectarian religion.”
Arthur Conan Doyle

9.1 Introdugao

No Capitulo 8 introduzimos o modelo de regresséo linear, que é o modelo econométrico mais popular para
relacionar uma variavel dependente com um conjunto de varidveis independentes. Embora esse modelo
seja util para modelar vérios tipos de situagdes, ele, por exemplo, nao ¢ adequado para todas as situacdes
préticas, como por exemplo aquelas que trataremos nesse capitulo. Considere que desejamos explicar um
conjunto de dados onde a varidvel dependente assume apenas valores 0 ou 1. Por exemplo, admita que
temos uma amostra de dados sobre firmas (i = 1---n) onde uma parte dessas firmas quebraram (y; = 1)
e uma outra parte continua normalmente em operac¢do (y; = 0) e queremos utilizar varidveis especificas
das firmas relacionadas com o setor de operagdo da firma (construgao civil, indistria etc), estrutura de
capital (relacdo entre passivos e patrimoénio liquido), estrutura de ativos (relacdo entre capital de giro e
ativo total, relacao entre ativos geradores de renda e nio geradores de renda etc.) e habilidade para a
geragdo de caixa na firma (relagdo entre lucro liquido e patrimonio liquido, relacio entre lucro operacional
e receita liquida etc.), para explicar a quebra de firmas (DUFFIE; SINGLETON, 2003; BARTH, 2004).
Uma abordagem para esse problema pode ser feita tentando explicar a probabilidade de uma. firma quebrar

usando covaridveis de firmas como
plzi) = P(y: = 1/z:). (9.1)

Implicitamente, estamos supondo que a variavel aleatéria y;, para a firma ¢, tem distribuicao de Bernoulli,
com probabilidade de sucesso P(y; = 1/x;), que depende das caracteristicas da firma 7, caracteristicas essas
que estao representadas numericamente nos componentes do vetor x;. Uma alternativa simples seria estimar
um modelo de regressao linear usando p(z;) como varidvel dependente e usar as varidveis z;1, 22, - - , Tik

como variaveis independentes, obtendo

p(x:) = Ply; = 1/a;) = Brza + Baiz + - - + BrTir + i. (9.2)

Introdugio aos métodos estatisticos para economia e finangas | 325



Embora esse modelo, conhecido como modelo de probabilidade linear, seja algumas vezes usado
empiricamente,’ ele nio é adequado, pois depois de estimado? nao ha nada que garanta que o lado direito
da Eq. (9.2) esteja limitado ao intervalo unitario [0, 1], que ¢ faixa possivel de valores para uma variavel
que representa uma medida de probabilidade. Uma variagao interessante desse modelo, onde se restringe
os valores do modelo de probabilidade linear ao intervalo [0,1] utilizando uma funcdo de distribuicao

acumulada uniforme, é discutida em Ruud (2000).

Neste capitulo, com o intuito de estudar o problema descrito pela Eq. (9.1), teremos o primeiro
contato com uma classe mais ampla de modelos que aquela discutida no Capitulo 8, que inclui os modelos
conhecidos como modelos lineares generalizados.? Mais especificamente, nesse capitulo, introduziremos
dois modelos de resposta binaria conhecidos como logit e probit, que sdo os modelos mais comuns

utilizados para lidar com o problema descrito pela Eq. (9.1).

Outra questao interessante que sera discutida nesse capitulo é como usar os modelos logit e probit para
fazer classificacao entre dois tipos de objetos em uma determinada amostra. Por exemplo, suponha que
desejamos saber numa amostra em firmas quals estdo em m4d situacio financeira e quais firmas que estao
operando normalmente. Esses modelos podem também ser aplicados para responder esse tipo de pergunta.
Ainda é vdlido comentar que algumas referéncias sobre o tema de modelos de resposta binaria influenciaram
parcialmente este capitulo tais como Ameiniya (1985), Ruud (2000), Wooldridge (2001), Wooldridge (2003)
e Davidson e MacKinnon (2004).

Este capitulo é dividido em duas se¢des. Na Secgao 9.2, introduziremos a hipéteses que estao por de tras
dos modelos de resposta binaria e depois usaremos essas hipéteses para delinear uma rota para estimagao e
teste de hipdteses nesses modelos. No fim dessa se¢ao discutiremos ainda a qualidade do modelo estimado.
Na Secdo 9.3, discutiremos a aplicacao desses modelos em classificacao. Finalizaremos esse capitulo com a

Secao 9.4 que enumera algumas possiveis extensdes dos modelos apresentados aqui.

9.2 Modelos com resposta binaria

O objetivo dos modelos de regressao estudados nesta secdo é explicar a probabilidade de ocorrer y; = 1 ou
y; = 0 usando varidveis explicativas como apresentado na Eq. (9.1). Como estudamos na Secdo 3.1, uma

vez que y; assume valores 0 e 1, ele é uma varidvel aleatéria de Bernoulli. De fato, a diferenca daqui para

IEmbora esse modelo nao seja adequado, muitas vezes ele é uma boa aproximagao para o problema.

2% valido ressaltar que embora esse modelo seja linear e satisfaga a Hipétese 8.1, pode-se mostrar que ele nio satisfaz a
Hipdtese 8.4. Dessa forma, embora o método dos minimos quadrados gere estimadores dos coeficientes de regressdo linear
nio viesados, esses estimadores sao nao eficientes. Uma técnica que pode ser usada para estimar esses coeficientes é a técnica
conhecida como minimos quadrados ponderados. Para detalhes, consultar Wooldridge (2001).

3Modelos lineares generalizados sio extensdes dos modelos lineares que sdo especificados usando duas fungdes. A primeira
funcao é uma funcao conexao (link) que descreve como a média do modelo depende do modelo linear, isto é, g(ps:) = z:8, i
é a média. A segunda funcio chamada de fungdo variancia especifica como a variavel dependente depende da média var(u),
isto é, var(y) = ¢var(u).
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a apresentagao na Secdo 3.1 é que y; estd condicionado a x;. Portanto, tanto a média quanto a variancia

de y; irao depender do conjunto de caracteristicas em xr;.

9.2.1 Hipoteses dos modelos de resposta bindria

Nesta secao explicitamos as hipdteses que estao por trds dos modelos de resposta binaria. A primeira

hipétese dessa segao restringe a classe de modelos que iremos estudar nesse capitulo.

Hipdétese 9.1 (Forma funcional) Seja y; a i-ésima observacdo da chamada varidvel dependente e x; =

[¥i1, 22, ,2;K] a i-ésima observacao dos K regressores. Entao
p(z:) = Py = 1/2;) = F(x,), (9.3)

onde F ¢ uma funcao de distribuicdo acumulada e, portanto, a funcdo F(-) estd restrita ao intervalo
0< F(z)<1,Vze R

Nota 9.1 Em geral, nos modelos de resposta bindria, consideramos que o primeiro elemento do vetor x;,
o termo z;1, € uma coustante igual a 1. Isso significa que o intercepto estd sendo incluido no lado direito

da regressao.

Neste capitulo, estudaremos duas formas funcionais para a fungéo F', que estdo explicitadas nos exemplos

abaixo. O primeiro trata dos modelos probit, e o segundo trata dos modelos logit.

Exemplo 9.1 (Probit) O modelo probit é um caso especial do modelo apresentado na Eq. (9.3) onde
F(z) = ®(z) :/ @(v)dv, (9.4)
-

onde ¢{v) é a distribuicao normal padronizada (vide Segao 3.3). O modelo probit tem sido muito utilizado
em estudos empiricos em Fconomia. O motivo é que, em modelos microfundamentados em teoria econémica,
supde-se a existéncia de varidveis latentes (ndo observadas) u;, que possuem distribuicao normal. Quando
u; estd acima de um valor de corte ¢, observa-se y; = 1; caso contrario, observa-se y; = 0. Supde-se
adicionalmente que varidvel u; é uma fungao linear (no mesmo estilo da regressao linear discutida no capitulo
anterior), de um conjunto de covaridveis no vetor ;. Pode-se mostrar que essas suposicoes conduzem a um

modelo probit para a varidvel y;, como fungdo das covaridveis x; (vide discussdao mais adiante).

Exemplo 9.2 (Logit) O modelo logit é um caso especial do modelo descrito pela Eq. (9.3) onde ¢(v) é a
distribuicéo logistica

F(z) = A(z) = %. (9.5)
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Na Figura 9.1 comparamos as func¢des de distribuicdo normal acumulada usada no Exemplo 9.1 com a
distribuicdo logistica acumulada utilizada no Exemplo 9.2. Embora o comportamento qualitativo das duas
distribuicdes seja 0 mesmo, é notavel a diferenca do comportamento das caudas dessas distribuicdes, onde
as caudas da distribuicdo logistica convergem mais lentamente para zero. De fato, para o intervalo 0.1 <
z < 0.9, as fungdes logit e probit possuem uma relacdo praticamente linear. Por essa razdo, normalmente
é dificil discriminar entre esses dois tipos de especificagcdes, com base em medidas de qualidade do ajuste
(CHAMBERS; COX, 1967). Usando a Eq. (9.3), sabendo que y», parai = 1,+'1,n, € uma variavel aleatéria

Figura 9.1: Comparacgédo das funcdes de distribuicdo acumulada normal e logistica.

de Bernoulli, entdo

EfMN] = PCQyi = 1/xi) x 1+ P(yi = G/xi) x 0 = p(xi) — F™X'. (9.6)

Considere que x” é uma variavel continua. Se calcularmos a derivada parcial de p((r,;:) em relagdo a Xij,
paral < j < K, usando a Eq. (9.3), chegamos a

(9.7)

onde /(z) = ™1 Portanto, o efeito parcial de xij depende de /(x(/3). Se F é uma funcéo estritamente
crescente como nos casos dos Exemplos 9.1 e 9.2, entdo /(z) > 0,Vz. Portanto, o sinal do efeito de xtj em
p”Xi) é dado pelo sinal de 0j. De fato, podemos verificar também que os efeitos relativos ndo dependem de
Xi. Para duas variaveis continuas Xj e xk, a razao entre os efeitos parciais é constante e dado pela razéo

entre os coeficientes correspondentes.
dpCx™dxjj
13K’
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Nota 9.2 (Interpretagio usando varidveis nio observadas) Em geral, é comum motivar modelos de escolha

binaria dados pela Eq. (9.3) como a observagao parcial de uma varidvel nio observada y* dada por
yf =z;B+u;, yi =1 quando y; >0, (9.9)

onde u; é uma variavel independente de X com distribuicdo acumulada F que deve ser continua e simétrica

em torno do ponto 0 como aquelas apresentadas nos Exemplos 9.1 e 9.2. Portanto,
Ply; =1/z;) = P(y; > 0/z;) = P(u; > —x;8/x;) = 1 — F(—x,8) = F(x}8), (9.10)
que resulta na Eq. (9.3).

Nota 9.3 (Medindo o efeito parcial de varidveis dummy) Considere um modelo de resposta bindria, onde

o K-ésimo regressor é uma variavel dummy
p(xi) = F(Bixa + Boxia + - + Br—1@: k-1 + Brtik +u;) parai=1,2,--- |n, (9.11)

O efeito parcial de z;x na probabilidade p(z;) pode ser medido fazendo p(x;/z;x = 1) — p(z;/zix = 0).

Reapresentamos a seguir a hipétese de nao-multicolinearidade perfeita entre as varidveis do lado direito
da regressio. Essa hip6tese foi vista para o caso de modelos lineares (Capitulo 8), e é importante também

para os modelos de resposta bindria discutidos neste capitulo.

Hipdtese 9.2 (Auséncia de multicolinearidade perfeita) O posto da matriz de dados X de ordem n x K
é K com probabilidade 1.

Uma outra hipétese importante para a estimagio de modelos de resposta bindria é similar em ideia &
Hipdtese 8.4 necessaria para o estudo do modelo de regressao linear. Como veremos na Sego 9.2.2 essa
hipétese sera fundamental para a construcéo da fungao de maxima verossimilhanca que serd usada para a

estimagao dos modelos de resposta bindria.

Hipétese 9.3 (Independéncia entre as observagdes) As observagbes aleatdrias y;, para i = 1,--- ,n, sao

independentes.?

9.2.2 Estimagao dos modelos de resposta binaria

A estimagao dos modelos de resposta binaria estudados neste capitulo pode ser feita usando o método de

méxima verossimilhanga ja estudado nas Sec¢des 6.4.2 e 8.2.3. Usando o fato que y; é uma variavel aleatéria

4 As observagdes néo sio identicamente distribuidas, pois as médias de y; ndo sfo as mesmas (variam com as covariaveis).
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de Bernoulli, com média condicional ao vetor z;, e que a Eq. (9.3) é valida, entdo a fungdo densidade de
y; dado x; é dada por
flyi/zi) = FlaiB)" (1 = F(x38))' 7v". Y yi € {0,1}. (9.12)

Supondo que a Hipotese 9.3 é valida, entdo a fungao de maxima verossimilhanga é dada por

L(B/X) = Hf (y:/:) =H[ T )V (1 — Fx}8))' ], (9.13)

e finalmente a funcao de log verossimilhanca tem expressao

n

log L(8/X) = Zlogf vi/wi) = Y lyilog F(x18) + (1 — y;) log(1 — F(x/8))]. (9.14)

=1
Exemplo 9.3 (Continuacido do Exemplo 9.1 — Fungdo de log verossimilhanga para o modelo probit)
Substituindo o valor de F(-) dado pela Eq. (9.4) na Eq. (9.14), chegamos & fungao de log verossimilhanca

para o modelo probit

n

log L(B/X) = > [yslog ®(z}8) + (1 — y;) log(1 — ()] (9.15)

=1

Exemplo 9.4 (Continua¢ao do Exemplo 9.2 - Funcio de log verossimilhanga para o modelo logit)
Substituindo o valor de F(-) dado pela Eq. (9.5) na Eq. (9.14), chegamos & funcio de log verossimilhanga

para o modelo logit

i

log L(B/X) = 1(8/X) =) _ly:log A(z;8) + (1 — y:) log(1 — A;))], Vs € {0,1}. (9.16)

i=1

Calculando as derivadas parciais de I(3/X) em relacdo a /3, chegamos a

e g{ S| -u-w [ ) - ZHM<(1%—F<£¢/£>))' 17

O estimador de méxima verossimilhanca é a solugao do sistema de equagoes nao-lineares

§- et = P ©.18)

F(i3)(1 - F ;))

=1
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Pode-se mostrar que, quando a Hipdtese 9.2 é vilida. a solucao desse problema é tinica para o caso dos
modelos probit e logit, visto que [(3/X) é concava em 3.° Infelizmente, devido & ndo linearidade do
problema, ndo é possivel encontrar uma solucao analitica para o estimador de mdxima verossimilhanca de
8, tanto para o modelo probit, quanto para o modelo logit. nas Eqgs. (9.15) e (9.16). Dessa forma, precisamos
buscar uma solucao numérica para esse problema. De fato. a boa noticia é que a maioria dos softwares

econométricos livres ou comerciais ja fazem isso.

Exemplo 9.5 (Exemplo numérico de modelos de resposta bindria) Neste exemplo, mais uma vez
utilizaremos simulacoes Monte Carlo para gerar os dados que serdo usados para estimar um modelo de
resposta binaria. Diferentemente da geracao de dados no modelo de regressao linear (vide Exemplo 8.8),
aqui precisaremos tomar alguns cuidados especiais. A sequéncia bdsica para podermos gerar os dados desse

modelo é a seguinte:
1) Criar n valores de um vetor de ordem K de regressores com uma distribuicdo pré-especificada.

2) Para cada um desses n valores, caleular F(273) usando os valores reais para § (lembre-se que estamos
fazendo o papel da natureza), e a férmula para distribuicao acumulada F(-) desejada (no caso, normal ou

logistica).
3) Sortear n valores de uma varidvel aleatéria uniforme w;, @ =1,---,n, no intervalo [0, 1].
4) Gerar os n valores de y; fazendo o seguinte teste: se w; € [0, F(«/3)] ent&o y; = 1; caso contrario, y; = 0.

Vamos entio construir um modelo de resposta bindria com trés regressores. O primeiro regressor sera
s = 1, para todo i = 1,...,n. O segundo regressor sera uma varidvel aleatéria ;2 ~ Normal(p,,, 022)
_ 2 oair N, , 2 _ 2 _
onde iz, = 1 e 03, = 0.36 e o terceiro regressor x;3 ~ Normal(p,,,0z,) onde pi,, = 0 e oz, = 0.64, com

/31:1,/32:—16‘53:1.

Note que a escolha acima foi cuidadosa para conseguirmos um modelo berm balanceado. Considerando que a
média de 28 é zero, se a variancia de 23 for muito pequena, todos os valores ficarao em torno F'(x}3) = 0.5.
Se a variancia de .r} 8 for muito grande, entdo todos os pontos gerados estarao no extremo da distribuicao.
Entdo, fizemos média de ;3 igual a 0 e varidncia de 2}8 igual a 1. Vamos supor que o modelo que gera
os dados é o probit. No caso de utilizarmos um modelo logit, todos os passos sao completamente similares.
Geramos uma amostra com 30 observagoes, apresentadas na tabela 9.1. Maximizando-se numericamente a
Eq. (9.4), encontramos 3, = 1.0058, 3, = —0.7761 e 33 = 1.1000.

9.2.3 Teste de hipéteses nos modelos de resposta bindaria

Da mesma forma que para o modelo de regressio linear (vide Seg¢éo 8.2.3), quando estimamos os parametros

usando o método de mdxima verossimilhanca, para lidar com testes de hipéteses no modelo de resposta

5Veja Exercicio 9.3, o teorema de Pratt (1981) e também a discussiao apresentada em Ruud (2000) ou Amemiya (1985).
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Tabela 9.1: Dados simulados para a regressao probit
Zo z3 F(z/0) w
0.9657 -0.4591 0.3355 0.2909
0.876 0.3164 0.6702 0.0484
1.3828 -0.2762 0.2549 0.0395
0.9754 -0.3609 0.3683 0.5046
1.2136  0.7084 0.6896 0.3671
0.6069 -1.265 0.1916  0.9235
-0.1401 -0.5381 0.7264 0.5968
0.4034 0.1266 0.7652 0.8085
1.4103 -0.4291 0.2006 0.9253
0.7218 1.9531 0.9872 0.3628
0.6683 -0.4619 0.4482 0.215
0.7826 -1.1082 0.1865 0.136
2.2683 0.3435 0.1775 0.4923
0.5399 -1.0142 0.2898 0.7836
1.0226 1.1726  0.8749 0.1714
1.1626  0.0556  0.4574 0.187
0.1819 0.8806 0.9553 0.6035
-0.5576 0.627 0.9855 0.8332
0.6422 -0.0757 0.6111 0.8088
2.1958 0.0866 0.1337 0.2878
1.2708 -0.6903 0.1683 0.0822
0.8722 -0.7836 0.2541 0.6477
1.2938 -0.4827 0.2187 0.3266
0.581 -0.2088 0.5833 0.6118
0.7974 -0.8146 0.2703 0.3336
0.7444 1.3183 0.9423 0.4368
0.8979  0.9489 0.8534 0.1081
0.5505 0.669 0.8683 0.3113
0.2186 0.7388 0.9358 0.3851
0.8632 -1.2637 0.1299 0.6798

H»—AHH»—A;—A)—*»—A»—AH»—AHH»—A»—!»—!.—A»—\H»—!»—A»—!H»—AHH»—!»—AHHE
O =t el = O O OO = OO kOO OO OO -

332 | Carvalho, Cajueiro e Camargo



bindria, precisamos calcular a matriz de informacao de Fisher. Utilizando a Eq. (9.17) e calculando a

segunda derivada em relagdo a f chegamos a

O*osL(5/X) _ 3~ (- J{@BP !
(

982 F@8)1 —FB) (i —F (miﬂ)g(w;b’))} , (9.19)

i=1
onde g(x;3) é uma fungao de ;3.
Lembrando que a matriz de informacao de Fisher I(3/X) = —F [%{;B,l(ﬂ) / X} é calculada para o

verdadeiro, trocando de ordem o valor esperado e o somatdério e notando que E|(y; — F(z;8)g(x8)/z;:] = 0,

chegamos a

f(z; B) Til
I(8/X) = Z F B (%B)), (9.20)
cuja inversa é dada por .
T C N (e A
G =L TR G -Fa | (21

Note que, para as funcdes de distribuicao acumulada usuais, a Hip6tese 9.2 é suficiente para garantir
que essa inversa exista e, nesse caso, ela é positiva definida.® A inversa da matriz de Fisher, similarmente
as Secoes 6.4.2 e 8.2.3, tem um papel fundamental, pois ela é igual & matriz de variancia-covariancia dos
parametros estimados 3. Por nio dispormos dos valores reais dos pardmetros do modelo, conforme Nota
5.1, substituimos os valores reais desses pardmetros por seus valores estimados, o que é razoavel visto que

as estimativas de méaxima verossimilhanga sfo consistentes.

Nas Segoes 6.4.2 e 8.2.3, vimos também que, para fazer testes de hipdteses no contexto de estimacao
usando maxima verossimilhanga, podemos usar uma das tres possibilidades: teste de Wald, teste de razao de
verossimilhanca e teste dos multiplicadores de Lagrange. Embora todos esses trés testes tenham distribuicao
qui-quadrada com r graus de liberdade (r é o niimero de restrigoes), existem algumas diferengas entre eles.
Conforme discutido nas Secoes 6.4.2 e 8.2.3, para se usar o teste de Wald, é necessério estimar apenas
o modelo irrestrito. Para o teste de multiplicadores de Lagrange, precisa-se estimar apenas o modelo
restrito. Finalmente, para o teste de razao de verossimilhanca, precisa-se estimar os dois modelos (restrito
e irrestrito). Dessa forma, dependendo das restrigoes impostas, pode ser mais simples usar umn teste ou outro.
Por exemplo, se as restricoes forem apenas restri¢gbes de exclusao, nesse caso o teste dos multiplicadores de
Lagrange pode ser mais simples, pois o niimero de pardmetros é menor. Se as restricdes forem complicadas,

pode ser mais simples utilizar o teste de Wald.

Exemplo 9.6 (Continuagao do Exemplo 9.5 - Teste conjunto de hip6teses em modelos de resposta binaria)

Neste exemplo vamos testar a hipdtese nula de que os coeficientes 85 e 83 do modelo apresentado no Exemplo

6Usando a Hipdtese 9.2 e algumas condigdes de regularidade, a garantia da existéncia da inversa e concavidade da funcao
de log-verossimilhanga é apresentada em Amemiya (1985) para os casos dos modelos logit e probit.
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9.5 sao conjuntamente nulos. O primeiro passo é calcular a matriz de variancia-covariancia dada pela Eq.

(9.21). A matriz resultante é dada por

0.3141 —0.2419 0.0675
I"'=| —0.2419 0.2504 —0.0286
0.0675 —0.0286 0.1796

Fazendo h(8) = [ ?2 :l , e utilizando a estatistica de Wald apresentada na Eq. (6.15), chegamos & estatistica

3
teste W = 8.2027, e ao p-valorp =1 — Fa (W) = 0.0166. Portanto, a hipétese nula é rejeitada ao nivel de

significancia de 5%.

A mesma hipdtese nula conjunta pode ser testada calculando-se a estatistica teste de razao de
verossimilhanga, apresentada na Eq. (6.17). Estimando-se os parametros dos modelos restrito e irretrito,
e calculando-se a estatistica LRT, obtem-se LRT = 11.6712. Calculando o p-valor p =1 — FXE(LRT) =
0.0029, rejeitamos a hipdtese nula aos niveis usuais de 1% ou 5%. Finalmente, calculando-se a estatistica dos
multiplicadores de Lagrange apresentada na Eq. (6.19), obtém-se LM = 9.5534, com p-valor correspondente

p=1-Fg (LM) = 0.0084. Nesse caso, a hipdtese nula também é rejeitada aos niveis de significancia de
1% e 5%.

9.2.4 Qualidade do modelo de resposta binaria

As hipéteses do modelo sao vilidas?

Diferentemente do modelo de regressio linear, para o qual as hipdteses apresentadas na Secdo 8.1 sdo mais
restritivas (por exemplo, as hipdteses sobre a estrutura do erro), as hipdteses dos modelos de resposta
bindria sdo mais simples. Basicamente temos trés hipGteses: (1) uma que versa sobre a linearidade do
modelo e sua correta especificacao (Hipdtese 9.1), (2) outra mais técnica sobre a matriz de dados (HipGtese

9.2) e (3) finalmente uma que exige independéncia das observacées (Hipdtese 9.3).

Em geral, para se verificar a Hipdtese 9.1 sobre a correta especificacdo do modelo, podemos proceder de
forma similar ao discutido na Secédo 8.3. Uma opgao é rodar regressoes auxiliares e testar conjuntamente
a hipétese que os coeficientes dos termos nao lineares (ou de interacio entre dois regressores) séo hulos ou
testar a auséncia de novos regressores. Uma outra forma é proceder ao estudo grafico do comportamento
do ruido. No entanto, se, por exemplo, plotarmos explicitamente o ruido 4; = y; — Elyi/x:) =y — F (a;iB)
versus F(x;ﬁA) conseguiremos extrair muito pouca informagéao. Isso ocorre porque os y;s sdo discretos e
consequentemente os residuos {erros) do modelo também. Uma forma para lidar com esse problema é
proceder de forma similar a Cleveland (1979) e Gelman (2007) e plotar graficos com ruidos suavizados,

como nos Exemplos 9.7 a 9.10.
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Como foi dito acima, a Hipotese 9.2 é mais técnica e se ela nao for valida, podera haver problemas na
inversdo da matriz de Fisher dada pela Eq. (9.20). Na pratica, se a matriz de informacdo de Fisher tiver
inversa numericamente, tem-se indicios de que a hipotese de ndo-multicolinearidade perfeita esta sendo
satisfeita (vide Exercicio 9.1).

Exemplo 9.7 (Continuacédo do Exemplo 9.5 - Modelo corretamente especificado) Usando o mesmo gerador
de dados do Exemplo 9.5, geramos uma amostra com 500 observagdes e estimamos o mesmo modelo
utilizado para gerar os dados. A Figura 9.2 apresenta um grafico de U versus F(x'/3), no qual é fécil
verificar a estrutura discreta dos dados. A disposicdo de dados como apresentada nessa figura ocorre
também em modelos com especificacdo incorreta, dificultando o uso dessa figura para analisar se 0 modelo
foi especificado corretamente. Ao invés de usar explicitamente essa figura, analisaremos uma variagdo desse
grafico onde suavizamos o erro U, como mostra a Figura 9.3.

No primeiro gréfico, dividimos a amostra com 500 elementos em 25 categorias diferentes (cada uma
com 20 elementos), de acordo com o tamanho de jF(a’/3). Por exemplo, a primeira categoria contem o0s
20 elementos com menores valores de F(x”), a segunda categoria contem os 20 elementos seguintes que
possuem os menores elementos de F(a:*/3), mas que ndo eram pequenos o suficiente para entrar na primeira
categoria e assim por diante. Finalmente, a vigésima-quinta categoria contem os elementos que possuem 0s
maiores F(;r</3)- Entdo calculamos a média de Ui e F(.r'/3) em cada categoria e colocamos no grafico esses
valores. No segundo gréfico, o procedimento é o0 mesmo, mas a categorizacdo é feita a partir do tamanho
da variavel X2 e o terceiro grafico é feita a partir do tamanho da variavel X3. O quarto grafico é o QQ plot
da distribuigcdo dos valores médios de Ui para cada categoria construida a partir do tamanho de tq versus
a distribuicdo normal. Nos gréficos apresentados nessa figura, os ruidos suavizados (médios) parecem bem
comportados e embora ndo termos feito essa hipotese explicitamente, a distribui¢do dos ruidos suavizados
é muito proxima da distribuicdo normal.

Figura 9.2: Estrutura discreta do grafico U x F(xi/3).

Exemplo 9.8 (Continuagdo do Exemplo 9.5 - Omissdo de varidveis) Usando o mesmo gerador de dados
do Exemplo 9.5, geramos uma amostra com 500 observagfes. A diferenca aqui e que estimamos um modelo
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Figura 9.3: Andlise do ruido suavizado em um modelo corretamente especificado.

gue omite a varidvel X2- Na Figura 9.4 apresentamos 0s mesmos graficos ja discutidos no Exemplo 9.7. No
grafico onde é apresentado o erro suavizado versus a variavel x?, é clara a relagdo linear entre essas duas
varidveis. Note também que o grafico QQ-plot também é afetado.

Exemplo 9.9 (Continuacéo do Exemplo 9.5 - Erro de especificagdo com padrao ndo-linear) Nesse exemplo,
geramos uma amostra com 500 observag6es de forma similar ao Exemplo 9.5. A Unica diferenca aqui é que
0 segundo regressor X2 tenha sido substituido pelo regressor ¥?2. Entretanto, embora tenhamos feito essa
modificacdo no modelo gerador de dados, estimamos o modelo como no Exemplo 9.5, considerando uma
estrutura linear de todos os regressores. Na Figura 9.5 apresentamos os mesmos graficos ja discutidos
no Exemplo 9.7 para esse caso. Conforme observado nessa figura, no gréafico onde ¢é apresentado o erro
suavizado versus a variavel a?2, é clara a relacdo ndo-linear entre essas duas variaveis. Note também que o
grafico QQ-plot também ¢ afetado, aparecendo nesse grafico um padrdo nado-linear.

Exemplo 9.10 (Continuacdo do Exemplo 9.5 - Geracdo de dados usando o logit e estimacdo usando o
probit)

Neste exemplo, geramos uma amostra com 500 observagdes de forma similar ao Exemplo 9.5. A (nica
diferenca é que usamos 0 modelo logit para gerar os dados. Entretanto, mesmo assim, estimamos o modelo
probit. Na Figura 9.6 apresentamos os mesmos graficos ja discutidos no Exemplo 9.7 para esse caso. Como
vemos nessa figura, podemos identificar a diferenca entre a distribuicdo do erro suavizado e a distribuicdo
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Figura 9.4: Analise do ruido suavizado em um modelo em que se omite 0 regressor x2.

normal. Note que a maior diferenca ocorre nas caudas onde justamente ocorre a maior diferenca entre as
distribuicdes logistica e normal.

Medidas de qualidade do ajuste do modelo

Na secdo anterior, apresentaram-se alguns procedimentos, utilizando-se recursos graficos e com base nos
residuos do modelo de regressdo, para avaliagdo da adequacdo dos modelos de resposta binaria aos
dados observados na amostra. A literatura estatistica apresenta também algumas medidas numeéricas para
complementar a avaliagcdo da qualidade do ajuste do modelo aos dados. Uma das medidas mais comuns é
0 chamado -RpSeudo, proposto por McFadden (1974), que pode ser calculado utilizando-se a expressdo

e>) =1 - W/X)

7tpseudo

(9.22)

| (/"intercepto/

onde Z(/3/X) é funcdo de log-verossimilhanca do modelo estimado e /(Antercepto/A) é a funcdo de

log-verossimilhanca de um modelo que contém apenas o intercepto. Se as varidveis dependentes utilizadas
no modelo néo tiverem poder explicativo algum, entdo & 1(?/X) = 1, implicando que o udo sera

zero. Caso contrario, < 1i; pOis Z(/3/X) e /(Antercepto/A-) sdo ambos negativos (uma vez que

HPintercepto 7/ A)
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Figura 9.5: Analise do ruido suavizado em um modelo com erro de especificacdo, 0 segundo regressor apresenta um
padrdo quadratico.

0 < F(-) < 1), e I(j3/X) > /(Antercepto/-")- Essa Ultima desigualdade deve-se ao fato de que, em um
problema de otimizagdo restrita, 0 maximo encontrado é sempre menor ou igual ao maximo encontrado em
problema de maximizagdo irrestrita; portanto, Z(3intercepto/AJ serd mais negativo que /(/3/X).

Exemplo 9.11 (Continuacdo do Exemplo 9.5 - Qualidade do ajuste) Calculando o Apseudo utilizando a
Eqg. (9.2.4) e os dados do Exemplo 9.5, chegamos ao Apseudo = 1 — 720 5270 = 0-2843.

Da mesma forma que no caso do 7?2 discutido para os modelos lineares de regressdo, para os modelos
de resposta binaria, quando adiciona-se uma variavel independente a mais no lado direito da regressao
binaria, o ApSelldo necessariamente ira apresentar um valor maior ou igual ao valor do Apseudo anterior.
A explicacdo para isso é novamente o fato de que, em uma maximizagdo irrestrita, o valor final obtido
para a funcdo objetivo sera necessariamente superior ou igual ao valor obtido quando imp6em-se restri¢des
a maximizacdo. Diante desse problema de aumento artificial da estatistica i?2-pseudo, pode-se utilizar
alternativamente o -RpSeudo ajUStade> Que possui expressao

NN\ — (K -1)

R[ZJseudo ajustado = 1 —
(/Nintercepto/-")
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Figura 9.6: Andlise do ruido suavizado em um modelo com erro de especificacdo onde os dados sdo gerados utilizando
o logit e 0 modelo estimado como um probit.

onde K é o nimero de preditores no lado direito da equacao (incluindo o intercepto) do modelo de regressao
binaria. Portanto, o termo K — 1 corresponde ao nimero de preditores, além do intercepto, na equagéao.
Quanto maior o nimero de preditores adicionados, menor 0 numerador na expressdo para -R|seucjo ajustado’
penalizando a adigdo indevida de variaveis independentes.

7

Uma outra forma de verificar a qualidade do modelo é usando a chamada porcentagem predita
correta.7 Defina pc como uma probabilidade de corte (esse valor é usualmente |, mas dependendo do
modelo estimado esse valor pode ser escolhido diferente). Para todas as observagdesi, 1 < i < n, na amostra,
calculamos o nimero de observacdes ni para as quais acontece yt = 1 e Fix'fl) > pc simultaneamente,
e a quantidade no de observagBes na amostra em que ocorre yi — 0 e F(.r'/3) < pc. Intuitivamente, a
quantidade ni corresponde ao nimero de observacdes em que o0 modelo previu corretamente a ocorréncia
de sucesso (yi = 1), enquanto Hq corresponde ao nimero de vezes em que 0 modelo previu corretamente a
ocorréncia de ndo-sucesso (yi = 0). Entéo,

porcentagem predita correta= 1 —-.
n

Conforme ressaltado em Wooldridge (2001), se a amostra ndo for balanceada, por exemplo tiver 70% de um
Is e apenas 30% de Os, fica mais facil prever 1 do que 0, fazendo com que essa medida seja pouco informativa.

7Em inglés, percent correctly predicted.
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Tabela 9.2: Previsdo usando o modelo do Exemplo 9.5.

a1 T x3 F(x;3) y F(p) § Acertou
1 09657 -0.4591 03355 1 04018 0 0
1 0.876 0.3164 0.6702 1 0.7498 1 1
1 1.3828 -0.2762 02549 1 03552 O 0
1 09754 -0.3609 0.3683 0 0.4411 O 1
1 1.2136  0.7084 0.6896 1 0.8004 1 1
1 0.6069 -1.265 0.1916 0 0.1958 O 1
1 -0.1401 -0.5381 0.7264 1 06994 1 1
1 0.4034 0.1266 0.7652 0 0.7973 1 0
1 1.4103 -0.4291 0.2006 0O 0.2875 O 1
1 07218 19531 09872 1 09953 1 1
1 06683 -04619 04482 1 0.4916 O 0
1 0.7826 -1.1082 0.1865 1 0.2059 O 0
1 22683 0.3435 0.1775 0 03531 0 1
1 0.5399 -1.0142 0.2898 0 0.2985 O 1
1 1.0226 1.1726 0.8749 1 09334 1 1
1 1.1626 0.0956 0.4574 1 0.56564 1 1
1 0.1819 0.8806 09553 1 0.9666 1 1
1 -0.5576  0.627 0.9855 1 09833 1 1
1 06422 -0.0757 0.6111 0 0.6642 1 0
1 2.1958  0.0866 0.1337 0 0.2732 O 1
1 1.2708 -0.6903 0.1683 1 0.2297 0 0
1 08722 -0.7896 0.2541 0O 0.2947 © 1
1 1.2938 -0.4827 0.2187 O 0.2983 O 1
1 0.581 -0.2088 0.5833 0 0.6275 1 0
1 07974 -0.8146 02703 0 03053 O 1
1 07444 13183 09423 1 09698 1 1
1 08979 09489 08534 1 009119 1 1
1 0.5505 0.669 0.8683 1 09056 1 1
1 0.2186 0.7388 0.9358 1 09504 1 1
1 0.8632 -1.2637 0.1299 0 0.1459 0 1

Uma forma de resolver esse problema é utilizar a porcentagem predita correta ponderada apresentada
em Wooldridge (2003) e dada por

p% = (1=p1) X qo +p1 X @1, (9.23)

onde p; é a proporc¢ao de 1s na amostra, gg = ng/n é a porcentagem corretamente predita do resultado
y=0eq = ni/n éa porcentagem corretamente predita do resultado y = 1. Note que se a amostra for

balanceada, esse valor se reduz a porcentagem predita correta.

Exemplo 9.12 (Continuacado do Exemplo 9.5 — Qualidade de previsio) Podemos também analisar a
qualidade de previsao do modelo estimado no Exemplo 9.5. A tabela 9.2 compara os valores de F(x}8) com
F(z] B), y; com §; e os acertos do modelo. Utilizando essa tabela, podemos calcular a porcentagem predita

correta ponderada, que nesse caso é igual a pog, = 0.7333.
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9.3 Classificagao usando modelos de resposta binaria

Uma aplicagao muito util dos modelos deste capitulo é classificacdo; ou seja, podemos usar as probabilidades
preditas de nosso modelo de resposta bindria para classificar elementos de uma amostra como um evento
ou ndo. De fato, quando pensamos em problemas de classificacdo, consideramos em aplicar o nosso modelo
em elementos que nao foram estimados na nossa amostra. Por exemplo, considere um banco que dispoe de
uma amostra bem grande de pessoas e deseja saber se pode emprestar dinheiro para essas pessoas ou nao.
O custo de fazer uma avaliacio cuidadosa de cada pessoa é muito alto (pois envolve muitas horas) e por
isso néo é possivel fazer essa avaliacdo com cada uma delas. Entretanto, é possivel dizer para uma pequena
parcela dessa amostra se vale ou no vale a pena investir nessas pessoas. O problema dessa se¢io entao é:

como utilizar essa pequena amostra factivel de pessoas para se ter informacao sobre todo o grupo?

9.3.1 Descrigao do algoritmo para classificagao

Considere que o objetivo é avaliar uma amostra muito grande A e dizer se cada elemento dessa amostra é

um evento ou nao. Um algoritmo factivel para resolver esse problema é o seguinte:
1. Escolha aleatoriamente uma pequena parcela B da amostra A.
2. Avalie se cada elemento de B é um evento ou nio.

3. Rode o0 modelos de resposta binaria para uma parte dos elementos de B, que chamaremos de C,

usando como varidveis explicativas as variaveis que foram relevantes para vocé tomar a decisao no passo 2.

4. Faca uma escolha da probabilidade de corte p.. A probabilidade de corte p. serd usada para
discriminar os elementos da amostra A — B como evento ou nao evento. Note que essa etapa ndo é facil,
mas fundamental. Um procedimento é construir uma tabela variando p. de valores bem baixos a valores
bem altos e ver o grau de acerto que ela tem para os elementos de B que ndo foram usados para estimar o
modelo de resposta binaria (a amostra B — C).® Escolha p, de forma que vocé consiga o maior indice de

acerto na amostra que nao foi usada para estimacio.

5. Utilize seu modelo de escolha discreta para classificar sua amostra A — B, entre eventos e nao eventos

usando p. como probabilidade de corte.

Exemplo 9.13 (Continua¢ao do Exemplo 9.5 — Classificacio) Podemos utilizar o processo gerador de
dados do Exemplo 9.5 para exemplificar a metodologia de classificagdo discutida acima. Para isso, vamos
construir 3 amostras de 30 pontos. A primeira amostra é exatamente aquela usada no Exemplo 9.5 e as

outras duas amostras usam o mesmo processo gerador de dados e sdo apresentadas na tabela 9.3. No

8A vantagem de usar uma amostra ndo usada para estimacao para a escolha da probabilidade de corte é tentar reduzir
possiveis efeitos de memorizacdo de dados. Veja uma discuss@o sobre esse problema na Secdo 8.3.2.
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Tabela 9.3: As duas amostras adicionais utilizadas no Exemplo 9.13.

Amostra 2 Amostra 3
T Io 3
1 1.0811  -0.0576
1 0.9694 1.0289
1 1.842 0.4655
1 1.9897 -1.303
1 2.259 -0.0482
1 -0.3569  -0.2452
1 0.4567  -0.2101
1 1.4885 0.3234
1 0.2906  -0.9998
1 1.2143 1.8669
1 1.8139  -0.1178
1 0.4662 1.023
1 0.6576  -1.5816
1 2.006 0.5596
1 0.9812 0.1152
1
1
1
1
1
1
1
L
1
1
1
1
1
1
1

I xIo I3
1 1.4768 0.7518
1 1.2894  -1.0471
1 1.3618  -0.0996
1 1.8596 0.7038
1 -1.0576 . -0.2428
1 2.056 -1.5147
1 0.4477  -1.2542
1 1.1142 -0.841
1 0.94 0.1175
1 1.4903  -0.3779
1 0.2217 0.7864
1 0.4564 0.6487
1 1.3074 1.0472
1 1.522 0.3721
1 0.9735  -0.7159
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

0.001 0.9159
1.2027 1.4575
1.6288 0.0423
1.0335 1.4442
1.7222  -0.2174
-0.2904  -0.2418
1.5603 0.5058
1.0905 1.2555
1.8469  -0.3392
0.3032  -0.7868
0.7226 0.7772
1.5453  -0.2384
1.0218 (.4388
1.2272  -0.6765

1.234 -0.0328

0.7796  -1.2416
-0.3954 -0.2368
0.752 0.554
1.8782 0.4822
1.5404 1.868
0.8581 0.3623
1.3743 0.3854
0.3553  -1.1288
0.6153  -0.6154
0.8534 0.4356
-0.0035 -0.0026
1.1488 0.2038
1.0051 0.1078
0.7449 0.0624
0.4475 -1.24

— O = OB OO R OFR QO OF M P OO OO FPFOOO QO
O =R P O F OO HMEROFEFPRFODODO R, OFOORF OO RO

Exemplo 9.5, estimamos os parametros do modelo usando a primeira amostra. Agora, vamos utilizar a
segunda amostra para a escolha da probabilidade de corte. A tabela 9.4 nos da o subsidio para a escolha
desse parametro. Nessa tabela, calculamos a porcentagem predita ponderada dada pela Eq. (9.23), em
func¢io da probabilidade de corte usada para classificar os pontos da segunda amostra. Note que de acordo
com essa p. = 0.6 é o ponto de melhor escolha para a probabilidade de corte. Entao, agora vamos usar
esse valor para classificar a amostra 3. Na Figura 9.7, apresentamos o resuitado dessa classificacdo para a
amostra 3. Os pontos em vermelho sdo os pontos que possuen y = 1 nessa amostra e os pontos em azul sao
0s pontos que possuem y = 0 nessa amostra. A reta apresentada nessa figura é T;B =& !(p.). Os pontos
acima dessa reta serao classificados como 1 e abaixo dessa reta serdo classificados como 0. Os pontos dessa

figura foram classificados corretamente em 80% das vezes com py, = 0.8.
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Tabela 9.4: Porcentagem predita ponderada em funcao da probabilidade de corte para a amostra, 2.

Pe qo0 q1 P%
0.1 0.0667 1 0.5333

0.2 0.1333 1 0.5667
0.3 0.4 0.9333  0.6667
04 05333 0.9333 0.7333
0.5 0.6667 0.9333 0.8
0.6 09333 0.8667 0.9
0.7 1 0.7333 0.8667

0.8 1 0.6667 0.8333
0.9 1 0.5333 0.7667
1 1 0 0.5

No exemplo acima, um ponto importante é que ndo foram considerados pesos diferentes para erros e
acertos no problema de classificacdo. Na pratica, o analista pode preferir escolher penalidades diferentes
para diferentes tipos de erros. Por exemplo, imagine novamente o problema de classificar clientes que
estao pleiteando um empréstimo bancario. Um modelo via regressao logit ou probit ird entao classificar o
cliente como potencial inadimplente ou ndo. Os dois tipos de erros que podem ser incorridos no problema
de classificagfio sao: (a) classificar um bom pagador como potencial inadimplente; (b) classificar um mau
pagador como cliente sem potenciais problemas. Uma andlise mais rebuscada pode levar & conclusdo de que
o erro de classificacdo do tipo (a) é cinco vezes mais custoso para a instituicao do que erro de classificacio
do tipo (b). Portanto, em uma andlise mais criteriosa do problema de classificacdo, essas penalidades

assimétricas devem ser levadas em consideracao.®

9.3.2 Interpretacao geométrica do problema de classificagao perfeita

Considere que exista um vetor 5 para um conjunto de dados X e y que no modelo de resposta binaria dado

pela Eq. (9.3) satisfaca ao problema de classificacao perfeita

y; =0 quando z8<0 (9.24)
y; =1 quando i8> 0.

Quando a Eq. (9.24) é vélida, dizemos que existe uma separagdo completa dos dados. A interpretacio
geométrica desse problema é bem simples. No espago de dimensio K gerado pelas colunas da matriz X, o

vetor 3 define um hiperplano que separa as observagoes y; = 1 das observacoes de y; = 0.

Considere agora o problema de estimacao usando a fungéo de log-verossimilhanga dada pela Eq. (9.14)

e os dados que satisfazem o problema dado de acordo com a Eq. (9.24). Note que o argumento da funcéo

90bviamente, a escolha das penalidades assimétricas pode ser uma tarefa nao trivial, e pode levar a erros adicionais. Esses
erros podem fazer com que, no geral, o processo de classificagdo se torne menos acurado do que se penalidades simétricas
fossem supostas.
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hiperpla.no

log na funcdo de log-verossimilhanca é sempre entre 0 e 1, pois 0 < F < 1. Portanto, a funcdo de
log-verossimilhanca para essa classe de modelos é sempre negativa ou zero. Entdo, uma vez que queremos
maximizar essa funcdo, o valor 6timo dela é 1(J3/X} = 0. Portanto, para isso ocorrer, deveremos ter para
todo yi = 1, =1 e paratodo y, =0, FCx"/3) = 0. Finalmente, se os dados satisfazem a Eq. (9.24),
para d — 00, se/3 = d/3, entdo esse modelo sempre classificard perfeitamente os yiS. Na prética, devido a
dificuldades que os algoritmos numéricos enfrentam quando /? — oo, entdo sempre ICfi/X) < 0.

Exemplo 9.14 (Classificacdo perfeita) Neste exemplo, usaremos novamente Monte Cario e geraremos 0s
dados de forma similar ao Exemplo 9.5. A diferenca aqui serd que ao invés do passo 4, usaremos 0 passo
4

4’) Gerar os n valores de yi fazendo o seguinte teste: Se Xx'i/3 > 0 entdo = 1. Em caso contrario,
Vi=0, i=1,--- n.

Usando o passo 4’ forcamos que os dados gerados por esse modelo satisfazem a Eq. (9.24). Aqui também
geramos 0s regressores usando as mesmas distribui¢cBes apresentadas no Exemplo 9.5 e os mesmos valores
para o vetor /7. Estimando esse modelo, encontramos — 3.6562, = —3.9880 e /73 = 3.8476 e
1(J3/X) = —1.3504. Agora, apresentamos uma figura similar a Figura 9.8 usando aqui pc = 0.5. Note que
nesse problema de classificacdo diferentemente do problema apresentado Exemplo 9.13, pudemos classificar
a amostra perfeitamente. Adicionalmente, perceba também que se variarmos um pouco a posi¢do e a
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inclinacéo da reta que separa os pontos dessa figura, mesmo assim ainda conseguiremos classificar os pontos
perfeitamente, mostrando que varios valores para os elementos do vetor (3 sdo possiveis. Finalmente, note
que para conseguir classificacdo perfeita, ndo foi necessario chegar em (3 — 00 e, por isso, também nédo

conseguimos alcancar /(/3/X) = 0.

Figura 9.8: Classificacdo perfeita de uma amostra que satisfaz a Eq. (9.24).

9.4 Leituras adicionais

Neste capitulo, discutimos uma classe de modelos bastante utilizada na pratica: a regressao para dados
binarios, utilizando funces logit e probit. Entre as vantagens dessa modelagem, incluem-se a facilidade de
interpretacdo dos parametros do modelo, além da facilidade de estimacéo dos coeficientes, a possibilidade de
utilizacdo de testes de hipéteses e intervalos de confianca, e as analises de graficas e estatisticas dos residuos,
para identificacdo de problemas de especificacdo. Esses assuntos foram cobertos nas secGes anteriores.

No entanto, existe uma vasta literatura sobre classificacdo e modelos de regressdo com dados de resposta
binaria, que podem estar ou nao ligados aos modelos probit e logit. Muitos desses modelos tém por objetivo
acrescentar flexibilidade a forma funcional que associa as varidveis independentes a probabilidade de sucesso
yi = 1. Mais especificamente, os modelos probit e logit assumem uma forma funcional do tipo

P(yi = ~xi) = F(Xil3),
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onde F(-) é uma funcdo distribuicio acumulada. O argumento da funcdo F(-) é uma fungao linear
das covaridveis ;. Alternativamente, poderiamos assumir formas paramétricas ndo-lineares, nas quais as
covaridveis z; aparececem de forma nio-linear no argumento da funcao distribuicao acumulada F(-). Por

exemplo, pode-se assumir a forma funcional, em uma regressio logit, do tipo
€B1+;32;t§:3l+sin(13_1/84)

1/ = , ) 9.25
Plo /=) 1+ 651+A’32I§.31+Sin@3w/34) ( )

Note que fizemos explicitamente z,; = 1. Os parametros 31, 52, B3 e B4 no modelo apresentado na
Eq. (9.25) podem ser estimados via m&xima verossimilhanga, similarmente ao caso linear. A matriz de
variancia-covariancia também pode ser estimada a partir da inversa da matriz de informacao de Fisher
observada. A partir da matriz de variancia-covariancia, pode-se proceder com testes de hipéteses e intervalos
de confianca. Para maiores detalhes, vide Seber e Wild (2003), Gallant (1987), Ritz e Streibig (2008), Souza
(1998).

Quando nao se dispdem de bases de dados com muitas observagdes, supor um model restritivo da forma
linear, do tipo A'z;, pode ser o mais apropriado, uma vez que a informagao disponivel na amostra seja
suficiente para estimacio dos pardmetros 3, mas nao seja disponivel para permitir inferéncia sobre formas
funcionais mais gerais, do tipo

Py = 1/z;) = F(A(z:: 8)),

onde h(x;; ) é uma fun¢io de forma desconhecida, e precisa ser estimada a partir dos dados. O vetor 3
nesse caso, pode ser um vetor de dimensao finita ou infinita. Diversas técnicas existem na literatura para
estimar a fungao h(-;-) de forma flexivel. Uma dessas técnicas, que se tornou muito comum em aplicagdes,
sdo os modelos aditivos generalizados.'® No caso de modelos aditivos generalizados, para regressoes

com resposta bingria, a regressao tem forma geral

P(yz = l/xi) = F(hl(l’l’i; (91) + hg(l‘g‘ii 02) + -4 }2,1\'(1'[\'"7'; 9}()), (926)

onde hy(x1,4:01), ho(x2,4362), ..., hr(zk;0K), sdo fungoes flexiveis das covaridveis z14, 24, .- ., Tk,
individualmente. Os vetores 0y, ..., 0k, sdo vetores de parametros para cada funcdo h;(-;-), sendo que
;. 7 = 1,..., K, pode ter dimensao finita ou infinita. O termo modelos aditivos generalizados vem do
fato da aditividade das fungoes hy (2145 61), ha(x2,45602), ..., hix {2k i;0K), ndo havendo interagio entre as
covariaveis 1 ;, T2, ..., Tk . Em formas menos restritivas em relacio & aditividade, poderiamos assumir
por exemplo,

P(y; = 1/a;) = F(hi(214, 72,5 01) + ha(x34:03) + - + hg(zk 4 0K)).

YOEm inglés, generalized additive models (GAM’s).
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Note a possibilidade de interacio entre as covaridveis r1; e z2 ;. Finalmente, modelos ndo-paramétricos
aditivos, da forma apresentada na Eq. (9.26), podem ser combinados com formas paramétricas lineares,

gerando formas mistas, do tipo

P(yz = 1/;[‘1'7 Zz') = F(Bl;ri + h(Zz,H)) (927)

O termo f'z; é pardmetrico (e linear) no vetor de covaridveis z;. O termo h(z;;8) é nao-paramétrico no
vetor de covaridveis z;,. Portanto, o vetor total de covaridveis é [z} 2!]. No caso de um modelo logit, com

a estrutura apresentada na Eq. (9.27), a expressao € dada por

B Tith(zi39)
Plyi =1/i,2) = T smntony
Em todo caso, havendo termos paramétricos ou nao-paramétricos, lineares ou nio-lineares, para o papel das
covaridveis na probabilidade de ¢, = 1, os modelos discutidos acima sdo todos extensdes, de alguma forma,
dos modelos de reposta bindria estudados neste capitulo. No entanto, a literatura de classificacdo contém
indmeros outras técnicas que nao estao relacionadas aos modelos probit e logit ou similares. Incluem-se,
nessa lista, os modelos de classificacdo Bayesiana, andlise discriminante linear, redes~neurais e
maquinas de vetor suporte.!'! Detalhes desses métodos assim como a sua implementagio podem ser
encontrados em Hastie, Tibshirani e Friedman (2001). Alpaydin (2009) e Segaran (2008).

9.5 Exercicios

Exercicio 9.1 Seja A = [a;;] uma matriz de ordem m X n, onde n < m. Defina A, = [a;1 - - - aix]. Mostre

que se posto de A for menor que n, a matriz 37" ¢; A; A’ néo possui inversa.

Dica: Use a defini¢io de dependéncia linear.

Exercicio 9.2 Mostre que a combinacdo linear de fungoes concavas definidas num subconjunto convexo

U C R também é uma fungdo coéncava.

Dica: Use a definicao de funcao concava.

[

Exercicio 9.3 Suponha que a Hipdtese 9.2 é véilida e mostre que a fungdo de log-verossimilhanca

estritamente concava em [ para os casos dos modelos probit e logit.

D~

Dica: A ideia geral ¢ mostrar que o termo log f(y;/z;) = yilog F(x}8) + (1 — ;) log(1l — F(240))
estritamente concavo quando a Hipdtese 9.2 é valida e usar o Exercicio 9.2 para mostrar que a soma

também é estritamente concava. Para mostrar que o termo acima é estritamente coéncavo, precisamos

1 Em inglés, vector support machine.
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mostrar que a matriz de segundas derivadas do termo acima ¢é negativa definida. Para entender detalhes
dessas ideias, vide Simon e Blume (2004). Para simplificar, considere separadamente os dois casos possiveis
para os termos acima y; = 1 e y; = 0 e também use F(—x) = 1 — F(z) que é uma propriedade vélida para

os casos das distribuigbes normal e logistica.

Exercicio 9.4 Considere um modelo de resposta bindria da forma P(y; = 1/x;) = F(Bp+ B1z:) onde x; é
uma varidvel bindria que assume valores no conjunto {0, 1}. Suponha que usando uma amostra de tamanho
n e com média amostral de y igual a F, vocé estimou esse modelo e encontrou as estimativas de 5y e 51

respectivamente iguais a 3y e ;.

1) Calcule o nimero de observacoes na amostra para que x; = 0 em funcdo da distribuicio acumulada F,

do tamanho da amostra n, da média amostral de y e das estimativas Bg e Bl.

2) Assuma uma forma funcional especifica para F e valores especificos para n, 7, 5o € £ e calcule as

variancias de 5y e ;.

Dica: (1) Use a Eq. (9.14). (2) Use o resultado da parte (1) e use a Eq. (9.21).
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interpretagao geométrica, 343
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modelo de regressao linear, 307
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método dos momentos, 157, 218
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Poisson, 157, 168
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Lei
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Modelo de probabilidade linear, 326 porcentagem predita correta ponderada, 340

Modelo de regressao linear, 287 hipétese

estimador auséncia de multicolinearidade perfeita, 329
maxima verossimithanca, 307 forma funcional, 327
maxima verossimilhanga concentrada, 308 independéncia entre as observagGes, 329
método dos momentos, 306 logit, 326
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hipétese distribuigao, 336
auséncia de multicolineariedade perfeita, 293 forma funcional, 336
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exogeneidade, 291 medida de ajuste
linearidade, 289 R2,. o ajustade: 338
normalidade do termo de erro, 302 Rgseudo, 337

intervalo de confianca, 303 probit, 326

m4 especificagdo teste de hipdtese
distribuigao, 316 teste de razdo de verossimilhanca, 333
forma funcional, 293, 315 teste de Wald, 333
heterocedasticidade, 313, 314 teste dos multiplicadores de Lagrange, 333
multicolineariedade perfeita, 293 Modeclo paramétrico, 33, 287
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miltipla, 289 Momento, 40
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R?, 319 assimetria, 40
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simples, 288, 296 nédia, 40
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teste F, 304 variancia, 40, 60
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variaveis dummy, 292 Opgao real, 50
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grau de um no, 80
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clube de karate de Zachary, 77
complexa, 76
regular, 76
Risco operacional, 146, 147

Simulagdo Monte Carlo, 84, 170, 205, 250, 288, 331

Teorema
central do limite, 172, 211, 216
de Bayes, 107, 109
de Gauss-Markov, 299
de Slutsky, 216
Teoria estatistica da decisao, 103
critério
Bayes, 105
estratégia
admissivel, 105
mista, 105
pura, 104
Teoria média-variancia, 59
Teste de hipétese, 201, 217
erro do tipo I, 221
erro do tipo II, 221
estatistica teste, 217, 221
hipétese alternativa, 220
hipétese nula, 220
intervalo de confiancga, 247, 249, 303
maxima verossimilhancga
multiplicadores de Lagrange, 243
razdo de verossimilhanga, 243
Wald, 241
minimos quadrados
teste F, 304
teste t, 302

nivel de significancia, 221
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populacdo normal com varidncia desconhecida,
226

probabilidade de cobertura, 247

regido de rejeigao, 224

teste bicaudal, 224

teste t, 226

teste unicaudal, 223

Varidvel aleatéria, 34

continua, 35
beta, 75, 161, 188
exponencial negativa, 67, 135, 159, 168, 178,
232
F, 139
gamma, 68, 84, 86, 130, 161, 167, 188, 236,
241, 258
gamma-inversa, 193
lognormal, 70, 137, 160, 169
normal, 58, 84, 86, 88, 131, 134, 137, 138, 188
normal-inversa, 188
Pareto, 73, 264
qui, 73
qui-quadrada, 73, 88, 138, 139
qui-quadrada-inversa, 194, 199
Rayleigh, 71
t-Student, 86, 138, 226
valores extremos, 72
Weibull, 69
correlacionada, 124, 125
discreta, 35
Bernoulli, 48
binomial, 48, 130, 188
binomial negativa, 57, 166, 257
geométrica, 56, 165, 235, 2567
Poisson, 55, 85, 133, 157, 163, 168, 177, 188,
249, 256
independente, 43, 118, 124, 125
transformacgao, 87, 135, 137



de duas qui-quadradas para F, 139

de gamma e normal para t-Student, 86

de normal e qui-quadrada para t-Student, 138

de normal para gamma, 84

de normal para lognormal, 137

de qui-quadrada para normal, 88

de soma de exponencial negativa para
gamma, 135

de soma de Poissons para Poisson, 85, 133

Introdugao aos métodos estatisticos para economia e finangas | 361






Nas Ultimas décadas, tem crescido muito a utilizagdo de métodos
estatisticos nas diferentes areas em ciéncias sociais. No caso de
economia e finangas, praticamente todos os estudos empiricos
baseiam-se em métodos estatisticos, desde os mais simples aos mais
sofisticados. Em muitas situagdes, as aplicacdes sdo agrupadas em
algumas categorias, que tém se tornado cada vez mais populares.
Como exemplo, temos toda uma grande area de pesquisa referente a
avaliacdo quantitativa de politicas publicas. Outra area de pesquisa
que tem tido cada vez mais relevancia congrega os estudos de
avaliacdo de impacto regulatério (AIR). Finalmente, ndo se pode
deixar de mencionar toda uma tradi¢cdo de aplicacbes de ferramental
estatistico em finangas empiricas.

Este livro traz uma introducdo a varios dos principais conceitos
necessarios para o entendimento e a utilizacdo de técnicas
estatisticas em aplicacdes em economia e finangas. Discutem-se, por
exemplo, conceitos de variaveis aleatérias e distribuicdes de
probabilidade. Uma grande énfase é dada ao problema de inferéncia
estatistica, em que se busca estimar os parametros desconhecidos de
modelos probabilisticos. O problema de regressdo linear e de
regressao com variaveis resposta binarias também ¢ abordado. A
discussdo é exposta de forma intuitiva, com a utilizacdo de
simulacdes de Monte Cario para elucidar o conceito de distribuicdo
dos estimadores - que € a base para os métodos inferenciais. Embora
vise a uma discussdo intuitiva, o livro é escrito em linguagem
matematica, possibilitando a transicdo suave entre a exposi¢do dos
principais conceitos e a formalizacdo analitica encontrada em livros

mais avancados. I
I



