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APRESENTACAO

PARA O ESTUDANTE

O Cdlculo é a matematica do movimento. No primeiro curso de Célculo,
aprendemos que as quantidades que se movem sdo dadas por func¢des
reais; os limites de fun¢des fornecem as tendéncias do movimento des-
sas quantidades; as derivadas de fun¢oes fornecem as taxas de variacao
dessas quantidades; e a integral é a antiderivada: dada a taxa de variacao
de uma quantidade, sua integral é a quantidade original. Neste livro, va-
mos aprofundar o estudo do movimento, ampliando nossas técnicas de
integracdo e nosso repertorio de fungoes.

As equacgdes que descrevem o movimento e, de maneira mais ge-
ral, taxas de variacao, sdo denominadas equacdes diferenciais ordind-
rias (EDOs) e o fio condutor deste livro é um primeiro estudo sistema-
tico desse tipo de equacdo. Os primeiros exemplos de EDOs do Capi-
tulo 1 tém origem na famosa 22 Lei de Newton (F = ma). Por exem-
plo, na queda livre vertical sem atrito, a aceleracdo é constante e igual
a —g e a velocidade pode ser obtida por integracao direta, obtendo
assim a conhecida velocidade do movimento uniformemente variado
v(t) = vo— gt, onde vy é a velocidade inicial. J4 na queda livre com
atrito, a aceleracao depende da velocidade e nao é possivel obter essa
velocidade por integracdo direta. Outro exemplo dinamico é um sistema
massa-mola, em que a forca depende da posicdo e, novamente, nao é
possivel obter essa posicdo por integracdo direta. Um exemplo estdtico é
determinar a forma de um cabo suspenso sob seu préprio peso, conhe-
cido como problema da catendria. Ao final do Capitulo 1, vamos estudar
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EDOs mais complexas, por exemplo, as associadas a descricao dos orbi-
tais do 4tomo de hidrogénio. Ao tentar resolvé-las, percebemos que as
funcoes apresentadas num primeiro curso de Célculo ndo sdo suficien-
tes.

Assim, no Capitulo 2, introduzimos as denominadas séries de potén-
cias com o objetivo de obter funcdes necessdrias para resolver outras
EDOs. Essas novas funcdes, que surgem de aproximagdes por somas su-
cessivas de poténcias, tém propriedades muito semelhantes as dos po-
linbmios, como a derivacao e a integracdo termo a termo. Por outro lado,
diferentemente dos polindmios, essas fun¢ées podem nao estar defini-
das na reta toda. Na maior parte do Capitulo 2, vamos desenvolver ferra-
mentas para determinar onde essas funcoes estdo definidas, para, entao,
poder usé-las como solugoes de EDOs.

Nos Capitulos 1 e 2, focamos em EDOs onde aparecem a primeira ou
a segunda derivada. Ja no Capitulo 3, desenvolvemos técnicas mais algé-
bricas para resolver certos tipos de EDOs, como a que descreve o perfil
de uma viga vibrando, onde aparecem as derivadas de terceira ordem,
quarta ordem etc. Essas EDOs sdao denominadas EDOs de ordem supe-
rior. Também vamos aplicar essas técnicas para resolver certos tipos de
sistemas de EDOs, como os que descrevem as correntes em circuitos elé-
tricos acoplados.

PARA O PROFESSOR

Neste livro, apresentamos uma introducao as EDOs na qual as séries de
poténcias aparecem pela necessidade de resolver EDOs de coeficientes
varidveis. O livro foi elaborado para o atual curso de Célculo 2 da UnB,
cuja nova ementa consiste numa introducao as EDOs e as séries de po-
téncias. O intuito dessa nova ementa, resultado da reforma dos Célculos
implementada em 2012, é aproveitar as sinergias que existem entre esses
dois assuntos, que ndo costumam ser tratados no mesmo livro. Busca-
mos simplicidade e rigor, numa exposicao autocontida que d4 énfase aos
conceitos essenciais e, ao mesmo tempo, a demonstracoes acessiveis. A
seguir ilustramos esses principios, apresentando algumas das contribui-
¢oes introduzidas no livro.
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Nas EDOs de 12 ordem, decidimos focar apenas nas separdveis e nas
lineares, que sdo os casos de maior aplicacao e necessarios para o desen-
volvimento da teoria de ordem superior. As EDOs exatas, apesar de co-
mumente abordadas em livros que tratam de EDOs, dependem do con-
ceito de derivada parcial, sendo mais adequadas para um curso de Cal-
culo de varias varidveis. O restante do livro é dedicado a teoria das EDOs
lineares, comecando pelas EDOs de 22 ordem, ainda no Capitulo 1. Nesse
caso, partindo de um par de solucoes fundamentais, obtemos a solucao
geral da homogénea, via férmula de Abel, e a solu¢do geral da nao ho-
mogénea, via método da variacao dos parametros. Essa abordagem nao
depende do teorema de existéncia e unicidade de PVIs — que geralmente
é enunciado sem demonstracdo em livros de EDOs — e também pode ser
aplicada para ordem superior, o que é feito no Apéndice. A existéncia
de um par de solucdes fundamentais € obtida primeiro para coeficientes
constantes por meio do operador de derivacdo. Essa abordagem permite
obter as solucdes fundamentais no caso de raizes caracteristicas com-
plexas sem fazer uso da exponencial complexa. Tal estratégia simplifica
consideravelmente o entendimento, pois evita ter que lidar, nesse pri-
meiro momento, com solucoes a valores complexos.

No caso de coeficientes varidveis, primeiro procuramos solucodes po-
linomiais no final do Capitulo 1, o que nos leva a equacgdes de recorrén-
cia para os coeficientes do polindmio. Esse caminho nos leva a consi-
derar solucoes dadas por séries de poténcias, o que desenvolvemos em
detalhes no Capitulo 2. Além de motivar as séries de poténcias, outra
vantagem dessa abordagem € introduzirmos o quanto antes as equacgoes
de recorréncia sem nos preocuparmos com questdoes bem mais sutis de
convergencia.

No Capitulo 3, consideramos equacoes de ordem superior e siste-
mas, focando no caso de coeficientes constantes. Primeiro retomamos
o operador de derivacdo para resolver as EDOs homogéneas de ordem
superior através das raizes caracteristicas. Essa abordagem é usada para
obter de forma rigorosa e natural o método dos coeficientes a determi-
nar, o que em geral ndo é feito em livros de EDO. No topico seguinte,
transformada de Laplace, essa abordagem também nos permite justi-
ficar o método das fracoes parciais usado na obtencdo transformada
inversa. Ao introduzir a transformada, obtemos as transformadas das
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fungoes elementares através das propriedades basicas da transformada.
Essa abordagem permite desde o inicio exercitar essas propriedades, di-
ferentemente de outros livros de EDO em que essas transformadas sao
obtidas diretamente da defini¢do. A injetividade da transformada é de-
monstrada de forma rigorosa no caso de séries de poténcias, o que jus-
tifica, na maior parte dos casos, o uso da transformada inversa. Usamos
a transformada de Laplace para resolver sistemas de EDOs com coefici-
entes constantes e concluimos com algumas observacoes sobre a expo-
nencial de matrizes.

SOFTWARE LIVRE

Esse livro foi elaborado por meio do BIEX no ambiente TgXStudio, en-
quanto suas figuras foram elaboradas por meio do Inkscape, todos eles
software livres.

Brasilia, janeiro de 2018.



CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS

Uma Equagdo diferencial ordindria (EDO) é uma equacdo cuja incognita
é uma funcao real e na equac¢do aparecem também derivadas ordindrias
dessa funcao incégnita. Os exemplos classicos de equacdes diferenciais
ordindrias tém origem na famosa 22 Lei de Newton

que é uma EDO quando a forca é uma funcado da velocidade ou da posi-
¢do, e a incognita é a funcao velocidade v(t) ou a funcdo posicao x(t) de
um movimento, como nos exemplos a seguir.

E importante frisar que, apesar de usualmente estudarmos as EDOs
ap6s um primeiro curso de Cdlculo, elas surgiram simultaneamente com
o Célculo. Em outras palavras, uma das motivacoes para a criacdao do
Calculo foi formular EDOs e, em casos favoraveis, resolvé-las.




Capitulo 1. Equacgoes diferenciais

1) Velocidade da queda livre sem atrito: numa queda livre ver-
tical sem atrito, a tinica for¢ca que atua no corpo € a forca peso,
dada por

F=-mg

onde m é a massa do corpo, e g a aceleracao da gravidade.

Nesse caso a 22 Lei de Newton é dada pela EDO
mv'(t) = -mg
€, portanto,
V() =-g

onde a incégnita é a funcdo velocidade vertical v(f). Uma vez
que a forca é constante, a funcao incégnita pode ser encon-
trada simplesmente integrando os dois lados da EDO

fv’(t)dt f—gdt

v(t) + A —gt+B

onde A e B sdo constantes arbitrarias de integracao. Isolando
v(t), obtemos
v()=C—gt

onde C = B— A é uma constante arbitrdria. Essas sao as possi-
veis velocidades verticais da queda livre sem atrito.

O significado fisico da constante arbitraria C pode ser ob-
tido substituindo ¢ = 0 na solucdo geral

v(0)=C




Portanto, C é a velocidade inicial da queda e, para cada velo-
cidade inicial, temos uma funcao velocidade da queda.
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2) Velocidade da queda livre com atrito: numa queda livre ver-
tical com atrito, além da forca peso, também atua no corpo
a forca da resisténcia do ar. Para pequenas velocidades de
queda, essa forca é proporcional a velocidade, no sentido
oposto

F,r=—-bv

onde o coeficiente de arraste b > 0 depende da forma do
corpo. Na figura abaixo o corpo esta caindo, logo v <0 e, por-
tanto, Fg > 0.

—bv

Nesse caso a 22 Lei de Newton é dada pela EDO
mv'(t) = -mg—buv(1)

e, portanto,
Vi) =—- —ﬁv(t)

onde a incégnita é a func¢ao velocidade vertical v(¢), definida
para t = 0, isto €, a partir do instante £ = 0 em que 0 corpo
comeca a queda livre e dai em diante.

Nesse caso a forca ndo é constante e depende da prépria
funcdo incégnita, por isso ndo é possivel obter v(¢) integrando
os dois lados.

3) Posicao do sistema massa-mola: pela Lei de Hooke, a forca
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da mola é uma funcao da posi¢ao, dada por
F=—-kx

onde k é a constante de Hooke da mola, e x é a posicao do
bloco de massa m, medida em relacdo a posicdo natural da
mola, em que ela nao estd nem esticada, nem comprimida.

Y

Nesse caso a 22 Lei de Newton é dada pela EDO
mx" (1) = —kx(1)

onde a incégnita é a funcdo posicao x(¢), definida para todos
os instantes ¢ € R.

4) Posicdo de um asteroide em rota de colisdo com a Terra:
pela Lei da Gravitacao Universal, a forca que a Terra exerce
sobre o asteroide é dada por

1
F=-GMm—
2

onde x é a distdncia entre a Terra e o asteroide, G é a cons-
tante de gravitacdo universal, m é a massa do asteroide e M é

a massa da Terra.
M F

N D
O/

0

« @3
Y
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Nesse caso a 22 Lei de Newton é dada por

mx"(t)=-GMm

x(8)?

onde a incégnita é a funcao distancia x(¢), definida até o ins-
tante ¢t em que o asteroide colide com a terra.

Apesar de sua origem no estudo do movimento, veremos que tam-
bém ¢é conveniente tratar as equacoes diferenciais do ponto de vista pu-
ramente matematico.

Uma solugdo de uma EDO é uma funcao y(¢) que satisfaz a EDO. O
tipo mais simples de solucao é a solugdo constante y(t) = c. No con-
texto do movimento, uma solucao constante também é chamada de
solucao de equilibrio, pois corresponde a auséncia de movimento.

Assim como no estudo do movimento, onde queremos descrever to-
dos os movimentos possiveis, também estamos interessados em deter-
minar todas as solu¢cdes de uma dada EDO.

Definicao 1.2

A solugdo geral de uma EDO € o conjunto de todas as suas solugoes.
Resolveruma EDO é encontrar sua solucao geral.

Quando resolvemos uma EDO, geralmente encontramos infinitas so-
lucdes. Muitas vezes queremos obter, dentre essas infinitas solucoes,
apenas as que satisfazem certas condi¢coes num instante inicial. Por
exemplo, ao descrever a posicao x(¢) de um movimento, podemos que-
rer saber quais, dentre os movimentos possiveis, tém posicado inicial e
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velocidade inicial dadas por
x0)=x9 X' (0)=uvp

Esse tipo de condi¢ao em solucdes de uma EDO é chamada de condicdo
ou valor inicial.

Assim como nos métodos para resolver uma equacgao algébrica, os
métodos para resolver uma EDO dependem de sua forma. A equagao al-
gébrica mais simples de se resolver € a linear, na qual as incégnitas apare-
cem apenas multiplicadas por constantes conhecidas, chamadas de co-
eficientes da equacao, e em seguida somadas. Considere, por exemplo,
as seguintes equacoes algébricas.

Linear Nao linear

ax+by=c xy=1, x*+y?=1, etc

coeficientes: a, b

Do mesmo modo, veremos que a EDO mais simples de se resolver é a
EDO linear.

Definicao 1.3

Uma EDO ¢ linear se as funcoes incégnitas e suas derivadas apa-
recem apenas multiplicadas por funcoes conhecidas, chamadas de
coeficientes da EDO, e em seguida somadas.

Considere, por exemplo, as seguintes EDOs.

Linear N3o linear

al)y'(O+b@Dy®=f@) | yOym® =1, y@®)2+y)?=1, etc

coeficientes: a(t), b(t)




19

Definicao 1.4

Na EDO linear, o termo f () é, assim como os coeficientes, uma fun-
¢do conhecida chamada de forcamento ou de termo nédo homoge-
neo. Quando f(¢) =0, dizemos que a EDO é homogénea.

Observe que, quando uma EDO € nao linear, nao faz sentido falar de
seus coeficientes nem de seu forcamento. Porém, sempre podemos falar
da ordem de uma EDO.

Definicao 1.5

A ordem de uma EDO é a maior ordem das derivadas da funcao in-
clgnita que aparecem na equacao.

Por exemplo, uma EDO linear de ordem dois, ou segunda ordem, tem
a forma
ay" (O +b@Oy (0 +c@y®) = f)

com coeficientes dados por func¢des conhecidas a(f), b(t), c(t) e forca-
mento conhecido f(¢#). Vamos voltar aos exemplos anteriores para ex-
plorar todas essas defini¢oes.

1) Velocidade da queda livre sem atrito:

mv'(t) = -mg

E uma EDO de 12 ordem linear e ndao homogénea. O coefi-
ciente de v'(t) é m, o coeficiente de v(t) é 0, o forcamento é
—mg. Obtivemos anteriormente a solucdo geral dessa equa-
¢do, dada por

v()=C—-gt

onde C € R é uma constante arbitrdria. Portanto, a solucao
geral consiste de infinitas solucoes.
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Impondo a condicao inicial
v(0) = vy
e usando a solucdo geral, temos que
C=1vy

logo
v(t)=vy—gt

é a unica solucao que satisfaz a condicao inicial dada.

2) Velocidade da queda livre com atrito:
V) =—-g—av()

onde a = b/m é o arraste por unidade de massa. Essa é uma
EDO de 12 ordem linear e ndo homogénea, pois pode ser co-
locada na forma

V) +av(t)=-g

O coeficiente de v'(t) é 1, o coeficiente de v(f) é a e o forca-
mento é —g.

Podemos procurar solucoes de equilibrio fazendo v(¢) =
Veq COnstante e substituindo na EDO

(Veq),+aveq = —8
O+aveq = -8

g

Veq = _;

Portanto, temos apenas uma soluc¢do de equilibrio




Essa é achamada velocidade terminal, na qual a forca de atrito
se equilibra com a forca peso: se o corpo comecar a cair nessa
velocidade, se manterd nessa velocidade o tempo todo. Como
obter as outras solucoes?

21

3) Posicao do sistema massa-mola:
mx" (1) = —kx(1)

E uma EDO de 22 ordem linear e homogénea, pois pode ser
colocada na forma

mx" () + kx(t) =0

O coeficiente de x"(¢) é m, o coeficiente de x'(t) é 0, o coefici-
ente de x(?) é k, e o forcamento € 0.

Podemos procurar solucoes de equilibrio fazendo x(f) =
Xeq constante e substituindo na EDO

M(xXeq)" +kXeq =

0+kxeq =

Portanto, temos apenas uma solu¢ao de equilibrio x.,(#) = 0.
Essa é a chamada solucdo trivial e corresponde ao movimento
em que a massa fica parada na posicdo natural da mola. Como

obter as outras solucoes?
Sem=k=1,aEDO fica

X" +x(6)=0

Temos que x;(f) = cos(t) e x2(t) = sen(f) sdao solucdes dessa
EDO, uma vez que

x| (1) + x1 () = — cos(t) + cos(r) =0
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x5 (1) + x2(1) = — sen(t) + sen(r) =0

Mais adiante vamos mostrar que a solucao geral dessa EDO é

x(1)

c1x1(8) + c2x2(1)

c1 cos(t) + ¢ sen(r)

onde c1, ¢; € R sdo duas constantes arbitrarias.
Quais dessas solugoes satifazem as seguintes condicoes
iniciais?
x0)=xy x'(0)=wyg

Uma vez que que

x(1)
x'(t) = —c;sen(t)+cycos(t)

¢ cos(t) + ¢o sen(r)

substituindo ¢ =0, temos que

Xo = O

Vp = @&

Logo,
x(1) = xg cos(t) + vo sen(t)

é a unica solucdo que satisfaz as condig¢des iniciais dadas.

4) Posicao de um asteroide em rota de colisdo com a Terra:

mx"(t)=-GMm

(1) ()2

E uma EDO 22 ordem ndo linear, pois ndo pode ser colocada
na forma linear.

Podemos procurar solucoes de equilibrio fazendo x(f) =




Xeq constante e substituindo na EDO

m(Xeq)" -GMm

(xeq)z
0 - GMm—2
(Xeq)

Portanto, essa EDO ndo possui solucdo de equilibrio. Como
procurar outras solucoes?
Sem=M=G=1,aEDO fica

x'(1)=-

x(1)2

Podemos verificar que

" (3 1)§
H=|—t+
* V2

é solucao dessa EDO, uma vez que

2 1
X' = ((%t+1))

- \/E((%H 1)_%)/
-l

Il

|
—_—
S e

~

_+_

—
S
|
[SUEN

23
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e que
4
3

o1 ——(it+l)_
x(t)Z - ] % 2 \/z
((El’-i'l) )

A solucao geral desse problema envolve certas funcoes especi-
ais e estd fora do escopo do presente texto.

Veremos que EDOs tém aplicacoes fora da Fisica, sendo uma das

principais ferramentas para se estudar as mudancas de quantidades que
variam em func¢do de outras quantidades. Veremos também que feno-
menos diferentes podem ser modelados pela mesma EDO. Assim, resol-
vendo a EDO matematicamente, teremos resolvido simultaneamente to-
dos os fendmenos modelados por ela.

Muitas vezes quando estiver implicito que a varidvel indepen-
dente é t, para simplificar a EDO, omitimos ¢ da funcao inc6g-
nitas escrevendo y, y', y”, ..., no lugar de y(1), y'(¢), y" (1), ...
Por exemplo, a EDO

") =-GM
my" (t) my(t)2

fica
"n_

1
my" =-GMm—;
12

E importante lembrar que, nessa notacdo, tanto y quanto )’ e
y" sdo funcgoes de ¢.

Geralmente, a obtencao da solucdo geral de EDOs é uma tarefa bas-




1.1. EDO separdvel 25

tante dificil, de modo que nos restringiremos a alguns casos relevantes,
iniciando com as EDOS de 14 ordem. Primeiro estudaremos dois tipos
de EDOs de 12 ordem que podemos resolver com técnicas vistas num
primeiro curso de Célculo: as separaveis e as lineares. Em seguida estu-
daremos as EDOs lineares de 22 ordem, para as quais as técnicas vistas
num primeiro curso de Cdlculo ndo sdo suficientes.

1.1 EDO SEPARAVEL

Uma EDO é separavel quando é de 12 ordem e pode ser escrita na se-

guinte forma
Y =F(0G(y() I

onde F(t) e G(y) sdo fungoes reais, respectivamente, de ¢ e de y. Na no-
tacdo em que omitimos a varidvel independente ¢ da funcao incégnita, a
EDO separével fica na forma

¥ =F()G(y)

onde no lado direito ¢ e y estdo separadas num produto de duas func¢des
conhecidas.

1) AEDO

Y -ryn?*=0
é separavel, pois pode ser escrita como
Y ==2yw?

onde F(t) = 2 e G(y) = y°.

2) AEDO
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é separavel, pois escrevendo-a na forma
yl _ t3 y2 — tS
vemos que ela pode ser escrita como

que é separavel com F(t) = 2 e G(y) = 1 + 2.

3) AEDO
nao é separavel, pois o lado direito de

y =1+ ty?)

nao pode ser escrita como um produto da forma F(#)G(y).

4) Velocidade da queda livre com atrito: numa queda livre ver-
tical com atrito, além da forca peso, também atua no corpo
a forca da resisténcia do ar. Para pequenas velocidades de
queda, essa forca é proporcional a velocidade, no sentido
oposto

F,r=—-bv

onde o coeficiente de arraste b > 0 depende da forma do
corpo. Na figura abaixo o corpo esta caindo, logo v < 0 e, por-
tanto, F, > 0.

—bv
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Nesse caso a 22 Lei de Newton é dada pela EDO

mv' () = -mg - buv(1)

e, portanto,
V(t)=-g—av(r)
onde a = % e a incognita é a funcao velocidade vertical v(t),

definida para t = 0, isto €, a partir do instante = 0 em que o
corpo comeca a queda livre e dai em diante.
Escrevendo a EDO na forma

vV=—g—av

vemos que ela é separdvel com F(f) =1, G(v) = —g —av.

27

5) Velocidade da queda livre de um paraquedas: numa queda
livre vertical com atrito, além da forca peso também atua no
corpo a forga da resisténcia do ar. Para grandes velocidades de
queda, a forca de resistécia do ar é proporcional a uma potén-
cia da velocidade, no sentido oposto da queda. Por exemplo

F,, = bv?

onde o coeficiente de arraste b > 0 depende da forma do pa-
raquedas. Vamos considerar apenas a queda, na qual sempre
teremos F;; > 0.

bv?
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Nesse caso a 22 Lei de Newton é dada pela EDO néo linear

mv'(t) = —mg + bv*(1)

e, portanto,
V() =av’(t) - g
onde a = % é arraste por unidade de massa.

Escrevendo a EDO na forma

V=avr-g

vemos que ela é separavel com F(t) =1, G(v) = av® - g.

Se F(t) nao é identicamente nula, é facil ver que as solucoes constan-
tes da EDO separavel

y'(t) = F(OG(y(1))

sao da forma
y)=c onde G(c)=0

isto é, c € R é uma raiz de G. A solucdo geral de uma EDO separavel é
obtida da seguinte maneira.

1) Solucdes constantes: Encontrar as raizes de

G(c)=0

e considerar as solucdes constantes y(f) = ¢ correspondentes.
No contexto do movimento, essas sao as solucoes de equili-
brio.
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2) Separar: Colocar a EDO na forma

y'(1)
G(y(D)

=F(1)

denominada forma separada

3) Integrar: Integrando a equacao acima

y' (1)
G(y(1)

dt:fF(t)dt

que, pela substituicao
y=y®), dy=y®adt

pode ser escrita como

1
—dy) = f F(ndt

4) Isolar: Apés resolver as integrais no passo anterior, isolar
(1) na equacao acima.

Vamos aplicar os passos acima para obter a solucao geral das EDOs
separdveis vistas anteriormente.

Exemplos

1) Vimos que a EDO

V') - EBy)?=0
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é separavel, pois pode ser colocada na forma

/

y=ry
Equilibrios: Encontrando as raizes de
¥*=0 < y=0
Obtemos a solucdo de equilibrio
y®)=0

Separar: Pelo que vimos acima, essa EDO pode ser sepa-
rada

1/ 3
T

Integrar: Integrando a equacao acima

J

substituindo y = y(1), dy = y'(t)dt

1
[0, - fe
Y y=y(0)

1 1
f—zdy:——+A
y y

t4
ft3dt:—+B
4

Isolar: Obtemos a equacao

y(lt)z y'(t)dt = f Bdt

onde

1t
—=—4C
¥y 4
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onde C = B— A é uma constante arbitrdria. Essa equacao al-
gébrica é equivalente a

1 t*+4C
¥y 4

de modo que podemos isolar y = y(t) e obter
H=-——
i) t*+D

onde D = 4C é uma constante arbitraria. A solucao geral da
EDO é dada pela expressao acima e pela solucao de equilibrio
y(£) =0.

2) Vimos que a EDO
Yy -rCyw?=r
é separavel, pois pode ser colocada na forma
y=£0+y%
Equilibrios: Encontrando as raizes de
1+y°=0

nao obtemos nenhuma raiz real. Portanto, ndo existe solucao
de equilibrio.

Separar: Pelo que vimos acima, essa EDO pode ser colo-
cada na forma separada
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Integrar: Integrando a equacao acima

1 / _ 3
f1+y(t)2y(t)dt_ft “

temos, pela substituicdo y = y(¢), que ela é equivalente a
1
[rigo, [
1+y y=y(0)
f ! d tg(y)+ A
=a
142 y=atgly

t4
ft3dt:—+B
4

Isolar: Obtemos a equacao

onde

t4
atg(y) = T +C

onde C = B— A é uma constante arbitraria. Podemos isolar

y = y(&) nessa equacgdo algébrica aplicando a fung¢do tangente
em ambos os lados, de modo que

A
y() = tg(z + C)

A solucdo geral da EDO é dada pela expressdao acima, uma vez
que nao existem solucdes de equilibrio.

3) Vimos que a EDO
vV=—g-—av

é separavel.
Equilibrios: Encontrando as raizes

-g—av=0 < v=-gla
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Separar: Pelo que vimos acima, essa EDO pode ser sepa-

rada
1

-g—av

vV =1

Integrar: Integrando a equacao acima

f;v'(t)dt:fldt
—-g—av(t)

substituindo u = —g — av(t), du=—av'(t)dt

1d
3%~
u-—a v=v(t)

1du 1
(f——) =—1Ilogl—-g—av(®)|+A
v=v(t) —a

fldt: I+B
Isolar: Obtemos a equacgao
logl-g—av(t)|=-at+C

onde C = —a(B — A) é uma constante arbitrdria. Essa equac¢ado
algébrica é equivalente a

|—g—al/(t)| — e—at+C
— eCe—at
De—at
onde D = e é uma constante positiva. Tirando o médulo do

lado esquerdo, temos que

~g—av(t)=Ee

33
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onde E = +D é uma constante ndo nula. Se v(0) = vy, segue-se
que

-g—ayy=E
Assim

v(t) = —% + (% + vo) e

A solucao geral da EDO é dada pela expressdo acima, pois a
solucao de equilibrio é obtida quando vy = —g/a.
Observe que

lim v(f) = lim _8 + (§ + Uo) e 4 = _8
[—oo t—oo a a

de modo que, alongo prazo, qualquer velocidade de queda do
paraquedas tende a velocidade de equilibrio.

Apresentamos a seguir uma aplicacdo importante das equacoes se-

paraveis.

CATENARIA

Considere um cabo suspenso preso a duas extremidades, como, por
exemplo, um cabo de energia preso a duas torres de transmissdao ou um
colar apoiado em duas extremidades.
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Vamos mostrar que o cabo suspenso possui o formato de uma Catend-
ria, que é uma curva dada por um pedaco do grafico da funcao cosseno
hiperbdélico
el +e!

2
Nao é dificil verificar que sua derivada é a funcao seno hiperbélico

cosh(r) =

t -t

el—e
h(t) = —
senh(t) 2

de modo que
cosh’ (1) = senh(r)

Também nao é dificil verificar que seno e cosseno hiperbélicos satisfa-
zem a equacdo da hipérbole unitaria, de modo que

cosh?(#) —senh?(1) = 1

Para determinar o formato do cabo suspenso, vamos proceder a ané-
lise do equilibrio estatico de alguns dos seus pedacos. Para isso, denote
por O o ponto mais baixo do cabo suspenso e coloque a origem do nosso
sistema de coordenadas sobre o ponto O. Dado um ponto A qualquer
sobre o cabo suspenso, vamos analisar o equilibrio estdtico do trecho
OA.
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As forcas que atuam nas extremidades desse trecho sao as de tracgao,
de modo que elas tém direcao tangente ao proprio cabo suspenso. Desse
modo, a forca na extremidade O do trecho é horizontal e tem médulo
igual a H, enquanto a for¢ca na extremidade A do trecho forma um angulo
a com a horizontal e tem mddulo igual a T, como ilustrado pela figura
acima. Além das forcas nas extremidades, também atua sobre esse tre-
cho sua forca peso, que é vertical e tem mo6dulo igual a P. As equagoes de
equilibrio para os médulos das coordenadas verticais e horizontais das
forcas envolvidas sdo dadas por

T sen(a) p
Tcos(a) = H
Dividindo uma equacao pela outra, obtemos a seguinte equacgao de equi-
librio
_ P
tg(a) = E

Considerando que a densidade linear do cabo é constante e igual a p,
temos que o médulo da for¢a peso do trecho OA é dado por

P=gpL

onde g é o mddulo da aceleracao da gravidade e L é o comprimento do
trecho OA. Se o formato do cabo é descrito pelo grafico de uma func¢ao y
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e se x é a coordenada horizontal do ponto A, temos que sua coordenada
vertical é dada por y(x), que

tg(a) = y'(x)

L= ! 1+y/(02dt
[ Vievr

Substituindo essas informacdes na equacao de equlibrio acima, temos

que
P {2 G A,
y(x)——Hf0 1+y/'(0)*dt

Derivando essa equacao, obtemos a seguinte EDO

e que

yu(x) — ng 1+ y/(x)z

Fazendo z(x) = y'(x) e substituindo na EDO acima, obtemos
Z(x) = %\/ 1+2z(x)?2

que é uma EDO separavel. Vamos entdo aplicar os passos para obter a
solucdo z(x) que satisfaz a condig¢do inicial

z(0)=y'(0)=0

e dela obter o formato y(x) do cabo suspenso.

1) Solucdes constantes: Encontrando as raizes de

1+22=0 < 142°=0

nao obtemos nenhuma raiz real, portanto, nenhuma solucao
constante.
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2) Separar: Essa EDO pode ser colocada na forma separada

=8P

1
V1+ z(x)2 H

3) Integrar: Integrando a equacao acima
1
f—z’(x)dx:f&dx
V1+z(x)? H

temos, pela substituicao z = z(x), que ela é equivalente a

1 gp
dz) :f—dx
(f V]_+Z2 z=z(x) H

fgdngx+A
H H

A determinacdo da integral

onde

1
dz
f\/1+zz

se d4 através da substituicdo trigonométrica hiperbdlica
z=senh(1)

de modo que
dz=cosh(t)dt

e que
1+ 2% =1+senh?() = cosh?(1)

uma vez que
cosh?(t) —senh?(1) = 1
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Segue-se entao que

1 1
fmdz fcosh(t) cosh(t)dt

[1a

t+B
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4) Isolar: Voltando a equacdo original, temos que

t+B=5Cxia
H

Quando x = 0, temos que z = z(x) = ¥'(x) = 0, de modo que
t = asenh(z) =0, de modo que B = A. Logo

L
H

e aplicando o seno hiperbdlico nos dois lados, temos que

ey _ 8P
Yy (x) = z=senh(f) = senh( i x)

Integrando essa equacdo e usando que cosh’ = senh, temos

que
8p

H
y(x) = — cosh (—x) +C
8p H
Usando que y(0) =0 e que cosh(0) = 1, segue-se que
H
0=y(0)=—cosh(0)+C
8p

de modo que




40 Capitulo 1. Equacdes diferenciais

Isso mostra que
y(x) = g_If) (cosh (%x) - 1)

que é a equacao da Catendria.

1.2 EDO LINEAR DE 12 ORDEM

Uma EDO é linear de 12 ordem quando ela pode ser escrita na seguinte
forma
a1(0y' () +ag()y (1) = f (1)

onde a; (t) ndo é identicamente nulo, a; (), ag(t) sdo os coeficientes da
EDO, f(t) é o forcamento ou termo ndao homogéneo da EDO.

1) Velocidade da queda livre com atrito:

mv' () = -mg - buv(1)

é uma EDO de 12 ordem linear nao homogénea, pois pode ser
colocada na forma

mv'(t) + bv(t) = —mg

O coeficiente de v'(t) é m, o coeficiente de v(t) é b e o forga-
mento é —mg. Ja obtivemos a solucdo de equilibrio
mg

vit)=-=7

Como obter as outras solucoes?
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2) Velocidade da queda livre de um paraquedas:
mv'(t) = —mg + bv*(¢)

é uma EDO de 12 ordem nio linear devido ao termo v2(¢).

Uma EDO linear de 12 ordem e sua homadgenea associada sao dadas
por

f
0

a1 (0)y +ag(t)y
a1 (0)y' +ao(D)y

Para encontrar sua solucdo geral, dividimos por a;(f) para colocar as
equacoes na denominada forma normal

onde
aop (1)
r =
pi) a (1)
f@
H = ——
g a (1)

estao definidas para todo t tal que a, (¢) # 0.

Proposicao 1.6

A solucao geral da EDO linear

YV+p®y=g®
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é dada por
y(@) =c(ne " I
onde
c(t):fg(t)ep(t)dt I
e
fp(t)dt:P(t)+C

Prova: s

Multiplicando a EDO nao homogénea pelo denominado fator inte-
grante e’ temos que

/ P(1)

POy )+ p)e Py(r) = g(pe

Utilizando aregra da cadeia, aregra da derivada do produto e a equa-
¢do acima, € facil verificar que

(eP(t)y(t))/ — g(1)eP™
Assim, agora podemos integrar a equacao e obter que

"Dy (1) :fg(t)epm dat

Isolando y(1), segue-se que

y(1) = Ug(t)ep(” dt) e PO

de modo que

y(1) = c(t)e P
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onde
(1) =fg(t)ep(”dt

No caso da EDO homogénea, a solucdo geral é dada pelo seguinte
resultado.

A solucao geral da EDO homogénea

Y+p)y=0
é dada por
y(@0)=ce I
onde c; € R.
Prova:

Basta aplicar a solugdo geral da ndao homogénea, observando que

g(t) =0, de modo que c(f) = c; € uma constante. [ |
Exmplos .
1) AEDO

y'(£)=2ty(t) =0

é linear homogénea, sendo igual a sua homogénea associada.
Temos que p(t) = —2¢, de modo que

fp(t)dt:f—tht:—t2+C

Segue-se que P(f) = —t2, de modo que a solucio geral dessa
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EDO é dada por

2
y()=cre P = e’

onde c; €R.

2) AEDO
ty' () —y(t) = t*

é linear nao homogénea e sua homogénea associada é dada
por
ty'(H—y() =0

Para ¢ > 0, essa EDO ndo homogénea pode ser escrita na sua
forma normal

] 1
v - ;y(t) =t
e sua homogénea associada também
, 1
y (- ;y(t) =0

Temos que p(t) = —%, de modo que

fp(t)dt:f—%dt:—log(t)+C

Segue-se que P(t) = —log(t), de modo que a solucao geral da
homogénea é dada por

y(6) =cre PV = ¢l = ¢ ¢

onde c; € R. Como g(t) = ¢, segue-se que

fg(t)ep(”dt

-1

c(p)
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= ftt_ldt
fldt

I+

de modo que a solucao geral da ndo homogénea é dada por

c(t)e P

(t+ cp)e'o8?
(t+ Cl)t

(1)

onde c; €R.
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3) Velocidade da queda livre com atrito: Ja vimos que
mv' (1) + bv(t) = —mg

é linear de 12 ordem. Para obter sua solugdo geral, primeiro
dividimos por m para obter sua forma normal

V) +av(t)=-g

fadt

= at+C

onde p(f) = a= b/m, de modo que
fp(t)dt

Segue-se que P(t) = at, logo a solucao geral é

v(t)=c(t)e

onde

c(t) = f—ge‘”dt
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e(ll‘
= —g—+q
£

€, portanto

v (1)

eat B
(—g— + cl) e
a

at

—§+cle_
a

é a solucdo geral da queda livre com atrito.

Apresentamos a seguir, para as equagoes lineares de 12 ordem, um
conceito fundamental ligado as aplicagdes.

PROBLEMA DE VALOR INICIAL DE 12 ORDEM

— e

Vimos que a solucdo da equacao da queda livre com atrito

mv' (1) + bv(t) = —mg

é dada por

v(t) = _&, cre
a
A solucao com velocidade inicial dada por
v(0) = vy

é obtida da solucao geral fazendo ¢ = 0 de modo que

—§+01:V0 <~ Clzl/0+§
a a
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Assim, apenas a solucdo
v(t) = _&, (vo + §) e 4t
a a
satisfaz essa condic¢do inicial.
Temos que

lim v(t) = _§
{—o0 a

E, portanto, a longo prazo e independentemente da veloci-
dade inicial, a velocidade da queda livre com atrito sempre
tende a velocidade de equilibrio —g/a, conhecida como ve-
locidade terminal.

Também podemos comparar a velocidade da queda livre
com e sem atrito em cada instante ¢, mantendo ¢ fixo e fa-
zendo o coeficiente de arraste a tender a zero

lim v (1) lim _§+(V0+§) et
a—0 a a

a—0
at 8

= lim vge ¥+ 2 (e Y -1)
a—0 a
e -1
= vo+glim
a—0
= V—§gt!

onde usamos L'Hospital no dltimo limite, que é uma indeter-
minacdo do tipo 0/0, lembrando que devemos derivar em re-
lacdao a a, uma vez que estamos tomando o limite quando a
tende a zero. Segue-se que, no limite quando o coeficiente de
arraste a tende a zero, a velocidade da queda livre com atrito
coincide com a velocidade da queda livre sem atrito.

No exemplo anterior vimos que a solucao geral de uma EDO consiste
de infinitas solu¢des, mas que apenas uma Unica solug¢do satisfaz o va-
lor inicial dado. O problema de encontrar a solucdo de uma EDO que
satisfaz um valor inicial é conhecido como Problema de Valor de Inicial
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(PVD).
O préximo resultado mostra que um PVI para uma EDO linear de 12
ordem sempre possui uma tnica solucao.

Seja yp um valor dado. Entdo o PVI linear

{ y+p)y=g()

y(0) = yo

possui uma tinica solucao.

Prova: .

Fixando P(f) uma primitiva de p(#) e F(t) uma primitiva de e’V g (1),
temos que a solucdo geral da EDO é dada por

y(1) =c(t)e PO

onde

c(1)

fepmg(t)dt
C(t)+c

onde C é uma constante arbitraria, de modo que
Y@ = (C@) +cpe ™

Segue-se entao que

y(0)
(C(0) +c))e PO@

Yo
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onde podemos isolar ¢;
a1 = yoe"” = C(0)

e, com essa escolha de c;, obtemos a tiinica solucao y(f) doPVI. N

Na proposicao anterior, o valor inicial foi dado no instante ¢ = 0 por
conveniéncia: o resultado continua vélido se o valor inicial for dado em
qualquer outro instante onde os coeficientes da EDO estejam definidos.
A unicidade de solucao de um PVI estd relacionada com o determinismo
do fénomeno descrito pela EDO linear: conhecido o valor inicial de uma
quantidade e como essa quantidade varia no tempo, a quantidade fica
determinada unicamente.

Na préxima secao iniciaremos o estudo das equacgdes de 22 ordem.
De agora em diante, restringiremos nossa andlise apenas a equacoes li-
neares.

1.3 EDO LINEAR DE 22 ORDEM

Uma EDO é linear de 22 ordem quando ela pode ser escrita na seguinte
forma

a (Y"1 + a1 ()Y (D) + ag(Dy(1) = f(1)

onde ay(t) ndo é identicamente nulo, a, (1), a;(t), ayg(t) sao os coeficien-
tes da EDO e f(t) é o forcamento ou termo ndo homogéneo da EDO.

As equacdes lineares de 22 ordem sao muito relevantes, pois estdo as-
sociadas a modelos de diversas dreas de aplicacdo, como ilustrado pelos
seguintes exemplos.

Exemplos

1) Posicao no sistema Massa-Mola-Amortecimento (MMA):
Considere o deslocamento x(f) a partir da posicao de equi-
librio de um bloco de massa m acoplado a uma mola, a um
amortecedor e a um forcamento externo.
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0 X

Pela Lei de Hooke, a for¢a da mola é proporcional a posicdo e
dada por
Fyr=—kx(t)

onde k é a constante de Hooke da mola. Ja a forca de amorte-
cimento é proporcional a velocidade e dada por

Fa=-bx'(0)

onde b é uma constante que depende da construcao do amor-
tecedor. O forcamento externo independe da posi¢do ou velo-
cidade do bloco, e é uma fun¢ao do tempo dada por

Frp=f(1)

Desconsiderando-se a forca de atrito do bloco com o piso, a
forca resultante é dada por

F=Fap+Fy+Fg
Pela 22 Lei de Newton, temos entdo que
mx" (1) = —bx'(t) — kx (1) + f (1)
de modo que

mx" () + bx' (1) + kx(t) = f(1)




1.3. EDO linear de 22 ordem

As condicoes iniciais sao dadas por

Xo Pposicao inicial
vy velocidade inicial

x'(0)

{ x(0)
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2) Carga no circuito Resistor-Indutor-Capacitor (RLC): Consi-
dere a carga ¢(t) no capacitor de um circuito elétrico em série
formado por um resistor, por um indutor, por um capacitor e

por uma fonte externa.
R

WW

q(1)

]\
1/

C

A queda de tensdo nas extremidades do capacitor é proporci-
onal a carga ¢(f) armazenada por ele e dada por

Ve =Cq(1)

onde C é o inverso da capacitancia do capacitor, enquanto a
queda de tensdo nas extremidades do resistor é proporcional
a corrente ¢'(t) que passa por ele e é dada por

Vr =Rq' (1)

onde R € a resisténcia do resistor, e a queda de tensao nas ex-
tremidades do indutor é proporcional a ¢” (t) e dada por

Vi =Lq" (1)
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onde L é a indutancia do indutor. Pela 22 Lei de Kirchoff, a
soma das quedas de tensdo num circuito elétrico é igual a ten-
sao da fonte externa dada por

Ve=E(t)
de modo que
Vi+Vep+Vec=Vg

ou seja
Lq"(t)+Rq' (1) + Cq(t) = E(1)

onde L, R, C podem variar com o tempo. As condic¢des iniciais
sdo dadas por

q0) = g¢o cargainicial
q'(0) = iy corrente inicial

Note como dois fendmenos distintos — um sistema mecanico MMA e
um circuito elétrico RLC — sdo modelados pela mesma EDO. A vantagem
da abordagem matemaética a uma EDO é que, resolvido o modelo ma-
tematico, obtemos de uma s6 vez a descricdo de ambos os fenomenos.
Além da economia de esforcos, esse procedimento também permite fa-
zer analogias entre os dois fendbmentos, o que nos ajuda a entendé-los:
no circuito elétrico o capacitor tem o papel da mola de armazenar ener-
gia, a resisténcia tem o papel do amortecedor de dissipar a energia, e a
indutancia tem o papel da massa de fornecer inércia para a carga.

SOLUCAO GERAL

Uma EDQO linear de 22 ordem e sua homaogenea associada sao dadas por

f@
0

a(0)y" +a ()Y +ao(D)y
a(D)y" "+ a1 (DY +ag(t)y
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Para encontrar sua solucao geral, dividimos por a,(f) para colocar as
equacoes na denominada forma normal

g(1)

V'+q@®)y' +p)y

V'+q@®y' +p)y

onde

a (1) ap(t) f(t)
= = )=
w0 P%L0 Y% Lu

estdo definidas para todo t tal que a,(t) #0.

— o

Considere a EDO linear de 22 ordem dada por

2y +2ty (D -2y) =

cuja homogénea associada
£2y" () +2ty () -2y(H) =0

é um exemplo do que é conhecido como Equacao de Euler.
Dividindo-se por a(f) = t2, obtemos sua forma normal

t3

I 2 !/ 2
y () + ;y (1) - ﬁy(t)

|
=)

1! g / _3
y )+ ty(t) tzy(t)
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de modo que
2
n = =
q(t) ;
B -2
p() = 7
g = ¢
estao definidas no intervalo ¢ > 0.

A proposicao seguinte mostra que a solugdo geral de uma EDO linear
de 22 ordem ndo homogénea é dada pela soma de uma solucao particular
com as solu¢des da homogénea associada.

A solucao geral da EDO ndo homogénea

V' (O +q@)y (0 +p@)y) =g

y(@8) = yp(t) + ynp(t) I

onde y,(f) € uma soluc¢do particular da EDO ndo homogénea e
yn(t) é a solugdo geral da homogénea associada.

é dada por

Prova:

Primeiro vamos mostrar que, se z(f) é solucdo da homogénea asso-
ciada, entdo y) () +z(f) € solu¢dao da nao homogénea. De fato, temos
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que

(&) +2(0)" +q(0) (yp(O) + 2(D) + p(1) (¥ (1) + 2(D)
(vh0+2" @)+ a (v 0 + 2 @) + o) (yp(0) + 28)

(y;ﬁ(t) +q(0)y, () + p(t)yp(t)) + ("0 +q(0Z' (1) + p(Hz(1))
= gn+o0
= 8

onde usamos que y,(f) é uma solug¢ao particular da EDO nao homo-
génea.

Agora vamos mostrar que toda solucdo da ndo homogénea é
dada por essa forma. Seja w(t) uma solucdo qualquer da EDO linear
de 22 ordem ndao homogénea. Temos entdo que

w' () +qOw' () +pOw) = gt
V() +q)y,O+pDyp(H) = gt

Subtraindo as equagdes, temos que
(W -yp0)" +q@®) (w® - y,(0) + p®) (wt) -y, () =0

Logo z(t) = w(t)—yp(t) é solucao da homogénea associada, de modo
que
w(t) = yp(t) + z(1)

SOLUCAO DA HOMOGENEA

Vamos mostrar que a solucdo geral de uma EDO linear de 22 ordem ho-

mogénea
YV'+q®y +p)y=0 I

é dada pela combinacao linear

Yr(t) = c1y1 (1) + c2y2(1)
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onde ci,c; € R, sempre que y;(f) e y2(t) forem solucdes nao proporcio-
nais da EDO, denominadas solugoes fundamentais.

— e

Temos que

=t e p)=t?>

sao solucoes fundamentais (ndo proporcionais) da Equacao
de Euler
2y (O +2ty () -2y(1) =0

Vamos ver que a solucdo geral dessa EDO é dada por
y()=cit+co 2

onde ¢, ¢ €R.

Uma vez que y;(f) e y»(f) ndo sdo proporcionais, temos que
Y2(1)
yi(0)
ndo é constante, de modo que sua derivada é ndo nula e dada por

(J/2(L‘))' _ W(yi(0), y2(2)
n() 1 (1)?

onde
W (y1(8), y2(1) = y3 (D y1 () = Y1 (D) y2 (1)

é denominado o Wronskiano de y;(t) e y»(t). Note que o Wronskiano é
dado pelo seguinte determinante

t
W(yl(t),yz(t)):' (e y(1) '

AGERAG)



1.3. EDO linear de 22 ordem

57

— e

O Wronskiano das solucoes
nw=t e po=r’
da Equacao de Euler
2y +2ty () -2y(t) =0
é dado por

t 2
@
B ' ol

Wit t %) =

1 —2¢73
= (=2t -2
= -317°

A proposic¢do a seguir estabelece um fato de fundamental importan-

cia sobre o Wronskiano.

Sejam y; () e y»(¢) solucdes da EDO homogénea

V' () +q@0)y' @) +p@)y)=0

W1 (8), y2(1) = ce” 0 I

Entao
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ondeceRe

fq(t)dt: Qn+C

Por simplicidade, vamos denotar W (y; (), y»(¢)) por
W (1) = y5(Dy1(0) = y1 (D y2(D)
de modo que

wW'(1)

s (Oy1 () — Y1 (D y2(D)
Vo (D y1(0) + y1 (D) y5(0)

R AONAOGENAGNAG)

YAOGNAGENAGIAG!

Como y» (1) e y;(t) sdo solugdes da EDO, temos que

V5 () + q(Dy5(D) + p(D) y2(1)
() + gy, () + p(Oy (D)

Multiplicando a primeira equacao por y; (f) e a segunda equacao por
¥2(%), temos que

Vo (D10 + gy, () + pDy2(Dy1 () = 0
Y@ y2(0)+ gy (D) y2(8) + p(Dy1 (D) y2(8) = 0

de modo que, subtraindo as duas equacoes, obtemos
W'(6)+q(e)W () =0
cuja solucdo é dada por

W(t) = ce ¥
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ondeceRe
fq(t) dx=Q()+C
|
Exempl e
A Equacgao de Euler

2y +2ty () -2y(t) =0

tem forma normal dada por

i 2 / 2
y(n)+ ;y (1) — ﬁy(t) =0

de modo que
2
H=-
q(t) ”

Segue-se que
Q(1) =2log(1)

de modo que, pela Férmula de Abel, temos que

W(t) =ce QW = ¢172

Vamos mostrar agora a relacdo entre duas solucoes serem fundamen-
tais e seu Wronskiano ndo se anular.

Proposicao 1.11

Sejam y; (1) e y»(t) solugdes da EDO homogénea

V' () + gy @) +pOyH=0
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Entdo as seguintes condi¢des sao equivalentes:

(A) W(yi(t), y2(ty)) # 0 para algum £

(B) W(y1(1),y2(1) #0 para todo ¢

(C) y1(1) e y2(¢) sao fundamentais

Vamos mostrar que (A) é equivalente a (B) e, depois, que (B) é equi-
valente a (C).

Para mostrar que (A) e (B) sdo equivalentes, primeiro lembramos
que

Wy (2), y2(1) = ce™ %
onde c € R. Segue-se entdo que
W(y1(to), y2(%)) #0
para algum £y, é equivalente a
c#£0
que, por sua vez, é equivalente a

W(y1(2), y2(2)) #0

para todo t.
Para mostrar que (B) e (C) sdo equivalentes, primeiro lembramos
que

(yz(t))': Wy (1), y2(1)
yi(0) y1(1)?
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Segue-se entao que
W(y1(2), y2(2)) #0

para todo ¢, é equivalente a

J/Z(t))/
0
(J’1(t) 2

para todo ¢, que, por sua vez, € equivalente a y; (f) e y»(f) ndo serem
proporcionais, que, por sua vez, é equivalente a y;(¢) e y»(t) serem
fundamentais. [ |

Finalmente vamos mostrar que a solucao geral de uma EDO linear de
22 ordem é dada pela combinacao linear de duas solu¢des fundamentais.

Sejam y; (#) e y»(¢) solucoes fundamentais da EDO

V' (O + g0y () +p)yt) =0

Entdo y, (1) e y»(#) ndo se anulam simultaneamente e a solugdo geral
da EDO é dada por

yu(t) =c1y1 (1) + c2y2(1) I

onde c1, ¢ € R.

Como y; (1) e y»(t) sdo solucoes fundamentais, temos que

W (y1(2), y2() = y5 () y1 (1) — ¥ (D) y2(8) 0

para todo t, de modo que y;(f) e y»(t) ndo podem se anular simulta-
neamente.




62 Capitulo 1. Equacgoes diferenciais

Agora seja z(t) uma solu¢do qualquer da EDO e suponha, sem
perda de generalidade, que y;(¢) # 0. Comparando z(t) com y;(?),
temos que

( zu))’_ W), z()  ae 0
y1(0) y1(0)? y1(0)?
para algum a € R, e comparando y»(#) com y; (f), temos que

£0

(J’z(t))' _ W (@), y2(8) _ be™ %"
(@) y1(8)? y1(8)?

de modo que b # 0. Segue-se entdo que

( z(1) )’_ abe AW g(yz(t))'
n@) by by

Integrando essa equacao, temos que

A, _epld
@ by

para algum c; € R. Denotando ¢, = a/b e isolando z(¢) na equagao
acima, segue-se que

z(t) = c1y1 (1) + c2y2(2)

mostrando que a solu¢ao é uma combinacao linear de y;(¢) e y»(1).
Agora, uma vez que y; (f) e y»(t) sao solugdes da EDO, temos que

() + gy, @)+ p(Oy (1)
¥5 (0 + q(D)y5(0) + p(Dy2(0)

Multiplicando a primeira equacao por c¢; e a segunda equagao por
C2, temos que

ayl O+ gy () +p®ey (0
C2yy (1) + q(1) c2y5 (D) + p(£)c2y2(1)
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Somando essas equacoes, temos que
(1y] (D +cays (D) +q()(c1y (D) + 2y5 () + p(D)(c1y1(D) + c2y2() =0

mostrando que y,(f) = c1y1(f) + c2y2(t) é de fato solucao da EDO
para quaisquer cj, ¢z € R. [ |

Vamos considerar o seguinte exemplo.

1) Temos que

=t e p)=t?>

sdo solucoes fundamentais (ndo proporcionais) da Equacao
de Euler
2y"(t) + 2ty (H) - 2y(t) =0

cuja forma normal é dada por
" 2 / 2 _
v+ ;y (1) — ?y(t) =0

para ¢ > 0. Temos entdo que a solucado geral dessas duas EDO
para t >0 é dada por

y)=cit+co 2

onde ¢y, ¢ €R.

2) Sistema massa-mola sem amortecimento:
mx" (£) = —kx(t)

Essa é uma EDO linear homogénea cuja forma normal é dada
por

/! k
x'()+—x(t)=0
m
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onde p(f) = % e g(t) =0. Temos que

m

x1(1) = cos( ﬁt) e Xo (1) = sen( %t)

sdo solucoes, o que pode ser verificado por substituicdo na
EDO. De fato, sdo solu¢des fundamentais da homogénea, uma
vez que ndo sdo proporcionais. Segue-se que a solucao geral
da EDO é dada por

x(f) =c; cos(\/%t) +C sen( %t)

onde c1, ¢ €R.

SOLUCAO DA NAO HOMOGENEA

A solucado geral de uma EDO linear de 22 ordem nao homogénea

V'+q@y +p@)y =g

serd dada a partir da solugdo geral da sua homogéna associada por meio
do método denominado Variagdo dos Parametros.

1) Variar os parametros: Procurar uma solucao da EDO nao
homogénea da forma y(¢) = c;(£)y1(f) + c2(8) y2(%), substi-
tuindo os parametros c; e ¢, da solucao geral c,y1(f) + c2 )2
da homogéna associada por funcoes c;(f) e c2(f), que sdo as
novas incognitas.

2) Determinar os parametros variaveis: Determinar quais sao

as fungoes ¢ (1) e cy(1), utilizando a EDO nao homogeénea.
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Uma vez que
y(@) = y1(0)cr1 (1) + y2() ez (1)
segue-se que

Y@ = yie(0+y5(Dea(t) +
+ (O +cy(Dy2(0)

Uma vez que temos duas incognitas c; (f) e ¢z (#) e apenas uma
equacdo, podemos acrescentar a nova equacgao

Oy (D +cy(D)y2(6) =0
para simplificar as contas. Nesse caso, temos que
Y1) = y1()er (D) + y5 (D ca(2)
de modo que

Y@ = YW @a+ys a0+
A OVAGEXAGIAG

Temos entao que

p)y() = pOn@ca() + p)y(6)c(1)
an)y'@® = qy;(c(t) + qO)y,(H)ca(t)
y'( = yi(@®ei() + ¥y (B2 (1)
+ c(Dy () + o (Dy5(1)

Somando as equacoes, colocando c;(f) e c2(f) em evidéncia,
e usando que y;(?) e y»(t) sdo solucoes da homogénea e que
y(t) é solucdo da ndo homogénea, temos que

g(1) = (D) y1 (D) + cy (1) yy(£)
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Obtemos assim o seguinte sistema

Il
o

{yl(t)c;(t) + ya(B)cy(t)

Y1) + yy(Hey (D) g1

para determinar ¢/ (¢) e ¢,(¢). Temos que o determinante da
matriz dos coeficientes desse sistema é o Wronskiano das so-
lucoes fundamentais, dado por

() yo(8)

que é ndo nulo, uma vez que y;(t) e y2(t) sdo solugdes fun-
damentais. Pela regra de Cramer, apresentada no Apéndice,
segue-se que

‘ 0 y(D)
() y,(1) Dy (t
FPRURE (OIS CCR N (OV0
W () W ()
e que
‘Jﬁ(t) 0
(1) g Oyt
= 080 | g
W(1) W(1)

de modo que
r r
1 ( t) — — M dt
W(t)
e que
gy (1)
W (t)

Observe que, como c; () e c»(t) sdo dadas por integrais inde-
finidas, cada uma delas é de fato uma familia de func¢des con-

tendo uma constante arbitraria.

co(1) = dt
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A proposicao seguinte mostra que o método da Variacao dos Parame-
tros fornece a solugdo geral de uma EDO linear de 22 ordem ndo homo-

génea.

A solucao geral da EDO

V') +q@0)y' (0 +p)yr) =g

é dada por
y() = c1 (D) y1 (1) + c2(1) yo (1) I
onde
al(r) = _—g(t)yg(t)dt
W(1)
g()y1(r)

dat

co (1)

W ()

enquanto y;(f) e y»(f) sdo solucdes fundamentais da homogénea
associada e W (t) é o seu Wronskiano.

Basta notar que c;(f) = Ci(f) + ¢; e também que c2(t) = Co () + ¢,
onde c1,c2 € R. A solucao dada pelo método da Variagdo dos Para-
metros pode entao ser escrita como

(C1(0) + c1) y1(8) + (Co(8) + €2) yo(2)
(CLOY (1) + Co(Dy2(D) + (131 () + c2)2(D))

(1)

Escolhendo ¢; =0 e ¢, =0, vemos que

Yp() = CL(O (1) + Ca (1) y2 (1)
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é uma solucdo particular da ndo homogénea. O resultado segue-se
entdo da Proposicado 1.9, uma vez que

V() = c1y1(8) + c2y2(8)

onde ¢y, ¢2 € R, é a solugdo geral da homogénea. [ |

Vamos considerar o seguinte exemplo.

fxemplo e

Vimos que

nw=t e ypm=t?
sdo solucoes fundamentais da EDO
1 2 / 2 _
Y+ P (1) - ﬁy(t) =0

que é a homogénea associada a EDO ndao homogénea
2 2
Y+—ym-Syn=r

Vimos também que o Wronskiano dessas duas solucoes fun-
damentais é dado por

W()=-3¢"*
Temos entao que
y() =c1 () y1(1) + c2(D) y2 (1)
é a solucdo geral da EDO nao homogeénea, onde

_sWpw
W (1)

312
.[_ 324!

(1)
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t3
= —dt
3
t—4
= —+
2 °
e
t t
oot) = g ( )dt
W(t)
Bt
= dt
f—SL“Z

1
"\
|
w3,
ISH
o~

A solucao geral da EDO ndo homogénea é entdo dada por

rt t’ _2

—+cC|t+|——+C| T

12 21
P

= ———+ctl+ct
12 21 VT
I )

= —+4cit+cot
28 1 2

(1)

2

Observe que
/5

yp(t) = %

é uma solucao particular da EDO ndao homogénea, enquanto
Yr(t) =cit+co 2

é a solucao geral da homogénea associada, de modo que
y() = yp(t) + ynp(t)

é a solucdo geral da EDO nao homogénea.
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Apresentamos a seguir, para as equagoes lineares de 22 ordem, um
conceito fundamental ligado as aplicagdes.

PROBLEMA DE VALORES INICIAIS DE 22 ORDEM

fxemplo s

Vamos resolver o PVI do sistema massa-mola sem amorteci-
mento

mx" () + kx(t) =0

x(0)=xp x'(0)=uvg
Ja vimos que ele tem solucao geral dada por
x(t) = c; cos(wt) + c2 sen(wt)
ondec;,coeRe
w=1\—
m

é a frequéncia natural de vibracao desse sistema massa-mola.
Temos entao

xX'(8) = —cjw sen(wt) + cow cos(wt)
Usando os valores iniciais, temos que

X = x(0)=c¢
vo = X'(0)=cw

Segue-se que ¢; = Xy e ¢ = Vp/w e, portanto,

v
x(1) = xp cos(wt) + -2 sen(wt)
w
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| é a tinica solucédo do PVI.

No exemplo anterior vimos que a solucao geral de uma EDO con-
siste de infinitas solugdes, mas que apenas uma unica solucao satisfaz
o valor inicial dado. O préximo resultado mostra que um PVI para uma
EDO linear de 22 ordem sempre possui uma tinica solucao, desde que se-
jam considerados valores iniciais para a fun¢do incégnita e sua primeira
derivada. No estudo do movimento, esse resultado corresponde a fixar
posicdo e velocidade iniciais de um corpo para obter sua trajetoria.

Sejam y, e vy valores dados e suponha que a EDO possui solucoes
fundamentais. Entdo o PVI linear

V'+qy+p0y=g()

y0 =y0 Y0 =19

possui uma tinica solucao.

Fixando solu¢des fundamentais y, () e y»(t) e uma solucao particu-
lar y,(#) , temos que a solugao geral da EDO ¢é da forma

y(&) = c1y1(8) + c2y2(1) + yp (1)

Segue-se que
Y =ay () +cys®) +y,1)
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Usando as condicdes iniciais, temos que

Yo = y(0)
€1Y1(0) + ¢2y2(0) + yp(0)

y'(0)
c1y1(0) + c25(0) + y,,(0)

Vo

de modo que c; e ¢, podem ser obtidos resolvendo o sistema
y10)c1 + y2(0)c2 = yo — yp(0)

¥10)c1 + y5(0)c2 = vo— ¥, (0)

cujo determinante é W (yi,»)(0). Esse determinante é ndao nulo,
uma vez que y, (t) e y»(t) sao solucdes fundamentais. Portanto, esse
sistema tem uma tnica solucao c;, ¢;. Com esses valores de c; € ¢y,
obtemos a unica solucao y(t) do PVI.

|

Na proposi¢do anterior os valores iniciais foram dados no instante
t = 0 por conveniéncia: o resultado continua valido se os valores iniciais
forem dados em qualquer outro instante em que os coeficientes da EDO
estejam definidos.

Como os métodos para se encontrar a solucao geral e a solucao de
PVIs de equacgdes lineares dependem da determinacdo de solugdes fun-
damentais da homogénea, vamos analisar, nas proximas sec¢oes, alguns
métodos para se obter essas solu¢des fundamentais.

Em algumas situacgdes é conveniente usar as denominadas solugoes
canonicas, que sao um par de solucoes y; () e y»(t) da EDO homogénea

V'+q0y' +pt)y=0

satisfazendo as condicdes iniciais

{ y1(0)=1 { ¥2(0)=0
BO=0 | po=1
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O préximo resultado mostra que as solugdes candnicas sdo fundamen-
tais e que a solucao de todo PVI é escrita de maneira simples como com-
binacdo das duas.

As solucdes canonicas y; (f) e y» () sdo fundamentais. Além disso, a
solucdo y(t) do PVI com condicdes iniciais

{ y0) =
y'(0) = v

é dada por

y() =yoy1 (1) + voy2(2)

Para mostrar que y; (¢) e y»(¢) sdo fundamentais, basta notar que seu
Wronskiano em ¢ = 0 € diferente de zero. De fato

‘yl(O) ¥2(0) :‘ 10
y1(0)  y5(0) 0 1

‘:1¢0

Segue-se que a solucdo geral da EDO é da forma
y() =y (0 +c2y(1)

de modo que
V() = a1y (0) + cayy (1)

Segue-se entdo das condic¢des iniciais que
Yo = y(0)

= 1y1(0) +c2y2(0)
=
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v = y(0)
= 11(0) + c25(0)
= CZ

como queriamos. |

— e

As solucdes canonicas da EDO

mx"(t)+ kx() =0

sao dadas por
1
x1(f) = cos(wt) e Xo(t) = > sen(wt)

onde w = Vk/m. De modo que a solucao com condicdes ini-
ciais

x(0) = Xx

X0 = v
é dada por

1
x(t) = xp cos(wt) + vg— sen(wt)
w

Nas proximas secoes, vamos apresentar métodos para encontrar so-
lucées fundamentais. Vamos comecar com as EDOs de coeficientes
constantes e, em seguida, vamos tratar das de coeficientes varidveis.
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1.4 COEFICIENTES CONSTANTES

Uma EDO homogénea com coeficientes constantes na forma normal é
dada por

V'O +qy (O +pyt)=0

onde p, g € R sdo constantes. Neste caso, € Gtil suprimir a variavel ¢

y'+qy' +py=0 I

e reescrever a EDO usando o denominado operador de derivagdo, dado
por

Dy=y, Diy=y"
de modo que
(D> +gD+p)y=0

O lado esquerdo dessa equacao pode ser manipulado como um polino-
mio em D, cuja fatoracdo depende das raizes da equacgdo caracteristica

r2+qr+p:0 I

obtida da EDO trocando-se D por r e suprimindo a fun¢do y. O tipo de
solucdao da EDO depende do tipo das raizes dessa equacao, denominadas
raizes caracteristicas. Como a equagao caracteristica é de segundo grau,
os possiveis tipos de raizes sdo: raizes reais distintas, raiz real tinica e
raizes complexas.

RAIZES REAIS DISTINTAS

Primeiro vamos analisar o que acontece num exemplo.

Exemplo

AEDO y" -5y"+6y =0 pode ser escrita como

(D*-5D+6)y=0
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de modo que sua equacao caracteristica é dada por
2 —
re=5r+6=0

Uma vez que suas raizes caracteristicas sdao ry =2, 1, =3, a
equacdo caracteristica se fatora como

(r-=2)(r-3)=0
e afirmamos que a EDO se fatora como
(D-2)(D-3)y=0

De fato, temos que

(D-2)(D-3)y = (D-2)(y'-3y)
= (' -3y -20y-3y
= y'-5y +6y

Observe que a ordem dos fatores ndo importa

(D-3)(D-2)y = (D-3)(y'—2y)
= (' -2y)-30'-2y
— y//_5y7+6y

Assim, a EDO original fica fatorada como

(D?>-5D+6)y (D-3)(D-2)y=0

(D-2)(D-3)y=0

e isso fornece um método para encontrar solucoes. De fato,
uma solucado da EDO de primeira ordem

(D-2)y=0
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também é solucao da EDO original, uma vez que

(D-3)(D-2)y=0
=0
Uma vez que a EDO de primeira ordem acima é y' = 2y, uma
solucdo da EDO original é

n=e*

Trocando a ordem dos fatores e aplicando o mesmo racioci-
cinio a EDO da primeira ordem (D — 3)y = 0, obtemos outra
solucdo da EDO original, dada por

7o = e

Uma vez que as raizes r; = 2 e r, = 3 sdo distintas, y; e y» sdo
solu¢des nao proporcionais e, portanto, fundamentais.

Podemos generalizar o exemplo acima, de modo que, quando te-
mos duas raizes caracteristicas reais r| # ry, as solu¢oes fundamentais
da EDO sao dadas por

nt

et erzl’

A tabela seguinte resume essas informacaes.

raizes caracteristicas: 1,7 €R, r#ro

solucoes fundamentais: e''’, e’2!

solugdo geral: y (1) = cie™! + cpe™!

Para usar a tabela acima, s6 é necessario conhecer as raizes distintas.



78 Capitulo 1. Equacgoes diferenciais

Y

— e

Vamos considerar a seguinte EDO

YV -ym-2y=0
Neste caso, temos que
equacdo caracteristica: r2—r—-2=0
raizes caracteristicas: = -1, rp=2

solucoes fundamentais: e/,  e?*

solucdo geral: y(f) =cie” '+ cpe?!

RAIZ REAL UNICA

Novamente, vamos primeiro analisar o que acontece num exemplo.
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— e

AEDO y" -6y +9y =0 pode ser escrita como

(D*-6D+9)y=0
de modo que sua equacao caracteristica é dada por
r’—6r+9=0

Uma vez que suas raizes caracteristicas sao r = rp = 3, aequa-
¢do caracteristica se fatora como

(r=3)(r-3)=0
e afirmamos que a EDO se fatora como
(D-3)(D-3)y=0

De fato, temos que

(D-3)(D-3)y = (D-3)()y'-3y)
= (-3 -30(/-3y)
= y'-6y'+9y

Uma solu¢do da EDO de primeira ordem
(D-3)y=0
também € solucdo da EDO original, uma vez que

(D-3)(D-3)y=0
=0

Uma vez que a EDO de primeira ordem acima é y’ = 3y, uma
solucdo da EDO original é

y=e’t
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Como existe apenas uma raiz real, precisamos ainda encon-
trar uma solucao ndo proporcional da EDO original. Vamos
procurar uma solucio da forma y = €3z, pois usando repeti-
das vezes

(e3tz)!_3(e3tz)

3¢ z+ 37 —3e% 2

(D-3)e%z

— e3tzl

podemos reescrever a EDO original como

(D-3)e37
— e3tz//

0

(D-3)(D-3)e’z

de modo que y = ez é solu¢do da EDO original quando z" =
0. AEDO z" = 0 tem solucdes fundamentais 1 e ¢. Da solucao
z(t) = 1, reobtemos a solucdo y; = e3l e, da solucao z(t) = ¢,
obtemos a nova solucao

Vo = If€3t

de modo que y; e y» sdo solucdes ndo proporcionais e, por-
tanto, solucoes fundamentais da EDO original.

Podemos generalizar o exemplo acima, de modo que, quando temos
uma Unica raiz caracteristica real r, as solucoes fundamentais da EDO
sao dadas por

rt rt
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A tabela seguinte resume essas informacoes.

raiz caracteristica: reR

solucoes fundamentais: e'’, te

solucdo geral: y(t) =cie’'+cote’

Para usar a tabela acima, s6 é necessario conhecer a tinica raiz real.

rt

Exemplo

Vamos considerar a seguinte EDO

y'(0)+2y'(0)+y() =0
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Neste caso, temos que
equacdo caracteristica: 2 +2r+1=0
raizes caracteristicas: r=-1
solucoes fundamentais: e, te

solugdo geral: y(r)=cie "+core!

RAIZES COMPLEXAS

Novamente, vamos primeiro analisar o que acontece num exemplo.

Exemplo e

AEDO y" -8y’ +25y = 0 pode ser escrita como

(D*-8D+25)y=0
de modo que sua equacao caracteristica é dada por
r*—8r+25=0

Nesse caso A = —36 < 0, de modo que as raizes caracteristicas
sdo dadas por

8+v-36
2

= i

+

N o

o oo

+3

~

onde i = v—1 é o nimero imagindrio. Segue-se que r; =4+
3i, rp, =4 -3i, de modo que a equacao caracteristica se fatora
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como
(r—(@4+30))(r-4-30))=0

Podemos eliminar o nimero imaginério i observando que

(r—@4+30)(r—04-3i) (r—4)-3i)((r—4) +310))
(r—4)* - (3i)?

(r —4)> + 32

Segue-se que a EDO pode ser escrita como
(D-4*+3%)y=0
De fato, temos que

(D-4*+3%)y = (D*-8D+25)y
y' -4y’ +25y

Como a parte real das raizes é igual a 4, vamos procurar solu-
¢oes da forma y = e*’z, uma vez que

(D-4)e*'z = (e*'z) —4(e*'2)

= 4etlz+ ez — 46z

— e4t 7
de modo que

(D—4)e*' 7

7
= ez

(D—-4)(D-4)e*'z

Segue-se entdo que podemos reescrever EDO original como

(D - 4)2e4tz +3%e% 7
— e4tzl/+3264tz
= e*(Z"+3%2)

=0

((D-4)*+3%) ez
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de modo que y = e*'z é solucdo da EDO original quando
Z"+3%2=0

A EDO acima tem solucdes fundamentais z; = cos(3¢) e zp =
sen(3t), de modo que

4

n=e'z =e

Lcos(3t),  yo=e'lzy=e* sen(31)

sdo solugdes nao proporcionais e, portanto, solucdes funda-
mentais da EDO original.

Podemos generalizar o exemplo acima, de modo que, quando temos
duas raizes complexas r, 7, = a + bi, onde b > 0, as solucoes fundamen-
tais da EDO sao dadas por

e cos(bt), e sen(bt)

A tabela seguinte resume essas informacoes.

raiz caracteristica: r;,m,=axib, ondeb>0

solu¢des fundamentais: e’ cos(bt), e“ sen(bt)

solucdo geral: y(1) = c1e? cos(bt) + c,e sen(bt)

Para usar a tabela acima, s6 é necessario conhecer a parte real e a parte
imagindria das raizes.
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e“ cos(bt)

e“! sen(bt)

Fxemplo s

Vamos considerar a seguinte EDO

y"(t) + 2y’(t) +5y(8) =0
Neste caso, temos que

equacdo caracteristica: 2 +2r+5=0
raizes caracteristicas: rj, 1o =-1+2i
solucoes fundamentais: e ' cos(2r), e 'sen(21)

solucdo geral: y(t) = cie” ' cos(2t) + coe” ! sen(21)

Vamos agora considerar EDOs lineares de coeficientes variaveis.
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1.5 COEFICIENTES VARIAVEIS

Vamos iniciar apresentando algumas equagdes diferenciais lineares com
coeficientes varidveis que surgem na Mecanica Quantica e vamos ter
uma ideia de como, de suas solugdes, surgem os orbitais atdmicos dos
quais ouvimos falar no ensino médio.

MECANICA QUANTICA

A descricao quantica dos fenomenos subatomicos é probabilistica. Por
exemplo, ao invés de descrevermos a posicao de uma particula subato-
mica, descrevemos qual a probabilidade de encontrd-la em uma certa
regido. Essa probabilidade é dada pela equacdo de Schroedinger, que é o
analogo quantico da Segunda Lei de Newton. Vamos descrever essa pro-
babilidade em algumas situacdes para mostrar a importancia das EDOs
lineares de coeficientes varidveis nesse processo.

X2(x)

[ ]
—e
®
Y

X1 X2

No caso do movimento unidimensional, em que uma particula su-
batdmica se movimenta no eixo x, a probabilidade de a particula estar
no intervalo [x, x2] é proporcional a integral

X2
f X*(x)dx
x1
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onde X?(x) é denominada densidade de probabilidade e a funcao X(x)
satisfaz a equacao de Schroedinger unidimensional

2
_h_)(’(x) +V(x)X(x)=EX(x)
2m

que é uma EDO linear de coeficientes varidveis. Nessa equacao, m é a
massa, V(x) é a energia potencial, E € a energia total e /7 € a constante de
Planck dividida por 27.

As equacoes de Schroedinger bi e tridimensionais sao equacoes dife-
renciais parciais e estao, portanto, fora do escopo deste livro. Entretanto,
em algumas situagoes, como a do oscilador harmonico tridimensional e
a do atomo de hidrogénio, é possivel descrever o problema por meio de
EDQOs, como veremos a seguir.

OSCILADOR HARMONICO

Considere primeiro um oscilador harmoénico quantico unidimensional
cujo potencial é da forma

mw? ,
Vix) = > x°,

que € o potencial do sistema massa-mola com frequéncia w. A equacgao
de Schroedinger é dada entao por

2 mwz

h " 2
— X" (x)+—x"X(x)=EX(x)
2m 2

h ~
Fazendo uma mudanca de escala de x para |/ =X, a equagao pode ser
reescrita como

" 2E 2
X' (x)+ %—x X(x)=0.
Procurando solucoes na forma
X(0) = e 2y(x)

pode-se mostrar que a fun¢do y(x) satisfaz a denominada equacdo de

Hermite
¥ (x)=2xy'(x) +2Ay(x) =0 I
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que é uma EDO linear de coeficientes varidveis, onde a constante A sa-
tisfaz

]E:i’iw(/1+l
2

Pode-se mostrar que, para ter significado fisico, a fun¢ao y(x) deve ser
polinomial. Além disso, veremos que a equacao de Hermite possui so-
lucdes polinomiais apenas quando A assume valores inteiros ndo nega-
tivos, de modo que a energia é quantizada. O inteiro A é denominado
numero quantico.

fxemplo e

Quando A =0, a energia € minima e a equacdo de Hermite é
dada por

¥y (x)-2xy'(x)=0
e pode-se mostrar que suas solu¢des polinomiais sao propor-
cionais a y(x) = 1 de modo que a densidade é proporcional a
X2(x) = e‘xz, ou seja, é a distribuicao normal, cujo gréfico esta
ilustrado na primeira figura desta secao.

Em um oscilador harmonico quantico bidimensional com energia E,
a situacao € similar. A particula se movimenta no plano e a equacao de
Schroedinger é uma equacao difencial parcial onde aparece o potencial

mw?
Vix,y) =

(x*+y?)

que depende de ambas as coordenadas x, y do plano. Supondo que os
movimentos nas coordenadas x, y sdo eventos independentes, pode-se
mostrar que a probabilidade de a particula estar na regido com coorde-
nada x € [x1, x2] e coordenada y € [y, y2] é proporcional ao produto das
probabilidades
X2 5 Y2 5
f X (x)dxf Y(y)dy
X1 y

1
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onde as funcoes X e Y satisfazem a equac¢ado do oscilador harmoénico uni-
dimensional. Nesse caso, a densidade de probabilidade serd dada por
X2(x)Y? (). As regides de densidade de probabilidade constante sdo de-
nominadas orbitais.

— e

Quando a energia é minima, entao a energia em cada um dos
eixos x, y € minima. Segue-se do exemplo unidimensional
que X%(x) = e~ e analogamente Y2(y) = e, de modo que
a densidade de probabilidade nesse caso é proporcional a

e_(x2+y2) = e_r2

onde r = y/x? + y? é distancia do ponto (x, y) a origem. Ob-

serve que a densidade diminui a medida que r aumenta,
como ilustrado pela figura abaixo.

y

X

2 e . ~ 52
Observe também que os orbitais sdo dados por e™" cons-

tante, de modo que r é constante, ou seja, cada orbital é um
circulo no plano x, y centrado na origem.

O caso tridimensional é similar. Nesse caso, a particula se movimenta



90 Capitulo 1. Equacgoes diferenciais

no espago com potencial

maw?
Vix,y,2) =

(x2 +y4+ zz]

que depende das coordenadas x, y, z do espaco. Novamente, supondo
que os movimentos nas coordenadas x, y, z sdo eventos independentes,
pode-se mostrar que a probabilidade de a particula estar na regido com
coordenada x € [x], x2], coordenada y € [y1, y»] e coordenada z € [z;, 2]
é proporcional ao produto das probabilidades

X2 V2 22
f X%(x) dxf Y2(y) dyf Z(2)%dz
X1 y 21

1

onde as funcoes X, Y e Z satisfazem a equacao do oscilador harmonico
unidimensional. Nesse caso, a densidade de probabilidade serd dada
por X2(x)Y?(y)Z?(z). Embora nio seja possivel desenhar o gréfico dessa
funcao, podemos desenhar seus orbitais, que, nesse caso, sdao superficies
no espaco X, , z.

fxemplo e

Quando a energia é minima, como no exemplo bidimensional,
_y2 .2 2

segue-se que X2 (x)=e*,Y(y)=e ¥ e Z(z) = e *, de modo

que a densidade de probabilidade nesse caso é proporcional a

e—(x2+y2+zz) — e—r2

onde r = y/x?+ y?+z? é distancia do ponto (x,y,z) a ori-
P 2

gem. Observe que os orbitais sdo dados por e”” constante,

de modo que r é constante, ou seja, cada orbital é uma esfera
no espaco X, y, z centrada na origem.
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ATOMO DE HIDROGENIO

No caso do 4tomo de hidrogénio, o elétron se movimenta no espaco ao
redor do nicleo formado de um s6 préton, sob a acdo de um potencial
de Coulomb da forma

e’ 1

Vir)=-
4dmeg r
onde r é a distancia do elétron ao préton, e é a carga elétrica do préton e
€o € a permissividade no vacuo. Em coordenadas esféricas, a posicdao do
elétron é dada por (r,0,¢), onde o angulo 6 é a latitude e o angulo ¢ é a
longitude

Supondo que os movimentos nas coordenadas r, 0, ¢ sdo eventos in-
dependentes, a probabilidade de o elétron estar na regiao com coorde-
nada r € (r,2), coordenada 6 € (64,0,) e coordenada ¢ € (¢, p») é pro-
porcional ao produto das probabilidades

ro 0> 02
f R*(r)dr f %) do | P (p)do
1 01 ¢1

onde a componente radial R(r) satisfaz a equacao

— ————E):ﬂt(/1+1)
R(r)
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onde E é a energia do elétron e m é sua massa, A € uma constante, en-
quanto a componente latitudinal ®(0) satisfaz a equacao

L .0'(0) 20 _ 2
0 (sen@(sen@ e (9)))+7L(/1+ 1) sen“0 =

onde u é uma constante. E possivel mostrar que as constantes A e y sdo
numeros inteiros, denominados niimeros qudnticos, respectivamente,
orbital e magnético. A componente longitudinal ®(¢) satisfaz

O(P) =1
Segue-se que os orbitais do &tomo de hidrogénio sdo dados por
R*(n©%(0)®*(¢) = c*

para alguma constante c¢ positiva. Como ®(¢) = 1, a equagdo do orbital é

equivalente a
R(r)®@) =c I

e, uma vez que a longitude ¢ ndo aparece nessa equacdo, cada orbital é
uma superficie de revolucao em relacao ao eixo z.

Considerando primeiro a componente radial, fazendo a mudanca de
escala

e procurando solu¢des na forma

onde y(”) (x) denota a n-ésima derivada de y(x), pode-se mostrar que a
funcao y(x) satisfaz a denominada equagdo de Laguerre

')+ 1-0yY @) +wV+A)yx) =0 I

que é uma EDO linear de coeficientes varidveis, onde a constante v sa-
tisfaz

~ me* 1
a 32m%e3h? v?
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E possivel mostrar que a constante v também é um ntimero inteiro, de-
nominado niimero quantico principal. Segue-se que a energia do elétron
no atomo de hidrogénio é quantizada pelo nimero quantico principal
v. Assim, quando um elétron salta entre dois niveis de energia, ele emite
um féton cuja frequéncia corresponde a diferenca de energia entre os ni-
veis, determinada pelos respectivos nimeros quanticos principais. Essa
explicacdo justificou, pela primeira vez, porque o &tomo de hidrogénio
emite apenas um determinado espectro de cores, que funciona como
sua assinatura. Também é possivel mostrar que

OspusAiA<v

Os orbitais s, p, d, f da quimica correspondem aos ntimeros orbitais A =
0,1,2,3.
Considerando agora a componente latitudinal, fazendo a mudanca
de variaveis
x= cos0

e procurando solu¢des na forma
06) = (1-x)"2yW (0

pode-se mostrar que a funcao y(x) satisfaz a denominada equacgdo de

Legendre
(1-x9y"(x) =2xy' (X) + A+ 1D y(x) =0 I

que é uma EDO linear de coeficientes varidveis. Pode-se mostrar que,
para ter significado fisico, a funcdo y(x) deve ser polinomial, tanto na
equacdo de Laguerre quanto na de Legendre.

1) Para o orbital s, temos que A =0, de modo que u=0ev > 0.
Por simplicidade, vamos considerar seu menor nivel de ener-
gia v = 1. A equacdo de Laguerre fica

xy" () + (1 -2y (x)+yx)=0
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e pode-se mostrar que suas solugdes polinomiais sao propor-
cionais a y(x) = x — 1. Como a componente radial é dada por

R(r) =x"e ™y (2x)
segue-se que ela é proporcional a
R(ry=e™"
Ja a equacdo de Legendre fica
(1-x%)y"(x)-2xy'(x) =0

e pode-se mostrar que suas solu¢des polinomiais sdo propor-
cionais a y(x) = 1. Como a componente latitudinal é dada por

00) = 1-x)"?y O (x)
segue-se que ela é proporcional a
00)=1

Segue-se entdo que a equacdo do orbital s, onde =0, 1 =
0, v =1, é dada por

R(NGO)=e*=¢

de modo que x é constante. Pela mudanca de escala, temos
que r é constante e, portanto, o orbital s € uma esfera centrada
na origem.

2) Para o orbital p, temos que A = 1. Por simplicidade, vamos
considerar seu menor nivel de energia v = 2 e também o nu-
mero magnético u = 0. A equacao de Laguerre fica

xy"(X)+(1-x)y(x)+3y(x) =0
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e pode-se mostrar que suas solucdes polinomiais sdao propor-
cionais a um polinémio de grau trés y(x). Como a compo-
nente radial é dada por

R(r)=xte™y" (2x)
segue-se que ela é proporcional a
R(r)=xe*
Ja a equacao de Legendre fica
(1-x%)y"(x)-2xy (x) +2y(x) =0

e pode-se mostrar que suas solu¢des polinomiais sdo propor-
cionais a y(x) = x. Como a componente latitudinal é dada por

00)=1- x2)0/2y(0) (x)
segue-se que ela é proporcional a
©(0) = x = cos(0)

onde usamos a mudanca de varidveis na ultima igualdade.
Segue-se que a equagdo do orbital p,onde p=0,A=1,v =2,
é dada por

R(r)©(0) = xe * cos(0) =c

cujo formato é dado pela figura abaixo.

95
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V4

Vamos agora procurar solucdes fundamentais polinomiais para as
EDOs de coeficientes variaveis.

SOLUCOES POR POLINOMIOS

Quando uma EDO tem coeficientes varidveis, nao podemos usar o mé-
todo das raizes caracteristicas para encontrar suas solugdes. Nesse caso
o que vamos fazer é tentar encontrar solucdes polinomiais, da forma

3 N

y(x) = cg + C1X + CoX? + c3X° + -+ + CNX
substituindo esse polinomio na EDO para tentar encontrar seus coefici-
entes ¢, e seu grau N. Uma vez que ndo sabemos de antemao se existem
solucdes polinomiais, muito menos qual o seu grau, vamos escrever o
polindmio na seguinte forma mais adequada

2

yx) = co + X + C2x° + - + cpx™ + -
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onde essa expressao s6 € um polindmio quando os coeficientes se anu-

lam a partir de uma certa poténcia. Observe que c,x"” nao é o termo
de maior grau do polinémio acima e sim o denominado termo geral do
polindmio. Vamos ver como esse método funciona num exemplo.

fxemplo e

Consideremos a equacao de Hermite

y"(x) = 2xy'(x) +8y(x) =0

que, como vimos, estd relacionada ao oscilador harmonico
quantico. Para substituir a expressao

y(x) = co + C1X + X% + oo + cpx + -
na EDO, primeiro calculamos suas derivadas

0+ c + C2x + - + cunx™ 1 + ...

¥ (x)

y”(JC) 0+ 0+ 2+ -+ Cnn(n_l)xn—Z + ...

Observe que os coeficientes ¢y e c¢; sao dados pelas condicoes
iniciais
/
y(0) = co y0)=ca
Para obter os outros coeficientes, escrevemos

8y(x) = 8¢y + 8c1x + 8copx? + -+ 8cpx" + -

_zxy,(x) = 0-2ax - 4ng2 — e = 2RC, X" + -
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Para a segunda derivada, é conveniente identificar o coefi-
cente da poténcia x" e escrever

2

Y'(x) = 2cp + 6c3x + 12¢4x° + -+ + Cpr2(n+2)(n+1)x" + -}

Assim, a EDO é dada por

y"(x) —2xy'(x) +8y(x) = (8co+0+2co)
+ (8c1 —2c1 +60c3)x
+ (8cy —4cp +12¢4) X°
+ ..
+ (8cn—2ncy + cpr2(n+2)(n+1))x"

4+ ...

Para essa igualdade valer para todo x, os coeficientes do po-
linbmio acima devem ser todos zero, de modo que

8c,—2ncy+cpi2om+2)(n+1)=0

para todo n = 0. E conveniente isolar c,,,» nessa equacio, ob-

tendo
_ 2(n—4) c
2 i)

denominada equagdo de recorréncia. Conhecendo cy e c;, po-
demos usar a equacao de recoréncia para obter todos os ou-
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tros coeficientes c;, da solucdo polinomial y(x). Vamos deter-
minar as solucdes canonicas y; (x), y2(x).
Temos que y; (x) satisfaz as condi¢6es iniciais

co=y10)=1 c1=y1(0)=0

de modo que

y1(X) =1+ 0-x + x> + -+ + cpx + -+

Usando a equagao de recorréncia, temos que

2:0-8

c = Co=—4-1=—-4
2 5.1 @
2-2-8 ( 1) (—4) 4
C = Co=|——1-(— = —
! 4.3 273 3
2-4-8 0 4 0
Ci = Ca=0-—=
0 6-5 3
e, a partir dai, temos cg = c¢jp = --- = 0, uma vez que, pela

equacdo de recorréncia, cada coeficiente par é obtido a partir
da multiplicacao pelo coeficiente par anterior. Uma vez que
c1 =0, temos que c3 = ¢5 = --- =0, pois, pela equacao de recor-
réncia, cada coeficiente impar € obtido a partir da multiplica-
¢do pelo coeficiente impar anterior. Obtemos assim a solu¢do

4
y1(x) = 1-4x*+ §x4

que de fato é um polind6mio de grau N = 4.
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y1(x)

LI\

Y

Temos que y»(x) satisfaz as condi¢des iniciais
co=y20)=0 a=y,0=1

de modo que

Po(x) = 0 + 1-X + Cx? + -+ + cpx™ + -+

Como ¢y = 0, temos que ¢, = ¢4 = --- = 0, uma vez que, pela
equacao de recorréncia, cada coeficiente par é obtido a partir
da multiplicacdo pelo coeficiente par anterior. Também pela
equacao de recorréncia, cada coeficiente impar é obtido do
coeficiente impar anterior multiplicando por

2(n—4)
(n+2)(n+1)
que nunca € igual a zero pois n é impar. Como c; = 1, todos

os coeficientes impares sdo diferentes de zero de modo que a
expressao

yz(JC):x+(,‘3x3+c5x5+...+62k+1x2k+1+“.

ndo é uma solucao polinomial.
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Vemos entdo que nem sempre encontramos um par de solucdes fun-
damentais polinomiais. No préximo capitulo veremos como contornar
esse problema. Ainda assim, lembramos que, conhecendo uma das so-
lucdes da EDO, podemos, a principio, determinar as outras solucoes por
meio da férmula de Abel.

NOTACAO DE SOMATORIO

Para encontrar solucoes polinomiais, serd conveniente adotar a notacao
mais sucinta de somatorio

N
y(x) = ZCnxn:Co+01X+ng2+---+CNxN
n=0

Uma vez que ndo sabemos de antemao o grau N, novamente vamos es-
crever

(0]
) =Y cpx" =cotcrx+cax®+ et oy x4
n=0

onde essa expressao s6 é um polindmio quando os coeficientes se anu-
lam a partir de uma certa poténcia. Com a nota¢do de somatorio, pode-
mos nos concentrar no que acontece com o termo geral ¢, x".

o0 o0
Se Z cnxe Z d,x" sdo polinémios, entdao
n=0 n=0

o0 (o0 (e, 0)
(S) Z cpx" + Z dpx" = Z (cp+dy)x"
n=0 n=0

n=0
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[o.@]
P) xF Y epx'=) cpxtk
n=0 n=0

Uma vez que

o0
Y nx = cotcrx+ Xttt cpx e
n=0
o0
Y dpx" = do+dix+dox®+o+dpyx"
n=0

somando as duas equacoes, obtemos
(&) o0
Y cnx+ ) dpx" =
n=0 n=0

=(co+do)+(cr+d)x+ (co+d)x*+ -+ (Cp+dp)X" +--

=) (Cnt+dp)x"

n=0

e também que

o0
xkz cnx" = xk(c‘0+clx+62x2+---+cnx”+---)
n=0

k k k

= cox*+ a1t 4™

- k
n=0

Agora escrevemos a derivada de polindmios com a nota¢do de soma-
torio.
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(e8]
Se Z cpx" é um polindémio, entdo
n=0

0 / 00
(Z cnx”) = Z cpnx !
n=0

n=0

0o " 00
(Z cnx”) = Z cpn(n—1)x""?
n=0 n=0

Prova: .

Uma vez que a derivada da soma é a soma das derivadas, segue-se
que

00 ! 00 [es)
(55 cnx”) = 55 (en) = 55 cumer
n=0 n=0 n=0

onde usamos que ¢, € uma constante em relacdo a x. Para a derivada
segunda, a demonstracdo é anéloga. [

Observe que podemos comecar o somatério de y'(x) em n =1
- 1
Y =) cpnx""
n=1

uma vez que sua parcela com n = 0 é nula, enquanto podemos comecar
o somatério de y”'(x) em n=2

o0
" n-2
y(x)= Z cpnn—1)x
n=2
uma vez que suas parcelas com n =0 e n =1 sdo nulas.
Vamos ver como as propriedades acima funcionam num exemplo.
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— e

Considere o polindbmio

yx) =) cpx"
n=0
Queremos descobrir os coeficientes d; do polinémio
Y @) +x°yx0) = dpx"
n=0

em termos dos coeficientes ¢, do polindmio y(x). Temos que

[e.@] [e.°]
V(@) +x°yx0) =Y cunx" 7+ x* ) cpx”
n=1 n=0
de modo que
[e.@] [e.@]
y'(x) + x°y(x) = > conx" 1+ > cpxt?
n=1 n=0

Para escrever o lado direito num tinico somatorio, reescreve-
mos cada um dos somatdrios para que nos seus termos gerais
apareca a poténcia x”.

Uma vez que, no primeiro somatério, o coeficiente que
multiplica a poténcia x"~! é ¢, n, entdo o coeficiente que mul-
tiplica a poténcia x" é ¢,,4+1(n+ 1), de modo que

o0 o0
y=) conx"1 = Y cpr1(n+1)x"
n=1 n=0

onde comecamos o segundo somatério em 7 = 0, pois x° é a
primeira poténcia que aparece no primeiro somatorio.
Uma vez que, no segundo somatdrio, o coeficiente que
multiplica a poténcia x"*? é c,, entdo o coeficiente que mul-
n+l 4

tiplica a poténcia x é c,-1 e, portanto, o coeficiente que
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multiplica a poténcia x" é c¢,,—», de modo que

(e,0) o0
FCyx) =Y cpx™? =Y cppx”
n=0 n=2

onde comecamos o segundo somatério em 7 = 2, pois x> é a
primeira poténcia que aparece no primeiro somatorio.

Segue-se que
Y@ +22yx) =) cpr(n+Dx"+ ) cpax”
n=0 n=2

Como os somatorios ndo comecam do mesmo 7, separamos
as poténcias que o segundo somatorio tem a mais

o0 o0
Ky +y(x) = at+e2x+ Y cpm+ D"+ Y cpox”
n=2 n=2

o0
c1+62x+ Y (Cpr1(n+1) +cpop)x”
n=2

Segue-se que os coeficientes do polinomio de y'(x) + x*y(x)
sao

do = c1, dy = 22, dp=cpri(n+1)+cpp, n=2

Vamos retornar a EDO da sec¢do anterior, agora usando a notacao de
somatorio.

Exemplo

Consideremos novamente a equacao de Hermite

y"(x) - 2xy’(x) +8y(x)=0
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Para substituir a expressao
o0
y@) =) cpx”
n=0

na EDO, temos que

o0
8y(x) = S(Z cnx”)
n=0
[e.@]
= Z 8c,x"
n=0
que
o0
-2xy'(x) = —Zx(z cnnx”_l)
n=0
o0
= —2c,nx"
n=0
e que
o0
V'x) =Y cpn(n-1x"?
n=2

Como o coeficiente que multiplica a poténcia x"* 2 é ¢, n(n —
1), entdo o coeficiente que multiplica a poténcia x"!
cn+1(n+ 1)n, e o coeficiente que multiplica a poténcia x"
Cni2(n+2)(n+1),de modo que

[N

o0
V') =) cp2n+2)(n+1)x"
n=0

onde comecamos o segundo somatoério em »n = 0, uma vez que
x% é a primeira poténcia que aparece no primeiro somatério.
Assim a EDO é dada por

(o]
Y (8cp—2nch+ cpa(n+2)(n+1)x" =0
n=0
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Para essa igualdade valer para todo x, os coeficientes do po-
lindbmio acima devem ser todos zero, de modo que

8c,—2ncy+cpi2m+2)(n+1)=0

para todo n = 0. Isolando c;+2 nessa equag¢do, obtemos nova-
mente a equacao de recorréncia

_ 2(n—4) c
T m+2)(n+1) "

Cn+2

Conhecendo ¢ e ¢, podemos usar essa equacao de recorén-
cia para obter todos os outros coeficientes c;, da solugao poli-
nomial y(x), como ja fizemos.
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CAPITULO

SERIES DE POTENCIAS

No capitulo anterior, procuramos solucoes polinomiais de EDOs e vimos
que esse método nem sempre funciona, uma vez que apareceram somas
de poténcias

o0
Z Chx = Co+Crx+ x>+ x4
n=0

com infinitos coeficientes ¢, ndao nulos. Neste capitulo vamos dar sen-

tido para essas somas infinitas de poténcias, as denominadas séries de
poténcias, ampliando o alcance desse método de solugdao de EDOs e, ao
mesmo tempo, ampliando nosso repertério de fungdes. Vamos comecar
com um exemplo.

Exemplo

No capitulo anterior, vimos como resolver o PVI de primeira
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ordem
1-x)y'(x) =y
y(0) =1
Para procurarmos uma soluc¢do polinomial y(x) = ¥97 ¢, x"

do PVI, substituimos na EDO

[e.0] o0
1-xy(x) = (n+Depx" =) nepx”
n=0 n=0
oo
= (n+1)cpe1 —necy)x"
n=0
[o.0]
= ) cpx"
n=0

Igualando os coeficientes das mesmas poténcias, obtemos a
equacao de recorréncia

Pela condicdo inicial temos que ¢y = 1, de modo que, pela
equacao de recorréncia, concluimos que c;, = 1 para todo n.
Como os coeficientes sdao todos nao nulos, a expressao

o0
yx) =Y " =l+x+x*+x0+xt+-
n=0

ndo é um polindmio, mas sim a soma de todos os termos da
progressdo geométrica de razao x. Serd que podemos dar sen-
tido para essa expressao de modo que ela seja de fato solugao
da EDO?

Se x é um ntmero entre 0 e 1, a poténcia x" fica cada vez
menor a medida que 7 cresce.
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1
/_\ ./—\./_':{Q _

0

Y

Podemos entdo obter uma expressao simples para essa soma
infinita a partir da semelhanca dos seguintes tridngulos retan-
gulos

1
/_\ +X +x2
) /NN s
L 4 L 4 L ../—>

x2

X

C

Observe que as hipotenusas do primeiro e do segundo trian-
gulos destacados tém a mesma inclinacdo, pois

Como elas tém um ponto em comum, essas duas hipotenusas
formam uma reta. Repetindo esse raciocinio, obtemos uma
reta de C até B e, portanto, um tridngulo retangulo ABC tal
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que AC=1e
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AB=1+x+x°+x>+x*+---

Como o tridangulo ABC é semelhante ao primeiro triangulo
verde, segue-se que AB estd para AC assim como 1 estd para

1 - x. Segue que, para x € [0, 1), temos
y(x):1+x+x2+x3+x4+-~-:1— (2.1)
- X

Note que y(x) = 1 de fato € solucdo do PVI, pois y(0) =
-X

le
= y(x)

1
1-x)y (x0)=(1-
(1=x)y(x)=(0-x) 1_ 02
Entretanto, note que a igualdade (2.1) foi obtida apenas para

x € [0,1). Por exemplo, para x = 3 temos

1 1 1 1 1
l+—+—-4+-—F+—+-=——=2
2 4 8 16 1-1
1 1
+_
1
2 L1
/NA
L 4 L L -
2

—e

0
Por outro lado, para x = 1, nenhum dos lados da igualdade

tem valor real.

1
1+1+1+1414=——
1-1

Jé para x = 2, o lado esquerdo € infinito, equanto o lado direito

2

é—1.

1
1+2+448+16+---= —— =1
1-2
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Veremos que a igualdade (2.1) de fato é vélida se, e somente
se, xe(—1,1).

Para dar sentido as somas infinitas de poténcias, primeiro vamos dar
sentido as somas infinitas de nimeros reais. Faremos isso por meio de
aproximacoes sucessivas.

2.1 SEQUENCIAS

O limite de sequéncias expressa a ideia de aproximacodes sucessivas, que
é uma das ideias fundamentais do Célculo 2.

" e

Podemos aproximar a drea de uma circunferéncia de raio 1
pela drea a,, do poligono regular de n lados inscrito nessa cir-
cunferéncia: quanto maior o nimero n de lados, mais pré-
ximo a area a,, fica da area da circunferéncia.

QOO0

Uma sequéncia é uma lista ordenada e infinita de ntimeros reais

ap, ay, az, as, ..., Ap, ...

que podemos visualizar como uma progressao infinita de pontos da reta
real.
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Denominamos ay de 0-ésimo termo da sequéncia, a; de 1-ésimo termo
da sequéncia, a, de 2-ésimo termo da sequéncia e assim por diante.
Numa posic¢do genérica n, aparece o n-ésimo termo da sequéncia a,, de-
nominado fermo geral da sequéncia. Muitas vezes, denotamos a sequén-
cia acima simplesmente pelo seu termo geral a,,.

Uma sequéncia a, pode comecarem n=0, n=1, n =2 etc.: em geral
ndo nos interessa os valores dos primeiros termos de uma sequéncia a,,
mas sim seu valor limite: o valor do qual a;, se aproxima a medida que
n cresce para o infinito. Para isso, notamos que uma sequéncia é uma
funcao de n, o que podemos escrever como a, = a(n), onde n varia nos
numeros naturais. Definimos

lim a, = lim a(n)
n—oo n—oo

de modo andlogo ao limite no infinito de funcoes reais.

A an

a ° ® o
(
(]
o
14 2 3 4 * \
0 1 ® 5 6 7 n-1 n n+l
° (
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Em geral, quando ndo houver risco de mal entendidos, o limite de a,
serd denotado simplesmente por

lima, =a
ficando subentendido que n — co. Também usaremos a notagao
an —a

que pode ser lida como a, tende para seu limite a.

As propriedades de limite de sequéncias sao andlogas as de limite
de funcodes reais. Enunciamos algumas delas abaixo para em seguida
ilustra-las com exemplos.

* Operacoes:

() Selima, =aelimb, = b, entdo

lima,+b, = a+b, lima,b, = ab, lim—=—

(ii) Se ay, élimitada e b,, — +o0, entdo

. ap
lim—=0
by

* Desigualdades:
(i) Se a; = by, entao
lima, =1limb,,
(ii) (Sanduiche)Se a,, < ¢, < b;, elim a,, =lim b,, = ¢, entao

limc, =c
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(iii) Se a; é crescente e limitada, entdo existe a € R tal que

lima,=a

1) Considere uma corda de um instrumento musical vibrando
presa a duas extremidades. No primeiro harmoénico dessa
corda, o primeiro n6 ocorre apenas na outra extremidade. No
segundo harmonico dessa corda, o primeiro né ocorre na me-
tade da corda. No terceiro harmonico dessa corda, o primeiro
né ocorre em um terco da corda, e assim em diante.

e
TR o o < >
TR T T T >

1/7
T o o] o] o o>l >

Isso dé origem a sequéncia harmonica

1
an:_
n
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Claramente, temos

lim—=0
n

pois é um limite do tipo limitado sobre infinito.

2) Temos que a, = n é a sequéncia dos nimeros naturais
0,1,2,3,...,n,...
que by =2k é a sequéncia dos niimeros pares
0,2,4,6,...,2k,...
e que cr =2k +1 é a sequéncia dos numeros impares
1,3,5,7,...,2k+1,...
Claramente, temos

lima, =limb; =limcy =00

3) Considere a sequéncia alternada a,, = (—1)"

1,-1,1,-1,...,(-1D)",...

[
i
Y

Observe que
azn =1 € Azp+1=—1

Temos que lim,_, @, nao existe, uma vez que a sequéncia
alternada ndo se aproxima de nenhum valor a medida que n
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cresce para o infinito.

4) Considere a sequéncia

10"
an = _'
n:

Para os primeiros termos dessa sequéncia, temos que

100
a0:1<a1:10<a2:7:50<a3:T:166,6...
o que dd a impressdo de que a, tenderia ao infinito. Mas, de
fato, ela cresce até n = 10 e depois decresce para zero. Para ver
isso, primeiro expandimos

10" 10 10 10 10

Ap=—="— . . i
n! n n-1 2 1
e observamos que ndao podemos usar a regra do produto para
calcular esse limite, uma vez que o nimero de fatores é cada
vez maior e essa regra s6 vale para um namero fixo de fatores.
Para determinar esse limite, o que fazemos € eliminar to-
dos os fatores menores do que um, com a exce¢ao do menor
deles, de modo a obter um nitimero fixo de fatores. Observe
que, para n > 10, temos que

10" 10 10 10 10 10 1010
Ap=——"=—+ ——+++— < — .

n! n n-1 11 100  n 10
[ —
cada fator <1

de onde se segue que
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Como 10/n — 0, e 10!°/10! é uma constante, segue do teorema
do Sanduiche que
lima, =0

5) A sequéncia a, = drea do poligono regular de n lados ins-
crito na circunferéncia de raio 1 é crescente e limitada. Segue-
se que existe lima,, que, nesse caso, € igual a drea da circun-
feréncia. Essa foi a maneira que os gregos usaram para obter
aproximacoes rigorosas de 7.

QOO0

As propriedades abaixo permitem calcular o limite de algumas
sequéncias com limites de fungdes reais do Cdlculo 1, usando continui-
dade ou a regra U'Hospital.

* Funcoes:

(i) Se f(x) é continua num intervalo e ndo depende de n,
entdo podemos passar o limite para dentro da funcao

lim f(a,) = f(ima,)

desde que o limite da sequéncia exista.
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(ii) Se a, = a(n) e b, = b(n) sdo funcdes derivaveis em n,
entao

lim an =lim (an)’
by (by)

onde (ay,)’ e (b,)' denotam as derivadas em relacdo a
n, desde que tenhamos inderminacoes do tipo 0/0 ou
oo/o0, isto é

lima, =limb, =0 ou lima, =limb,, = +c0

1) Considere o limite lim {/e. Escrevendo

e =exp(x)

temos que

de modo que

1 1

lim {/e = limexp (—) =exp (lim—) =exp(0) =1
n n

onde podemos passar o limite para dentro de exp(x), pois essa

é uma funcao continua.

2) Temos que

limlog(%) =log (lim %) =log(1) =0

onde passamos o limite para dentro de log(x), pois essa é uma
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funcao continua, e usamos que

n . () 1
=lim =lim-=1.
n+1 (n+1) 1

lim

pois
limn=co=limn+1.

1 n
3) Considere o limite lim (1 + ;) . Observe que ndo podemos

passar o limite para dentro

1\" . 1\"
1+—) ;é(llm1+—)

n n

lim

uma vez que a funcao x" depende de n. Além disso, temos

) 1 1 1
lim (1+—)(1+—)---(1+—)
n—o0 n n n

no entanto, novamente, ndo podemos aplicar a regra do pro-
duto para calcular esse limite. De fato, o namero de fatores
nessa expressao é cada vez maior, ja a regra do produto vale
apenas para um numero fixo de fatores.

O que fazemos quando base e expoente variam com n é
colocé-los no mesmo patamar, aplicando exp e log

(1 ; %)n _exp (log(l " %)n) — exp (nlog(l ; %))

como exp(x) é continua e ndo depende de n, agora sim pode-
mos passar o limite para dentro

. 1)" . 1
11m(1+—) = exp (hmnlog(1+—))
n n
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onde
log(1+ %)
1

n

1
lim nlog(l + —) =lim
n

é uma indeterminacao do tipo 0/0. Aplicando L'Hospital, ob-

temos
1 ()
log(1+1 1410 7 1
limM:lim — =lim— =1
= — 1+=
n n? n
Voltando ao limite original, segue-se que
1 n
1im(1+— =exp(l)=e
n

Vemos entdo que o cdlculo do limite de algumas sequéncias pode ser
bem diferente do célculo do limite de fun¢gdes de um primeiro curso de
célculo.

Observe que, para o limite de uma sequéncia, ndo importa onde ela
“comeca", os primeiros valores de a;,, mas sim onde a sequéncia “ter-
mina”, os valores de a;, quando n tende ao infinito. Em particular, se
lim a,, existe, entao

lima, =lima,,; e lima, =lima,_; I

pois quando 7n tende ao infinito, ambos n—1 e n+ 1 também tendem
ao infinito. Vamos agora aplicar alguns desses resultados de limite para
analisar um exemplo interessante de sequéncia.
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SEQUENCIA DE FIBONACCI

Considere a denominada sequéncia de Fibonacci a, dada da seguinte
maneira: seus dois primeiros passos sdo iguais a um, ou seja, a; = a, = 1.
Para obtermos os demais passos, utilizamos a seguinte recorréncia

Qp+2 = Aap+1 t+ Ay I

Os 10 primeiros passos dessa sequéncia sdao apresentados na seguinte
lista

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...

Essa sequéncia é claramente crescente e possui limite infinito. Entre-
tanto, é possivel mostrar que a razao de crescimento de um termo para o

termo seguinte
1235813 21 3455

_ Qp+1

é convergente. Vamos aqui obter o valor do limite de r, supondo que r,
converge. Em primeiro lugar observamos que

_Qpy2 Aupy1tap
'n+l1 = =
Ap+1 an+1
an

= 1+

an+1
1
an+1
an
1
1+ —,
'n

= 1+

0 que mostra que r, satisfaz a seguinte recorréncia

1
rn+1:1+r_
n
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Suponha que r, — ¢, vamos determinar qual o valor de ¢. Pelas regras
da soma e do quociente, segue-se que

limr,;1=1+=
limry,

Por outro lado, se n — oo, entdo n+ 1 — oo, de modo que
limr,4 =limr,=¢

e entao
1
o=1+—
¢

Multiplicando a igualdade acima por ¢, temos que esse limite é solucao
da seguinte equacao quadratica

G*—p—1=0

cuja Unica solucdo positiva é

denominada razdo durea. Esse nimero mégico, conhecido desde a anti-
guidade, é obtido geometricamente dividindo-se um dado segmento em
dois pedacos, de modo que a proporc¢do entre o todo, igual a ¢, e a parte
maior, igual a 1, coincida com a propor¢do entre a parte maior e a parte
menor, igual a ¢ — 1, como ilustrado na figura abaixo.

L 4 @ L 4
0 1 ¢

Y

Arazdo durea ¢ é entdo qualquer uma dessas duas proporcoes idénticas
e satisfaz
0l 1

1 -1
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Como curiosidade, observe que podemos escrever nossa conclusio

como 1
p=1+

1+
I+ —
1+—

Vamos agora usar sequéncias para definir rigorosamente somas de
infinitas parcelas.

2.2 SERIES

As séries expressam a ideia de somas com infinitas parcelas, que é um
dos principios fundamentais apresentados neste livro. Por exemplo, para
aproximar a 4rea de uma circunferéncia de raio 1 usando apenas a area
de tridngulos, basta iniciar com a drea ay do tridngulo inscrito. A essa
drea, some-se a area a; de trés tridngulos apoiados nos lados do trian-
gulo anterior. A essas duas dreas, some-se a drea a, de seis triangulos
apoiados nos lados dos triangulos anteriores, e assim em diante.

A0

ag a, az

A00

ap ap+ a ap+ap+ ax
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Quanto maior 7, mais préxima a soma ag+a; + as +...+a, ficada drea da
circunferéncia. Assim, a soma das infinitas parcelas ay+a; +ax +---+a, +
--- seria a drea da circunferéncia. Mas o que seria uma soma de infinitas
parcelas?

Mais geralmente, dada uma sequéncia a,, queremos analisar a soma
dos seus infinitos termos

ap+ay+a+--+a+-
denominada de série de a,,. Para isso, a partir da lista horizontal original
ag, A1, a2,...,05,...

denominada agora sequéncia das parcelas da série de a,, consideramos
a seguinte lista vertical

SO0 = Qo

S$1 = ayt+a

So = aqytar+a

Sm = Gota1tart+---+am

denominada sequéncia das somas parciais da série de a,, cujo termo ge-
ral s;,, € denominado m-ésima soma parcial de a,.

ap +a; +as
L 4 L L L @ o—>

0 So $1 2 Sm-1 Sm

+am

A série de a, é definida pelo limite das somas parciais de a,

lim s, =ap+ay+ax+---+ap+---
m—oo

Observe que fazemos essa soma infinita de modo seriado: somando pri-
meiro ay, depois somando a;, depois somando a, e assim em diante.
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Por isso damos a essa soma infinita o nome de série. Muitas vezes, sera
conveniente utilizarmos a notacao de somatorio.

1) A m-ésima soma parcial de a, é denotada por

m
Sm=). apn=do+a1+ay+--+ap
n=0

2) Asérie de a, é denotada por

o0 m
Zan: lim Zan:a0+a1+a2+---+an+~-
n=0 M=% 120

Uma maneira de visualizar uma série }_ 9’ ; a, € visualizar a sequéncia
das parcelas a;, como uma funcao de n, e observar que o valor de cada
parcela a, pode ser visualizado como a drea de um retangulo de altura
an e base 1. Assim, a série pode ser visualizada como a soma da area de
todos esses retangulos.

Temos as seguintes definicoes bdsicas sobre séries numéricas.
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Dizemos que a série numérica

1) Converge: Quando lim s;, = s € R e escrevemos

2) Diverge: Quando lim s, ndo existe ou quando lim s, = +oco.
Nesse tltimo caso escrevemos

oo
Z a, = oo
n=0

e dizemos que a série diverge para +oo.

1) A série
X1 1 1 1
Z —n:1+_+_+...+_n+...
=2 2 4 2
é a soma de fodos os termos da progressao geométrica de ra-
1
zao —.
2

NAA

0
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A sequéncia das suas parcelas é dada por

enquanto a sequéncia das suas somas parciais é dada por

so = 1
S1 = 1+-—
1 1
S = 1+—+-—
2 4
1 1 1
Sm = 1l+—+—-4+--+—
2 4 2m

E possivel observar geometricamente que

~ 1
Sm—2—2—m
1 1
+_

1

2 L1

/N

—e P o—eo >
0 N2

o que serd provado mais adiante. Segue-se que

lims,, =2
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de modo que a série

converge.

2) Considere a série

[e.°]

Z I+1+1+- 41+

A sequéncia das suas parcelas é dada por
1,1,1,---,1,---

enquanto a sequéncia das suas somas parciais é dada por

S1 = 1

S = 1+1

s$3 = 1+1+1
mvgzes

Smo= 14141441

Segue-se que
lims,, =limm =oo

de modo que a série

o0

Z I+1+1+--+1+---=00.

n=1

diverge para co.
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3) Considere a série

[e.°]
(D"=1-1+1=14---+(=D"+---

n=0

A sequéncia das suas parcelas é dada por
n
1)_1’11_1)"' y(_l) )yt
enquanto a sequéncia das suas somas parciais é dada por

So = 1

S1 = 1-1
So = 1-1
Sy = 1-1

Segue-se que lim s;, ndo existe, de modo que a série
(o]
Y (=D"=1-1+1-14-+(=D"+--

n=0

apenas diverge.

Se a série Y9 ) a, converge, € intuitivo que as parcelas a, da soma se
tornam cada vez menores. De fato, temos o seguinte resultado.
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[e.°]
Z a, converge = lima, =0
n=0

Como a série converge, temos que lims,, = s € R. Assim, as somas
parciais sdo dadas por

Sn—-1 = aQota1t+ax+---+an—
Sn = aytayt+ax+---+ay—1tay

Subtraindo, temos que
an = Sp— Sn-1

de modo que
lima, =lims, —lims,_; =0.

uma vez que
lims, =s=1lims;

TESTE DA DIVERGENCIA

O resultado anterior anterior implica o seguinte critério para a divergén-
cia de uma série numeérica.

Proposicdo 2.4: Teste da divergéncia —

#£0 = ) apdiverge

n=0

lima,

=0 —> inconclusivo
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Prova: e

Se a série convergisse, pelo resultado anterior, deveriamos ter
lima, = 0. Logo, se lima, # 0, a série ndo pode convergir, ou seja,
ela diverge. Quando lima, = 0, tanto a série pode convergir, como
no caso da série geométrica de razao %, quanto a série pode divergir,
como no caso da série harmonica, que serd analisada adiante. [ |

Exempios o

1) Temos, pelo Teste da Divergéncia, que a série

[e.e]
Y 1=1+1+1+1+-
n=1

diverge, pois o limite de suas parcelas é lim1 # 0.

2) Temos, pelo Teste da Divergéncia, que a série

[e @]
Y (-D"=1-1+1-1+--

n=0

diverge, pois o limite de suas parcelas é lim(—1)" # 0.

Observe que, nos exemplos acima, pudemos concluir que as séries
em questdo divergem sem se considerar suas somas parciais: olhamos
apenas para o termo geral e, como ele ndo tende a zero, a série diverge.
Porém, o Teste da Divergéncia é inconclusivo quando as parcelas tendem
a zero.
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SERIE HARMONICA

A série harmonica é dada pela soma dos termos da sequéncia harmonica

A sequéncia das suas parcelas é dada por

1,

yttt, yoe

n

oolr—t
AN
Q1] =

1
2’

enquanto a sequéncia das suas somas parciais € dada por

S1 = 1
1+1
S = =
2 2
1
§3 = 1+—+-—
2 3
1 1
Sm = 1+—+—-+ + —
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Suas parcelas sdo tais que

1
lim—=0
n

mas, ainda assim, vale o seguinte resultado.

A série harmonica diverge, mais precisamente

> o=

1
n=17

Vamos dar uma ideia da demonstracdao: uma maneira mais rigorosa
de provar isso serd vista mais adiante. A ideia é organizar os termos
da soma infinita da série da seguinte maneira (veja figura abaixo)

1 1
n=1"1
1 1
+— >§
3 A ZZTIZ-_

de modo que, somando um nimero suficiente de termos, as somas
parciais da série crescem de meio em meio e assim tendem ao infi-
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nito. Segue-se que a série harmonica diverge para o infinito.

Y

SERIES TELESCOPICAS

(e8]
Uma série Z a, é denominada felescopica quando seu termo geral é da

n=0
Ap =Tp—TIntl I

A sequéncia das suas parcelas é dada por

forma

ro—n, Tri—T2 T2—T1I3: ", I'n—TInpsl, "

Nesse tipo de série, hd o cancelamento da segunda parte de cada
termo com a primeira parte do termo seguinte, de modo que, nas somas
parciais, sobram apenas a primeira parte do primeiro termo e a segunda
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parte do tltimo termo.

So = Io—nn
$1 (ro—x)+@Er—r2)=ro—r2
$2 (ro—20+ =)+ @s—13)=190—13

Sm = o=+ + 5=+ + Em — Im+1) =To— I'm+1

Temos entao que

(e )

Z an =ro—limry4

n=0
quando esse limite existe. As séries telescopicas sao um dos raros casos
onde conseguimos determinar o valor da série, quando ela converge.

1) A série

| 1 1 1 1
—— =t —t—F——+ -
S nmn-1) 21 3.2 43 54

converge ou diverge?

Temos que
1

— =0

n(n-1)

de modo que o Teste da Divergéncia é inconclusivo. Sua m-
ésima soma parcial é dada por

lim

1 1 1
Sm=—+—-++—-
2 6 m(m-1)
Uma vez que o termo geral se decompode em duas partes
11
nn-1) T n-1 n
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segue-se que, em cada soma parcial

-8+ (B8] (55 [ )

1
= 1-=
m

Sm

sobram apenas a primeira parte do primeiro termo e a se-
gunda parte do ultimo termo. Segue-se que

. . 1
lims,, =liml—-—=1
m
de modo que a série converge e, mais ainda, que

& 1

-1

2) A série

& n 1 2 3 4
log(—2—) =log (= | +1og| = | +1og 2| +1og|= | +---
n;l og(n+1) og(2)+ og(3)+ og(4)+ og(5)+

converge ou diverge?
Temos que

limlog(%) =0

de modo que o Teste da Divergéncia é inconclusivo. Sua m-
ésima soma parcial é dada por

1 2
sm:log(i)+log(§)+---+log(m+1)
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Uma vez que o termo geral se decompode em duas partes
log( )—log(n) —log(n+1)

segue-se que em cada soma parcial

= (log(1) ~log(2)) + (log(2y ~ log(3)) + (log3y — -
-+~ logtm)) + (logémy —log(m + 1)

Sm

= —log(m+1)
sobra apenas a segunda parte do tltimo termo. Segue-se que
lims,, =lim—-log(m+1) = —co

de modo que

ozj (n+1) m

SERIES GEOMETRICAS

A soma de todos os termos da progressao geométrica de razdo x fornece
a série

(o]
Y d'=l4x+xt 4t x
n=0

no...

conhecida como série geométrica de razdo x. A sequéncia das suas par-
celas é dada por
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enquanto a sequéncia das suas somas parciais € dada por

So = 1
$1 = 1+x
5 = l+x+x°

Sm 1+x+x2+--+xM

Para que valores da razao x a série converge?
Primeiro vamos investigar para que valores de x as parcelas tendem
a zero.

Temos que

<1 = lim x"=0
n—oo0

| x|

>1 = lim x" #0
n—oo

Se x = 0, entdo x" = 0 para todo n, de modo que limx" = 0. Logo,
podemos supor que x # 0. Temos que

x| = |x|"
n
eloglxl
enloglxl
Segue-se que
0, |x|<l1
lim [x"| = lim ™8 ={ 1, |x/=1
n—oo n—oo

oo, |x|>1
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uma vez que

se, e SO se,

O resultado segue, pois,

log|x| <0, |x|<1
log|x|=0, |x|=1
log|x| >0, [x|>1

lim [x"|=0
n—oo

lim x" =0
n—oo

141

Agora vamos determinar para quais razoes x a série geométrica con-

verge.

Proposicao 2.7

Temos que

& 1

<1 = ) x"=—
n=0 l1-x

| x|

o0

=1 = ) x"diverge
n=0

Se |x| = 1, temos que lim x" # 0, de modo que, pelo Teste da Diver-

géncia, Y 9>, x" diverge.
Se |x| < 1, temos que lim x" = 0, de modo que o Teste da Diver-

géncia € inconclusivo. Consideramos entdo as somas parciais

Sm=1l+x+x2++x™
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e observamos que
XSm =X+ X%+ x>+ 0o+ xMH

se parece muito com s,,. De fato, subtraindo um do outro,

(1=x)sy =1-x""

Como 1 - x # 0, podemos isolar s,, e obter
1-— xm+1

S e
" =3
Pelas regras de limite, segue-se que
1

1-x

lims;, =

onde usamos que lim x™*! = 0. Isso mostra que

nm—o0
x 1
I
n=0 1-x
|

quando |x| < 1, como queriamos.

As séries geométricas sdo mais um dos raros casos onde conseguimos

determinar o valor da série, quando ela converge.

Exemplos
1) Temos que
& 1 1
P P e R i
= 2 4 8 2
é a série geométrica de razao 1/2, portanto,
1 x (1" 1
vl Z(—) -1
n=0 2 n=0 2 1- 2




2.2. Séries 143

1 +1
2 1
2 L
/\/{
—@ ® ® L >
0 2
2) Temos que
> (- 1 1 1 (-nn
Z =]—-——4+—-———+4+---4+ + ..
n—o 3" 3 9 27 3n

é a série geométrica de razdo —1/3, portanto,

Y

3) Temos que

[e.°]
Y 2"=142+4+8+--+2"+--.

n=0

é a série geométrica de razdo 2, portanto, diverge, uma vez que
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2] =1.

4) Temos que
(e8]
(-D"=1-1+1-14---+(-1D"+---

n=0

é a série geométrica de razdo —1, portanto, diverge, uma vez
que|-1/=1=1.

Agora que vimos alguns exemplos importantes de séries, vamos con-
siderar algumas operacdes importantes com elas.

OPERACOES COM SERIES

Quando as séries sdo convergentes, a soma de duas séries e o produto
de uma série por uma constante sempre podem ser escritos como uma
nova série.

[es) 00
Se Z a,e Z b,, convergem, entao
n=0 n=0

oo
(S) ). (an=+by) converge e

n=0

[e] (o] 00
Y (antby)=) ant ) by
n=0 n=0 n=0
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o0
(C) )_ cay converge e
n=0

onde ¢ é uma constante.

Prova: .

o0 [e.@]
Como ) _ ane ) b, convergem, temos que
n=0 n=0

lim Zan—Zan

m—»oo

Jim, 3 =5,

sa0 numeros reais.

(S) Temos que

(ap+bo) + (a1 +b1) + -+ (am + by)

z:(an4'bn)
n=0

(ap+ay+---+am)+(by+by+---+by,)

m m
Y an+ ) by
n=0 n=0

Usando a regra do limite da soma, segue-se que

lim Z (an + by)

m—»oo

m
lim Z an+ lim Y by
m—0o0 n=0 m—0o0 n=0

z:(an*'bn)
n=0
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00 [e)
= Y an+) by
n=0 n=0

(o0
Para Z (a, — by), a prova é a mesma.

(C) Temos que

m
Y cay
n=0

cap+cay+caz+---+cap

clap+ay+ax+---+apy)
m

= ¢) ay
n=0

Usando a regra do limite do produto, segue-se que

m

[o.0]
Y ca, = lim ) cay,
n=0

m—oo
n=0

m

= ¢ lim Zan

m—oo
n=0

o0

= ¢) an

n=0

1) Combinando duas séries geométricas que convergem, te-

a5 ¢ Bl 50

n=0
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2) A seguinte série se parece com uma geométrica de razio 1

[\

= 1 111
2 T 3Tate!
n=0
1 1
© —(1+—+—+ )
2 4
1
= —2=1
2

© 1 11
Lo T Lo
n=0 n=0
©) l(ii)_
2= 2n
= 2=

3) A seguinte série se parece com uma geométrica de razdo i,

mas comeca dois termos adiante

1 1 1 1
Do = Aot —+
=3 9 27 8l
1 1
© —(1+—+—+--)
9 3 9
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logo ela converge para . De outro modo

Y

n=0

3n+2

2.3 SERIES DE POTENCIAS

Agora podemos definir rigorosamente um polindémio infinito como a sé-
rie de poténcias

Cot+CLX+Cox>+ 4 Cpx+--

Mais precisamente, fixando um valor para x, consideramos as parcelas

2 n
Co, C1X, C2X°, ..., CpX", ...
e as somas parciais
So = Co
S1 Co+C1X
Sy Co+ C1X + Cpx?

Sm

Co+CrX+Cox?+ -+

+cpx™
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Assim, uma série de poténcias € o somatorio infinito de poténcias

o0
Y cnx" =coterx+ X e+ cpx 4o
n=0

com infinitos coeficientes

Co, C1,C2, ..., Cp

Para cada valor fixado de x, obtemos uma série numérica. Dizemos que a
série de poténcias converge em x quando essa série numérica converge.
Uma série de poténcias também pode ser vista como uma fungao de
x. Nesse ponto, é conveniente fazermos uma analogia com o conceito de
funcao derivada, abordado no inicio do curso de Célculo 1. A derivada
de uma func¢do f(x) no ponto x é definida pelo limite do quociente de
Newton de f(x) entre x e x + h quando h tende a zero, dado por

liInf(x+h)—f(x)
h—0 h

quando esse limite existe. A partir da definicao de derivada num dado
ponto, podemos construir a denominada func¢do derivada de f(x), de-
notada por f’(x), que é dada por

flx+h)—-f(x)
h

/ T
=l

Quando o quociente de Newton pode ser desenvolvido e simplificado,
o limite que define a funcao derivada pode ser determinado como uma
funcao conhecida de x.

Exemplo

Considerando f(x) = x2, temos que

2.2
f'(x) = lim (SOt
h—0
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Como
(x+h?=x%> x%+2xh+h?>-x%
7 = 7 =2x+h
temos que
fl(x) = }liI:%Zx+ h=2x

Em relacao as séries de poténcias, a situagao é parecida. A série de
poténcias }9° ¢, x" no ponto x é definida pelo limite da sua m-ésima
soma parcial quando m tende para infinito, dado por

lim Z CpX

m—»oo

A partir da definicao de série de poténcias num dado ponto, podemos
construir a denominada fungdo série de poténcias, denotada por f(x),
que é dada por

flx)= hm Z CnX

Quando m-ésima soma parcial pode ser desenvolvida e simplificada,
o limite que define a funcdo série de poténcias pode ser determinado
como uma funcao conhecida de x.

— _

Considerando a série geométrica de razao x, dada por

1+x+x%+x°

(e,9)
2 x"
n=0

f(x) + e

temos que

f@)=lim 3 x"
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Como N
m 1 _ xm
=14 x+ x4 x" =
=0 1-x
temos que
_ ,m+1 1
(x) = lim =
f m—oo 1—x 1-x
para todo x tal que |x| < 1. Quando x é tal que |x| = 1, esse
limite é infinito ou ndo existe.

O dominio da funcao

fx) = co+cix+cox’+-4cyx" 4
[e.0]

Y cpx”

n=0

sdo os valores de x para os quais o limite que define f(x) existe e é um
numero real, ou seja, é o conjunto

n

o0
dom(f) = {x eR: asérienumérica f(x)= Z CnX converge}
n=0

Observe que 0 sempre estd no dominio de uma série de poténcias, uma
vez que, para x = 0, temos que a série

Co+C1-0+Cp-0%4---+cp-0"4---

1)

converge.

Exemplos

1) Asérie geométrica de razao x € uma série de poténcias

(0,0)
f =) x"=1+x+x"++x"+--
n=0
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com coeficientes
1,1,1,...,1, ...

e tem dominio

dom(f) = {erR: f)=> x" converge}
n=1

= {xeR: |x|<1}

= (-1L,D

P 1 7~ -
\ 9 T \ 94 -
-1 0 1

uma vez que a série geométrica converge apenas para esses
valores de x. Ja vimos que

o0 n 1
f(x)_,;ox T 1-x

paratodo x € (—1,1).

2) Todo polindmio p(x) é uma série de poténcias. De fato, um
polindémio de grau N é da forma

(0,0)
n
px) =) cpx
n=0
com coeficientes c;, = 0 para n maior que N, e tem dominio

dom(p) = {xEIR: px)=) cpx" converge}
n=0
= R

= (—00,00)
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1
| >

0

uma vez que p(x) é uma soma finita.

3) Considere a série de poténcias

n

f(x)—ilx"—x+1x2+1x3+ L
C&anT T 27 03

n=1 n
com coeficientes
11 1

0,1

y y e

g
Note que o termo constante é nulo e por isso ¢y = 0. Para que
valores de x ela converge? Isto é, qual o dominio de f(x)?

Por exemplo, para x = 1 obtemos a série harmonica

que diverge.

OPERAGOES COM SERIES DE POTENCIAS

Assim como os polindmios, a soma de duas séries de poténcias é uma
série de poténcia, assim como o produto de uma série de poténcias por
uma poténcia também € uma série de poténcias.

Proposicao 2.9

(e8] (e8]
Se, para x, as séries Z cpx e Z d,x" convergem, entao
n=0 n=0
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o0 o0 o0
©) Y cnx"+ ) dpx" =) (cp+dp)x"
n=0 n=0 n=0

[eo.@] [o.@]
P) xF Y epx'=) cpxtk
n=0 n=0

Temos que

Y cnx+ ) dpx" =) (cpx" +dpx™) =) (cp+dn)x"
n=0 n=0

n=0 n=0

e também que

ko ok - k
N @ s ) B = ) Gt
n=0 n=0 n=0

— e

Temos que

onde fizemos uma mudanca de indice na ultima igualdade.




2.4. Testes de convergéncia 155

Expandindo, temos que

1 1 1 1
x3(1+x+—x2+—x3+---):x3+x4+—x5+—x6+-~
2 3! 2

3!

Vimos acima que precisamos de mais ferramentas para determinar
o dominio de uma série de poténcias, que é o que desenvolveremos a
seguir.

2.4 TESTES DE CONVERGENCIA

Vamos desenvolver critérios indiretos que, em algumas situagoes, vao
nos permitir decidir se uma dada série numérica converge ou diverge
sem precisarmos manipular suas somas parciais. A limitacdo desses cri-
térios indiretos é que ndao vamos saber o valor para o qual a série con-
verge ou diverge, mas apenas se ela converge ou diverge.

TESTE DA CAUDA

Temos que

Y an = aptar+--+ap+--
= (ap+ar+---+ax-)+@+ag+--+ay+--)

o0
= (a0+a1+---+ak_1)+ Z an
n=k

onde a primeira soma é finita, e a segunda soma, infinita. Essa segunda
o0
soma é a k-ésima cauda da série )  a,, dada por

n=0

o0
Y an=ag+ags+-+an+e
n=k
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o
a)

[ ]
"l w
— e —_— >
k-1 k k+1 —on
ap
Proposicao 2.10: Teste da Cauda ﬁ

-o

o0 o0
Acauda ) a,converge <=  asérie ) a,converge
n=k n=0
o0 (e.0)
Acauda ) a,diverge <  asérie ) a, diverge
n=k n=0

Prova: B

o0
Para m = k, temos que a soma parcial da série Z ay fica
n=0

g
S
I

apgtayt+ay+---+apy

(ap+a1+az+---+ax_1)+(ax+ axs1 +---+ ap)

m
(ap+ay+az+---+ag_1) + Z an
n=k

Uma vez que ap+ a; + az +-- -+ ax— é uma quantidade finita que nao
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‘ depende de m, o resultado segue tomando o limite com m — oco. W

TESTE DA COMPARACAO

(o]

Temos que a série Z |a,| é tal que suas somas parciais s,, formam uma

n=0

sequéncia monoétona

So
$1
2

Sm

Sm+1

laol
lapl + | a1
laol + a1 + |az|

laol + |ar| + |ag| + -+ |am|
laol + |ar| + |ag| + -+ |am| + | ams1]

Neste caso, o limite lim s,,, sempre existe e temos entao apenas duas pos-

sibilidades

Propriedades

1) Converge: se o limite lim s,, é finito, escrevemos, nesse caso

o)
Z lan| < oo
n=0

2) Diverge para o infinito: se o limite lim s, é infinito, escre-
Vemos, nesse caso

o0

Z lan| = oo

n=0
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158

A mesma andlise acima também vale para as caudas, de modo que

sempre podemos escrever

la,| < oo.

18

S
Il
=~

Se

0<|ayl <|byl paran=k
entao

[e.0] [e.0]

Z lan| < Z |l

n=k n=k

de modo que
Zlanlzoo - Zlbnlzoo
n=k

oo
byl <00 = || < 0o

n=k n=k
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0 1 2 . n n+1

Se

0<|ayl <|by,l paran=k

entao
m m
z:lanls E:lbnl
n=k n=k

Pela monotonicidade do limite de sequéncias, segue-se que

00 00
z:lanls E:lbnl
n=k n=k

o0
Se Z la,| = oo, entdo a desigualdade acima “empurra” a outra
n=k

o0
cauda para que )_ |b,| = oo.

n=k
o0
Se Z |b,| < oo, entdo a desigualdade acima “empurra” a outra
n=k
o0
cauda para que Y _ |ap| <oo. ]

n=k
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— e

Vamos mostrar que a série 2-harmonica

1 1 1 1 1
n 4 9 16 25 n2

que seu termo geral é tal que

1 1
—_— < N
n? nn-1

para todo n = 2. Por comparacao, segue-se que

X1
PI-ED

1
n’>—n

=l<oo

.u,l\’l8

o0
Pelo Teste da cauda, segue-se que a série )

1
Y Sl

converge. Observe que ela tem termos positivos, e também

—, converge.

TESTE DA INTEGRAL

A integral impropria (ver Apéndice A.4) pode ser usada para determinar
a convergéncia ou a divergéncia de algumas séries com termos ndo ne-

gativos e decrescentes.

entao

o0 0,0)
f apndn<oco = ) a,<oo
k n=k

Se a, = a(x) é positiva, decrescente e definida para x real com x = k,
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o0 o0
f andn=oo = ) ap=00
k n=k

Prova: .

Como a(x) é decrescente e como a, = a(n), considerando os retan-
gulos de base 1 que vao de k até m + 1 acima do gréfico

h \' —_—
k k+1 m—1 m m+1

temos que

m+1
ak+ak+1+...+am2f a(x)dx
k

Considerando agora os retangulos de base 1 que vao de k até m
abaixo do gréfico

ﬁ i\ >
k k+1 m—1 m m+1
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temos que

m
ak+1+...+am5fk a(x)dx

Juntando essas duas informacdes, temos que

m+1 m
f a(x)dxsak+ak+1+...+amsak+f a(x)dx
k k

Fazendo m — oo, temos que

o0 (o0 o0
f ax)dx< ) ap< ak+f a(x)dx
k n=k k

Se a integral impropria [, a(x) dx diverge, segue-se da primeira de-
sigualdade acima que a série de termos sem sinal }_2° , a, diverge.
Se a integral imprépria [i° a(x) dx converge, segue-se da dltima de-
sigualdade acima que Z‘,’;’: i @n € uma série de termos sem sinal limi-
tada que, portanto, converge.

|

A seguir, alguns exemplos de aplicacdo do teste da integral.

1) Temos que

o 1 0o
‘[1 Zdn—[log(n)]1 =00,

de modo que

Y+ =0

n=11

A demonstracdo do teste da integral nos da mais informacoes.
Em particular, sabemos que o seguinte limite existe

. UL
y:nllgréo—log(m)+ Z ;

n=1
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uma vez que a sequéncia € crescente e também limitada. De
fato, temos que

m+1 1 m 1 m 1
log(m +1) —log(2) :f —dn<) — sf —dn=log(m)
2 n n=2n 1 n
Subtraindo log(m), obtemos
mo
—log(2) <log(m +1) —log(m) —log(2) < —log(m) + ) _ = 0

n=2

Somando 1, obtemos

<1

S|

m
0<1-log(2) = -log(m)+
n=1

Segue-se que y estd entre 0 e 1. Ela é a chamada constante
de Euler-Mascheroni e aparece em diversas formulas da mate-
matica e da fisica. Até hoje ndo se sabe se essa constante é um
numero racional.

2) Temos que

de modo que

Observe que
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3) De modo mais geral, para qualquer p # 1, temos que

1
| n'=r1% —— sep>1
f —dn= =4 p-1
1P 1=-rl {oo sep<1
de modo que
X1
) — <oo,
n:lnp
quandop>1le
X1
Y Lo,
nzlnp

quando p < 1.
Uma vez que ja analisamos separademente o caso p =1,

temos que a série p-harmonica é tal que

4) Temos que

[e.0] 1 0o
fz nTog(n) dn = [log(log(n))], = oo,

de modo que

TESTE DA CONVERGENCIA ABSOLUTA

Vamos ver a seguir que a convergéncia da série dos valores absolutos im-
plica a convergéncia da série original.
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Se
oo
Y lanl = laol +lai| +|az| +--- < 0o
n=0
entao
oo
Y an=ap+tar+az+--
n=0
converge.

Prova:

Separamos as partes positiva e negativa de a,, escrevendo
an=by+cy

onde

b, = a,, a,=0
"1 0 a,<O0
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Y

Temos que
0< by, =|byl <laul

e também que
0=<-cp=lcpl =lanl.

Pelo teste da comparacao, segue-se que

P18

(e, 0)
bp< ) lanl <oo
n=0

n=0

e também que

o0 o0
Y —cn< ) lapl <oo.
n=0 n=0
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Pela regra da multiplicacdo por constantes, temos que
o0 o0
(=D Y —cn=2 cn
n=0 n=0
converge. Pela regra da soma, segue-se que
(0] (e.e] (e e]
Y obp+) cn = ) bptey
n=0 n=0 n=0
(e.0)
2 an
n=0
converge. |

Quando a série dos valores absolutos converge, dizemos que a sé-
rie original converge absolutamente. O resultado acima mostra que toda
série que converge absolutamente, de fato converge. Contudo, existem
séries que, embora convirjam, ndo convergem absolutamente.

1) Temos que
5o

converge absolutamente, uma vez que

(- 1)”

©
=) 7S

2) Vamos ver a seguir que a série harmonica alternada

le’s) (_
2
n=1

converge. Entretanto, ela ndo converge absolutamente, uma
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vez que
D"

o0 001
e
n=1 =1

Uma série que converge, mas nao converge absolutamente, é cha-
mada de série condicionalmente convergente.

TESTE DA SERIE ALTERNADA

A proposicao a seguir, denominada teste da série alternada, afirma que
sdo sempre convergentes as séries cujos termos alternam o sinal e cujo
valor absoluto desses termos decresce para zero.

Se a, =|(-1)"a,| é decrescente e lim a,, = 0, entao

(e,9)
Y (-D'ap=ap—a+a—az+--
n=0

converge.

Prova: .

Considere

Sok=Ap— a1+ 0y — a3+ " — Apf-3 + Aof—2 — Aok—1 + A2k

Como a, >0 e a, — a,+ > 0 para todo n, temos que s, > 0. Temos
também que
S2k = S2k—2 — Wk—1 T A2k < S2k—2
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de modo que
0< S <Sop2<--<8 <8

Segue-se que sy, € uma sequéncia decrescente e limitada, de modo
que existe s tal que
lim sy = s.

Além disso, temos que

S$2k+1 = 2k — A2k+1
de modo que
limsypyq =lim sy —limagg, =S

uma vez que, pelo teorema do sanduiche, lim a4+, = 0, ja que 0 <
asi+1 < ar. Como a sequéncia dos s, com m par e com m impar
convergem para o mesmo §, nao é dificil mostrar que alims,, = s, 0
que demonstra que a série converge. |

1) Temos que a série harmonica alternada

o0 nl
n;(—l) -

converge, uma vez que € uma série alternada e que
1 1
-D"=|==
nl n

decresce para zero. Mas ndo converge absolutamente, uma
vez que

L1 X1
(-1 - :Z;:‘X’
n=1

o0
2
n=1

2) O que aconteceria se, na série harmonica alternada, tentds-
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semos somar primeiro as parcelas positivas e depois as parce-
las negativas? A soma de suas parcelas positivas é dada por

1 1 1
+—F et — o= Z_
4 2n n=12n

N =

Como podemos colocar o fator % em evidéncia, segue-se que

o0
l+l+...+i+...:l Z
2 4 2n 2
pois apareceu % vez a série harmonica, que diverge para o
infinito. Por que isso aconteceu? Porque, apesar de a série
harmonica alternada convergir, ela ndo converge absoluta-
mente. Sua convergéncia depende da ordem em que soma-
mos os termos. Se somarmos alternadamente as parcelas po-
sitivas e negativas, a série converge, pois hd cancelamentos.
Se somarmos primeiro as parcelas positivas e depois as par-
celas negativas, a série diverge. E por essa razao que, nesse
caso, dizemos que a Serie converge condicionalmente, pois a
convergéncia depende da ordem em que as parcelas sao so-
madas.

3) Temos que

Z(—

- nlog(n)

converge, uma vez que € uma série alternada e que

1
nlog(n)

_ 1
~ nlog(n)

'(—1)"

decresce para zero. Mas ndo converge absolutamente, uma

vez que
o0

>

o0

=2

oy log(n)

nlog(n)
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4) Temos que
n+1

Y (-)"——
11z=:1 n

ndo converge, pois, apesar de ser uma série alternada e de

n+1
n

_n+1

'(—1)"

n

ser decrescente, este ndo decresce para zero, portanto, o Teste
da série alternada ndo se aplica. Porém, como o termo geral
nao tende a zero, a série diverge pelo Teste da divergéncia.

TESTE DA RAIZ

Se tomamos o termo geral x” de uma série geométrica com razao x e
extraimos a raiz n-ésima do seu modulo, obtemos de volta o médulo da

razao
Vix" =1x|
Como a convergéncia de uma série de uma série geométrica depende de

o moédulo de sua razdo ser menor ou maior que um, definimos, para uma
série numérica qualquer, o m6dulo de sua razao no infinito pelo seguinte

limite
lim v/|ay,|
n—o0

e obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 2.15: Teste da raiz
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Temos que

o0
<1 = ) apconverge
n=0

limVlanl {4 o, Y ay diverge

n=0

=1 — inconclusivo

Prova: _ s

A ideia é comparar a série dos m6édulos com uma série geométrica.

1) Selim y/|ay,| < 1, entdo V/|ay,| fica abaixo de 1 para n grande e,
portanto, abaixo de algum x < 1 positivo para n maior que algum

k, isto é
Viaml<x<1 paran=k
Elevando ambos os lados a n-ésima poténcia, temos
la,| < x" paran =k

e, entao, as caudas das respectivas séries satifazem

o0 o0
D lanl < ) x"
n=k

onde a série geométrica converge, pois sua razdo satisfaz 0 < x <

(e.0)
1. Pelo Teste da cauda, segue-se que Z |a,| < co. Pelo Teste da
n=0

o0
convergéncia absoluta, segue-se que Z a, converge.
n=0
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2) Selim {/|a,| > 1, entdo, existe k, tal que

Vian >1 paran=k
Elevando ambos os lados a n-ésima poténcia, temos
la,| >1 paran=k

0 que mostra que lim|a,| # 0 e, portanto, que lima, # 0. Pelo
o0

Teste da divergéncia, segue-se que ) _ aj, diverge.
n=0

3) Para mostrar que o caso lim {/]a,| = 1 é inconclusivo, vamos dar
um exemplo em que essa igualdade é satisfeita, embora a série
divirja, e dar outro exemplo em que essa igualdade € satisfeita,
embora a série convirja.

o0
A série harmonica ) — diverge e é tal que
n=11

1
¥n

=1

lim {' '—‘ =lim
n

S|
A série 2-harmonica Z — converge e € tal que
n=11

lim { L —lim;—l
n?l T m?

Exemplos

[e’s) n2
1) Z — converge?
n=0 2"
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Pelo Teste da raiz

| n?]  dim Yn)* 1
lim4/|— ( \/_) -<1
21 2 2
segue-se, entdo, que a série converge.
o0 _3 n
2) Z ( 3) converge?
n=1
Pelo Teste da raiz
(=3)" 3
lim { = =3>1
n3 (lim {/n)3

segue-se, entdo, que a série diverge.

3) Para quais valores de x a série de poténcias ) —x" con-
n=1
verge?

O Teste da raiz permite que testemos diversos valores de x
ao mesmo tempo: pelo Teste da raiz

lim ¢
n

n :—:l
Vn

segue-se entdo que a série converge se |x| < 1, e diverge se
|x| > 1. Para |x| =1, isto é, para x = 1 ou x = —1, o teste da raiz
nao se aplica e temos que substituir esses valores diretamente
na série de poténcias.
Para x =1 a série de poténcias fica
1
2 W)= Z ~

n:l

que diverge, pois é a série harmonica.
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Para x = —1 a série de poténcias fica
>
n=1

que converge, pois é a série harmonica alternada.

-n"
n

(e.0)
Concluimos que a série de poténcias Z —x" converge se
n=1
x € [-1,1) e diverge para x fora desse intervalo.

TESTE DA RAZAO

Se tomamos o termo geral x” de uma série geométrica com razao x e
extraimos a raiz n-ésima do seu modulo, obtemos de volta o médulo da
razao

xn+1

=|x|

xn

Como a convergéncia de uma série de uma série geométrica depende de

o moédulo de sua razdo ser menor ou maior que um, definimos, para uma

série numérica qualquer, o m6dulo de sua razao no infinito pelo seguinte

limite

an+1
an

lim

n—oo

e obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 2.16: Teste da razao
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Temos que

o0
<1 = ) apconverge
n=0

an+1
an

N

(e.0)
>1 = ) aydiverge
n=0

=1 — inconclusivo

Prova: .

A ideia é, novamente, comparar a série dos médulos com uma série
geométrica.

Ap+1 Ap+1

fica abaixo de 1 para n grande e,

< 1, entao

1) Se lim
an an
portanto, abaixo de algum x < 1 positivo para n maior que algum
k,isto é

Ap+1
<x<l1 paran=k
anp
Segue-se que
Ai+1| | Ak+2 an-1 Qn
- || |» ttt ) ) < x
ag Afe+1 an-2| |4n-1
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Escrevendo
_ Ai+1 | | Ake+2 an-1|| An
lanl = lagl
aj Af+1 Ap-2 || an-1
<X <X <X <X
_ A1 | | Ak+2 Ap-1|(| An
= |ak| cee
aj Afc+1 an-2||an-1 |
n—k fatores
< aglx™ ¥ paran=k
Logo
o0 (o.0] k
n—
Yo lanl < lakl ) x
n=k n=k

Iak|(1_+x+x2+x3+---)

1
lag| —— < oo
1-x

onde a série geométrica converge pois sua razao satisfaz 0 < x <

o0
1. Pelo Teste da cauda, segue-se que Z |a;| < oco. Pelo Teste da
=0
-
convergéncia absoluta, segue-se que Z a, converge.
n=0
. an+1 - .
2) Selim > 1, entdo, existe k, tal que
an
a
1151 paranzk
ap
de modo que
|ans1] > |ayl paran=k

Isso mostra que |a;,| € positiva e crescente para n = k, de modo
que lim|a,| # 0 e, portanto, que lima,, # 0. Pelo Teste da diver-
(e, 0)

géncia, segue-se que Z a, diverge.
n=0
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q an+1
3) Para mostrar que o caso lim [——

‘ =1 é inconclusivo, vamos dar
an
um exemplo em que essa igualdade é satisfeita mas a série di-

verge, e dar outro exemplo em que essa igualdade € satisfeita mas
a série converge.

o0
A série harmonica ) — diverge e é tal que

n=1
L -
lim |2 | =lim—— =1
- n+1
S|
A série 2-harmonica Z — converge e € tal que
n=1"1
1
—L 2
. +1)2 . n
lim % =lim——-—=1
=z (n+1)

1) Considere a série de poténcias

© ] " x2 x3 x4
Y —xt=l4ex+ T+ e
= 2 31 A

O moédulo da sua razao no infinito é

1 xn+1 :

. (n+1)! . n. .
lim — =lim ——|x| =lim
X" (n+1)! n

[x]=0<1
+1

para qualquer x fixado. Pelo Teste da razdo, segue-se que a
série converge para todo x fixado.
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2) Considere o polinémio infinito
>
n=1

O moédulo da sua razdo no infinito é

" ¥ X Xt
=X
2 3 4

S|

1 n+l1
n+1

1,n
nx

. . n
lim =lim——|x| = |x|

n+1
para qualquer x fixado. Pelo Teste da razdo, segue-se que a
série converge, quando |x| < 1, e diverge quando |x| > 1. O
Teste da razdo nao nos diz nada quando |x| = 1. Para saber da
convergéncia da série nesse caso, temos que substituir direta-
mente x = 1, obtendo

S| S|
> —M)"=) —=o00
n=11 n=1

pois é a série harmonica, e substituir diretamente x = —11, ob-

tendo
[e.0]

> 2
n=11

que converge, pelo Teste da série alternada. Segue-se que a
série converge se, e so se, x € [—1,1). Se utilizarmos o teste da
raiz, chegaremos aos mesmos resultados, uma vez que
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2.5 DOMINIO E RAIO DE CONVERGENCIA

Com os testes de convergéncia, temos as ferramentas adequadas para
determinar o dominio de séries de poténcias. Primeiro consideramos
alguns exemplos.

1) A série geométrica de razao x € uma série de poténcias

fx) = l+x+x*+x°+--

o0
2 x"
n=0

com dominio

oo
{xEIR{: Y x" converge}:{xeR: x| <1} =(=1,1)
n=1

Vo 1 rg
\ Y4 1 2 4
-1 1

0

Y

uma vez que a série geométrica converge apenas para esses
valores de x.
Ja vimos que

[e.°]

f(x) = xn =
n=0

1
1—-x

paratodo x € (—1,1).

2) A série de poténcias

1o s 1,
X X=X+ -x"——x"+--
f) 2 3 4

(e (_l)n—l xn

1]
S

n
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tem qual dominio?
Vejamos para quais valores de x a série converge. Fixado
X, temos uma série com parcelas

ﬂn_lxn

Pelo teste da raiz

lim = lim {/—|x|"
n—oo n—oo
.l
= lim
n—oo {/n
= |x|
de modo que
0 (_l)n—l "
x| <1 = —— X" converge
n=1 n
S =D,
x| >1 = — x" diverge
n=1 n

O Teste da raiz nao nos diz o que ocorre quando |x| = 1, isto
é, quando x = +1. Analisamos esses casos diretamente substi-
tuindo esses valores de x na série de poténcias

[e) (_l)n—l
x=1 = ) — converge
n=1 N
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pelo Teste da série alternada, pois % decresce para 0.

n—-1

x=-1 = Zﬂ (D" =
n=1 1

n=1"1
X 1
N |
Y — diverge

S
Il
—

pois é menos a série harmonica, onde usamos que

uma vez que 2n — 1 é sempre impar.
Assim, o dominio dessa série de poténcias é

[e) (_l)n—l
{xEIR{: Z— x" converge}:(—l,l]
n=1 n

Mais a frente neste capitulo, veremos que

00 (_l)n—l "
fx) =) ——x"=log(l+x)
n=1 n

paratodo x € (—1,1].

o : ® -
-1 0 1

3) A série de poténcias

1 1, 1 4
X) = —X+-X"+—x"+---
@) 2 8 24
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= i 1 xn
n=1 n2"

tem qual dominio?
Vejamos para quais valores de x a série converge. Fixado

X, temos uma série com parcelas
1 o
n2n

Pelo teste da raiz

lim = pd
n—oo s Wz

de modo que

| x| - 1l ,
—<1 = ) x"  converge
2 = nan
X =1
i} >1 = ) x"  diverge
2 = n2n
0 que é equivalente a
o0 1 n
xX|<2 = X" converge
|x| n; o g
o0 1 n
x|>2 = x" diverge
1 Z n2" &

S
I
—
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O Teste da raiz ndo nos diz o que ocorre quando |x| = 2, isto
é, quando x = +2. Analisamos esses casos diretamente substi-
tuindo esses valores de x na série de poténcias

x 1 X1
x=2 = —2" =73 — diverge
n=1 n2 n=11

pelo Teste da integral.

1

— Yl:
nn 2

(0.0
x=-2 = )
n=1

1

n2n (=p72"

Il
i

o0 nl
Y (-1)"= converge
n=1 n

pelo Teste da série alternada, pois % decresce para 0.
Assim, o dominio dessa série de poténcias é

© 1
xeR: x"  converge; =[-2,2
{ n; T g } [-2,2)

4) Javimos, pelo Teste da Razdo, que a série de poténcias

1 1 1
f(x) T+x+ =X+ =+ —x"+--
2 6 24

Il
g
<

converge para todo x € R. Portanto, o dominio dessa série de
poténcias é
(e 0]

1
{x eR: ) —'x” converge} = (—00,00)

n=0 "
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Mais a frente neste capitulo, veremos que
o0 1
= —_— n = X
flx) = E - x'=e

n=0

para todo x.

5) A série de poténcias

x4+21x% +31% +4lxt + - -

o0
Y nlx"
n=0

fx)

tem qual dominio?
Vejamos para quais valores de x a série converge. Fixado
X, temos uma série com termo geral

nlx"

Pelo Teste da razao, temos

(n+1)!x"*H

nlxn

o (m+DYx
hm _—

n—oo n!|x|"

n—oo

lim (n+1)|x]
n—oo

= OO

que é maior que 1, para qualquer x # 0.
Assim, o dominio dessa série de poténcias é

{xER: Y nlx” converge} = [0,0] = {0}

n=0
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o®
Y

O dominio das séries de poténcias dos exemplos acima é sempre um
intervalo centrado na origem com raio R. No Exemplo 1, o dominio é o
intervalo

(-L1)

eoraio é R =1, e o intervalo é aberto em ambos lados. No Exemplo 2, o
dominio € o intervalo
(_1) ]-]

eoraio é R =1, e o intervalo é aberto na esquerda e fechado na direita.
No Exemplo 3, o dominio € o intervalo

[_27 2)

e oraio é R =2, e o intervalo é fechado na esquerda e aberto na direita.
No Exemplo 4, o dominio € o intervalo

(—00,00)

e oraio é R =00, e 0 intervalo é aberto em ambos lados. No Exemplo 5, o
dominio é o intervalo
[0,0] = {0}

eoraio é R =0, e o intervalo é fechado em ambos lados. Veremos que o
dominio de qualquer série de poténcias tem essa mesma forma.

Primeiro, uma versao do teste da raiz e da razdo para séries de potén-
cias.

Proposicao 2.17
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Temos que

o0
<1 = ) cpx" converge
(Jim_ $/Tcal) 1 "=
n—oo
ou {

o0
n .
. >1 = ) cpx" diverge
lim | x| n=0
n—oo

Cn

=1 =— inconclusivo

Fixado x, temos uma série numérica com termo geral

cpx"

onde
lenx™| = |enllx|™

de modo que

Tim {/]c," = lim ({/]eallxl) = ( lim {/7eal) 1

)le

se os limites existem. O resultado segue-se entdo do Teste da raiz ou
Teste da razao para séries. |

. lenex™h
lim = lim
n—oo |c,x"| n—o00

Cn+1
Cn

Cn+1

Cn

|x| = ( lim
n

—00

Proposicao 2.18

O dominio de uma série de poténcias é dado por um dos seguintes
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intervalos

(-R,R) ou [-R,R] ou (=R,R] ou [-R,R)

para algum 0 < R < oo, denominado raio de convergéncia da série.

Para simplificar a prova, vamos supor a existéncia do limite
lim V/|c,|=L
n—oo

Pelo Teste da raiz para séries de poténcias, temos que

o0
Lix|<1 = Z cpx" converge absolutamente
n=0

(0,0}
Lix|>1 = ) c,x" diverge

n=0
logo
1 L. ..
|x] < Z —> asérie de poténcias converge
1 - N
|x| > B = asérie de poténcias diverge

Segue-se que o dominio da série de poténcias é um intervalo cen-
trado na origem com raio R =1/L. [ |

Observe que os diferentes intervalos centrados na origem
(=R, R) [-R,R) (-R,R] e [-RR]

tém todos o mesmo raio R. Assim, o raio de convergéncia R nos diz ape-
nas o tamanho do dominio da série de poténcias, pois ndo diz qual des-
ses intervalos o dominio € (veja os Exemplos mais acima). Observe tam-
bém que podemos ter R = 0, e nesse caso o dominio da série de potén-
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cias contém apenas o ponto x = 0. Também podemos ter R = oo, €, nesse
caso, o dominio da série de poténcias é a reta toda.

2.6 DERIVADA E INTEGRAL

Agora que sabemos obter o dominio de uma série de poténcias f(x) =
o0
)" cpx", vamos ver como derivar e integrar essas fungdes em relagao a

n=0
X.

DERIVADA

Tomando o devido cuidado com o dominio, podemos derivar uma série
de poténcias termo a termo como se fosse um polinémio

[Z)

!/
(co+crx+cox® ++-+cpx +--+)

1

O+c1+C2x++cpnx" " +---

o0
Seja ) cpx” com raio de convergéncia R > 0. Temos que
n=0

00 / o)
(Z cnx") = Z conx"1
n=0 n=1

o0
Cn+1(m+1D)x"

n=0

vale para x € (—R, R). Além disso, a derivada da série de poténcias
tem o mesmo raio de convergéncia R.
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Primeiro vamos provar que
o0 oo
f=) cx” e g)=) cpr(n+Dx"
n=0 n=0
tém o mesmo raio de convergéncia.
o0
Pelo Teste da razdo aplicado a f(x) = c,x", denotando
n=0
c
Lf = lim ntl
n—oo| ¢y
temos que
1 (o)
Ixl<— = ) cpx" converge
Lf n=0
1 (o)
|x| > — — Z cpx”"  diverge
Lf n=0
oo
Pelo Teste da razao aplicado a g(x) = Z cn+1(n+1)x", cujos coefici-
n=0
entes sao
Cpt1(n+1)
denotando
. Cn2(n+2)
Lg= lim | ————
n—oo|cpy1(n+1)
temos que
1 o0
lxl<— = ) cpr(n+1x" converge
Lg n=0
1 o0
lx|>— = ) cpr(n+Dx" diverge
Lg n=0
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Para mostrarmos que f(x) e g(x) tém o mesmo raio de convergeéncia,
basta mostrar que Ly = Lg. De fato, temos que

L l M — hm Cn+2 lim n 2
8" n—oo Cpr1(n+1) n—00|Cpyy|n—oon+1
. Cn+1
= lim [2=|.1= Ly
n—oo| ¢y

Agora vamos mostrar que f'(x) = g(x). Para isso, usamos a defi-
nicao de derivada

lim fx+h) - f(x)
h—0 h

= hm (ch(x+h) —ch )

f'(x)

= lim Z o

o0 ((x+ h)”—x”)

= £1chnn(x+hn)" !
—-0,20

onde utilizamos, na ultima igualdade, o Teorema do Valor Médio
aplicado a func¢ao x", de modo que

(x+h)"—x"

n—-1
W S

=n(x+h,

paraalgum h,, tal que | ;| < |h|. Quando | x| < R, as séries convergem
absolutamente e podemos provar (Proposi¢cdo A.13) que

o0
}llm Z con(x+h,) 1= Z conx"1
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de modo que

(e e]
o = Y cunx™!
n=1
o0
= Y cpa(n+)x"
n=0
= g
|
i o
Vimos que
© 1 2 B i
Y —x'=l4ex+ =+ e
=l 2 3 Al

tem raio de convergéncia R = co. Logo

(Z) =BG

n=0 n! n=0 n!

vale para x € (—oo,00). Assim, a derivada dessa série de potén-
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cias é ela mesma. De outro modo

!
2 3 4 2 x3

X X
142=+3+4" +...
20 731 4l

—
+
=
+

N %
+

|
+
|
+

I

2 3
l+x+—+—+--
2! 3!

[e.°]

Mais adiante neste capitulo, veremos que Z —'x” =e
n=0 1
para x € (—o00,00).

INTEGRAL

Tomando o devido cuidado com o dominio, podemos integrar uma série
de poténcias termo a termo como se fosse um polindmio

f (go cnx”) dx

f(co+clx+czx2+---+cnx”+---)dx

s x2 . x3 . . xn+l
CoX+C1— tC—+--+C
2 3 "

+--+C
n+1

o0
Seja Z cpx" com raio de convergéncia R > 0. Temos que
n=0

I
18
S
=
+
@)

c x”) dx
f(ngo ! =0 n+l
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vale para x € (—R,R). Além disso, a integral da série de poténcias

tem o mesmo raio de convergéncia R.

f=) cx" e Fw=) En1yn
n=0 n

Prova:
Primeiro vamos provar que

n=1
tém o mesmo raio de convergéncia.
o0
Pelo Teste da razdo aplicado a f(x) = c,x", denotando
n=0
. Cn+1
Lf= lim
n—oo| cp
temos que
(o)
|x| < = = Y cpx"  converge
f n=0
(o)
|x| > T — Z cpx"  diverge
i n=0
X Cn-1
Pelo Teste da razao aplicado a F(x) = Z ——x"", cujos coeficientes
B n=1 I
sao
Cn-1
n
denotando
Cn
1 n+1
Lp= lim |-

n—oo

n
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temos que

1
x| < —
Lg

1
lx| > —
Lr

1 n+1
Lp=lm ey
n
Temos entao que
F'(x)

195

converge
n=1 N
[e.°]
Cn-1 .
Y x"  diverge
n=1 I

lim
n—o0

Cn-1

Cn+1

-1

o0
D Gt

n=0

lim
n—oopn+1

Para mostrarmos que f(x) e F(x) tém o mesmo raio de convergéncia,
basta mostrar que Ly = L. De fato, temos que

n

Ly

o0
vale para (—R, R). Isso mostra que F(x) é uma primitiva para Z CnX

n

n=0
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em (—R, R). Segue-se que

f(z c,,x”) dx=F(x)+C
n=0

vale para (—R, R), onde F(x) é dada pela série de poténcias que que-
riamos. u

1) Vimos que

1 1 ©
l+x 1-(-x) ,;0(_)6)

n=0

tem raio de convergéncia R = 1. Logo

log(x + 1)=fﬁdx I(Z(—l)"x") dx
n=0

[e’s) n+1
= Y (-D” + C
n=0
[’} lnl
= Z( ) "+ C
2 B xt
= X—-——+—-—+---4+C
2 3 4

vale para x € (—1,1). Substituindo x = 0 em ambos lados, te-
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mos que
2 3 4
0° 0
0=log)=0-—+——-—+-- + C
g(l) 2 3 4

de modo que C = 0. Segue-se entdo que

(l)nl

log(x+1) = Z

vale para x € (—1,1).
E possivel mostrar que a igualdade acima também vale
para x = 1, de onde segue o curioso fato de que

OO(_I)n—l
log2 = )
n=1 n
1 1 1
= 1-—+-——-+
2 3 4

€ a soma da série harmonica-alternada.
Aigualdade acima pode valer para x = —1?

2) Vimos que

1 1
1+x2  1-(-x2) Z( )"

n=0
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tem raio de convergéncia R = 1. Logo

atg(x):f 1+1x2 dx = f(Z(—l)"xZ") dx
n=0

00 x2n+1

= Y " + C
=0 2n+1
2 x> X7

= xX——+———+--+C
3 5 7

vale para x € (—1,1). Substituindo x = 0 em ambos lados, te-
mos que

atg(x) _ ozo:( 1) 2n+1
n—o2n+1
2 x> X7
= x——+g——+

vale para x € (—1,1).
E possivel mostrar que a igualdade acima também vale
para x = 1, de onde segue o curioso fato de que

T atg(1)
i g

g
C Z2n+1

1 1 1
= l--+=-—=+---
3 5 7
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I Aigualdade acima pode valer para x = —1?

UNICIDADE DOS COEFICIENTES

Nesta secao, vamos ver que, assim como os polindmios, os coeficientes
das séries de poténcias sao tinicos, pois de fato eles dependem do valor
das derivadas na origem. Denote por f (M) (x) a n-ésima derivada de f(x).

Se

f) =) cpx"
n=0

para todo x € (—R, R), entao

_ f(n) (0)

Cn
n!

para todo n.

Prova: ..

Temos que

f@) =co+crx+cax®+c3x> +opx+--1,

de modo que f(0) =cp e
f(O) (0)

0= "~

0!
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Calculando a derivada primeira, temos que
f,(JC) =C1+C2x+ 633x2 —+ c44x3 4.
de modo que f'(0)=c; e

_ f(l) (0)
Y

C1
Calculando a derivada segunda, temos que
(%) = 022+ €33.2x + c44.3x° + -+,
de modo que f"(0) = c,2 e

~ f(2) (0)
-2

C2
Calculando a derivada terceira, temos que
f"(x) = ¢332+ ¢44.3.2x+---,
de modo que f"'(0) = c33!e

_ f(3) (0)

AR

Para os outros valores de n, podemos proceder de forma andloga. W

A unicidade dos coeficientes das séries de poténcias é entdo uma
consequéncia imediata.

Corolario 2.22

Se
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para todo x € (—R, R), entao

Cn::dn

para todo n.

Definindo

o0 o0
fO=) cx" e g)=) dpx"
n=0 n=0
segue-se que

(n) (n)
o, 870

n! n!

Cn

para todo n. Por hipétese, temos que f(x) = g(x) para x € (—R, R), de
modo que f(0) = g"?(0) e entio c, = d,, para todo 7. u

2.7 SERIE DE TAYLOR

Quando f(x) é tal que f"”(0) existe para todo n, podemos considerar

oo £(n) " "
Zf (O)x"Zf(0)+f’(0)x+f (O)x2+f (0)x3+
n—o N 2 6

denominada série de Taylor de f. Podemos nos perguntar quando a se-
guinte igualdade é verdadeira

f=>

n=0

() (n)
f '(0) o

Se ja sabemos que f(x) é uma série de poténcias, essa igualdade é sem-
pre verdadeira. Mas serd que isso vale sempre? A seguir, calculamos as
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séries de Taylor de algumas fun¢des, comecando por uma fun¢ao que
possui todas as derivadas definidas na reta toda, mas que nao é igual a
sua série de Taylor.

1) Considere a func¢ao

0, x<0
fx)=
e x, x>0
A
14
0
Podemos mostrar que
0, x<0

fP(x) =

e_%pn(%), x>0

onde p,(y) é um polindbmio. Por exemplo, no caso da derivada
primeira, é facil ver que p;(y) = yz. Para determinar o valor da
derivada na origem, vamos calcular suas derivadas laterais. A
derivada lateral esquerda é dada por

f(n) on= li?olf(n) (x)=0
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enquanto a derivada lateral direita é dada por
20 = limf"x
x|0
1
= lime *p, (L
e pal3)
= lim e™pa(y)
= lim Pnly)

y—oo eV
=0

onde o ultimo limite é calculado pela regra de LUHospital. Te-
mos entao que

para todo n = 0, de modo que
o
) ~0o
n!
para todo n = 0. Logo
oo £(n) 0 00
n=0 n: n=0
= 0+0x+0x*+0x>+--
=0
7 f(x)

mostrando que f nao € igual a sua série de Taylor.

2) Considere a funcgdo f(x) = e*. Temos que
U (x) =e*

para todo n = 0. Segue-se entdo que f”(0) = 1, para todo
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n =0, de modo que
f(n) (0) ~ 1
n ol
para todo n = 0. Logo, a série de Taylor de e* é dada por

Zf '()xn — Z_'xn
n=0 n. n=0
2 xS’
l+x+—+—+---
2 3

que tem raio de convergéncia R = oo, como ja vimos. Resta
mostrar que e* € igual a sua série de Taylor e, para isso, vamos
mostrar que essa série de Taylor satisfaz o PVI

{ ¥ (%) = y(x)
y(©0) =1

cuja tnica solugao é e*. De fato, essa série de Taylor vale 1 em
x =0 e temos que

23] -

n=0 n!

vale para x € (—o0,00).

3) Considere a funcao f(x) = sen(x). As primeiras derivadas
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pares sao dadas por

f O = sen(x)
@) = -sen(x)
fP% = sen(x)
f ©) (x) = -sen(x)

de modo que
) = (-1)* sen(x)

para todo k = 0. Por outro lado, as primeiras derivadas impa-
res sao dadas por

Y% = cos(x)
P = —cos(x)
f ®) (x) = cos(x)
fP%) = —cos(x)

de modo que
FE* D () = (=¥ cos(x)

para todo k = 0. Segue-se entdo que

f(n) (0) ~ { (_(i,)k n=2k
n! 2k n=2k+1

para todo k = 0. Logo

20, R D ey
L = Lo

2 x> X

= yx——4___

3t 5 7
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que tem raio de convergéncia R = oo, como é fécil verificar.
Resta mostrar que sen(x) é igual a sua série de Taylor e, para
isso, vamos mostrar que essa série de Taylor satisfaz o PVI

y'(x) =-y(x)
y(0) =
y(0) =1

cuja tnica solugao é sen(x). De fato, essa série de Taylor vale
0 em x =0, sua derivada vale 1 em x = 0 e temos que

= DR ) °°( (-D* 2k+1)
(Z(2k+1)!x = Llgo”

k=0

"

X _(=DF 2k-1
= ) ——(k+12kx

= 2k+1)!
_ R D
gl(zk o

_ — ( l)k 2k+1
Z_: 2k + 1)'

S (DR ok
&= Ck+1)!

vale para x € (—00,00).

4) Para encontrar a série de Taylor funcao f(x) = cos(x), po-
demos repetir o mesmo procedimento do exemplo anterior.
Podemos também simplesmente derivar a série de Taylor do
sen(x) e obter

COS(X) — i ﬂx2k+l !/
= 2k+1)!
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SERIE BINOMIAL

Nesta secao, vamos determinar a série de Taylor da funcao binomial
f(x) = (1 +x)* Quando a é um ntimero natural, essa série se transforma
numa soma e obtemos a famosa formula do binémio de Newton. Alias,

foi assim que o proprio Newton procedeu ha mais de trés séculos.

Exemplos

de modo que

P = a+x0°
fO% = al+x
P =
P =

1) As primeiras derivadas de f(x) = (1 + x)“ sdo dadas por

)a—l

ata—1)(1+x)%?
ala-1D(a-2)1+x%3

@) =ala-1@-2)-(a-(n-1))A+x)*"
para todo n = 0. Segue-se entao que

O _ata-1@-2)--(a-(n-1)

n!

n!
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para todo n = 0. Logo

x ™0 , Xala-D@-2)---(a-(n-1) ,
,;0 n! T ,;0 n! o
aa-1) , ala—1)(a-2) 4
= l+ax+ X+ 3l X"+
Denotando
a _q o a _a(a—l)(a—Z)---(a—(n—l))
0] n| n!

denominado coeficiente binomial, podemos reescrever a série
de Taylor de (1 + x)“ como
o0
a
) NES
n

n=0

Vamos determinar seu raio de convergéncia quando a nao é
um namero natural. Uma vez que

temos que
a 1
. (n+1)xn+ . a—n
lim o = lim x|
n—00 (n)x n—ool p+1
. a—
= |lim ‘le
n—oo n +
= [—=1]|x|
= x|

Pelo teste da razdo, segue-se que o raio de convergéncia da
série binomial é R = 1.
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Resta mostrar que (1 + x)¢ € igual a sua série de Taylor e,
para isso, vamos mostrar que essa série de Taylor satisfaz o

PVI
{ (1+x)y'(x)—ay(x)=0
y(0) =1

cuja tnica solugao € (1 + x)“. De fato, seja

yx) =) (Z)x"

n=0

entdo y(0) =1 e temos que

yl(x) — Z a)nxn—l
n=0 n
o0 a n
= n;o n+1)(n+1)x
[e.0) a n
= n;O n)(a—n)x

onde usamos que

a—n
n+1

)

Temos que y(x) é solu¢do da EDO, uma vez que

a
n

y'(x) + xy' (x)

[o,@] a " (e 0]
= ) (n+1)(n+1)x +x )

1+xy (x)

n=0

- (Z)(a— x+ Y (Z)nx”

209
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= ay(x)
Como a solucdo do PVI € unica, segue-se que
S |a
(1+x)%= Z ( )x"
n=0\"

para todo x € (-1, 1), que generaliza a férmula binomial.

2) Quando a é igual a um ntmero inteiro m, paratodo0 < n <
m, temos que

n

m| mm-1)(m-2)---(m—(n—-1)) m!
B n! "~ nl(m—-n)!

Além disso, para todo n > m, temos que

0

(m)_ mm-1)(m-2)---(m-m)---(m-(n-1) _
n

n!

Nesse caso, a série de Taylor possui raio R = oo e se transforma
numa soma, de modo que

Q+x0m=Y (m)x"

n=0\"

é a bem conhecida formula do binémio de Newton.

3) Na Teoria da Relatividade restrita, quando uma régua e um
rel6gio se movem no eixo x com velocidade v, o comprimento
da régua se contrai e o periodo do relogio se dilata por um
fator que depende da velocidade v.
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T
lﬁL%_’v
Ty

Ly

Se a régua possui comprimento Ly e o rel6gio possui pe-
riodo Ty quando estdo parados, o comprimento e o periodo
em movimento sao dados por

onde c é a velocidade da luz. Como

2

v
—1<—?<1

podemos utilizar a série binomial para calcular o compri-
mento e o periodo em movimento. Segue-se entiao que

oo (1 l/2 n
= L 2-=
0nzz:o n ( Cz)
_ (1 102 104 )
-0 2¢2 8¢t

e também que




212 Capitulo 2. Séries de poténcias
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2.8 SOLUCOES DE EDOS POR SERIES DE POTEN-
CIAS

Vamos agora procurar solucdes EDOs lineares por meio de séries de po-
téncias

2 4 ng3 +

yx) = ¢ + ax + cx

Lembramos que

y(x) = ¢ +  02x +  33x% +  cdax® o+

Y'(x) = 2 + 33:2x + c44-3x% + c55-4x° +
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De outro modo

y(x) Y cux”
n=0

o0

Yy = Y cpnx!
n=0
[e.@]

= Cpr1(n+1x
n=0

n

o0
y'(x) = cpn(n-1)x"2

n=0
oo

= Cn(n+Dnx™ !

n=0
oo

= Cnio(n+2)(n+1)x"
n=0

Temos que as condicoes iniciais determinam os dois primeiros coefici-
entes, uma vez que

y0) = ¢ = Y

!

yo) = a = n
Para determinarmos os demais coeficientes, temos que utilizar a EDO.
Vamos ver como isso funciona por meio de exemplos, onde vamos obter
as respectivas solucoes canonicas.

1) Primeiro, consideramos uma equacao de coeficientes cons-
tantes

Y (xX)+y(x)=0

Vamos procurar solucoes da forma

y@) =) cpx”
n=0
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Substituindo

V') =Y cpra(n+2)(n+1)x"
n=0

na EDO, temos que
o0 (o0
Z Cnro(n+2)(n+1)x" + Z cpx"=0
n=0 n=0

Somando as duas séries de poténcias, temos que

(e,0]
(che2(n+2)(n+1)+c,))x" =0
n=0

Pela unicidade dos coeficientes de séries de poténcias, a inica
série de poténcias identicamente nula é a que possui todos os
coeficientes nulos, de modo que

Cni2m+2)(n+1)+c¢, =0

para todo n = 0. Temos entdo que

N
(n+2)(n+1)

Cn+2

que é denominada equagdo de recorréncia dos coeficientes. A
partir do coeficiente ¢y, obtemos os coeficientes pares, uma
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vez que
C = ! C = _1C
27 0+20+D 0 T
o = L B (—1)26
1T 2 e+Dn? T s a T T @
o -1 o = 1 (—ch B (—1)3C
7 w+2@+1?* " 6.5 4 07 e 0
C = (_l)kC
2k — (2]6)' 0

Por outro lado, a partir do coeficiente c;, obtemos os coefici-
entes impares, uma vez que

-1 -1
g = ————¢ = —¢C
3 A+20+1 " 31!
. - e B (—1)ZC
5 7 31296+03 T 543 T Ty @
-1 -1 (-1)? (-1)3
c; = —mmmC = —— 1 = C1
G+2)5+1) 7.6 5! 7!
(-

Cok+1 —(2k+ 1)!01
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Segue-se entdo que

(-D*
ool Co, n=2=k
Crl: k'
(-1
WC’], n=2k+1

Para obtermos as solucdes candnicas, devemos utilizar as res-
pectivas condicoes iniciais.
Para y; (x), temos que

{yl(m =1 = o
VO = 0 = ¢

de modo que

k)’

(—1)k
c, = n=2%k
0, n=2k+1

Segue-se entao que

y1(x) Y cpx”

n=0

2 (=DF o
,CZ:O 2k)!

= cos(x)

Por outro lado, para y»(x), temos que

{YZ(O) =0 = o
y5(0) = = q

|
—
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de modo que

0, n=2%k
cn=4 (~DF

m, n=2k+1

Segue-se entao que

yo(x) = ) cux”
n=0

e VL
kgo k+1)1"

sen(x)

Observe que, pelo método das raizes caracteristicas, ja sabia-
mos que cos e sen seriam duas solu¢des fundamentais.

2) Considere a seguinte equacdo de coeficientes varidveis
¥y +Bx-1)y +y=0

Como antes, vamos procurar solucoes da forma

Temos que

o0
Yy = XY nn-Depx"?
n=0
o0
= Z nn-1)c,x"

n=0

o0

o0
Bx-1y = 3x) nc,x" =Y (n+1cpx”
n=0

n=0
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o0
= ) [Brcy—(n+1Dcye]x”
n=0

Substituindo na EDO temos que

o0 oo o0
Y nn-Depx"+ ) Bnep—(n+Depalx+ ) cpx" =0
n=0 n=0 n=0
de modo que
o0
Y [n(n=1cp+3ncy+cn—(n+1)cpi]x" =0
n=0

Uma vez que todos os coeficientes da série acima tém que se
anular, temos que

(nn-D+3n+Dc,—(n+1cpy1 = 0
(n2 +2n+1)c,—(n+1)cpyy = 0
(m+1D%c, = (n+Depn
para n =0,1,2,3,.... Isolando o coeficiente de ordem mais

alta, obtemos a seguinte equacdo de recorréncia

Cn+1=(n+1cy I

Segue-se que ¢; = 1c¢y, 2 =2¢1 = 2¢p, ¢3 =3¢2 =3¢y, ¢4 =
4c3 =4lcy e, em geral,
cn = nlcy

Assim, se ¢y = 0, entdo todo ¢, = 0 e obtemos a solugdo trivial
y =0. Se ¢y # 0, obtemos a solucao

o0
y=coy nlx"
n=0
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cujo raio de convergéncia é R = 0, como ja vimos anterior-
mente (basta aplicar o teste da razdo). Portanto, essa tltima
funcdo nao é uma solucao genuina, uma vez que nao estd de-
finida num intervalo.

Esse exemplo mostra que devemos tomar cuidado ao pro-
curar solugoes por séries de poténcias: nem sempre existe al-
guma solucao nao nula dessa formal

Nao é dificil verificar que a funcao

0, x<0
y(x) =

_1
x

, x>0
X

é uma solucdo da equacao acima. Essa funcdo pode ser es-
crita como y(x) = xf'(x), onde f(x) é a funcdo do primeiro
exemplo da secdo Série de Taylor. Como f(x) possui todas as
derivadas em todos os pontos da reta, 0 mesmo vale para essa
solucdo y(x), que, no entanto, ndo pode ser escrita como uma
série de poténcias.

3) Agora, consideramos uma equacao de coeficientes varia-
veis, a equacao de Hermite

¥ (x)-2xy'(x) +8y(x) =0
Ja procuramos solucoes da forma

y(x) =) cpx”
n=0

que eram polinomiais. Agora vamos procurar também solu-
¢cOes que sao séries de poténcias. Substituindo na EDO, temos
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que
o0
By(v) = S(chx”)
n=0
[e.°]
= ) 8cux"
n=0
que
(o)
—2xy'(x) = —Zx( cnnx”_l)
n=0
o0
= —2c,nx"
n=2
e que
(e.0)
V()= Y cpn(n—1x""?
n=2

Como o coeficiente que multiplica a poténcia x"* 2 é ¢, n(n —
1), entdo o coeficiente que multiplica a poténcia x"!
cn+1(n+ 1)n, e o coeficiente que multiplica a poténcia x"
Cni2(n+2)(n+1),de modo que

[Nl eN

o0
V') =) cn2(n+2)(n+1)x"
n=0

onde comec¢amos o segundo somatdrio em n = 0, uma vez que
xY é a primeira poténcia que aparece no primeiro somatério.
Assim, a EDO é dada por

(o]
Y (8cp—2nch+ cpra(n+2)(n+1)x" =0
n=0

Para essa igualdade valer para todo x, os coeficientes da série
de poténcia devem ser todos zero, de modo que

8c,—2ncy+cp2m+2)(n+1)=0
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para todo n = 0. Isolando c,+2 nessa equacdo, obtemos a
equacao de recorréncia

B 2(n—4)
2= "

Conhecendo ¢y e c;, podemos usar a equagdo de recoréncia
para obter todos os outros coeficientes c, de y(x). Vamos de-
terminar as solugdes canodnicas y; (x), y2(x).

Temos que y; (x) satisfaz as condig¢des iniciais

co=y100)=1 a=y;0)=0

Usando a equacao de recorréncia, temos que

2:-0-8 41 4
C: = Co=—4- = —
2 5.1
2:2-8 ( 1) (—4) 4
C = Co=|——1-(— = —
4 4.3 2 '3 3
2-4-8 0 4 0
Ci = Cs1=0-—=
6 6-5 ' 3
e, a partir dai, temos cg = cjp = --- = 0, uma vez que, pela

equacao de recorréncia, cada coeficiente par é obtido a partir
da multiplicacao pelo coeficiente par anterior. Uma vez que
c1 =0, temos que c¢3 = ¢5 = --- = 0, uma vez que, pela equa-
¢ao de recorréncia, cada coeficiente impar € obtido a partir da
multiplicacdo pelo coeficiente impar anterior. Obtemos assim
a solucao

4
nx = 1—4xz+§x4

que é um polindmio de grau N = 4.
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y1(x)

LI\

Y

Temos que y,(x) satisfaz as condig¢des iniciais
co=y20)=0 a=y,0=1

Como ¢y = 0, temos que ¢, = ¢4 = --- = 0, uma vez que, pela
equacao de recorréncia, cada coeficiente par é obtido a partir
da multiplicacdo pelo coeficiente par anterior. Também pela
equacdo de recorréncia, cada coeficiente impar é obtido do
coeficiente impar anterior multiplicando por

2(n—4)
(n+2)(n+1)

que nunca € igual a zero, pois n é impar. Como c¢; = 1, todos
coeficientes impares sdo diferentes de zero de modo que a sé-
rie de poténcias

Yo (x) = X+ 305 + C5x° + -+ Copp 22K 4
ndo é um polinémio.
Podemos obter o raio de convergéncia dessa série de po-
téncias a partir da féormula de recorréncia. De fato, basta notar
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que

2(k+1)+1
C2>k+1)+1X Uer)+

62k+1x2k+1

. (%]
=|x|? lim hClar) 0
k—o00

lim
k—o0

Cok+1

uma vez que, usando a equacao de recorréncia com n = 2k+1,
segue-se que

. Cok+3 2(2k+1)-4)
lim = lim =
k—oo Copy1  k—oo (2k+3)(2k+2)

Este ultimo limite pode ser calculando usando a regra de
L’Hospital ou mesmo colocando-se o fator k? em evidéncia
tanto no numerador quanto no denominador. Segue-se que

o raio de convergéncia de y,(x) é R = oo.

A

»n(x)

¥2(x)

Finalizamos este capitulo observando que o procedimento apresen-
tado nos exemplos acima pode ser usado para resolver qualquer equacgao
em que os coeficientes p(x) e g(x) sdo séries de poténcia. O eventual fato
de a férmula de recorréncia nao ter uma expressao simples nao é impor-
tante. O que é necessdrio é que seja possivel calcular um coeficiente ¢, a
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partir dos coeficientes anteriores, com as condicoes iniciais, fornecendo
os primeiros coeficientes.



CAPITULO

ORDEM SUPERIOR E SISTEMAS

Neste capitulo, vamos estudar métodos alternativos para resolver EDOs
e sistemas de EDOs de coeficientes constantes. Esses métodos sao inspi-
rados no método das raizes caracteristicas, mas tém um alcance maior:
eles se aplicam a EDOs homogéneas com coeficientes constantes de or-
dem mais alta, a EDOs ndo homogéneas com certos tipos de forcamento,
e a sistemas de EDOs com coeficientes constantes.

Um exemplo interessante de equac¢ao de ordem superior é o de uma
viga oscilando harmonicamente. Considere uma viga de comprimento L
e secdo transversal constante oscilando harmonicamente com um perfil
que varia com o tempo, descrito por y(x) cos(wt), onde w é a frequéncia
de oscilacao, x € [0, L] é a posicdo longitudinal na viga e y(x) é a altura do
perfil méximo.
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0 L

.\ y(x) /

=Y

Yy
Temos que o perfil y(x) satisfaz a EDO de quarta ordem
ay"" (x)+by" (x)+cy(x)=0

conhecida como equacdo da viga de Rayleigh-Timoshenko, cujos coefi-
cientes sdao dados por

(1)4]2

9
¢ PY

E
a=EI, b:w2](1+6), c=

onde E e G dependem do material da viga, sendo conhecidos como mé6-
dulos de Young e de cisalhamento, I e ] dependem também da geome-
tria da secdo transversal da viga, sendo conhecidos como momentos de
inércia e de inércia polar, e p é a densidade linear da viga.

3.1 RAIZES CARACTERISTICAS

Considere uma EDO linear homogénea de ordem 7 e coeficientes cons-
tantes

any" +an-1y" "V +-+ary' + apy =0

onde y = y(t) e os coeficientes ay, ay,...,a,-1,a, sdo constantes reais.
Assim como no caso de EDOs de segunda ordem, podemos considerar a
respectiva equacao caracteristica

1

anr"+ a1+ +air+ap=0

e introduzir o denominado polinémio caracteristico

p(r)=ayr+ap 1"+ +ayr + ag
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Podemos reescrever a EDO por meio do polindmio caracteristico e do
denominado operador de derivagdo, dado por

/

Dy=y

de modo que
Dzy:DDy:Dy/:yU

e, de modo mais geral, que
D"y=y™
Denotando
p(D) = a,D" + a,_ 1D ' +---+ a1 D+ ag
podemos definir

pD)y = (a,D"+ ap D" '+ + @D+ ap) y

= apy+a,.y" Vv ay +ayy

de modo que a EDO pode ser escrita como
pD)y=0

Queremos usar o que sabemos sobre fatoracdo de polind6mios para au-
xiliar a determinar a solucdo geral de uma EDO linear com coeficientes
constantes. Para isso, o seguinte resultado é fundamental.

Sejam p e g dois polindmios quaisquer, temos que

(p(D)g(D)y = pD)(g(D)y)

Além disso, se

Il
(=]

pD)y
q(D)z

I
o
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entao

pD)q(D)(y+2)=0

Esse resultado é consequéncia do fato de a derivada separar a soma

e do fato de o produto por constante sair da derivada.

Se

segue-se que

Por outro lado, temos que

Como a derivada separa soma e o produto por constante sai da deri-
vada, segue-se que

Das equacoes acima, segue-se imediatamente que

A segunda parte segue da primeira, pois

a,D"+---+a1D+ ay
b, D" +---+ b D+ by

p(D)
q(D)

p(D)qD) = apb,D™ "+ +a,b1D*" +a,byD" +---
000 gp almem“ qFecop a1b1D2 + a1b0D+
+cl()mem + -+ agby D + agby

qD)y =bpy"™ +---+ b1y + boy

pD)(GD)yY) = anbpy™™ +--+a,by1" + a,byy™ + -

ot @ by ™Y+ v arby Y+ arbyy' +

+aoby Y™ + -+ aghy y' + agbyy

(p(D)g(D))y =p(D)(g(D)y)

pD)gD)(y+2) = pD)qD)y+pD)q(D)z
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qD)pD)y+pD)q(D)z
q(D)(p(D)y) + p(D)(q(D)z)
q(D)0+ p(D)0

0

229

fxemplo e

AEDO y" — y =0 pode ser escrita como
(D*-1)y=0
O polindémio caracteristico se fatora como
rP—1=0r+Dr-1)
Afirmamos que
D*-1=(D+1)(D-1)
De fato,

(D+1)(D-1)y = D+ -y
= -0+ 0'-y
= Y-y
= (D*- 1y

Observe que a ordem dos fatores ndao importa

(D-1)D+1)y = (D-D +y)
= V+' -0 +p
= y'-y
= (D*-Dy
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Assim, a EDO original fica fatorada como

(D* -1y

(D+1)(D-1)y=0
(D-1)(D+1)y=0

Mais do que simplificar a EDO, a fatora¢do usando o ope-
rador derivada D fornece um método para encontrar solu-
¢oes. De fato, se (D — 1)y =0, entdo y é solucao da EDO origi-

nal, pois
(D*-1y = (D+1)(D-1)y
=0
= (D+1)0

=0

logo C;e’ é solugdo da EDO original. Também, se (D+1)y =0,
entdo y é solucdo da EDO original, pois

(D*-1)y = (D-1)(D+1Dy
=0
= (D-1)0
=0

logo Cye™" é soluc¢do da EDO original.
Uma vez que e’ e e~ ! sdo solugdes ndo proporcionais,
segue-se que a solucao geral da EDO homogénea fatorada

(D*-1Dy=D+1)(D-1)y=0

é a soma da solucao geral das EDOs homogéneas de cada um
dos fatores

(D+1)y=0 e (D-1)y=0
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Suponha agora que o polinémio caracteristico da EDO

any™ +an 1y V4 ary' +agy =0

possa ser fatorado como
p(r) = an(r—r)™(r—r)" - (r—ri)"*
onde r1,19,..., 't sdo distintos. Segue-se que
p(D) = ay(D—r)™ (D —r)"---(D—ri)"*
de modo que a EDO pode ser reescrita como
ap(D—r)™(D-r)"™ - (D-1)"*y=0
Pela Proposicao 3.1, temos que a soma das solucoes das equacoes

D-rm™y =0
(D-r))™y =0

(D-r)™y = 0

é solucdao da EDO original. Como uma dadaraiz r pode ser complexa, va-
mos primeiramente determinar a solu¢do geral complexa dessas EDOs.
Posteriormente nesta secdao, vamos utilizar a Proposicao A.11 para obter
a solucao geral real da EDO original como sendo a parte real da solucao
geral complexa da EDO original.

Escrevendo

y(t) =e"z(1)

(D-r"y=e""D"z I

temos que
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Em particular, temos que a solucdo geral complexa de

(D-nN"y=0

y(t) = P(t)e"" I

onde P(¢) é um polindbmio em t com coeficientes complexos quais-
quer e com grau m — 1.

é dada por

Vamos provar que

(D-r"y=e"'D"z
por inducdo em m. Para m = 1, temos
(D-r)e''z=(e""z) —rze'"=e"'7 =e"'Dz

Supondo que a férmula vale para m— 1, vamos mostrar que vale para
m. De fato, temos que
(D-1"e""'z = (D-r[(D-r)""'e'z]
= (D-re''D™ 1z

= ertDDm—lz
= ¢''D"z
Para obter a solucao geral de
(D-r"y=0

escrevendo y(f) = e’'z(t), temos que

(D-n"y=e""D"z=0
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que é equivalente a
D"z=0
A solugdo geral dessa ultima EDO é obtida por m integracoes, de

modo que
Z2()=P(t)=Cr+ Cat +++++ Cppt"!

onde Cy, Cy,...,Cy, sdo constantes complexas arbitrarias. [ |

Se a EDO original pode ser escrita como
an(D—r)"™(D=r))" - (D-1)"*y=0
pelas Proposic¢oes 3.1 e 3.2, segue-se entdo que
Pi()e" ! + Py(t)e™! +--- 4+ Pr(t)e"*!

é solucao da EDO, onde P, (t), P,(t),..., Px(t) sdo polindmios em ¢ com
coeficientes complexos quaisquer e com graus, respectivamente, m; —
1,my—1,...,my — 1. Resta entdo apenas mostrar que essa é de fato a so-
lucdo geral e, para isso, precisamos do seguinte resultado.

Se r # 0 € um nimero complexo e P(t) é um polindmio em ¢ com
coeficientes complexos, entdao

fP(t)e”dt: Qe +C I

onde Q(#) é um polindmio em ¢ com coeficientes complexos com
mesmo grau de P(f), e C é uma constante complexa arbitréria.

Prova:

Vamos demonstrar essa proposicao por inducao no grau de P(f). Se
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P(1) tem grau zero, entdao P(¢) = P, constante, de modo que

rt
fP(t)e”dt - PeT +C=Qe+C

onde Q(#) = P/r tem grau zero. Se o grau de P(f) é positivo, inte-
grando por partes, temos que

ert ert
fP(t)e”dt:P(t)T—fP'(t)Tdt

Como o grau de P'(f) é o grau de P(t) menos um, podemos usar a
hipé6tese de inducao para escrever

N rt
fP(t)TdtZR(L‘)e +A

onde R(t) é um polindmio em ¢ com coeficientes complexos com
mesmo grau de P'(f) e A é uma constante complexa arbitraria.
Segue-se entao que

rt
fP(t)e”dt = P(t)eT —R(e'"-A=Qe" +C

onde Q(t) = P(t)/r — R(t) é um polindbmio em ¢ com coeficientes
complexos com mesmo grau de P(¢) e C = —A é uma constante com-
plexa arbitraria. [ |

Suponha que o polindmio caracteristico da EDO

any"™ + ap1y" Y +ary + agy =0

possa ser escrito como

pr)=a,(r—r)™r—r)"™-(r—rp)"™
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onde ry,717,..., 7 sdo distintos. Entdo, a solugdo geral complexa da
EDO é dada por

Pi()e" ! + Py(t)e™ + -+ Pr(t)e™! I

onde P;(t), P2(1),..., Pr(t) sdo polindmios em t com coeficientes
complexos quaisquer e com graus menores que, respectivamente,
my, my,..., M.

Pelo que observamos acima, resta apenas mostrar que toda solucao
possui essa forma. Vamos demonstrar esse resultado por indu¢do no
numero de raizes distintas. Quando temos apenas uma raiz distinta,
o resultado segue da Proposic¢do 3.2. Supondo que ja demonstramos
o resultado para k raizes distintas, vamos mostrar que também é va-
lido para k + 1 raizes distintas. Nesse caso, a EDO pode ser escrita
como

an(D—11))"™(D-r3)" - (D-r)™ (D - rk+1)mk+1y -0

Escrevendo
u=(D—rre) "y

temos que u satisfaz a EDO

an(D—r)™(D~12)" - (D-1)"™* u=0
de modo que u pode ser escrita como

u(t) = Pr()e" + Py(t)e™" +--- + Pr(t)e"*!

onde Pi(t),P,(?),...,Pr(t) sdo polindmios em ¢ com coefici-
entes complexos com graus menores que, respectivamente,
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my, My, ..., mg. Segue-se entdao que
(D—rie1)™ 1y = Pi(0)e"" + Py(1)e"?" +- -+ Pr(n)e’*’

Escrevendo
y= elk+l t z

pela primeira parte da Proposicao 3.2, temos que
e DMk z = Pr (e + Py()e"' + - + Pr(p)e™!
de modo que
DMk+1 7 = pl(t)e(n—rkﬂ)t + Pg(t)e(rz_rk”)t T+t Pk(t)e(rk_rk+l)t

Integrando essa equacdo my.; vezes e usando a Proposicao 3.3, te-
mos que

z(1) = Qu(B) e T L Qy (1) e 2RI 4 Qr(B) e L Qry ()

onde Qq (1), Q2(1),...,Qk(t), Qx+1(¢) sdo polindbmios em ¢ com co-
eficientes complexos com graus menores que, respectivamente,
my, My, ..., Mg, Mi41. Segue-se entao que

y() = Q1(H)e + Qa ()" + -+ + Qr(t) e’ + Qyq (D) e 1!

como queriamos demonstrar. [ |

Agora podemos obter a solucado geral real de uma EDO linear com
coeficientes constantes. Lembramos que, como os coeficientes sao reais,
as eventuais raizes complexas sempre aparecem aos pares conjugados
com a mesma multiplicidade.

Teorema 3.5
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A solucdo geral real da EDO

any™ +an 1y V- ary' + agy =0

é dada pela soma de parcelas determinadas pelas raizes distintas da
seguinte forma:

A) uma raiz real r com multiplicidade m determina a parcela
p(t) ert

onde p(f) € um polindmio em ¢ com coeficientes reais quaisquer
€ com grau menor que m.

B) um par de raizes complexas conjugadas a + ib com multiplici-
dade m determina a parcela

p(t)e® cos(bt) + q(t)e*" sen(bt)

onde p(t) e q(t) sao polindbmios em ¢t com coeficientes reais
quaisquer e com graus menores que 1.

Prova: s

Pela Proposicao A.11, a solucao geral real da EDO original é dada pela
parte real da solucao geral complexa da EDO original. Além disso, a
parte real de uma soma € a soma das partes reais.

Se r é uma raiz real com multiplicidade m, ela determina a par-
cela P(t)e’! na solugdo geral complexa, com P(t) = p(r)+iq(t), onde
p(1) e g(t) sdo polindbmios em ¢ com coeficientes reais quaisquer e
com grau menor que m. Segue-se que a parte real de P(r)e"" é dada
por p(t)e'.

Se a+ib é um par de raizes complexas conjugadas com multipli-
cidade m, elas determinam as parcelas R(£)e** P! + U(t)el® 1D na
solucao geral complexa, com R(t) = r(¢) +is(f) e U(f) = u() +iv(e),
onde r (1), s(1), u(t), v(t) sao polindbmios em ¢ com coeficientes reais
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quaisquer e com graus menores que 72. Como
elax DIt — oAl co5(hr) + ie® sen(br)
segue-se que a parte real de R(1)e' ™D’ + U(1)e®~P? ¢ dada por
p()e® cos(bt) + q(t)e® sen(bt)

onde p(t) = r(t)+ u(t) e q(t) = —s(t) + v(t) sdo polindmios em ¢ com
coeficientes reais quaisquer e com graus menores que 1. [ |

1) Oresultado anterior recupera a solugdo geral de

V'+qy' +py=0

De fato, vamos analisar as possibilidades para as raizes carac-
teristicas.

Se ela possui raizes reais distintas r;, r, entdo cada uma
delas tem multiplicidade um. A raiz r; determina a parcela
c1e'’, uma vez que um polindmio de grau zero é uma cons-
tante. Do mesmo modo, a raiz r» determina a parcela cpe'?’,
de modo que a solucao geral nesse caso é dada por

cre + cye™!

Se ela possui uma raiz real tinica r, entdo ela tem multiplici-
dade dois e determina a parcela (c; + cof)e’?, uma vez que o
polindmio da parcela tem grau, no méaximo, um. A solucdo
geral nesse caso é dada entao por

cre"t+cyte’t

Se ela possui um par de raizes complexas conjugadas a + ib,
entdo esse par tem multiplicidade um. Esse par determina a




3.1. Raizes caracteristicas 239

parcela ¢ e cos(bt) + ce® sen(bt), uma vez que polindmios
de grau zero sao constantes. A solucao geral nesse caso é dada
por

c1e? cos(bt) + c,e? sen(bt)

2) AEDO de 32 ordem
(D-23y=0

tem apenas uma raiz caracteristica igual a 2 com multiplici-
dade 3, logo, tem solucao geral

y(1) = (c1 + cot + c3t?)e?!

3) AEDO de 32 ordem
(D-2)*(D+5)y=0

tem raiz caracteristica igual a 2 com multiplicidade 2 e raiz ca-
racteristica igual a —5 com multiplicidade 1, logo, tem solucao
geral

y()=(c+ czt)ezt + (:3(2_5'f

4) AEDO de 22 ordem
(D*-4D+13)y=0

¢ uma EDO com coeficientes reais e tem raizes caracteristicas
iguais a 2 + 3i com multiplicidade 1, logo, tem solucgdo geral

y(£) = c1e! cos(31) + cre?! sen(31)
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5) A EDO de 42 ordem
(D*-4D+13)*y =0

¢ uma EDO com coeficientes reais e tem raizes caracteristicas
iguais a 2 + 37 com multiplicidade 2, logo, tem solucao geral

y()=(c1+c t)eZt cos(31)+ (c3+ ¢y t)ezt sen(31t)

6) No modelo de Rayleigh-Timoshenko, apresentado no inicio
do capitulo, considere uma viga de comprimento L = 7 cujo
perfil maximo y(x) satisfaz a EDO de quarta ordem

y"(x) +3y"(x) —4y(x) =0

Sua equacao caracteristica é

r*+3r—4=0
Fazendo r? = s, temos que

s +35—4=0
cujas raizes sao

s1=1 e So=—4
Segue-se, entdo, que as raizes caracteristicas sdo dadas por
rn=1, rp=-—1, r3 = 2i, ry=—2I

Logo, a equacao caracteristica pode ser fatorada como

(r=D(r+D(r-20)(r+2i)=0
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e a EDO fatorada fica
D-1D)DO+1D)(D-2))(D+21))y=0
A solucao geral é entao dada por

y(x) =cre* +coe " + c3 cos(2x) + ¢4 sen(2x)
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3.2 COEFICIENTES A DETERMINAR

Uma maneira de resolver certos tipos de EDOs ndo homogéneas de coe-
ficientes constantes € anular o forcamento, transformando-as em EDOs

homogéneas de ordem maior.

Ecmpos _—

1) Considere a EDO ndo homogénea de 12 ordem
(D-2)y=3e!
A homogénea associada é

(D-2)y=0

tanto, a solucdo geral da homogénea é

yr(t) = cre*!

Observe que o forcamento 3e™>! é

que tem raiz caracteristica igual a 2, de multiplicidade 1, por-

é solucao de uma EDO
homogénea com raiz caracteristica igual a —5 de multiplici-
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dade 1, portanto, o forcamento € solucao de
(D+5)y=0

isto &, (D +5)(3e™°") = 0. Dizemos que (D +5) anula 3e >,
Assim, aplicando (D +5) em ambos os lados da equagdo nao
homogénea

(D-2)y = 3¢
— (D+5)(D-2)y (D+5)(3e™°h
= (D+5)(D-2)y 0

temos que toda solu¢do y da ndao homogénea de 12 ordem ¢é
solucdo de uma homogénea de 22 ordem, a equagao aumen-
tada, que é homogénea.

Como a equacdo aumentada tem raiz caracteristica igual
a 2 de multiplicidade 1, e igual a —5 de multiplicidade 1, sua

solucao geral é
Y0 = 1 +| A

Observe que a solucao geral da equacdo aumentada nao € a
solucdo geral da ndo homogénea original, pois apresenta mais
constantes arbitrarias do que deveria. Porém, a primeira parte
de y(1) é solucao geral da homogénea associada, e a parte des-
tacada
yp(t) = Ae™!

é candidata a solugdo particular da ndo homogénea. Para
determind-la, devemos determinar o coeficiente A e, para
isso, basta substituir y, na ndo homogénea:

(Ae—St)l _2Ae—5t
= A(-5e 1 —2¢7%h
= A(-7e7%h

= 3¢

(D-2)Ae™!
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de onde temos que A = —3/7. Assim, —3/7e~°! é uma solucéo
particular, e a solugdo geral da nao homogénea é
2t 3 5t

y(t) =cre 7e

2) Agora vamos mudar o forcamento e considerar a EDO ndo
homogeénea de 12 ordem

(D-2)y =4e*

Observe que o forcamento 4e?! é solucio de uma EDO ho-
mogénea com raiz caracteristica igual a 2 de multiplicidade
1, portanto, o forcamento é solucao de

(D-2)y=0

isto é, (D—2)(4e*") = 0. Dizemos que (D —2) anula 4€*’. Assim,
aplicando (D - 2) em ambos os lados da equacdo nao homo-
génea

(D-2)y = 4é*'
— (D-2)(D-2)y = (D-2)4e*"
= (D-2)%y = 0

temos que toda solucdo y da ndo homogénea é solucdo da
equacdo aumentada, que é homogénea.

Como a equagdo aumentada tem raiz caracteristica igual a
2 de multiplicidade 2, sua soluc¢do geral é

Y0 = e+ Are?!|

Novamente, a solucao geral da equacao aumentada ndo € a
solucdo geral da ndo homogénea original, porém, a primeira
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parte de y(¢) é solucdo geral da homogénea associada e a parte
destacada
yp(t) = Ate*!

é candidata a solucdo particular da ndo homogénea. Para
determinda-la, devemos determinar o coeficiente A e, para
isso, basta substituir y, na ndo homogénea:

(D-2)Ate*! = (Are*) —2Are?!
= AP +21e* -2t
— A(eZI)

= 4e*

de onde temos que A = 4. Assim, 4te*! é uma solucéo particu-
lar, e a solucdo geral da nao homogénea é

y(t) = cre?’ +4te?!

Observe que resolvemos a ndo homogénea sem integrar nenhuma
vez, apenas derivando. Note também que a equacdao aumentada nao for-
nece diretamente a solugdo geral da nao homogénea, mas fornece um
candidato certeiro para a solucdo particular: para determiné-lo, basta
determinar os coeficientes que o acompanham. Por conta disso, esse
método é conhecido por método dos coeficientes a determinar. Seus pas-
s0s sd0 0s seguintes.

Passos

1) Homogénea: Fatorar ahomogénea associada usando o ope-
rador derivada D e obter sua solucao geral.
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2) Anular: Anular o forcamento da ndao homogénea obtendo a
equagdo aumentada, que € homogénea.

Forcamento

Anulado por

polindémio p(f) de grau < m
Aert

p(t)e”

Ae® cos(br)

Dm
(D-r)
(D-r)™

(D-(a+ib)(D-(a—ib))

p(t)e* cos(bt)

(D—-(a+ib)™D-(a—ib)™

Forcamentos que possuem o seno sdo anulados da mesma
maneira que os forcamentos que possuem 0 cosseno.

3) Forma da solucao particular: Obter a solucdo geral da
equacdo aumentada e identificar a parte que vem da homo-
génea: a outra parte fornece a forma da solugdo particular da
nao homogeénea.

4) Determinar os coeficientes: Determinar os coeficientes da
forma da solucao particular substituindo-a na equacao nao
homogénea original: isso fornece uma solucdo particular.

A solugdo geral da nao homogeénea é a solucdo geral da ho-
mogénea associada somada a essa solugdo particular.

Observe que usar a tabela anterior é como resolver uma EDO ao con-
trario: dado um forcamento no lado esquerdo, devemos descobrir qual
raiz caracteristica igual a r, e com qual multiplicidade m, devemos ter
numa EDO para que o forcamento seja uma de suas solucgdes. Ao utilizar
essa raiz com multiplicidade e o operador derivada D, obtemos, no lado

direito, o anulador desse forcamento.
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Esse método se aplica apenas para EDOs de coeficientes constantes
com forcamento da forma dada na tabela anterior ou uma combinacgado
linear de forcamentos da forma acima: caso contrario, deve-se recorrer
ao método da variacao dos parametros.

OSCILACOES FORCADAS

Vimos no primeiro capitulo que o movimento sem forca externa de um
sistema massa-mola sem amortecimento e de um circuito LC sem resis-
téncia sao modelados pela mesma EDO homogénea

' +w?y=0 I

onde w > 0 € a frequéncia natural da oscilacao livre. A equacao caracte-
ristica é

rF+0*=0
com raizes caracteristicas +iw. Logo, a EDO se fatora como
D—-iw)(D+iw)y=0
e sua solugao geral é
yr(t) = ¢1 cos(wt) + ¢z sen(wt)

Queremos descrever agora o movimento das oscilacoes forcadas por
uma forca externa periédica de frequéncia w, e amplitude L dada por

y"+w?y =L cos(wyt)
Essa equacdo pode ser fatorada como
(D—iw)(D+iw)y=Lcos(wyt)

Observe que o forcamento é solucao de uma EDO com raizes caracteris-
ticas +iwy, logo, o forcamento é anulado por

(D —iwo) (D + iwop)
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Segue-se que

(D—iw)(D+iw)y
= (D—iwy)(D+iwg)(D-iw)(D+iw)y
= (D—-iwy)(D+iwg)(D—-iw)(D+iw)y

L cos(wyt)

0

de onde temos que toda solu¢do y da ndo homogénea é solucdo da ho-
mogénea aumentada de 42 ordem .
As solugdes da homogénea aumentada

(D—iwg)(D+iwg)(D—-iw)(D+iw)y=0

vao depender da multiplicidade de suas raizes caracteristicas. Se wg # w,
entdo estamos forcando a oscilacdo numa frequéncia diferente da sua
frequéncia natural. Nesse caso temos raizes caracteristicas distintas +iw,
+iwy, cada uma com multiplicidade 1, portanto, a solu¢do geral da ho-
mogénea aumentada é

y(t) = c1 cos(wt) + ¢z sen(wt) +| A cos(wi ) + B sen(w t)

Para determinar A e B, basta substituir a parte destacada na equagao ori-
ginal. Antes disso ja podemos descrever o movimento da oscilacao for-
¢ada nesse caso: ocorre uma superposicao de frequéncias distintas no
movimento final, um fené6meno conhecido como batimento ou interfe-
réncia destrutiva. Se wy = w, entdo estamos forcando a oscilacdo numa
frequéncia igual a sua frequéncia natural. Nesse caso temos raizes carac-
teristicas +iw, cada uma com multiplicidade 2,

(D - iw)*(D+iw)*y=0

portanto, a solucdo geral da homogénea aumentada é

y(t) = ¢ cos(wt) + ¢z sen(wt) +| At cos(wt) + Bt sen(wq 1)

Para determinar A e B, basta substituir a parte destacada na equacgao
original. Antes disso ja& podemos descrever o movimento da oscilacao
forcada nesse caso: a amplitude do movimento aumenta com o tempo,

(D — iwg)(D + iwg) L cos(wyt)



248 Capitulo 3. Ordem superior e sistemas

devido ao fator ¢, um fen6meno conhecido como ressonancia ou inter-
feréncia construtiva.

E interessante ver como fendmenos fisicos, como batimento e resso-
nancia, se manifestam na multiplicidade de raizes caracteristicas de uma
EDO.

3.3 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Agora veremos um método de resolver EDOs que transforma um PVI de
coeficientes constantes numa equacao algébrica. A transformada de La-
place de uma dada func¢do y(#) é uma nova fun¢do com varidvel indepen-
dente dada por s e definida pela seguinte integral imprépria

oo
L[y(t)](s):f e *ty(ndr
0
O dominio da transformada é o conjunto dos s € R tais que a integral im-
proépria existe e é finita. Quando for conveniente, suprimiremos algumas

das respectivas varidveis independentes, de modo que a transformada da
fungdo y(r) poderd ser denotada por L|[y(#)] ou por L|[y] (s) ouainda por

L[y].
frempl o

A transformada da funcéo e’ é dada por

00
/ e—steatdt
0

(e9)
= f eI dy
0

L[e*](s)

e(a—s)t ro
B a—sS o
) e(a—s)t e(u—s)O
= [lim -
oo q—3S§ a—=S
1

S—a
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para todo s > a, que é o dominio dessa transformada, uma vez
que a integral impropria € infinita para todo s < a.

Pode-se mostrar que, quando uma funcao y(#) possui crescimento ex-
ponencial, ou seja, quando existem constantes ¢ e M tais que |y(f)| <
Me*!, a transformada L|y] possui dominio da forma (a,00). Uma vez
que nao sera de utilidade para os resultados deste capitulo, nao vamos
nos preocupar em determinar os dominios das diversas transformadas a
serem consideradas.

LINEARIDADE DA TRANSFORMADA

Uma das propriedade mais simples da transformada é que a transfor-
mada da combinacao linear é a combinacao linear das transformadas.

Para quaisquer a, b € R, temos que

L|ay+bz]=aL|y]+DbL|z] I

Temos que

L|ay+ bz] f e *ay(t) + bz(1) dt
0

(o]
= f ae_”y(t) +be Stz(n)dt
0
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a/ e ty(t)dt+ bf ezt dt
0 0
aL[y]+bLl[z]

Exemplos

1) Temos que

L[3e*" —2e7%]

3L[e*"] —2L[e7%]

2) Temos que

L{senh(at)]

(=)
s—a s+a

[c=acsa)
(s—a)(s+a)

a

1
2
1
2

s2— g2

TRANSFORMADA DA DERIVADA

A mais importante propriedade da transformada é que ela transforma
derivar em relacdo a variavel r em multiplicar pela varidvel s. Essa é a
propriedade que a torna ttil na resolucao de PVIs, como veremos mais

adiante nesta secao.
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Temos que

L[y']=sL[y] -y

Prova T

A demonstracdo se baseia na regra da integracao por partes e no fato
de que

(e—st)’ = _ge St

Segue-se entao que

L[y] f e *ly'(ndr
0

ey —fo —se*ty(n) dt

)0 +s f eSy(0 dt
0
sL[y] - y(0)

onde utilizamos que
lim y(He *' =0
t—00

para s suficientemente grande. [

Exemplo

Outra forma de obter a transformada de y(t) = ¢!, é primeiro
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observar que ela é a solucao do PVI

{ Yy =ay
y0)=1
Aplicando a transformada na EDO e usando a linearidade, te-
mos que
L[y'l=aL[y]

Usando a transformada da derivada e usando as condigoes
inicias, segue-se que

sL[y]-y(0) = sL[y] -1=aL[y]

de modo que, isolando a transformada da solucdo, obtemos

Lle)=L[y]= —

A partir daregra da transformada da derivada primeira, podemos ob-
ter a regra da transformada da derivada segunda.

Temos que
L[y"] =s°L[y] - sy(0) -y (0) I

e de modo mais geral

L[y™]=s"L[y] =s""y(@ ="y @ ==y P(0)
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Temos que

L[yl = L[O)]
= sL[y'] -y
= s(sLy]-y©@)-y'©
= SL[y]-sy@-y'©

Segue-se que
L[ylll] — L[(yll)l]
— L [y//] _ y"(O)

= s(szL [y] = sy -y'(©0)-y"0)
= S°L{y]-s*y(0)-sy'0)-y"(0)

e assim por diante. [ |

Vamos considerar os seguintes exemplos.

Ecmpos e

1) Vamos obter a transformada de y(f) = cos(f) usando que
ele é a solugdo do PVI

{ y'=-y
yo =1, y'(©0=0

Aplicando a transformada na EDO e usando a linearidade, te-
mos que

L[y"]=-L[y]

Usando a transformada da derivada segunda e usando as con-
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di¢Oes inicias, segue-se que
S*L[y] - sy(0) - y'(0) = s°L[y] - s=—-L[y]

de modo que, isolando a transformada da solucao, obtemos

Licos(n]=L[y] = T

2) Vamos obter a transformada de y(t) = sen(t) usando que
ele é a solugdo do PVI

{ y'=-y
y(0)=0, y'(0)=1

Aplicando a transformada na EDO e usando a linearidade, te-
mos que

L[y"]=-L[y]

Usando a transformada da derivada segunda e usando as con-
di¢des inicias, segue-se que

2L[y] - sy(0) - y'(0) = s*L[y] - 1=~L[y]

de modo que, isolando a transformada da solugdo, obtemos

Lisen(n)]=L[y] = T

3) Vamos obter a transformada de y(¢) = " usando que ela é a
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solucdo do PVI

{ y(n+1):0
y(0)=0, Y0 =0, ... y"*Do0)=0, y"™0)=n!

Aplicando a transformada na EDO e usando a linearidade, te-
mos que
L [ y(n+1)] -0

Usando a transformada da derivada n-ésima e usando as con-
di¢Oes inicias, segue-se que

= s""L[y]-n!
=0

de modo que, isolando a transformada da solu¢do, obtemos

L") =Ll = o5

Podemos considerar a transformada de um dado PVI com coeficien-
tes constantes. Vamos considerar um exemplo de um PVI homogéneo.

— s

Considere o PVI

{ y'+3y'+2y=0

y0 =1, y'(0)=-2
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e aplique a transformada em ambos os lados da EDO
L[y"+3y +2y|=LI0]=

Podemos entdo utilizar a linearidade da transformada
L[y"]+3L[y'] +2L[y] =

as regras da transformada das derivadas

(s°L[y] —sy0) - y'(0) +
+3(sL[y] - y(@) +
+2L[y]

e as condicoes iniciais

sS’L{y] - (s—2)+
+3sL[y] -3+
+2L[y]

Colocando a transformada da solugao do PVI em evidéncia
(s*+3s+2)L[y] =(s—2)+3=s+1

temos que
[ ] s+1
Y 243542

Uma vez que
s +3s+2=(s+1)(s+2)

segue-se que

Ly = g =L[e?]

Vamos ver mais adiante neste capitulo que isso de fato implica

que
2t

yi)=e"
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DESLOCAMENTO

O efeito, sobre a transformada, de multiplicarmos uma funcao y(¢) pela
funcdo e%’ é deslocarmos a varidvel s para a variavel s — a.

Temos que
Lly(e*](s9)=L[y®](s—a) I

Temos que
Lly®e*](s) = f e Sty(ne dt
0
= / eIy dt
0
= f e STy dt
0
= Lly®](s—-a
|
Exemplo

Uma vez que

L[t"](s) =

sn+1
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pela regra do deslocamento, segue-se que
L[t"e"](s) = L[t"](s-a)
n!
- (s—a)n+l
Por exemplo
L{te| = ——
)= e

Vamos considerar mais um exemplo de um PVI homogéneo.

Femp e

Considere o PVI
y'+2y'+y=0
{y@=a y' 0 =1
e aplique a transformada em ambos os lados da EDO
Liy"+2y'+y]=L[01=0
Podemos entdo utilizar a linearidade da transformada
L{y"]+2L[y'|+L[y]=0
as regras da transformada das derivadas

($Ly] - sy - y' )+
+2(sL[y] - y(©)+
+L[y] = 0
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e as condigoes iniciais

s°L{y] -1+
+2sL|y] +
+L[y]

Colocando a transformada da solugdo do PVI em evidéncia
(s*+2s+1)L[y] =1

temos que
Lly] = .
M= eiost1

Uma vez que
s +25+1=(s+1)?

segue-se que

t
LY = oy = Llee”]
Vamos ver mais adiante neste capitulo que isso de fato implica
que
yt)=te "

MUDANCA DE ESCALA

O efeito, sobre a transformada, de multiplicarmos a varidavel ¢ por uma
constante positiva b é dividirmos tanto a transformada quanto a varidvel
s por b.
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Temos que

1 S
Llywn] =3 Llyo] ()

Prova: .

Temos que

L{y(b1)] (s) = foo ey dt

Fazendo a mudanca de varidveis t = b, onde dt = b , segue-se que
u =0, quando ¢t =0, e que u — oo, quando ¢ — oo, de modo que

L{ybn](s)

Il
\
3
I
1)
=
=
=
| Q
<

Il
S
\‘

E‘Im

=\
=

QL

<

Fazendo a mudanca de variaveis u = t, onde du = dt, temos que

S

bf “Btyn de

= SLho)(3)

L{y(b0)] (s)

Exemplos

1) Umavez que
L{sen(2)](s) =

2+1
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pela regra da mudanca de escala, segue-se que

Lisen(bt)](s)

lL S
b [ sen(?)] (Z

N———

Utilizando a regra do deslocamento, temos que

L[e* sen(b1)] (s)

L{sen(bt)](s—a)

B b
T (s—a)?+b?
Por exemplo
Lle™! 2t)| = ——
[e7" sen(20)] (s+1)2+4
2) Uma vez que
Llcos(?)](s) = —
sc+1

pela regra da mudanca de escala, segue-se que

L[cos(bt)](s)

%L[ cos(1)] (%)




262 Capitulo 3. Ordem superior e sistemas

Utilizando a regra do deslocamento, temos que

L[e* cos(b1)] (s) L[ cos(bD)] (s —a)
S—a

(s—a)?+b?

Por exemplo

s+1

_t _
Lle " cos(2p)] = GrlZea

Vamos considerar mais um exemplo de um PVI homogéneo.

Considere o PVI
y'+2y'+5y=0
{ y(0)=0, y'(0)=2
e aplique a transformada em ambos os lados da EDO
L[y"+2y'+5y]=L[0]=0
Podemos entdo utilizar a linearidade da transformada
L[y"]+2L[y'] +5L[y]=0
as regras da transformada das derivadas

($L{y] - sy(0) - y' @)+
+2(sLy] = y(@) +
+5L[y] = 0

Fxemplo e
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e as condigoes iniciais

s°L{y] -2+
+2sL|y] +
+5L[y] = 0O

Colocando a transformada da solugdo do PVI em evidéncia
(s*+2s+5)L[y] =2

temos que

L[y]:sz+2s+5

Uma vez que
S +25+1=(s+1)*+4

segue-se que

2

[t
Si1Pea L[e "sen(21)]

Lly]=

Vamos ver mais adiante neste capitulo que isso de fato implica
que
y(t) = e ' sen(21)

DERIVADA DA TRANSFORMADA

Enquanto a transformada da derivada se relaciona com multiplicar L | y]
pela variavel s, a derivada da transformada se relaciona com multiplicar
y pela varidvel —¢. Primeiro vamos mostrar que a transformada L [y] (s)
é uma funcao continua em relacao a variavel s.
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Temos que

}li_I%L[y] (s+h)=L[y] (s

Prova: s

Temos que

L{y]s+m—-L[y] (s fe_(”h)ty(t)dt—f e y(ndt
0 0

o0
= f (e—(8+h)t _ e—Sl’) y(t) dl.
0
(e,0)
= f —xhe SOy dt
0
onde utilizamos, na dltima igualdade, o Teorema do Valor Médio

aplicado a funcdo e’?, de modo que

—(s+h)t —st
e —e _
= _te (s+o)t

h )
para algum c tal que |c| < |h| < 1. Usando que o médulo da integral é
menor ou igual a integral do mddulo, segue-se que

|IL[y] s+ R) = L[y] (9| |hl

f e I (—xy(0) dt
0

|h|f0 e I —xy(1)| dt

IA

IA

Ihlf e SV | —xy(t)| dt
0
L -xy] -
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onde utilizamos que e~ ¢t9% < ¢=(=D? Ppor sanduiche, segue-se que
lim L [y](s+m) =L[y](s)

Agora vamos determinar a derivada de L [ y] (s) em relacdo a variavel

Temos que
Lly]'(s) = L[-ty] (s) I
Temos que
L[ ]’(S) _ limL[y] (S+h)_L[y] (s)
y T h—o0 h
00 e—(s+h)t_ e~ st
= I ndt
hlg(l) 0 ( h )y( )
= lim | -te 'y dt
h—0Jo
onde utilizamos, na ultima igualdade, o Teorema do Valor Médio
aplicado a funcdo e %', onde c é tal que |c| < |h|. Segue-se entdo
que
’ o0
L[yl = lim | e (—1y(n) dt
—0Jo
= limL|-—¢ +
lim L[~2y] (s+0)
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= L[-1y](s)

onde utilizamos a continuidade da transformada, uma vez que ¢ —
0, quando h — 0. [ |

1) Temos que

L[te"] = -L[-te"]
= —L[e"]

- [

(s—a)?

2) Temos que

Litsen(bt)] = -—L[-tsen(bt)]
= —L[sen(bt)]

iy
= —b((32 + bz)_l)’

= b(52 + bz)_z 2s
2bs

(s2+ b2)°
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INJETIVIDADE DA TRANSFORMADA

Quando temos que a tranformada da solu¢do de um PVI € igual a trans-
formada de uma funcdo conhecida, precisamos saber se isso implica que
a solugdo do PVI é igual a essa funcao conhecida. Primeiro precisamos
do seguinte lema.

Se

y =) cpt"
n=0

tem raio de convergéncia infinito, entao

Liy)= % eol [ |

Prova: .

Usando a linearidade da transformada, temos que

k-1 0
Ly]=) caL[t"]+L|D_ cpt"
n=0 n=k

de modo que

k-1 ()
Ly]= ) caL[t"]=L| D cat"
n=0 n=k

para todo k. Usando a defini¢do de transformada, que o médulo da
integral é menor ou igual a integral do médulo e que o mddulo da




268 Capitulo 3. Ordem superior e sistemas

série € menor ou igual a série dos modulos, segue-se que

o0 o0
f e'“(z cnt”) dt
0 n=k

o0 o0
f e‘”(z Icnlt") dt
0 n=k

para todo k, onde usamos que 9> c,t" é absolutamente conver-
gente, uma vez que seu raio de convergéncia é infinito. Agora, para
todo u > 0, segue-se que

Lm—g%uﬂ

IA

k-1 u 00
Lly]- ) caLl[t"]| = f e‘“(Z|cn|t”)dt
n=0 0 n=k
+f e_”(z |cn|t") dt
u n=k
<

o0 u
I, u” f e Sldt
k 0

n=

+f e‘“(z Icnlt") dt
n=0

u

Fazendo k — oo e usando que

00
§:|Cn|un'_’0
n=k

temos que

L1- 3 et ()

o0 (0]
sf e‘”(ZIcnlt”) dt
u n=0
Fazendo u — oo e usando o sanduiche, temos que

km—g%uﬂ=o
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de modo que
[e.¢]
L{y]=>_ caL[t"]
n=0

O resultado seguinte mostra que, se as transformadas de duas fun-
¢Oes sdo as mesmas, entdo essas duas func¢oes sao de fato as mesmas.

Proposicao 3.14
Llwl=L[z] = w=z
Se

Liw] =L[z]

pela linearidade da transformada, temos que
Llw—-z]=L[w]-L[z]=0

Definindo
y=w-2z

basta entdo mostrarmos que

Vamos supor que




270 Capitulo 3. Ordem superior e sistemas

Usando o lema anterior, temos que

0 = L[y]

onde x =1/s€ (0, R), para algum R > 0. Segue-se entao que c,n! =0,
para todo n = 0, de modo que ¢, = 0, para todo n = 0, mostrando que
y=0. |

3.4 TRANSFORMADA INVERSA

Aplicando a transformada a um dado PVI, conseguimos obter a transfor-
mada da sua solugdo L[y ()] = Y (s). Entretanto, o que de fato desejamos
obter é a solucao y(t) do PVI. Isso é possivel por meio da denominada
transformada inversa, dada por

'Y=y se Y(s)=L[y@]

que estda bem definida, uma vez que y(t) € tnica pela injetividade da
transformada. As transformadas das funcoes ja consideradas até aqui,
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denominadas funcoes elementares, sao apresentadas na tabela abaixo.

y(1) L[y@)]
nrt n!
e (s_r)n+l
b
at
e sen(bt) —(s—a)2+b2
at s—a
e cos(bt) —(s—a)2+b2

As transformadas das funcoes elementares sio denominadas fragées par-
ciais e suas transformadas inversas sao as respectivas funcoes elementa-
res, o que é apresentado na tabela abaixo, obtida da tabela acima sim-
plesmente trocando suas colunas.

Y(s) L7 Y (5)]
ﬁ ert

(s—a)% e sen(bt)

(s—s(,z;—;:—bz e cos(bt)

Em geral, ndo é tao fécil calcular a transformada inversa de uma dada
funcao Y (s).

FUNCOES RACIONAIS

Nos PVIs considerados por nés até agora, a transformada da solucao é,
em geral, o que denominamos de fung¢do racional em s, dada por

PO

Y
(8) 06)
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onde P(s) e Q(s) sdo polindomios, tais que o grau de P(s) € menor do que
o grau de Q(s). Nesse caso, podemos escrever a transformada inversa de
Y (s) como uma combinacao linear de funcdes elementares.

Considere P(s) e Q(s) polindmios tais que o grau de P(s) € menor do
que o grau de Q(s). Suponha que Q(s) possui raizes reais r com mul-
tiplicidade m e raizes complexas conjugadas simples a + i b. Segue-
se entao que

PGs)
Q(s)

-1 ek Are" T+ Agte” T+ AgtPe 4k At e

--«+ Ae“ sen(bt) + Be*' cos(bt) +---

onde..., A,...,Am,..., A B,... sd0 constantes reais.

Temos que

Q) =ays"+---+a1s+ay

e que
P(s) = bn_lsn_l +"'+b18+b0

onde a, # 0. Considere agora o PVI homogéneo
any™ +--+ a1y +agy =0

yO =y0, YO =y1,..., y" V0 =y

Observe que a equacdo caracteristica dessa EDO é precisamente
Q(r) = 0. Portanto, suas raizes caracteristicas sao precisamente as
raizes do denominador Q(s). Aplicando a transformada, temos que

anLly"™]+---+ a1 Lyl + agLlyl =0
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de modo que

an (s"LIyl =" yo— "2y = = SYn-2— Yn-1)
+an—1 (" 'Lyl = "2 yo— - = SYn-3— Yn-2)

+ay (SLLy] - yo)
+aOL[y] =0

Isolando a transformada da solugao, temos que

R(S)
Liy]l=—2
] 0w
onde
R(S) = anyos" '+ (an-1yo+ anyr)s” 4o

et (@Yot + an-1Yn-3+ anyn-2)s+
+(a1y0 +oeeet aAn-2¥Yn-3 + an-1Yn-2 + anJ’n—l)

Afirmamos que ¢é possivel escolher as condi¢des iniciais
{vo0, y1,---»Yn-1}, de modo que R(s) = P(s). De fato, para isso
acontecer, as condic¢Oes iniciais devem satisfazer o seguinte sistema
linear

an)o = bn—l
an-1Yo + any1 = bp
Yo+ +aAp-1Ypn-3+ Anyn-2 = b

Il
S
S

a)yot- -+ ap—2yn-3+ ap-1Yn-2+ Anyn-1

que sempre possui solugdo, pois estd escalonado e a, # 0. Neste

caso, segue-se que
P(s) _

@-L[J’]
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de modo que
1| P(s)
L —|=y®
Q(s)
onde y(t) é a solugdo do PVI.
O resultado segue do que sabemos sobre a solucdo geral da EDO
homogénea de coeficientes constantes do PVI que, de acordo com
a Secao 3.1, é determinada por suas raizes caracteristicas que sao

precisamente as raizes de Q(s). [ |

A partir desse resultado, podemos aplicar o seguinte método, deno-
minado de Fragoes Parciais, para determinar a transformada inversa de
uma funcao racional Y (s):

1) Raizes do denominador: Determinar as raizes de Q(s). Va-
mos considerar apenas o caso em que Q(s) possui raizes reais
r com multiplicidade m e raizes complexas conjugadas sim-
ples a +ib. Devemos entdo escrever o denominador da se-
guinte forma:

Q) =--(s—1"-((s—a)*+b?---

2) Combinacao de funcoes elementares: A partir das raizes
obtidas no passo anterior, escrever a solucao como combina-
¢ao de funcoes elementares da seguinte forma:

y() = -+ A+ Aste’ + AztPe 4+ At e
<o+ Ae* sen(bt) + Be* cos(bt) +---

onde ..., Ay,...,Am,..., A B,... sAo constantes a serem deter-
minadas.

3) Combinacdo de fracoes parciais: Aplicar a transformada
em ambos os lados, escrevendo Y (s) como uma fracdes parci-
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ais:

P(s) B ‘A 1
c(s=1)M e ((s— @2+ Db2)--- e +
+Ay L

(s—1)?
2
(s—1)3
(m-1)!
"(s—r)m
+AL+
(s—a)? + b?
S—dad
MCEP R

+A3

4) Igualdade de polinémios: Multiplicar pelo denominador
ambos os lados da equacao e obter uma igualdade de polind-

mios.

5) Igualdade dos coeficientes: Igualar os coeficien-
tes dos polindbmios da equacdao obtida no passo ante-

rior, encontrando um sistema linear para as constantes

Ay Ay AVB,

Resolver o sistema linear ob-

6) Sistema linear:
determinando as constantes

tido no passo anterior,
AL LA, .., AB, ...

7) Solucdo do PVI: Substituir os valores obtidos no passo ante-
rior na igualdade do segundo passo, determinando a solucao

do PVI.

Vamos aplicar os passos acima para obter a solucao de alguns PVIs.




276

Capitulo 3. Ordem superior e sistemas

1) Considere o PVI
{ y'+6y +9y=e"3"
y0) =1, y'(0)=2

e aplique a transformada em ambos os lados da EDO

1
L /! 6 / 9 :L -3t —
[Y'+6y +oyl=L[e™] = —

Podemos entdo utilizar a linearidade da transformada

L]y"]+6L]y] +9L]y] = ——

s+3
as regras da transformada das derivadas
(s°L[y] - sy(0) - y' (@) +
+6(sL[y] - y(©)+
1
9L = —
" [y] s+3
e as condicoes iniciais
s’L{y] - (s+2)+
+6sL[y] -6+
+9L[y] = L
= s+3

Colocando a transformada da solu¢ao do PVI em evidéncia

1 B (s+8)(s+3)+1
+3 s+3

(sz+65+9)L[y]:s+8+S
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temos que

_ (s+8)(s+3)+1 _ s°+11s+25
T (5+3)(s2+65+9) (s+3)(s2+65+9)

Ly]

Raizes do denominador: Temos que r = —3 é raiz simples
de s+ 3 e também é raiz dupla de s*> +6s+9. Logo r = -3 é
raiz do denominador com multiplicidade m = 3, de modo que
o denominador pode ser escrito como

(s+3)(s*+65+9)=(s+3)°

Combinacao de fun¢oes elementares: Podemos entao es-
crever a solucao como

y(t) = Ae 3t + bte 3+ Ct?e™3!

onde A, B, C sdo constantes a serem determinadas.
Combinacao de fracdes parciais: Aplicando a transfor-
mada em ambos os lados, temos que

s2+11s+25 1 1 2
= +B +C
(s+3)3 s+3 (s+3)2 (s+3)3

Igualdade de polinémios: Multiplicando a equacao por
(s+3)3, temos que

2 +11s+25 = A(s+3)2+B(s+3)+2C
A(s®> +65+9)+ B(s+3) +2C
As®’+(6A+B)s+9A+3B+2C

Igualdade dos coeficientes: Igualando os coeficientes dos
polindmios, segue-se que

A =1
6A+B 11
9A+3B+2C = 25
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Sistema linear: Resolvendo esse sistema, temos que

1
A=1, B=5  C=-=
2
Solucao do PVI: Segue-se que

1
y(t) = e 3 45re7 3 + Etze_gt

é a solucdo do PVI.

2) Considere o PVI
{ y'—4y +4y=e'
y(0)=0, y'(0)=0

e aplique a transformada em ambos os lados da EDO

L[y’ -4y +4y]=L[e'] = i

Podemos entdo utilizar a linearidade da transformada
1
LIy'|-aLly|+4Lly] = —
S —
as regras da transformada das derivadas

(sL[y] - sy(0) - y' (@) +
—4(sL[y] - y(0)+

1
+4L [y] = ;
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e as condicoes iniciais
s°L[y] +
—4sL|y] +
vaLly] = —
= s—1
Colocando a transformada da solu¢ao do PVI em evidéncia

(# - as+a) L]y = —

temos que
1

(s—1)(s?>—4s+4)
Raizes do denominador: Temos que r = 1 é raiz simples

de s—1, e r =2 é raiz dupla de s*> — 45 +4, de modo que o de-
nominador pode ser escrito como

Lly]=

(s—1)(s*—4s+4)=(s—1)(s—2)°

Combinacao de funcoes elementares: Podemos entao es-
crever a solu¢ao como

y(t) = Ae' + Be*' + Cte*!

onde A, B, C sao constantes a serem determinadas.
Combinacao de fracoes parciais: Aplicando a transfor-
mada em ambos os lados, temos que
1 1 1 1

GDeo2?2 AsatBiR e

Igualdade de polindmios: Multiplicando a equag¢do por
(s—1)(s—2)?, temos que

1 = A(-22%+B(s-1)(s-2)+C(s—1)
= A(s—4s+4)+B(s*-3s+2)+C(s—1)
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= (A+B)s’+(—-4A-3B+C)s+4A+2B-C

Igualdade dos coeficientes: Igualando os coeficientes dos
polinémios, segue-se que

A+B = 0
—4A-3B+C =
4A+2B-C = 1

Sistema linear: Resolvendo esse sistema, temos que
A=1, B=-1, C=1
Solucao do PVI: Segue-se que
y(t) = e —e* +te?!

é a solucdo do PVI.

3) Considere o PVI

y'+4y'+13y =2

y(0)=0, y'(©0)=0
e aplique a transformada em ambos os lados da EDO

2
L{y"+4y +13y| =L[2] = R

Podemos entao utilizar a linearidade da transformada

LIy'|+4aLly]+18L[y] =~
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as regras da transformada das derivadas

(s°L[y] - sy(0) - y'() +
+4(sL[y] - y(0)+

2
+13L[y] = S
e as condicoes iniciais
s?L{y] +
+4sL|y]+
2
+13L[y] = 3

Colocando a transformada da solugao do PVI em evidéncia
2 2
(s°+4s+13)L[y] = S

temos que
2

L[y = ———
] s(s2+4s+13)

Raizes do denominador: Temos que r = 0 é raiz simples de
s, e a+ bi = -2 +3i sdo raizes complexas conjugadas simples
de s? +4s+ 13, de modo que o denominador pode ser escrito

como
s(s®+4s+13) = s((s +2)* +3?)

Combinacao de fun¢oes elementares: Podemos entdo es-
crever a solu¢do como

y(t) = A+ Be ?! sen(31) + Ce 2! cos(31)

onde A, B, C sdo constantes a serem determinadas.
Combinacao de fracdes parciais: Aplicando a transfor-
mada em ambos os lados, temos que

2 1 3 s+2

. R S +
s((s+2)2+32) S (s+2)2+32 (s+2)2+32
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Igualdade de polindmios: Multiplicando a equacao por
s((s+2)? +32), temos que

2 = A((s+2)°+3%)+3Bs+C(s+2)s
= A(s*+4s+13)+3Bs+C(s* +25)
= (A+0)s*+(@A+3B+2C)s+13A

Igualdade dos coeficientes: Igualando os coeficientes dos
polindmios, segue-se que

A+C =0
4A+3B+2C = 0
13A = 2

Sistema linear: Resolvendo esse sistema, temos que

2 4 2
A==, B=-—, C=-—
13 39 13

Solucao do PVI: Segue-se que

2

yt)=—- ie‘ "sen(3t) — ie_” cos(31)
9 13

é a solucdo do PVI.

4) Considere o PVI
y'=2y"+2y= cos(t)
e aplique a transformada em ambos os lados da EDO

L[y" -2y +2y| =Ll cos(n)] =

241
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Podemos entao utilizar a linearidade da transformada

s
241

L{y"|-2L[y']+2L[y] =
as regras da transformada das derivadas

($*L[y] - sy(0) - y' (@) +
—2(sL[y] - y(@)+
+2L[y] =

s2+1
e as condicoes iniciais

s°L{y] - s+

—-2sL[y]+2

+2L[y] = u

s2+1
Colocando a transformada da solugdo do PVI em evidéncia

s (s=2)(s+D)+s
s2+1 241

(s*—2s+2)L[y] =s-2+

temos que
§$$-252+25-2
LIyl ==
(sc+1)(s=—=2s+2)

Raizes do denominador: Temos que a+b = 0+i sdo raizes
complexas conjugadas simples de s>+ 1 e que a+b=1+1i sdo
raizes complexas conjugadas simples de s> —2s + 2, de modo
que o denominador pode ser escrito como

($+1)(s*=25+2) = (> + D((s=1D?+1)

Combinacao de funcdes elementares: Podemos entdo es-
crever a solu¢do como

y(t) = Asen(t) + B cos(t) + Ce' sen(t) + De’ cos(1)
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onde A, B, C, D sao constantes a serem determinadas.
Combinacao de fracoes parciais: Aplicando a transfor-
mada em ambos os lados, temos que

$3-2524+25-2 1 S
A +B +
(s2+D((s=D2%2+1) s2+1 s2+1
1 s—1
C +D
(s—1D2+1 (s—=12+1

Igualdade de polindmios: Multiplicando a equagdo por
(52 +1D((s— 1)2 + 1), temos que

$—282425-2 = A((s—-D*+D+Bs((s-D*+1)+
C(s?’+1)+D(s—-1(s2+1)
= A(s*-2s+2)+B(s°—2s>+25) +
C(s®*+1)+D(s>—s*+s—-1)
= (B+D)s’+(A—2B+C—-D)s*+
(—2A+2B+D)s+2A+C—-D

Igualdade dos coeficientes: Igualando os coeficientes dos
polinémios, segue-se que

B+D =1
A-2B+C-D = =2
—-2A+2B+D = 2

2A+C-D = =2

Sistema linear: Resolvendo esse sistema, temos que
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Solucdo do PVI: Segue-se que
(1) = 2 sen(f) + ! cos(1) 2ot sen(f) + 2ot cos(t)
=75 5 5 5

é a solucdo do PVI.

3.5 FUNCOES DEFINIDAS POR PARTES

Até agora, utilizamos a transformada de Laplace para obter a solucdo de
PVIs onde aparecem apenas funcdes dadas por séries de poténcias. Uma
vantagem desse método é que ele também pode ser aplicado para obter
a solucao de PVIs onde aparecem funcodes definidas por partes. Sem a
transformada, teriamos que dividir um PVI desse tipo em vérios outros
problemas e solucioné-los individualmente. Porém, com ela, podemos
lidar com eles de uma tnica vez.
A funcao definida por partes mais simples € a fungdo degrau em c

1 ®
O >
c r

Definida por

O gréfico de u, justifica plenamente o seu nome. A andlise do gréfico
mostra que a funcdo representa um salto de zero até um no ponto ¢ = c.
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Isso pode ser pensado como um interruptor que estava desligado e, no
instante c, foi ligado alcancando a voltagem de uma unidade.

Podemos considerar ainda um interruptor que estava ligado e, no
instante c, é desligado.

Podemos escrever essa funcao usando a funcdo degrau da seguinte ma-
neira

Podemos considerar também um interruptor que é ligado no ins-
tante ¢ = c e é desligado no instante ¢ = d.
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Podemos escrever essa fun¢do usando agora duas funcoes degrau

0 se t<c
uc(t)—ug()=X 1 sec<st<d
0 set=d

Mais geralmente, funcdes degrau sdo a chave para escrevermos fun-
¢oes definidas por partes com uma tnica expressao algébrica. De fato,
vale o seguinte resultado.

Considere a func¢ao definida por partes dada por
y1(1) se t<c
Yo (1) se c1<t<co
y() =
Vn(t) se cp1=<t<cy
Yn+1(1) se 1 =cp
J2 Yn+1
¢—0
Yn
7
° * ° * >
¢ Cx v Cp Cn t
Entao
¥ = 10 (1—ue, () + y2(0) (e, (1) = ue, () + -+
oot Y () (thepy () = Ue, (D) + Y1 (B e, (1)
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— e

Num circuito RLC, uma bateria de 12 volts é ligada no instante
t =5 e desligada no instante ¢t = 7. A carga ¢(¢) no capacitor
satisfaz o seguinte PVI

q0)=2

{ q"+4q +3q =12 (us(t) — u;(1))
q'0)=-2

Pela linearidade da transformada, basta agora determinarmos a
transformada de fun¢des da forma u. (1) y (7).

Temos que
L{uc(y®)] =e “L[y(t+0)] I

Prova: B

Pela definicao

Lluc(0)y(®] fo e Stuc(Dyndt (3.1

f e 'y(ndt (3.2)
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Na passagem de (3.1) para (3.2), usamos apenas a definicao de fun-
¢do degrau. Note que, com excecdo de comecar em ¢ ao invés de
zero, a expressdo acima se parece com uma Transformada de La-
place. Corrigimos este problema usando a substituicdo t = t—ce
temos

Lluc.(0y(0)]

f e *y(ndt
©

= f e_s(t+c)y(t+ co)dt
0

o0
f e e *ty(t+o)dt
0

oo
= e"“f e Sty(t+c)dt
0

e “Lly(t+0)].

Em particular, obtemos a transformada da funcao degrau.

— e

Temos que u.(#) = u.(t) -1, logo

Liu.()]=e “L[1] = e_“%

Exemplo

Num circuito RLC, uma bateria de 12 volts é ligada no instante
t =5 e desligada no instante ¢t = 7. A carga ¢(f) no capacitor
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satisfaz o seguinte PVI

q"+4q'+3q =12 (us(t) — u7 (1))
q0)=2
q'(0) = -2

Aplicando a transformada em ambos os lados da EDO e
usando a linearidade

L[q"]|+4L|[q'| +3L[q] =12L[us(1)] = 12L [u7(1)]
usando as regras da transformada e as condi¢des iniciais

(s°L[g] -2s+2)+
+4(sL[q]-2)+
—5s 12 7s 12

Ll{g] = R
+3L[q] e — et

Colocando a transformada da solu¢dao do PVI em evidéncia

12 12
(sz+4s+3]L[q]:23+6+e_557—e_7sT
temos que
25+6 12 12
Llgq] = T e = e =
s24+4s+3 s(s2+4s5+3) s(s2+4s+3)

Agora precisamos calcular a transformada de Laplace inversa de fun-
¢oes como a do exemplo anterior. Primeiro observamos que, se y(f) é
uma funcao elementar, entdo y(t+ c¢) pode ser escrita como uma combi-
nacao de funcoes elementares.
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1) Se y(r) =t"e"?, entdo

(t+c)ner(t+c)
(t+c)nerx+rc

— ercert(t+c)n

y(t+c)

Como e'¢ é uma constante e como (¢ + ¢)” é um polin6mio,
segue-se que y(f+ c¢) pode ser escrita como uma combinacado
de funcoes elementares.

2) Se y(1) = e%' sen(bt), entdo

™9 gen(b(t + ¢))

= e“* sen(bt+ bc)

= e%e% (sen(bt) cos(bc) + sen(bc) cos(bt))
= Ae* sen(bt) + Be* cos(bit)

y(t+c)

onde A = e cos(bc) e B = e%“ sen(bc) sao constantes.

3) Se y(1) = e%" cos(bt), entdo

e cos(b(t +c))

= e™*% cos(bt + be)

= e%e (cos(bt) cos(bc) — sen(bc) sen(bi))
= Ae* cos(bt) + Be*! sen(bt)

y(t+c)

onde A = e cos(bc) e B = —e% sen(bc) sdao constantes.

Uma consequéncia imediata da proposi¢do anterior é o seguinte re-
sultado.
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Temos que

L e “L[y(]] = uc(y(t-c)

O resultado segue da proposicdo anterior, uma vez que

Lluc®yt-o]=e “L{y(t—c+0c)]=e“L[y®]

Apresentamos a seguir o procedimento para se obter a solucao de
PVIs em que aparece uma funcao definida por partes, onde cada parte é
dada por uma fungdo elementar.

A) Utilize a proposicao acima e proceda como usualmente
para obter a transformada da solugdo L[y], que sempre po-
derad ser escrita como

Ly]=Yo(0) + e Yi(s) + -+ e ™ Yp(s)

onde Yy (s), Y1(s),..., Y,(s) sdo funcdes racionais em s.

B) Aplique o método das fracGes parciais, apresentado na
secdo anterior, para obter as transformadas inversas de
Yo(s), Y1(5),...,Y,(s), denotadas por yo(t), y1(t),...,yn(t) de
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modo que

Lyl =L]yo@]+e L{y1(D] +---+e "L [yn(1)]

293

)
acima, segue-se que

Da linearidade da transformada inversa e do coroldrio

y@)=yo(t) + ue, (O y1(t—c1) + -+ e, (D) yn(t — cn)

Vamos aplicar esse método ao exemplo visto anteriormente.

satisfaz o seguinte PVI

q0) =2

{ q"+4q +3q =12 (us(t) — uz (1))
q'(0)=-2

Ja vimos que

12
Llg] = 2546 5. 12 2

214513 ¢ S(2+4s+3) ¢
Qo(s) +e7>°Q1(s) — e *Q1(s)

onde

25+6 12

S)=——"——-
s2+4s5+3 Q1) s(s2+4s+3)

s(s2+4s+3)

Erempo e

Num circuito RLC, uma bateria de 12 volts é ligada no instante
t =5 e desligada no instante ¢t = 7. A carga ¢(f) no capacitor
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Aplicando o método das fracdes parciais apresentado na se-
¢do anterior, obtemos

6 2

() = — (=2 ——p
Qos_s+1 le_s s+1 s+3

de onde obtemos as respectivas transformadas inversas
go(H=2e""  qi)=4—-6e " +2¢73!
De L[q] = Qo(s) + e7>5Q1(s) — e~ *Q (s), segue-se entdo que

qit) = qo(t)+us()q1(t—5)—uz()q:(t—7)
= 2T+
+us (1) (4—6e 7Y +2e73070)
—u7 (1) (4—6e717D 4273077

é a solucdo do PVI.

Observe que, no exemplo anterior, a solu¢do do PVI pode ser escrita
como

2e7! set<5
gt)={ 2e"+4—6e 17D 427375 se5<t<7
2e7—6e7 ™) 4+ 273075 1 6171 — 273071 ge r>7

o que ilustra a praticidade da funcao degrau para lidar com funcoes de-
finidas por partes.

3.6 SISTEMA DE EDOS

Muitas vezes uma quantidade desconhecida x(f) varia de acordo com
outra quantidade desconhecida y(¢) e vice-versa, por exemplo: as co-
ordenadas de um planeta orbitando ao redor do sol e o decaimento da
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massa de uma substancia radioativa em diversas substancias nuclear-
mente instdveis até chegar a uma substancia nuclearmente estével.
Nesses casos as quantidades desconhecidas sao modeladas por duas
ou mais fungdes incognitas relacionadas por duas ou mais equagdes que
envolvem suas derivadas: € isso que se chama de sistema de EDO:s.

1) Um planeta de massa m se movimenta sob a for¢a central
de uma estrela de massa M num plano coordenado em que a
estrela fica na origem e o planeta na posic¢ao (x, y).

A

3/
Y

\J
0

Se d é a distancia entre a estrela e o planeta, pela Lei da Gravi-
tacdo Universal, a for¢a F que a estrela exerce sobre o planeta
tem mo6dulo

1

e, portanto, componentes x e y dados por

1 1
F, = —GMmﬁ cos(a) Fy,= —GMmﬁ sen(a)

onde G é a constante da gravitacdo universal. A Segunda Lei
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de Newton nesse caso é

mx" = F,
my" = F,

Usando que

cos(a) = g sen(a) = % d=(x*+ yz)l/2

a Segunda Lei de Newton fornece o seguinte sistema nao li-
near de 22 ordem e duas incégnitas

x
o _
mx" = _GMm(x2+y2)3/2
Y
o
my- = _GMm(x2+y2)3/2

Observe que esse sistema é nao linear e estd acoplado: para
conhecer a posicao x(t), devemos primeiro conhecer y(¢) e
vice-versa, ndao ha como isolar uma ou outra funcao incégnita.

Com um pouco de conhecimento de Mecanica Classica,
esse sistema pode ser resolvido explicitamente e dele se dedu-
zir matematicamente as Leis de Kepler. Para exemplificar isso,
vamos deduzir uma das Leis de Kepler para 6rbitas circulares.
Uma orbita circular de raio R satisfaz

x2+y2:R2

Assim, para orbitas circulares o sistema de EDOs, temos

x" = ——GMx
— e
GM
yll — _ _y
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ou seja, duas EDOs desacopladas do tipo massa-mola. Um
par de solugdes que satisfaz x? + y? = R? é dada pela trajetéria
circular

x(t) = R cos(wt)
y(t) = R sen(wt)

com velocidade angular constante

_ [GM
0=\

O periodo da trajetéria é T =27 /w. O quadrado desse periodo

2

) 2 42 B 4m? B3

T w2 GM
e, portanto, proporcional ao cubo da distancia entre o planeta
e a estrela. Isso mostra como a terceira Lei de Kepler para 6r-
bitas circulares é consequéncia do sistema de EDOs da gravi-
tacao de dois corpos.

O problema da gravita¢cdo de dois corpos é cldssico e suas
solucdes sao bem conhecidas desde Kepler e bem fundamen-
tadas desde Newton. Introduza a terceira dimensao no espaco
e um terceiro corpo, uma lua orbitando ao redor do planeta,
ou dois planetas orbitando ao redor da estrela, ou ainda um
planeta orbitando uma estrela bindria (ou seja, um par de es-
trelas), e o problema ja fica muito mais dificil. E um sistema de
2a ordem e nove incognitas (trés para a posicao de cada corpo
celeste) chamado de problema dos trés corpos. Esse problema,
relacionado com a questao ainda nao respondida da estabili-
dade do Sistema Solar, é tema ativo de pesquisa até hoje. Um
dos desenvolvimentos mais desconcertantes desse problema
ocorreu em 1900, quando o matematico francés Henri Poin-
caré chegou a conclusdo que esse sistema em geral nao tem
solucdo explicita, ndo tem Orbitas periddicas e as trajetorias
desses trés corpos podem ser extremamente complicadas! Foi
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a primeira aparicdo do fénomeno do caos e imprevisibilidade
em sistemas de EDOs.

2) O decaimento de uma substancia radioativa numa substan-
cia nuclearmente estavel costuma se dar nao de uma vez, mas
por meio de uma cadeia de is6topos: os &tomos da substan-
ciaradioativa decaem num primeiro is6topo instdvel, que, por
sua vez, decaem num segundo is6topo instdvel e assim por di-
ante, até decairem num is6topo estavel. Por exemplo, a cadeia
de decaimento natural do urdnio tem 20 isétopos, como, por
exemplo

U-238 — Th-234 — --- — Pb-206

cujo ultimo membro é um is6topo estavel do chumbo. A
meia-vida dos diversos is6topos dessa cadeia varia de 4,5 bi-
lhoes de anos para o U-238, de 24,6 dias para o Th-234 a uma
fracdo de segundos para outros is6topos. Desse modo, uma
amostra da substancia radioativa costuma ter diversas pro-
porcoes de cada is6topo e € possivel, a partir dessas propor-
¢oes, descobrir quando a substancia comecou a decair. Esse
método de datacado é especialmente adequado para substan-
cias inorganicas como rochas, portanto, para datacoes geolo-
gicas.

Como modelar uma cadeia de decaimento? Suponha uma
cadeia de decaimento com trés is6topos

xeyl s

onde Z é o is6topo estavel e a e f sdo as constantes de decai-
mento dos is6topos instaveis X e Y, relacionadas com suas
respectivas meias-vidas. Denotando por X (1), Y (1), Z(t) as
quantidades de cada is6topo, o decaimento de X é dado por

X' =-aX
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pois é proporcional a quantidade presente de X. O decai-
mento de Y, por sua vez, é dado pela taxa liquida

Y =aX-pY

ja que ele ganha massa do decaimento de X e perde massa do
seu proprio decaimento para Z. Por tltimo, o decaimento de
Z é dado por

Z'=pY

uma vez que ele ganha massa do decaimento de Y e, por ser
estdvel, ndo decai.
Obtemos assim o seguinte sistema de 12 ordem e trés in-

cognitas:
X' = —aX
Y' = aX-pY
zZ' = BY

Observe que Y estd acoplado com X e Y, e Z estd acoplado
com Y. Porém, o sistema esta escalonado: na primeira equa-
¢do, X nao estd acoplado com nenhuma outra incégnita,
assim podemos resolver a primeira equacdo para X (linear
homogénea). Conhecendo X, podemos resolver a segunda
equacdo para Y (linear nao homogénea). Resolvendo a ter-
ceira equacao, obtemos Z integrando Y.

A maior dificuldade para se resolver um sistema de EDOs aparece
quando suas funcdes incognitas e suas derivadas estdo acopladas.

SISTEMAS LINEARES DE EDOS

Dizemos que o sistema € linear se todas suas equacdes sao lineares:
nesse caso veremos que temos boas técnicas de solucao.
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1) O sistema de EDOs da gravitacdo de dois corpos no plano
xy € de 22 ordem para x e de 22 ordem para y. O sistema nao
é linear, pois nem a primeira nem a segunda equacao € linear.
O sistema de EDOs do decaimento de is6topos € linear de 12
ordem.

2) Ja estudamos circuitos RLC simples. Vamos considerar
agora dois circuitos acoplados. Considere as correntes num
circuito RC acoplado a um circuito LR com a resisténcia em
comum, ambos submetidos a for¢a eletromotriz nula.

A primeira Lei de Kirchhoff afirma que, em cada n6 do cir-
cuito, a soma das correntes que entram € igual a soma das cor-
rentes que saem, de modo que

i3 =11+ I>.

A segunda Lei de Kirchhoff afirma que, em cada circuito, a
soma das quedas de tensao num circuito é igual a forca ele-
tromotriz, de modo que

Ri3+Cq1 =0
Lié+Ri3 =0

Derivando a primeira equacao desse sistema e utilizando que
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q; = i1 e que ig = i} + iy, temos que as correntes satisfazem

Rii +Ri,+Ci; =0
Li}+ Riy + Rip =0

que é um sistema de EDOs lineares de 12 ordem para i; e i».

3) Considere dois sistemas massa-mola acoplados. Um deles
estd preso a uma parede, ambos na auséncia de forcas exter-

nas.
ks ko
~ '~ v A N
| S —_———
N Yo

Pela Lei de Hooke, a forca de uma mola é proporcional a sua
distor¢do. Observe que a distorcao da primeira mola é y;, uma
vez que essa mola estd fixada na parede, enquanto a distorcao
da segunda mola é y, — y;, uma vez que essa mola estd fixada
no primeiro corpo. A Segunda Lei de Newton, aplicada ao pri-
meiro corpo, nos da

my) = —kiyr+ ko (y2 — y1)

uma vez que a forca da primeira mola no primeiro corpo é na
direcao oposta a distorcao da mola e a forca da segunda mola
no primeiro corpo é na mesma dire¢ao da distorcao da mola.
A Segunda Lei de Newton aplicada ao segundo corpo nos da

myyy = —ka(y2— y1)

uma vez que apenas a segunda mola atua nele, com forca na
direcao oposta a distor¢cdao da mola. Segue-se que as posicoes
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satisfazem

{mlyi’ —(k1+k2)y1 + kgyg
myy, = koyv — kayo

que é um sistema de EDOs lineares de 22 ordem para y; e y».

Quando o sistema de EDO é€ linear e tem coeficientes constantes, po-
demos eliminar as derivadas por meio da Transformada de Laplace, que
transforma o Sistema de EDOs lineares num Sistema Algébrico linear

Sistema de EDOs lineares
de coeficientes constantes
parax,y,...

!

Sistema Algébrico linear
para L[x], L[y], ...

As transformadas L[x], L[y], ... ainda estao acopladas no Sistema Al-
gébrico linear, porém, como nao hd mais derivadas, elas sao facilmente
desacopladas resolvendo o sistema linear algebricamente. Uma vez ob-
tidas as transformadas L[x], L[y], ..., podemos fazer a transformada in-
versa para obter as funcdes incégnitas x, y, ....

sxemplo .

J& vimos que, num circuito RC submetido a uma forca ele-
tromotriz nula, a resisténcia consome toda a carga do capaci-
tor, portanto, a corrente do circuito tende a zero exponencial—
mente. O mesmo acontece com a corrente de um circuito RL
submetido a forca eletromotriz nula.
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Veremos agora que, acoplando esses circuitos, essas cor-
rentes também tendem a zero, mas podem oscilar. A titulo
de ilustracdo, vamos considerar o circuito acoplado do exem-
plo anterior com resisténcia R = 1, indutancia L = 1, inverso
da capacitancia C = 2 e correntes iniciais i;(0) = 1 e i2(0) =1,
iguais em ambos circuitos, obtendo o seguinte PVI

ij+iy+2i1=0
iy +i1+i2=0
i1(0)=1
i2(0)=1

Aplicando a transformada no PVI, temos que

LI+ LI +2L[i] =0
L{iy] + Lliy] + Lliz) =0

de modo que
SL[i1] —i1(0) + sL[i2] —i2(0) + 2L[i;] =0
sL[ip] —i2(0) + L[i;] + L[i2] =0
Usando as condigdes iniciais i1(0) = 1 e i2(0) = 1, temos que

(s+2)L[i;] + sLlip] =
Lli;] + (s+1DLix] = 1

que é um sistema algébrico linear para L[i;] e L[i»]. Resol-
vendo esse sistema pela regra de Cramer, temos que

‘2 S ‘
Llit] 1 (s+1) 2s+2—5s s+2
l = = =
! (s+2)(s+1)—s §24+2s+2

(s+2) S B
1 (s+1)
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(s+2) 2 ‘
) 1 1 (s+2)-2 s
L[ip] = = ==
(s+2) S (s+2)(s+1)—s §24+2s+2
' 1 (s+1)

Assim L[i1] e L[i»] ttm o mesmo denominador s2+25+2, cujas
raizes sdao dadas por

Segue-se que o denominador se escreve como
2 _ 2
ST+2s+2=(s+1)°+1

de modo que

L[ll] — Lz
(s+1)2+1
o S
Llizl = (s+1)2+1
Determinando i;(¢) e i»(f) como nas se¢des anteriores, é facil

obter

e ! cos(t)+e !sen(t)

i1(1)
ir(1)
i3(1)

e ! cos(t)—e sen(r)

2e7! cos(t)

Isso mostra que dois circuitos que nao oscilam sozinhos po-
dem oscilar quando sdao acoplados, mesmo sem nenhuma
forca eletromotriz externa.

Podemos utilizar o mesmo procedimento para resolver um PVI para
um sistema de EDOs lineares de 22 ordem ou ordem maior, homogéneo
ou ndo, desde que o sistema tenha coeficientes constantes. A transfor-
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mada de Laplace é, portanto, o procedimento mais pratico para resolver
explicitamente sistemas de EDOs lineares de coeficientes constantes.

SISTEMAS DE 12 ORDEM

Um estudo sistematico de sistemas de EDOs pode ser feito estudando os
sistemas de 12 ordem uma vez que todo sistema de EDOs pode ser trans-
formado num sistema de 12 ordem. Isso é bem ilustrado pela a Segunda
Lei de Newton, que € de 22 ordem na posi¢do mas de 12 ordem na velo-
cidade. Por exemplo, considere um sistema massa-mola-amortecedor.
Sua posic¢do y(f) é solu¢dao da EDO

my" =~ky-by'

que é de 22 ordem na posic¢ao. Introduzindo a velocidade v(t) como nova
funcao incognita, temos que

v(t) =y (1)

de modo que o par posicao y(¢) e velocidade v(¢) é solucao do sistema
de EDOs

yo=v
que é um sistema de 12 ordem na posicao e na velocidade.

Podemos usar essa mesma ideia para transformar qualquer EDO ou
sistema de EDOs de ordem 2, 3 ou maior num sistema de EDOs de 12
ordem com mais funcdes incégnitas: basta introduzir progressivamente
as derivadas como novas fung¢des incognitas. Assim EDOs de todas as
ordens e os sistemas de EDOs de todas as ordens podem ser reduzidos a
sistemas de EDOs de 12 ordem (com mais funcoes incognitas).

Para simplificar a exposicdo, de agora em diante, vamos considerar
apenas sistemas de EDOs lineares homogéneos de coeficientes constan-

tes.

{mv' = —ky-bv




306 Capitulo 3. Ordem superior e sistemas

1) Considere a EDO de 32 ordem
az" +bz"+cZ +dz=0
Introduzindo y = z/, temos que
ay"+by' +cy+dz=0
introduzindo x = y/, temos que
ax'+bx+cy+dz=0

Segue-se que EDO é equivalente ao sistema de 12 ordem com
trés incognitas

ax'+bx+cy+dz = 0
yo=x
zZ =y

2) O movimento de dois sistemas massa-mola acoplados é
dado por um sistema de EDOs de 22 ordem com duas incog-
nitas

{ mv, = —(ki+k)yi+kay»
my v, koy1—k2yo

Introduzindo as velocidades v, = y; e v» = y;, temos que o
sistema de 12 ordem com quatro incognitas

my l}i = —(k1+ k2)y1 + kgyz
movy, = koy1—k2y»

V) = n

Vo = 12
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Os exemplos anteriores podem ser escritos na forma

{x’ ax + by

y cx + dy

com mais incognitas e mais equacgoes lineares, caso haja necessidade.
No caso de sistemas com coeficientes constantes, podemos falar de rai-
zes caracteristicas do sistema da seguinte maneira. Escrevendo o sistema
com o operador de derivagao D

Dx = ax + by
Dy = cx + dy
temos que
(a-D)x + by = 0
cx + (d-D)y = 0

Podemos interpretar esse tltimo sistema como um sistema linear onde
D aparece nos coeficientes. Imitando o método de Cramer, podemos
isolar x aplicando (d — D) na primeira equacao, aplicando multiplicacao
por —b na segunda equacao e somando as equacgoes

(d-D)(a—-D)x + (d-D)by = 0
-bcx + —-bd-D)y = 0
((d-D)(a—D)-bc)x =0

Assim, temos que x satisfaz a EDO aumentada

((d-D)(a—D)—-bc)x=0
cujo polinémio caracteristico
B _|(a=D) b

p(D)=((d-D)(a-D)-bc) = (d-D)

é dado pelo determinante dos coeficientes do ltimo sistema. Analo-
gamente, prova-se que y satisfaz a mesma EDO aumentada. Segue-se
que as raizes caracteristicas da EDO aumentada fornecem as solucdes
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do sistema: dizemos que essas raizes sdo as raizes caracteristicas do sis-
tema. Trocando D por uma varidvel A no polindmio caracteristico p(D)
da equacdao aumentada, vemos que ele é o conhecido

(a—N) b
c (d-N)

polindémio caracteristico da matriz dos coeficientes (‘C’ Z): suas raizes sao
denominados autovalores da matriz. Portanto, as raizes caracteristicas
de um sistema de 12 ordem sdo os autovalores da matriz dos coeficientes.

— e

O movimento de um sistema massa-mola sem amortecimento
e com m = k é dado pela EDO de 22 ordem

"

y ==y
Introduzindo a velocidade v(t) = y'(t), temos que o sistema

de 12 ordem
S -y
yo=v

cuja matriz dos coeficientes é
0 -1
1 0
Seus autovalores sdo as raizes do polindmio caracteristico

-1 -1
1 -2

' =A%+1
dadas por +i que sdo, portanto, as raizes caracteristicas do sis-

tema de 12 ordem. Observe que essas sdo as raizes caracteris-
ticas da EDO original y" = —y.
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A mesma ideia funciona para sistemas com mais fun¢ées incégnitas:

raizes caracteristicas de qualquer sistema linear de 12 ordem
sdo os autovalores da matriz dos coeficientes

Por exemplo, para encontrar as correntes numa rede elétrica de circui-
tos acoplados, obtemos o sistema de EDOs de 12 ordem que modela essa
rede elétrica, e encontramos os autovalores da matriz dos coeficientes
desse sistema. Esse é um dos motivos por que autovalores sao impor-
tantes nas aplicacoes.

EXPONENCIAL DE MATRIZES

Considere o sistema de EDOs na forma matricial
X\ _ [(ax + by
y]  \ex + dy
a b)(x
c dJ\y

roa (XD _(a b) _(x(t))
X(t)_(y'(t)) A_(C d X() = (@)

Colocando

o sistema fica na forma
X'(1) = AX(1),

" .

O sistema linear de 12 ordem para a posicao e a velocidade do
massa-molacomk=mé

=00
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Sabemos que a solucdo do PVI linear de 12 ordem

{ xX'(t) = ax(t)
x(0)=c

onde a é constante, é dada pela exponencial
x(t) =e%c

Isso sugere que a solucao do PVI para o sistema de EDOs lineares de 12

ordem
{ X'(1) = AX (D)

X(0) =

onde A = (‘; Z) é matriz constante, seja dada pela exponencial de matri-
zes
X(1) = e

onde a condicdo inicial é X(0) = (;Eg;) = C. O que seria a exponencial

de uma matriz e”’? Nada mais natural que a definir usando a série de
poténcias da exponencial e* trocando x por At

2 3

I+At+A2—+A3—+
2! 3!

onde A%2 = AA, A% = AAA, ..., sdo as poténcias da matriz A, e I é a matriz
identidade (}9). E 1med1ato que, para t = 0, temos €° = I e é possivel
provar que

2 3
t
(e = AvA2ee 3l ol
2! 3!
LA L
AlT+At+ A" —+ A" —+---
2! 3!

AeAt
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Concluimos que X(t) = e?*C satisfaz X(0) = C e X'(t) = AX(f), como
queriamos. Portanto, a exponencial de matrizes fornece a solu¢ao de um
sistema linear de EDOs de 12 ordem.

fxemplo s

Considere o sistema linear de 12 ordem para a posicdo e a ve-
locidade do massa-mola

v\ (0 —1}(v
y) 1 oJly
Para obter sua solucdo com a exponencial da matriz
0 -1
=)
primeiro calculamos as poténcias de A. Na verdade, basta cal-

cular
2_ [0 =1)(0 1) _(-1 0)_
A_(l 0)(1 0)_(0 —1)_ I

de onde se segue que

A=]  A=-] At=APA% =]
Al=A A=A"A=-A A =A'A=A

Portanto, e’4 é

_Z Il
(1) 01) N Otz + | 0t4 N
0 -3 0 7
_ B _r
e E )
-3 0 5 0
[ cos(t) —sen(r)
~ \sen(t) cos(?)
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e a solugdo do sistema com condigéo inicial C = (¢ ) é dada
por

tA~_ [cos(t) —sen(r))(c1) [c1cos(t)—cosen(r)
€ sen(t) cos(t) J\c]  \cy sen(t) + ¢ cos(t)

Observe que a posicdo é a segunda linha y(f) = c¢; sen(?) +
¢y cos(1), e avelocidade é a primeira linha v (1) = y'(1).

A mesma ideia funciona para sistemas com mais fung¢oes incégnitas:

A solucdo do sistema linear de 12 ordem
X'(t) = AX(r) com condigao inicial X(0) = C
é dada pela exponencial de matrizes e*AC

A exponencial de matrizes é surpreendente e é uma ferramenta teérica
importante. Porém, ela tem pouca importancia pratica, uma vez que, em
geral, é dificil calcular as poténcias de uma matriz com muitas entradas.



APENDICE

APENDICE

A.1 REGRA DE CRAMER

Nesta secao, vamos apresentar a Regra de Cramer, que é um método para
resolver sistemas lineares. Primeiro consideramos o caso dois por dois.

Se

entao o sistema linear
{ ax + by = e

cx + dy = f
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possui uma tnica solucao dada por

o Q
A T |w ®

o Q

Prova: s

Para obtermos x, primeiro multiplicamos a primeira linha do sis-
tema por d e a segunda linha do sistema por b, de modo que

{adx + bdy = ed

bex + bdy = fb
Depois, subtraindo a primeira linha menos a segunda, temos que
(ad—bc)x=ed— fb

de modo que

b
x_ed—fb_ d’
ad—bc b
|

(SIS e NN

Para obtermos y, primeiro multiplicamos a primeira linha do sis-
tema por c e a segunda linha do sistema por a, de modo que

acx + bcy = ce
acx + ady = af
Depois, subtraindo a segunda linha menos a primeira, temos que

(ad—bc)y=af —ce
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de modo que

S Q

_af-ce
"~ ad-bc

ISP e N

S Q

A seguir apresentamos o caso geral, cuja demonstragdo pode ser ob-
tida de modo semelhante ao caso dois por dois, por meio de inducao e
daregra de Laplace para determinantes.

Se
ayn a2 ot din
ay dzp - d2p
£0
an1 Qp2 " Qnn
entao o sistema linear
anxy + apx + -+ + aipXp = bl
a1xy, + appxy + 0+ dopXy = bz
4
+ + + =
amx1 + appXy + -+ + appXp = by
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possui uma tnica solucao dada por
by ap - an an aiz - b
by ay --- az, ax ax - b
b, apx -+ apn an1 Ap2 -+ by
xl = cee .Xn =
aip diz - din aip diz - din
azy dpp -+ 2p azy dpp -+ 2p
anl1 Aap2 -+ QApn anl1 Qa2 "+ QApn

A.2 EDO LINEAR DE ORDEM SUPERIOR

A teoria de EDOs de ordem superior € inteiramente andloga a teoria de
EDOs de 22 ordem. Uma EDO linear de ordem n pode ser colocada na

forma
an() Y (O + an 1Oy V@ ++ a1 ()Y (D) +ag () y() = f()

onde os ai(t) e f(¢) sdo funcdes continuas de x. Sua equacao homaogenea
associada é dada por

an() Y (O + an (Y V@O ++ar (DY (D) + ao(t) y(£) =0

Dividindo por a,(t), as equacdes acima podem ser colocadas na forma

g(1)

YO + Py V(@) + -+ pr(0) Y () + po() y (1)

YOO + pu1 (DY@ + -+ pr(DY (O + po(Dy (D)

onde

_ak(D)
pelt) = an(1)
_f®
80 = an (1)

sao funcoes continuas para todo t tal que a,(t) #0.



A.2. EDO linear de ordem superior 317

SOLUCAO DA HOMOGENEA

Assim como no caso de uma EDO linear homogénea de 22 ordem, a solu-
¢do geral de uma EDO linear homogénea de ordem superior é dada pela
combinacao linear

y@) =iy () + oy () + -+ cpyn(t)

onde cy,¢,...,¢, € R, sempre que y (1), y2(1),..., y»(t) forem solugoes
fundamentais. No caso de EDOs de 22 ordem, temos que y;(t) e y»(t)
sao solucoes fundamentais quando elas nao sdo proporcionais, o que é
0 mesmo que

ayn)+cy2(1)=0

implicar que c¢; = ¢, = 0. No caso de EDOs de ordem superior, as solucoes
sdo fundamentais quando elas sdo linearmente independentes, ou seja,
quando

an@+cy0)+--+cpyn(t) =0

implicar que os ¢k sdo todos nulos.
No caso de EDOs de 22 ordem, podemos utilizar o Wronskiano

@ y(1)

W(J/l(t);yz(t)):' G0

para determinar se y,(t) e y»(f) sao solucoes fundamentais. No caso de
EDOs de ordem superior, também podemos utilizar o Wronskiano

nm  op@ ey
nwow oy yz(l‘)
W(y1(8), y2(8), ., yu(t) = : : :
yin_z)(t) yén—Z)(t) (n 2)(”
yin—l)(t) yén—l)(t) (n V(g

para determinar se y; (t), y2(f),..., y»(f) sdo solucoes fundamentais.

A proposicao a seguir generaliza um resultado do caso de EDOs de 22
ordem e estabelece um fato de fundamental importancia sobre o Wrons-
kiano.
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Proposicao A.3: Férmula de Abel ﬁ

Sejam y; (1), y2(1), ..., yn(t) solucdes da EDO

YO + pua Y V@) + -+ (DY () + po(Hy(£) =0

Entao

W (1), yo (1), ..., yu(1) = ce” Fn-1(D)

ondeceRe

fpn—l(t)dt:Pn—l(t)+C

Prova: .

Por comodidade, vamos denotar 0 Wronskiano
Wy1(8), y2(8),...,yn(t)) apenas por W(f). Basta entdo provar-
mos que o Wronskianos satisfaz a seguinte EDO

W () +ppaW()=0

Vamos entao calcular a derivada do Wronskiano

W(t+h)-W()
h

W'(r) = lim
h—0

Primeiro vamos considerar o numerador do quociente de Newton,
dado por

W(t+h)—-W() =

y1(t+h) y2(t+h) - yu(t+h) »1(1) ¥2(8) - yu(d)
yi(t+h)  yy(t+h) - yp(t+h) VAG) &) - yp(@)

WPk 2wl - Y2 | |00 1P 0 -y o
PV arh) YV arh) -y ) Y@ Y@ -y
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W(it+h)-W() =

y1(t+h) Vo (t+h)
yi(t+h)  ys(t+h)

YD (t+h) Y2 (t+h) -
YV e+h) YV (t+h) -

Yn(t+h)
Vo (t+h)

Y2 (t+h)
yﬁ{’_l) (t+h)

n(@) Y2 () Yn(0)

¥y (t+h) Vy(t+h) Y (t+h)
ar : o

yn 2’(t+h) e 2)(t+h) e 2 (14 h)

;" Y+n) yd D e+n) -y +h)

y1(t+h) Yo (t+h) Yn(t+h)

yy(t+h) ¥V, (t+h) Vo (t+h)
o :

y{n72]([) y;n72](t) (n 2 (I)

WD (t+h) y (t+h) - 51” V(t+h)
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Vamos reescrever essa diferenca como a seguinte soma telescopica

»n (@) Y2(1) yn(2)
y; (t+h) yo(t+h) -y, (t+h)

WD e+h) Y +h) -y (R
WP+ y 0 e+h) -y Y e+ h)

y1(2) y2(1) Yn (1)
AG) y(t) e yn(0)

YA +n) yTE ) -y (+h)
YV @+n) yV @) -y e+ h)

n@ y2() - yp()
@ oy ey

W20 W20 - 2
n D(l’) y(n 1(1’) gln D(l’)

Para analisar essas diferencas vamos utilizar que o determinante é
linear em cada linha. Temos entao que

-+

+
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W(t+h)—W(t) =
N E+R)=y1(0) y2(t+h)=y2(1) -+ yp(t+h) =y, (D)
yy(t+h) yo(t+h) = yn(t+h)
= : : : +
W Arh)y Y +n) -y (t+h)
YW +hy YV @Ry -y e+ h)
n (1) Y2(1) yn(2)
Y+ =y (6) yy(t+h) =y, (£) - vy, (t+h) =y, (1)
+ : : c +
¥ P+ Y rn) - Y2 +h)
AL (Y N (28 ) B e (29 )
y1(t+h) Yo(t+h) Yn(t+h)
vy (t+h) ¥V, (t+h) o yn(t+h)
+ : : :
yinfz) 0 yénfz) ) yglnfz) 0)
YD)y V@) yr Y ) -y () - y PV (e )= y IV (1)
Voltando ao quociente de Newton, dividimos por & o numerador
Wi(t+ h) — W(t) e, novamente utilizando a linearidade do determi-
nante em cada linha, temos entao que
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W(t+h) -W(t)

h

NE+h)-y1(0) ya(t+h)—yp ()
h h

yn(t+h)-yn()
h

y; (t+h) V5 (t+h)

WD (t+h) yP (t+h) -
y{” Vie+h) y D e+h) -

() y2(8)

Vo (t+h)

"D (t+h)
¥V (e+h)

Yn(t)
Y (t+R) =y, ()

Vi =y () yh(+h) =y, (1)
-

h

WD (t+h) Y (t+h)
¥V e+hy YV +n)

h

Y2 (t+h)
y"V(t+h)
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n(t+h) y2(t+h) Yn(t+h)
yy(t+h) ¥V, (t+h) Vi (t+h)
i :2 :2 :2
a0 0 2w
W=y Vo yf" Vem-yP D 0Dy =D
) ) )

. W+ h) -W(
W'(t) = lim =
h—0 h
no» In i Y2 o yn n
’ i ’ 1 oo, 1 /
yl yZ Yn yl yZ Yn J/l
= S : I I SRR
yi" ! yé" R yin ) y%n ) yi’n ) yY: .
— n— n— n— n
J’in 1) yén D .. yn-D " ¥ o U "

A derivada é entao obtida tomando-se o limite com / tendendo a
zero, de modo que

)2 Yn
V5 Vn
(n-2) | (n-2)
yz” yn”
(n) (n)
yzn eee ynn
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onde suprimimos a varidvel independente ¢ por comodidade. Como
todos os primeiros determinates possuem linhas repetidas, eles sao
nulos, sobrando apenas o dltimo determinante, de modo que

yl yz 000 yn
i Yy ot Yn

W)= : i : ,

YD yin=2) . yn=)

A" GRS

Como y;(1),...,yn(f) sdo solucdes da EDO, segue-se que

N1 Yn
¥ In
W'(r) = : °
yin—2) yi(ln—Z)
Py =1y =poy1 =P ¥ S = =p1¥h=Poyn
Segue-se entao que
1 Yn
b4 Yn
W'(1) = - : +
ygn—z) y(nn—z)
—pna " e —pay Y
N Yn
" Yn
i : :
y{n—z) .Vﬁzn_Z)
_ (n-2) _ ... _ I _ (n-2) _ ... _ /_
Pn-2¥; “=p1Y1=PoY1 * —Pn-2Yn = =P1¥n—P0Yn

O segundo determinante acima € nulo, pois sua tltima linha é com-

binacado linear das linhas anteriores, de modo que

w'(1) =

y
—Pn-1);

" Vn

yi J’Z

-2 -2

in ) yﬁln )
-1 -1
D 1yl
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Podemos entdo colocar —p,,—; multiplicando fora do determinante,
de modo que
yl e yn
yi y;z
!
Wit)=-pnp-1| : C | ==pu-1 WD)
(n-2) (n-2)
yl .ee yn
y{n—l) ygln—l)
como queriamos demonstrar. [ |

Vamos mostrar agora que a mesma relacao entre as solucoes serem
fundamentais e seu Wronskiano ndo se anular, que € vélida no caso de
EDOs de 22 ordem, também é valida no caso de EDOs de ordem superior.

Sejam y; (1), y2(1),..., yn(t) solugdes da EDO

Y+ pra YO + -+ pr()Y (D + po(Dy(£) =0

Entdo, as seguintes condi¢Oes sdo equivalentes:

A Wy (to), y2(to),..., yn(to)) # 0 para algum ¢

B) W(yi(0), y2(1),...,yn(1)) #0 para todo t

(C) » (D), y2(0),..., yn(t) sdo fundamentais

Prova:

Vamos mostrar que (A) é equivalente a (B) e, depois, que (B) é equi-
valente a (C).
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Para mostrar que (A) e (B) sdo equivalentes, primeiro lembramos
que
W (1), yo (1), ..., yu(1) = ce” Pn-1()

onde c € R. Segue-se entdo que
W (y1(t0), y2(to),..., yn(to)) #0
para algum ¢y, é equivalente a
c#0
que, por sua vez, é equivalente a
Wy (0), y2(2),..., yn(8)) #0

para todo t.

Para mostrar que (B) e (C) sdo equivalentes, basta lembrar que
um determinante é nao nulo se e s6 se suas colunas sdo linearmente
independentes. u

Finalmente vamos mostrar que a solucao geral de uma EDO linear de
ordem n é dada pela combinacao linear de solucoes fundamentais.

Sejam y; (1), y»(1),..., yn(t) solucoes fundamentais da EDO

YO + pua Y V@) + -+ (Y () + po(Dy(£) =0

Entdo a solucao geral da EDO é dada por

vy =y +cy(t)+---+cryn(t) I

onde ¢, cy,...,cn ER.
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Prova: .

Seja z(t) uma solucao qualquer da EDO. Temos que

W (z(1), y2(D),..., yn(t)) = ae” Pn1()
paraalgum a € R, e que

W (0, y2(0), ..., yp()) = be P10 2

de modo que b # 0. O desenvolvimento do determinante que define
o Wronskiano W (y; (1), y2(1),..., yn(#)) pela tltima linha por meio do
método de Laplace, implica que deve existir pelo menos um sub-
conjunto de {y;(¢), y2(2),..., yn»()} com n—1 fungdes, cujo respectivo
Wronskiano seja nao nulo. Podemos supor entdo, sem perda de ge-
neralidade, que W (y» (1), ..., y»(t)) € ndo nulo. Relacionando as duas
equacgoes acimas, temos que

_ 4, P, @) _
W(Z(t),yz(t),...,yn(t))—Ebe Y =y Wy (8), ya(2),..., yu(D)

onde c; = a/b. Segue-se também que

W(z(t), y2(1),..., yn(8) —c1t W (1 (1), y2(2),..., ynu(1))) =

z(1) y2(t) - yu(D) »1(2) Yo (t) - yu(2)
2@ @ -y @ oy -y
= . . . —C1 . . . =0
Z(Vl D(t) y(n D(t) yi;n_.l)(t) rl 1)(0 y(n D(t) yﬁln—.l)(t)

Multiplicando c; pela primeira coluna e usando que o determinante
é linear em cada linha, temos que

z(t)—cay () yo(t) o yn(D)
Z'(5) = cryi (1) vty e y;(t)

Z(n—l)(t)_cly{n—l)(t) y;n_l)(t) (n D(t)
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Usando que um determinante é nulo quando suas colunas sao li-
nearmente dependentes, e também que y(1),..., y,(t) sdo linear-
mente independentes, segue-se que a primeira coluna pode ser es-
crita como a combinacao linear das demais, de modo que

z(t)—cn@) = Co(B)y2() +---+ Cn(B)yn(t)

HAOBIVAG) AGNAGEE RS cn(Dyp (1)

2" -y = @y Pm e+ @y @

200 -ay" @ = eyPO o+ @y 0

onde c,(?),...,c,(t) sdao funcoes de x. Considerando as n — 1 pri-
meiras equacoes, temos que o determinante da matriz dos coefici-
entes € justamente o Wronskiano W (y» (1), ..., y,(t)) que supusemos
acima ser diferente de zero. Pela regra de Cramer, essas n — 1 equa-
¢coes determinam c;(1),...,c,(f) como o quociente de determinan-
tes. Como cada determinante € um produto de funcoes derivéveis,
pelas regras das derivadas do produto e do quociente, segue-se que
c2(1),...,c,(t) também sdo derivaveis. Derivando-se as n — 1 primei-
ras equacoes e comparando-se com as n — 1 tltimas equagdes sem
derivar, obtemos as seguintes equacoes

c(Dy2(t) +--+ c,(Dyn(®) = 0
(DY, (1) +---+ c,(Dy, (1) = 0
Y2 @) 4+ Oy P = 0
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Novamente, pela regra de Cramer, essas n—1 equa¢des mostram que
! _ — & —
C(t)=-=¢,(1)=0

para todo x, de modo que c»(?),...,c, (%) sdo fungdes constantes.
Segue-se entao que

z(t) =1 (D) +cy2(t) +-- -+ cpyn(t)

como queriamos demonstrar. [ |

SOLUCAO DA NAO HOMOGENEA

Assim como no caso de EDOs de 22 ordem, a solucao geral de uma EDO
linear de ordem superior ndo homogénea serd dada a partir da solucao
geral da sua homogéna associada por meio do método denominado de
Variagdo dos Parametros.

1) Variar os parametros: Tentar uma soluc¢ao da EDO nao ho-
mogénea da forma y(t) = ¢, () y1(£) + -+ + ¢ (1) yu(t), substi-
tuindo os parametros cy, ..., c, da solucao geral ¢,y (¢) +--- +
cnyn(t) da homogéna associada por funcoes c;(?),...,c, (1),
que sao as novas incognitas.

2) Determinar os parametros varidveis: Determinar quais sao
as funcgoes ¢ (1),...,c, (1), utilizando a EDO nao homogénea.
Uma vez que

Y@ =yi()er(®) +---+ yn()cn(t)
derivando essa combinacdo, segue-se que

Y = Y+ +yn(Den(D)
+ @O+ + yu(D)e, (D)
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Impondo que
1Oy (@) +-+ yp(Dey () =0
temos que
V') =y (01 () +-+ y,(Den(D)
Derivando essa combinacdo, segue-se que

y'@® = Y@@+ +yn(cn(t)
+ YD)+ + YD), (D)

Impondo que
YO () + -+ YL () ek (£) =0
temos que
V' =y @)1 (O +-+ Y (D en(t)
Repetindo esse processo algumas vezes, impondo que

n@ey(t) +--+ yu(D)ch(®) = 0

Il
(e}

yi(Oe () +--+ V(D (1)

Il
(e

le—Z) ([) Ci (t) EE y;n—Z) (t) C;l(t)




A.2. EDO linear de ordem superior 329

podemos mostrar que

y) = neal) +---+ Yn(8)cn(t)
Y@ = yi(e(®) +--+ NAGIZI0!
y'( = yi(@ei(t) +--+ Yn(t)cn(t)
Y@ = P @am 4+ y e

Derivando a tltima equacgao, temos que

Yy = Y0+ Y (Oean+
+Y" @@+ Y00

Multiplicando essas equacdes pelos respectivos coeficientes,
somando as equacgdes, colocando ¢ (?),..., c,(t) em evidéncia,
eusando que y;(?),..., yn(t) sdo solucoes da homogénea e que
y(t) é solucdo da nao homogénea, temos que

g =y VWD) +--+ Yy V(0,0

Obtemos entdo o seguinte sistema

eyt +---+ (et = 0
yi(Oe () +--+ yh(c, () = 0
WE@® e+ YW, m = 0

WY@ ® e+ V0@

g(1)
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que determina ¢/ (?),...,cy,(¢). Temos que o determinante da
matriz dos coeficientes desse sistema é o Wronskiano das so-
lugdes fundamentais, dado por

y1(8) () - ya(D)
A0 NAG RS y;(t)
: 3 : #0
yin_z)(t) yén—Z)(t) (n 2)(t)
yin—l)(t) yén—l)(t) (n Dp

que é ndo nulo, uma vez que y; (%), y2(1),..., y,(t) sdo solucoes
fundamentais. Utilizando a regra de Cramer, determinamos
cy(1),...,cy, (1) e, integrando, obtemos ci (1), ..., ¢, (1).

PROBLEMA DE VALORES INICIAIS

Assim como no caso de EDOs de 22 ordem, um PVI para uma EDO linear
de ordem n ndo homogénea possui uma tnica solucao, desde que sejam
considerados valores iniciais para a fun¢do incégnita e suas derivadas
até aordem n — 1.

Sejam yo, Yg» -« -» y(()” Y valores dados e suponha que a EDO possui

solucoes fundamentais. Entdo o PVI linear

{ YOO + pu1 (O YD+ + pr(DY (D) + po(Dy (D) =

YO =y YO=y, ... yPO=y"

possui uma tinica solucao.




A.3. Sequéncia monotonas 331

A demonstracdo dessa proposicao é uma adaptacao imediata da de-
monstracao do caso de 22 ordem dada na Proposicao 1.14. Os valores
iniciais na proposicao acima foram dados no instante ¢ = 0 por conveni-
éncia: o resultado continua valido se os valores iniciais forem dados em
qualquer outro instante onde os coeficientes da EDO estejam definidos.

A.3 SEQUENCIA MONOTONAS

Nesta se¢dao, demonstramos a seguinte proposicao.

Seja a,, uma sequéncia mondtona. Entao

(A) Se a, élimitada, entdo a, — a, paraalgum acR, e

(B) Se a,, nao é limitada, entao a,;, — oo ou a,;, — —oo.

Para o item A, vamos supor que a, € nao crescente. Definimos o
conjunto

C={a,:neN}

e 0 conjunto
B=1{b:b<a,paratodo neNj},

ilustrados pela figura abaixo.
B C

S e O )
a  Qn Gupe) a+€

Temos que C é ndo vazio e, como a, é limitada, temos que B
também é ndo vazio. Além disso, por definicdo, temos que B < C.
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Logo, pela completude de R, existe a € R tal que B < a < C. Dado
€>0, temos que a + € ndo pertence a B. Logo, existe 7 (¢) tal que

Ape) < a+e.
Como a < C e como a, é nao crescente, temos entao que
nznE)—a<ap=<daue <ate.

Portanto
n=znE)=>0<a,—a<eg,

mostrando que a, — a. O caso em que a, € ndo decrescente pode
ser facilmente obtido do caso demonstrado acima, considerando-se
a sequéncia nao crescente —a,.

Para o item B, vamos supor que a, é ndao decrescente. Como a,
ndo é limitada, para todo R > 0, existe um m tal que R < a,,. Por-
tanto, definindo n(R) = m, segue-se que

n=n(R) - R<a, < ay,

mostrando que a, — oco. O caso em que a, é nao crescente pode
ser facilmente obtido do caso demonstrado acima, considerando-se
a sequéncia nao decrescente —a;,. |

A.4 INTEGRAL IMPROPRIA

Temos que a integral imprépriade f de a até oo é dada por

e} t
ff(x)dxz}irglof fx)dx

e pode ser interpretada como a drea da regido ilimitada entre o grafico
de f(x) e o eixo x, para x = a. Se a integral indefinida de f é dada por

ff(x)dx:F(xHC
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segue-se que

f b fydx = lim [F(x)]g = [F(0IF

Para funcodes positivas, esse limite sempre existe, podendo ser finito ou
infinito.

1) Temos que

f cos(x)dx
0

nao existe, uma vez que
f cos(x)dx = sen(x)+C

e que o limite
[sen(x)]y = tlim (sen(t) — sen(0)) = tlim sen(t)
—00 —00

nao existe.

2) Temos que

1
f —dx =00,
1 X

1
f—dx=10g|x|+C
X

uma vez que

e que o limite

SSHRT _ 1 _
[log|xl]3 —}Lrgo(log(t) log(1)) }Ln()lolog(t) 0o.

3) Temos que

%1
f —zdle,
1 X




334 Apéndice A. Apéndice

uma vez que
1
—dx=—-—+C
x X
e que o limite
(e .9] . 1
——| =lm|-——-+—-|=1
X1 [—o0 t

As regras de integracao permanecem vdalidas para as integrais impro-
prias, desde que os limites existam.

Temos que

f g dx=[fx)gx]5 - f g'(x) f(x)dx
a a

e também que

ff(bx)dx:lf fx)dx
a b ab

para todo b > 0.

Prova:

Temos que

ff’(x)g(x) dx:f(x)g(x)—fg’(x)f(x) dx
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e que
t t
f flogdx=[fxgx)], - f g'(x) f(x) dx.

Fazendo t — oo, segue-se que

ff’(x)g(x)dx=[f(x)g(x)]ff—f g (%) f(x)dx.

Por substituicdo, fazendo t = bx, temos que dt = bdx e que

ff(bx)dxz%ff(t)dt.

Temos entao que

ff(bx)dx:lf fndt,
a b Jab

uma vez que ¢ = ab, quando x = a, e que t — oo, quando x — oo.

Como e s
Ej;bf(t)dt:ELb f(x)dx,

ff(bx)dx:lf f(x)dx.
a b Jab

segue-se que

A.5 EXPONENCIAL COMPLEXA

Queremos definir a exponencial complexa el@*ibt onde a, b, t € R. Va-
mos primeiro considerar o caso particular puramanente imagindrio. A
partir da série de poténcias de e’, dada por

2 3 4
. SR S
el=1l+t+—+—+—+—+---
2 3! 4! 5!
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podemos tentar obter a série de poténcias de e’!, trocando ¢ por it, de
modo que

(in? (o @Gp* ind
+ + + +---

el =1+it+
2! 3! 4! 5!

Agrupando as poténcias pares e as poténcias impares e colocando i em
evidéncia nas poténcias impares, temos que

i i’rr it N A A
e = 1+—+4—+"' +1 t+—+5—+"'

de modo que

it ( o ) ( PP
e =|1-—+—+-[+i|t——+—+"--
2! 4l 3! 5!

Lembrando que as séries de poténcias do cosseno e do seno sao dadas
por

?
cos(f)=1——+—+---
2! 4!
e por
B8P
sen(t)=t——+—+---
3! 5!

segue-se que

el = cos(t) + i sen(t) I

Podemos entdo definir a exponencial complexa por

e(a+zlo)t — eatezbt

de modo que

el@Hibt = o0t cog(br) + ie® sen(bi)
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1) Temos que

20D _ 21 05(01) + ie?! sen(0t)

— eZt

2) Temos que

03D — 01 05(31) + i€ sen(31)

= cos(3t)+1isen(31)

3) Temos que

@3N — 221 05(34) + ie?! sen(31)

— e2te3zt

Vamos mostrar a seguir que, quando a + ib é uma raiz caracteris-
tica de uma dada EDO homogénea, a exponencial e(**?? ¢ uma solu-
¢do complexa dessa EDO e que sua parte real e sua parte imagindria sdo
solucgdes reais dessa EDO.

FUN(;()ES COM VALORES COMPLEXOS
Uma funcdo com valores complexos é uma funcao da forma
v =f(o)+igr)

onde t € Re f e g sdo fungdes com valores reais. A derivada dessa funcao
com valores complexos é definida como

y(n=f+ig
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— s

Temos que

[e")

(cos(t) +i sen(t))’

—sen(t) + i cos(t)

i(cos(t) +isen(t))

— ielt

O resultado seguinte mostra que a regra da derivada do produto tam-
bém é valida para funcoes a valores complexos.

Se y(t) e z(1) sdo funcdes com valores complexos e a € C, entdao

W (y(0z@) V' (©z(t) + 2 (0y(0)

2 (ay() ay' (1)

Prova: ..

(1) Por comodidade, vamos suprimir a variavel independente da no-
tacdo. Considere

y=[f+ig, z=u+iv

de modo que
y=r+ig, Z=u+iv
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Temos entao que
yz=fu—-gv+i(fv+gu)
de modo que
y2) =flu+u'f-(gv+vg+i(flv+vf+g'u+ iy

Por outro lado, temos que

Vz=flu-gv+i(flv+gu
e que

yz' = fu' - gv +i(fv +gu)
Somando essas duas equacdes, temos que

Vz+yz =(y2)

(2) Utilizando o item anterior e o fato de a derivada de constante
ser nula, temos que

(ay(®) = (@) 'y()+ay (1) =ay (1)

fxemplo o

Temos que

@) = (e

Il
o~
—_—
[\
~.
~
~——
~

Il
~.
~
~.
R
~.
~
—
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de modo que y(¢) = e’ é uma solucdo complexa da EDO

Y () +y() =0

Mostramos a seguir que a regra da derivada da exponencial também
é vélida no caso complexo.

Temos que

. ! .
(e(a+zb)t) = (a+ib)el@+iDt

Prova: .

Uma vez que

e(a+lb)t — eatezbt

pela regra da derivada do produto, temos que
(e(a+ib)t)’ _ (eat)’eibt n (eibt)’eat
Por outro lado, temos que
(eat)’ = ae™
e que

(eibt), = (cos(bt)+isen(bt))
—bsen(bt) + ib cos(br)
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ib(cos(bt) + i sen(bt))
= jbe'’!

de modo que

, / . ,
(e(aﬂb)t) — (aeat) etbt + (ibezbt) eat
(a+ib)e™e'l!

(a+ib)e

(a+ib)t

Finalmente, mostramos a seguir que a parte real e a parte imagindria
de solucdes com valores complexos sao solucdoes com valores reais.

Se
y)=f()+ig(t) I

é uma solu¢do da homogénea

ay" (1) +ayy' (1) + apy(r) =0 I

onde ay, a;, a; € R, entdo sua parte real e sua parte imagindaria

fo e g I

também sao solugdes dessa homogénea.
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Temos que

y(@) f + ig
Yy = fln + ig®
yll ( t) = fll ( t) + igll ( t)

Multiplicando a primeira linha por ay, a segunda por a, e a terceira
por ay, temos que

apy (1) aof(t) + iapg(t)
a1y' (1) af't + iag®
ay'(t) = af'(t) + iaxg'(v)

Somando essas equacdes e usando que y(t) é solucdo da homoge-

nea, temos que
aof (1) apg (1)
0= +aif' () |+i| +ag'(®)
+ax f" () +ax g (1)

Comos a parte real e a parte imagindria tém que ser nulas, segue-se
que f(t) e g(t) também sao solucdes dessa homogénea. [ |

A.6 DERIVADA DE SERIES DE POTENCIAS

Nesta se¢do, completamos a prova de que a derivada de uma série de
poténcias é a série das derivadas. Para isso, precisamos do seguinte re-
sultado.

LemaA.12

Se |s|,|f] = r, temos que

1

s —t" < |s—tlnr™"
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Prova: .

E f4cil verificar que

STt = (s— O 4 s 2 e 4 52 4 g™

Agora, utilizando a desigualdade triangular, temos que

[s™— ™ l5= Al 2k 672 5 d oo de G 4

s = £l(1s™ M+ 182 el oo |2 |7

IA

Para cada parcela no lado direito, temos que

m_ktk_ll Im—kltlk—l

|s
m—krk—l

|s

IA

r

rm—l

uma vez que |s|,|f| < r. Segue-se entao que

IS =™ < [s—tl(S"™ T+ 1SR e - st 4 | £
< Is—f| ™ Lyl g g ol g el
= |s—tlmr™!
como desejavamos. -

Podemos entao provar a seguinte proposicao.

o0
Seja Z a,x" uma série de poténcias com raio R > 0. Se |h,| < |k,
_ n=0
entao

o0 o0
lim Y apn(x+hy)" ' =Y aynx!
-0
n=1 n=1

paratodo x € (—R,R).
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Prova: s

Temos que

o0 o0

Y apn(x+hy)" =Y apnx™ = |3 apn(x+hy)" - x"h
n=1 n=1

IA

(¢}
n=1
o0
Zolan|n|(x+ hp)" = 1"
n=

Como x € (—R, R), temos que | x| < r, para algum r < R. Para h sufici-
entemente pequeno, temos que |x + hy| < r, uma vez que |h,| < |h|.
Usando o lema, com s = x+ h,, com t = x ecom m = n— 1, segue-se
que

l(x+ hy) —x|(n—=1)r"2
|hpl(n—1)r"2

|(x+ hn)l’l—l _xn—l|

IA

de modo que

o0 o0 [e.@]
Y apn(x+hy)" =Y annx”_l‘ < Y laplnlhyl(n-1)r"2
n=1 n=0 n=1

Usando que |h,| < |h|, segue-se que

o0 o0 o0
Y apn(x+h)" = apnx| < lay|nlhl(n—1)r"2
n=1 n=0 n=1
o0
= |hlY lapin(n-1r"?
n=1
Logo

< |h|L

[e.0] (o.0]
Y apn(x+hy)" =Y apnx!
n=1 n=0

onde L=3Y%, lay|n(n— 1)r" 2 nao depende de h. O resultado segue
entdo por sanduiche. [ |
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A.7 SOLUCOES POR SERIES DE POTENCIAS

Nesta secao, mostramos que todo PVI linear cujos coeficientes sao séries
de poténcias tem solugdo por séries de poténcias. Primeiro mostramos
que o produto de duas séries de poténcias é uma série de poténcias.

o0 o0
Sejam Z Cn € Z d, duas séries que convergem absolutamente.
n=0 n=0
Entao
[e.®] [e.°] [e.°]
(5 ()= L
n=0 n=0 n=0
onde
n
en = Z Cn_kdk.
k=0

Prova: .

Vamos primeiro mostrar que
o0 (e.0) o0
n=0 n=0 n=0

onde

n
E,= Z [Cn—klldkl
k=0

De fato, consideramos a seguinte desigualdade
[m/2] [m/2] m m m
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

onde [x] denota a parte inteira de x. Essa desigualdade pode ser vi-
sualizada por meio da seguite matriz. O primeiro termo da desigual-
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dade é a soma das entradas da submatriz [m/2] por [m/2]. O termo
intermedidrio é a soma das entradas do triangulo de vértices |cyl|dp|,
lcolldm| e lemlldpl. Ja o terceiro termo da desigualdade é a soma de
todas as entradas da matriz m por m.

leolldol — --+ leolldpmizl -+ leolldml
lctmailldol -+ lepmall@imiarl -+ |cimiilldml
|Cm||d0| |Cm||d[m/2]| |Cm||dm|

Tomando o limite de m tendendo para oo na desiguladade acima e
utilizando a regra do limite do produto e a regra do sanduiche, obte-
mos o resultado desejado, uma vez que [m/2] também tende para a
0.

Considerando a diferenca entre a soma dos elementos da matriz
m por m e o triangulo, temos que

m m m m m
(Z|cn|)(2|dn|)—ZEn= 2. 2 lealldkl,
n=0 n=0 n=0 n=1k=m-n+1
Agora consideramos a situagdo sem os valores absolutos.
codo -+ Codimizr c Codm
Cimi21do -+ Comi21dimi2) -+ Cimi2)Am
cmdo 0 Cmdimi2 o Cmdm

Da mesma forma que no caso acima, temos que

(i Cn) (nZ'ZOdn) —goen = i i Cndy,

n=0 n=1k=m-n+1
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Pela desiguadade triangular, temos que

m m
2, ) otk
m—n+1

n=1 k:

m m
=Y ) lealldkl
n=1k=m-n+1

de modo que

(S ()%

n=0 n=0

< (’gm) (éw)— S E

O resultado segue entdo por sanduiche. [

Como consequéncia da proposicdo acima, temos que o produto de
duas séries de poténcias é uma série de poténcias.

(e.0) o0

Sejam ) c¢,x" e Y d,x" duas séries que convergem absoluta-
n=0 _ n=0

mente. Entdo

(S (G )= Zone

onde

n
en= Z Cn—kdy
k=0

Prova: ..

Segue-se da proposicdo anterior e do fato de que

n n
Y epoxxFdpxt = (Z cn_kdk) x"

k=0 k=0
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Agora considere o seguinte PVI linear de segunda ordem
{ Y0+ g0y () +px)y(x) =0

y0) =yo, Y0 =n

Proposicao A.16

Se p(x) e q(x) sdo séries de poténcias convergindo absolutamente
em x = 1, entdo o PVI possui solucao por série de poténcias que
converge pelo menos para | x| < 1.

Prova: .

Escrevendo

px)=) pax" e  q)=) qnx"
n=0 n=0
temos, por hipo6tese, que
Ylpal<oo e Y lgul<oo
n=0 n=0

de modo que |p,| e |g,| tendem para 0. Segue-se que essas sequén-
cias sao limitadas, de modo que existe M > 0 tal que |p,l, |gnl = M
para todo n = 0. Considere

o0
yx) =) cax”
n=0

Pela regra do produto de séries de poténcias, segue-se que

yx)pl) = (Z cnx”)(z pnx")
n=0 n=0
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o0 n
= Z (Z CkPn—k) x"
n=0\k=0

e que

¥ (x)q(x)

(Z Cn+1(n+ 1)xn) (Z ann)
n=0

n=

0
= 2 (Z Crs1(k+ l)qn-k) K"

n=0\k=0

Uma vez que
[e.°]

V') =Y cpa(n+2)(n+1)x"
n=0

para que y(x) seja solucao do PVI, somando as equacgdes acimas, te-
mos que

o0 n
0=) |cnr2m+2(n+ 1)+ ) crr1(k+1)Gp i+ CkPp-i|x"
n=0 k=0

Segue-se entdo a seguinte equac¢do de recorréncia
n
Chi2n+2)(n+1)=—- Z Ck+1(k+ l)qn—k + CkPn—k
k=0

para todo n = 0. Essa equacao determina os coeficientes c,, uma vez
que
w=y0=y e ca=y0=mn

onde utilizamos as condicoes iniciais. Resta mostrar que a série de
y(x) converge para |x| < 1. Vamos definir uma sequéncia C, = 0 tal
que

o0 [o.@]
Y lenx" = ) 1Cpx"" <00
n=0 n=0

para | x| < 1. Para isso, definimos entao

Co = ool e Ci=lal
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e definimos os proximos termos por meio da seguinte relacao de re-
corréncia

n
Ch2o(n+2)(n+1) = M(Cn+1 + Z Crs1(k+1)+ Ck)
k=0

Vamos mostrar por indugdo que |c,| < Cy, para todo n = 0. Supondo
que |cx| = C, paratodo k=0,1,...,n+ 1, tomamos o valor absoluto
em ambos os lados da equacao da recorréncia, de modo que

lcpi2l(n+2)(n+1) =

n

Y cks1(k+ 1) Gnk + Ck Pk
k=0

n

IA

Y leksl(k+ DIgn-kl + ekl pr-kl
k=0

n

< ) Crnlk+ )M+ CM
k=0

< Cp2(n+2)(n+1)

onde utilizamos a desigualdade triangular e que |p,l,1g,| < M para
todo n = 0. Cancelando o fator (n +2)(n + 1) no primeiro e tltimo
termo das desigualdades acima, temos que |c,+2| < Cp42, comple-
tando a inducao. Segue-se entdo que

[e.°] o0

Y lenx = ) 1Cux"|

n=0 n=0

restando mostrar que o segundo termo dessa desigualdade é finito,
para | x| < 1. Para isso, basta mostrarmos que o raio de convergéncia
da série Y07 , C,x" é igual a 1. Pelo teste da razao, isso € equivalente

a mostrar que

C
lim ntl =1

n




A.7. Solucgodes por séries de poténcias 351

Pela equacao de recorréncia de C,,, temos que

Cpri(n+1)n

n—1
M(Cn +) Crmlk+1)+ Ck)
k=0

n—2
k=0

n-2

= MC,,(n+1)+M(Cn_1+ZCk+1(k+ 1)+Ck)
k=0

= MC,(n+1)+Cyn(n—1)

= C,M(n+1)+n(n-1))

Segue-se entao que

C M n-1
lim =2 _jim =+ =
Ci n n+l

como queriamos. |

Como consequéncia da proposicao acima, obtemos o resultado de-
sejado desta secao.

Se p(x) e q(x) sdo séries de poténcias, entdo todo PVI possui uma
solucdo y(x) dada por uma série de poténcias que converge pelo
menos em (—R, R), onde R é o menor dos raios de converéncia de

px) e q(x).




352 Apéndice A. Apéndice

Considere 0 < r < R arbitrario. Temos que y(x) é solucao do PVI

V') +qx)y (x)+px)yx)=0

yO =y0, YO =n
se e sO se z(t) = y(rt) é solugdao do PVI

'O +rqrZ () +r’prz(t) =0

z(0) = yo, Z'(0) =y

onde rq(rt) e o p(rt) sdo séries de poténcias que convergem abso-
lutamente em ¢ = 1. Pela proposicao anterior, z(t) é uma série de po-
téncias que converge pelo menos para |¢| < 1. Portanto y(x) = z(x/r)
é uma série de poténcias que converge pelo menos para |x/r| < 1.
Como 0 < r < R é arbitrério, segue-se que y(x) é uma série de potén-
cias que converge pelo menos para |x| < R. |
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Equacoes diferenciais
ordinarias e séries
de poténcias

As equacdes que descrevem o movimento e, de maneira
mais geral, taxas de variacdo, sdo/denominadas equa-
¢oes diferenciais ordinarias (EDOs). Neste livro, apre-
sentamos uma introdugao as EDOs na qual as séries
de poténcias aparecem pela necessidade de resolver
EDOs de coeficientes varidveis,/Buscamos simplicidade
e rigor, numa exposigao autocontida, ilustrada por mais
de 60 figuras e que d4 énfase aos conceitos essenciais
e, ao mesmo tempo, a demonstracdes acessiveis.

Nas EDOs de 18 ordem, focamos apenas nas separaveis
e nas lineares, que sdo os casos de maior aplicagéo e
necessarios para o desenvolvimento da teoria de ordem
superior. O restante do livro é dedicado a teoria das
EDOs lineares, comegando pelas EDOs de 22 ordem.
Obtemos a solugéo geral da homogénea via formula
de Abel e, para coeficientes constantes, obtemos a
existéncia de solugdes fundamentais por meio do ope-
rador de derivagdo. No caso de coeficientes varidveis,
primeiro procuramos solugdes polinomiais, 0 que nos
leva a equacGes de recorréncia. Em seguida considera-
mos solugBes dadas por seéries de poténcias e questdes
relacionadas a convergéncia.

Por dltimo, consideramos equacdes de ordem superior e
sistemas, focando no caso de coeficientes constantes.
Usamos o operador de derivagéo para resolver as EDOs
homogéneas de ordem superior e obter de forma rigo-
rosa o método dos coeficientes a determinar. Usamos a
transformada de Laplace para resolver EDOs e sistemas
de EDOs com coeficientes constantes.
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