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Prefacio

Este livro é a culminac@o de nossas conversas mantidas ao longo de
meses no Centro Internacional de Fisica da Matéria Condensada. A ideia
foi compartilhar as experiéncias reunidas por fisicos de trés geracdes: por
um lado, um professor aposentado, mas ativo em pesquisa, de outro, um
professor em atividade plena e por tltimo um excelente aluno de doutorado.
Nosso projeto entdo focou-se em analisar os temas ausentes ou que deviam
enfatizar-se nos cursos de graduacdo em Fisica.

Como resultado, decidimos que era necessario mostrar a relevancia dos
temas tais como:

* O vetor de Lenz, uma constante de movimento, além do momento
angular e a energia, no problema de Kepler,

* Analisar o espalhamento cldssico dada sua importédncia na determina-
¢do da estrutura dos dtomos.

* A formulacdo muito elegante de Hamilton Jacobi da Mecénica Clas-
sica que por sua vez levou a equacdo mestra da Teoria Quantica, e
finalmente

* a Teoria de Grupos (TG) que é uma ferramenta muito 1til para obter
resultados para sistemas que possuem simetrias. A andlise das degene-
ragdes dos niveis de energia é claramente obtida por meio da TG, uma
vez que os calculos sdo grandemente simplificados.

Nosso principal desejo é que por meio do estudo desses temas possa ser
aprimorada a formacéo dos estudantes de fisica, assim como os motivar
para o emprego dessas técnicas em projetos de pesquisa.

Brasilia, dezembro de 2019

Hugo Nicolas Nazareno, Paulo Eduardo de Brito
e Mércio Sampaio Gomes Filho.
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Parte A

Topicos de Mecéanica Classica






Introducdo a Parte A

Esta primeira parte do livro trata de certos problemas de Mecanica
Classica que merecem atencdo especial no desenvolvimento de um curso.
No primeiro capitulo é abordada a andlise do vetor de Laplace-Runge-Lenz
(LRL) no estudo do problema de Kepler, forca central coulombiana. Nos
livros classicos usualmente € tratada apenas a conservacio da Energia e
do Momento Angular. Neste trabalho ¢é feito o estudo mais detalhado do
vetor LRL, uma outra constante de movimento ou invariante temporal
desse problema, tal que permite descrever toda a dindmica desse potencial
coulombiano atrativo sem necessitar resolver a equacdo diferencial do
problema. O problema de espalhamento de Rutherford é o tema do segundo
capitulo, obtendo-se como principal resultado a secdo eficaz diferencial de
espalhamento; por meio da andlise dessa magnitude € possivel inferir sobre
a estrutura dos nucleos atémicos. O terceiro capitulo aborda a teoria de
Hamilton Jacobi. Trata-se da culminacao das teorias da Mecanica Cldssica
por meio de um tratamento matematico muito elegante que, ao descrever
a Fisica Classica, possibilitou a formulagido de uma das equagdes basicas da
Mecanica Quantica. Em particular é abordado novamente o problema de
Kepler por meio dessa formulagdo. Desta maneira, os trés capitulos desta
parte abordam diferentes aspectos relacionados a um mesmo e relevante
potencial na Fisica.
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1 Vetor de Laplace-Runge-Lenz e o problema de
Kepler

E pur si muove.
Galileo Galilei

Imagem 1: Pierre-Simon Laplace (Franga,1749-1827), Carl David Tolmé
Runge (Alemanha,1856-1927), e Wilhelm Lenz (Alemanha,1888-1957).

Fontes: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pierre-Simon_Laplace.jpg;
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:CarleRunge.jpg;
https://academictree.org/photo/007/cache.071 037.Wilhelm_Lenz.jpg;

1.1 Definicao e histdria

Em geral, em um problema de potencial central, V(r), existem a priori
as seguintes constantes de movimento: a energia E e o momento angular
L. Como consequéncia, o0 movimento tem lugar no plano perpendicular
a L. Um caso particular é o da lei de forca inversamente proporcional ao

quadrado da distancia:

V(r) = —§ 1.1

apresenta uma ulterior varidvel dindmica invariante temporal, o vetor
de Laplace-Runge-Lenz (LRL) que serd introduzido na continuacéo. E
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interessante fazer a conexao com o caso quantico onde, por exemplo, no
atomo de hidrogénio temos degenerescéncias adicionais, isto €, autoestados
com diferentes autovalores [ do momento angular possuem a mesma
energia. O vetor em questéo ¢é definido pela seguinte equacéo:
Lxp

A=14 ,
r Km

(1.2)

onde r é o vetor posicdo, r = |r| o médulo do vetor posicdo, p € o momento
linear e K é uma constante.

A histdria da designacdo do vetor LRL € muito interessante. Uma exposi-
¢do do vetor de LRL é exposta por Heintz (1974). E, em continuacéo a essa
exposicdo, um par de notas produzidas pelo professor Herbert Goldstein
no American Journal of Physics (GOLDSTEIN, 1976) nos proveem dados
histéricos referidos a esse problema.

No final do século XVIII, Laplace et al. (1798-1799) demonstraram
a existéncia das seguintes integrais de movimento para o problema que
nos ocupa, sendo estas constantes: o momento angular L, a energia e o
vetor LRL. Os trabalhos posteriores de Hamilton (1847), Runge (1919) e
Lenz (1924) mostraram também que as ditas varidveis dindmicas eram
invariantes temporais para uma lei de forca atrativa inversamente pro-
porcional ao quadrado da distincia. E mister destacar que Pauli (1926)
usou o vetor LRL para obter os niveis de energia do 4&tomo de hidrogénio
em Mecanica Quantica. Abers (2004) também apresentou o uso do vetor
LRL para o tratamento dos niveis de energia do 4tomo de hidrogénio. Na
literatura, é frequentemente usado o nome de Lenz para designar o vetor,
sendo também comumente citado com o nome de Runge-Lenz.

1.1.1 Constante de movimento

O vetor LRL é uma constante de movimento além do momento an-
gular L, o qual permanece constante para qualquer problema de forca
central. A introducéo do vetor LRL permite obter a trajetéria de um corpo
celeste sob a acéo de uma forca atrativa cuja energia potencial é dada pela
equacao (3.52).

Pela definicdo, ao se fazer a andlise dimensional, verifica-se imediata-
mente que A é uma quantidade adimensional. Além disso, é facil mostrar
que A esta no plano do movimento. Com efeito, L é perpendicular ao plano
da trajetdria, portanto, fazendo o produto escalar A - L, temos:
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A-L:(f)-L+[%]-L, (1.3)

os dois termos da direita sdo nulos, o primeiro termo por ser L perpendicular
ao plano, ou seja, ao vetor r, o segundo termo pelo fato de o produto vetorial
resultar em um vetor perpendicular ao momento angular.

Na continuacdo mostramos que A é um invariante temporal, isto €,

dA
— =0 1.4
it (1.4)
Efetuando a derivada temporal:
dA _v_r(vr) Lxp
dt r r2 r Km (1.5)
_v_r(rn L Kr '
ror2 r Km r3’

onde usamos que ¥ = ** e o fato de que 0 momento angular é uma
constante de movimento, entdo L = 0. Além disso, utilizamos a expressio
para a forca:

F=p
:_dV(r)f
Ir (1.6)
-_K
=—3

Utilizando a expressdo para o produto vetorial duplo:
axbxc=b(a-c)—c(a-b), (1.7)
finalmente encontramos que:

%:Y_ru_z+rm=o’ (1.8)
dt r r3 r r3

portanto o vetor LRL é uma constante de movimento (invariante temporal).

1.1.2 Conexdo com a energia e a orbita da particula

Na continuacéo veremos que o vetor de LRL possui a completa infor-
macdo para determinar a 6rbita da particula no plano. Primeiramente,
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mostramos a conexdo do médulo do vetor com a energia
_ 22 4 a2
Al = A +A)
Lp, 1 Lp, T
X Yy Y Px
=|=——| +|=+
[r Km] [r Km:| (1.9)

=1+(L)2(p2+p2)+2—L(yp —xp,)
Km xOEY rKm Tt y

Como L = xp, — yp,, temos:
L \? 212
1Al =1+ (=) 2 +p2)— 2 (1.10)
m m

: 50- F — ol _ K K _ lell
Considerando a expressdo: E = 5 — T, ou E+ 7 = 5, obtemos

K)—ZK’"]. (1.11)

L2
A =1+—[2m(E+—
1Al K2m? r r
Finalmente, temos a requerida relacdo entre o mdédulo do vetor LRL e
a energia:
2L%E
K2m’

Al =1+ (1.12)

Agora vamos encontrar a trajetéria da particula, fazendo o produto
escalar entre o vetor A e o vetor posicdo r, entdo:

L
A—r=(£+ Xp)-r
r Km

Lx
P.r

=r+

Km
(1.13)

L
=r+—(—xp, +
r Km( XPy + YD)
= Ar cos(0).

Isolando r, encontramos a trajetéria da particula, que é expressa por:

L?/Km

r= TOS(Q)’ (114)

temos assim uma trajetoria descrita por uma elipse, onde um dos focos é o
centro de forca. Desse modo, queremos destacar que a trajetéria foi obtida
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sem precisar integrar as equacoes de movimento. Na Figura 1 é mostrado
o vetor LRL e a trajetéria da particula.

Figura 1: Trajetdria descrita pela particula, em vermelho o vetor LRL; r, e
r, indicam disténcia ao centro de for¢a do afélio e periélio, respectivamente.

Fonte: elaboracéo prépria

Vamos mostrar que a excentricidade da elipse € igual ao médulo do
vetor A. Hamilton chamou A de vetor excentricidade (eccentricity vector).

Levando em consideracdo a equagdo da trajetdria (3.81), a distancia
maxima, afélio, (6 = 0) e minima, perihélio (6 = 1), ao centro de forca,
sao dadas por:

I’ 1
rg=——— 1.15
¢ Kml-A (1.15)
€ 2
L 1
=—_——" 1.16
T Km1+A (1.16)
A excentricidade, €, é determinada pela seguinte relacdo:
re—T
e=—"L (1.17)
re+ 1,
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sendo

@ P Kmll—-A 1+A
e
r_r_L_z[L_L]
@ P Kml1—-A 14A7L
entao
e =A.

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Consideremos uma trajetoria circular que corresponde a minima ener-
gia classica. Nesse caso, i = 0, entdo vamos encontrar o valor de r que

minimiza a energia, o qual denotaremos como r,.
Sendo a expressdo da energia:

E= m(fz +1r26%)— IS,
2 r
a equacdo que a minimiza é

9 (mrzéz— IS) =0,

E 2 r
sendo L = mr20, entdo r20 = £ e = -, temos que:
i(lL_z_IS)__L_Z K _,
or\2mr2 r mr3  r2
Temos assim que
12
ro=—0,
°7 Km

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

e usando o teorema do Virial, isto é, (E) = V(r,)/2, que para nosso pro-

blema assume a expresséo:

K K?m
E(rg) =——=———-1,
(ro) 2r, 212

(1.25)

levando essa expressdo a equacdo (1.12), resulta que a norma, que é a
excentricidade da 6rbita, é identicamente nula, como corresponde a uma

trajetdria circular.
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2 Espalhamento Classico

Disobedience, in the eyes of any one who has read
history, is man’s original virtue. It is through di-
sobedience that progress has been made, through
disobedience and through rebellion.

Oscar Wilde

Imagem 2: Sir Joseph John Thomson (Inglaterra, 1856-1940) e Lord
Ernest Rutherford (Nova Zelandia, 1871-1937)

\ 7

Fonte: https://www.sciencehistory.org/historical-profile/joseph-john-j-j-thomson

2.1 Definicao e histdria

Ao redor de 1910 ja era conhecido o fato de os 4tomos conterem
elétrons, particulas de carga negativa e massa muito pequena, desprezivel
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comparada com a massa do dtomo. Como os dtomos sdo neutros, devem
possuir também uma carga positiva que neutraliza a carga devida aos
elétrons. Em consequéncia, a massa do atomo deve estar associada a
uma carga positiva. J. J. Thomson propés um modelo atomico segundo
o qual os elétrons estariam imersos dentro de uma densidade uniforme
de carga positiva. Uma tal carga positiva contida numa esfera de raio
aproximadamente 107'* m. Os elétrons no modelo de Thomson estavam
inseridos na esfera de carga positiva como as uvas passas em um panetone.

O modelo de Thomson foi questionado por Ernest Rutherford, um ex-
estudante dele que, experimentando com particulas a, tinha evidéncia de
que a carga positiva dentro de um atomo estava muito concentrada numa
regido, o nicleo, no centro do atomo. Assim teve nascimento esta impor-
tante area da Fisica: a Fisica Nuclear. Uma porcentagem muito pequena de
particulas a sofria espalhamento a grandes angulos. Uma clara indicacdo
do tamanho muito reduzido do ntcleo.

Experimentos anteriores realizados em 1909 por Geiger e Marsden
(1909) mostraram que aproximadamente uma em 8000 particulas a sofria
deflexdo a grandes angulos. Dois anos depois, Rutherford comprovou
via teoria de espalhamento que a ideia de o nucleo atomico ser muito
concentrado era o correto a ser assumido acerca da extensao espacial do
mesmo.

Basicamente, todo experimento de Fisica envolve um experimento de
espalhamento (scattering). Dai a importancia decisiva que tem o estudo
do espalhamento, tanto na Fisica Cldssica, quanto na Fisica Quéantica.

A determinacio da natureza das forcas entre particulas é o principal
objetivo de um experimento de espalhamento. Isto €, a partir do experi-
mento pode-se inferir as forcas (esse é o problema inverso do potencial).
Uma vez conhecidas as forcas, podemos predizer o resultado de um dado
experimento.

Como um dos experimentos mais importantes de espalhamento, deve-
se destacar o realizado pelo Lord Rutherford, quando "atirava" particulas
a contra uma ldmina de ouro delgada e observava, assim, as particulas
a defletidas pelos dtomos que constituiam a ldmina de ouro. Isso foi
realizado em 1911 e levou a determinacgéo da estrutura dos nucleos de
raio r, 5 10712 cm.

Portanto, esse foi um passo mais que decisivo para o entendimento do
que, naquele momento da histdria, era considerado o "tijolo" elementar que
constitui a matéria. Basicamente, um experimento de espalhamento consta
de um fluxo de particulas que saem disparadas de uma fonte, possuem
energia bem definida e sdo espalhadas por centros dispersivos.
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Nesse contexto, analisaremos forcas centrais, isto €, para um potencial
central, V = V(r), a forca é dada por:

F=—(‘;—‘r/)f. @2.1)

Nesse caso, para forcas centrais, o momento angular € uma constante
de movimento, isto é, T =rxF=0=— L = Cte.
Além dessas condicoes, estdo fixados:

L=mvp (2.2)
e
m
E= Evio. (2.3)

Sendo que o angulo de espalhamento 6 depende, para uma dada
energia E fixada, do pardmetro de impacto p. Quanto mais longe passa
a particula, menor é o desvio que ela sofre e, quanto mais perto, maior é
o seu desvio. Em um tal experimento, colocam-se contadores ou placas
fotogréficas a distancias grandes, de modo que V ~ 0, entdo registra-se o
numero de particulas espalhadas em funcio do 4ngulo de espalhamento.
Como ilustragéo, veja a Figura 2:

Figura 2: Desvio de uma particula incidente sob a acdo de uma forca
central. A particula vem de uma distdncia p do centro de forca e desvia
um angulo 6 do mesmo.

0 = angulo de
espalhamento

p = parametro
. de impacto

centro de forca

Fonte: elaboracéo prépria
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2.2 Secao eficaz diferencial de espalhamento

Vamos estabelecer a definicdo de secéo eficaz diferencial de espalha-
mento da seguinte maneira: Seja J o fluxo de particulas incidentes, o
numero de particulas que atravessam, numa unidade de tempo, a unidade
de area transversal a incidéncia das particulas. Assim, definimos:

N° PARTICULAS ESPALHADAS NO ANGULO SOLIDO (6,d6)
FLUXO INCIDENTE

do(0)=

As particulas espalhadas segundo o dngulo sélido (6,d0) sdo as que
atravessam a coroa circular de superficie 2wrpdp. Veja a Figura 3

Figura 3: Secdo eficaz diferencial de espalhamento.

Fonte: elaboracéo prépria

Assim o ntimero de particulas espalhadas é J2npdp. Dai se deduz que
do(0)=2mpdp. 2.4

Dependendo do tipo de forcas, teremos p = p(6), entdo

do(0)=2mp

dp
= 1de. 2.5
de‘ (2.5)
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Portanto, o espalhamento classico fica determinado quando conhecemos
a equacao
p=p(0), (2.6)

que conecta o parametro de impacto com o angulo de espalhamento.

A férmula derivada (2.5) é completamente geral, para qualquer tipo
de forca, com a restricdo de que se trate de forca central. Isso determina o
fato de ser a segdo eficaz funcdo somente de 6, e ndo de ¢ (¢ = angulo
azimutal).

2.2.1 Caso Coulombiano: formula de Rutherford

Temos de particularizar agora o Caso Coulombiano (veja Figura 4),
que era o problema de Rutherford. No caso repulsivo, nds tinhamos as
trajetorias hiperbolicas dadas por:

a(e?—1)
= 2.7
r —1+ecos(¢p) 2.7
(vide equacéo 3.245 (SYMON, 1971))
A minima distancia ao centro de forcas é
Fmin = a+ae =a(e+1). (2.8)
a é o angulo para qual o r — 00, entdo
1
cos(a) = =, (2.9
€
sendo
2+ 0 =, (2.10)
isto é,
6 =
Z==_q, 2.11
=9 @ (2.11)
assim
tg(g) = cotg(a) = 1 (2.12)
2 e2—1
Como
2EL2
=\1+=, 2.13
e=\ X2 (2.13)
entdo
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Figura 4: Espalhamento hiperbdlico coulombiano.

Fonte: elaboracdo prépria

0 1
€ 2)~ 2EL2
1+ -1
mK® (2.14)
_ 1| mK2
2EL2
Agora, € sé substituir L pelas expressoes que contém p:
0 mK?2
' 2)7 \ 2Em2v2 p2
oo (2.15)
_ K
2Ep

ou
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p= %cotg(g). (2.16)

Dai, vemos que,

{p — 0, 6 — m(frontal)
se

p — 00, 6 — 0(somente com p = 00 ndo hd espalhamento).

Portanto, o espalhamento coulombiano é de muito longo alcance.
Apliquemos agora a expressao geral (2.5):

do =2mp 10

ZHK( 9) K1 1
=—|cotg= | == —<
2F 2J 2E 2 5en2 (%)

d—p'de
do

2.17)

nK? sen(6)

- |4 (8= 8E2 sen4 ()

do. (2.18)

Uma forma mais familiar em que é apresentada a férmula de Ruther-
ford consiste na introducdo do diferencial do dngulo sélido (LANDAU;
LIFSCHITZ, 1969):

dQ) = 2msen(0)do, (2.19)

assim obtemos:
do K2 1
o @s—enﬂg)' (2.20)
2

No Caso Coulombiano (cgs), K = ¢;q,. E mister destacar que essa
expressdo do espalhamento obtida em Mecanica Cldssica coincide exa-
tamente com o resultado em Mecanica Quantica (LANDAU; LIFSHITZ,
1981).

Como é que o experimento de Rutherford nos conduz a ideia de que a
carga nuclear é muito concentrada? Primeiramente, o fato de que a maio-
ria das particulas sofre pequenos espalhamentos, de modo que somente
algumas voltam com 6 ~ 7; ou seja, colisdo frontal é pouco frequente, o
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que implica concentracdo de carga. Se jogamos uma particula com p =0,
ela penetra até uma distancia r, tal que

q19>
r

=E. (2.21)
o

Ao aumentarmos a energia E, essa distancia diminui, ou seja, a particula
penetra no dominio nuclear; mas, ali, as forcas sdo de natureza diferente
das coulombianas e, consequentemente, para essas particulas deve haver
um desvio da relacdo obtida. Assim, aumentamos E até que se observe esse
desvio. Quando esse desvio aparecer, para uma energia E = E_, a relacdo

9:9
=172 (2.22)

To

E

nos dard uma ideia do tamanho do ntcleo.
Uma aproximacdo do tamanho do ntcleo do ouro pode ser obtida por
meio da férmula:

E, = Lo (2.23)

T'o
Usando os seguintes valores para as varidveis: m, = 6,644 x 107°° g,
qy = 9,606 x 1071% esu, g4, = 379 x 107 esu e vo, = 2 x 10° cm/s,
obtemos
ro = 2,7 x 107'? cm = 27 fm. (2.24)

Até esta energia incidente E, ~ 13,288 erg, ndo foram observados
desvios da férmula de Rutherford obtida para um potencial do tipo 1/r,
ou seja, o raio r, deveria ser menor ainda. Particulas incidentes de maior
energia (E > E_.) poderdo penetrar até "tocar" o ntcleo.
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3 Formulacdo de Hamilton-Jacobi da Mecéanica
Classica

Lo que es bueno no pertenece a nadie sino al len-

gudje de la tradicion.
Jorge Luis Borges

Imagem 3: Isaac Newton (Inglaterra, 1643-1727), Joseph-Louis Lagrange
(Italia, 1736-1813) e William Rowan Hamilton (Irlanda,1805-1865).

Fontes:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:GodfreyKneller-IsaacNewton-1689.jpg;
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Lagrange portrait.jpg;
https://commons.wikimedia.org/wiki/

File:William Rowan_Hamilton_portrait oval combined.png;

3.1 Introducéao

Apds a Mecanica Cléssica adquirir o status de ciéncia por meio do
monumental trabalho de Isaac Newton (1687) Principia mathematica, cria-
se a Mecanica Analitica por meio da publicagéo do livro de Joseph-Louis
Lagrange (1811), Méchanique analytique, e os trabalhos de William Rowan
Hamilton (1834), onde ele apresentou o assim chamado Principio de
Hamilton.

28 | T6ricos DE MECANICA CLASSICA E TEORIA DE GRUPOS



A Mecéanica Analitica é uma formulacdo da Mecanica com um contetdo
matemadtico muito elegante que culmina nas equagoes conhecidas pelos
nomes dos autores, as equacoes de Lagrange e Hamilton, respectivamente.
As primeiras sdo equacoes diferenciais de segunda ordem, enquanto as
equacoOes de Hamilton sdo de primeira ordem, mas em numero duplo, e
sdo chamadas de equagbes candnicas. Nesse formalismo os momentos sdo
considerados como varidveis independentes, assim, o nimero de variaveis
¢é o dobro dos graus de liberdade. A vantagem do formalismo de Hamilton
é que transformacdes canonicas podem ser usadas para simplificar as
equagdes de movimento. Por exemplo, uma transformacéo pode fazer com
que todas as varidveis possam ser ignoradas.

O método de Hamilton-Jacobi apresenta uma técnica pela qual sdo
obtidas as transformagbes canonicas, sendo o objetivo do presente trabalho
apresentar tal formulag&o.

Recentemente, chegou ao nosso conhecimento um excelente trabalho
de Torok (2000), que explora a temética com muita propriedade.

3.2 TransformacoOes canOnicas

Tratam-se de transformacoes que, partindo de um conjunto de varia-
veis (q, p), conduzem a outro conjunto de varidveis dindmicas (Q,P), de
forma que as equacoes canonicas de movimento ficam invariadas pela
transformacao, daf o nome transformagdes candnicas.

As equagdes de movimento de Hamilton nas novas varidveis:

_ax

2 1
Q; aP, (3.1
e
. 25
p=—=" 2
; 3Q, (3.2)
onde:
dG
##(Q,P; l’)=H+E (3.3)

é o0 novo Hamiltoniano como funcéo das novas variaveis e o do tempo.
Pelo principio de Hamilton a evolucdo temporal de um sistema fisico
satisfaz:

t
5J £(q;,g;;t)dt =0. 3.4
to
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A transformacado de Legendre implica que

n
&= pgi—#, (3.5)
i=1

entdo a equacéo (3.4) se escreve:

t n
5f |:(Zpiqi)—Hi|dt=O, (3.6)
to i=1

onde n € o numero de graus de liberdade do sistema.
A invaridncia das equag¢des de movimento permite escrever:

ty n
5f {(ZPiQi)—%}dt=O. (3.7)
ty i=1

As equagdes (3.6) e (3.7) devem ser satisfeitas simultaneamente, assim
os integrandos podem diferir numa derivada total de uma funcdo G(q, Q; t).
A funcdo G é chamada de funcdo geratriz da transformacio, e deve satis-
fazer as seguintes condi¢bes para ser a geradora de uma transformagéo

canoénica: .
(Zpiqi) (ZPQ ) S + e (3.8)
i=1
Com efeito:
dG
5J d—dt—5[G(ql,Ql,t1) G(q:,Qi5t0)] = (3.9)
to

sendo que as variacOes nos pontos extremos sao nulas.
Fazendo a derivada total da funcio G:

dG arls
e _ “Yar E Q 3.10
dt e 8qiql 8Q ! ( )

e levando essa expressdo na equacdo (3.8), temos:

- le - le le
E ‘ _E P, H—s+ 22 11
i=1 (pl aql)ql i= 1( HEr) oQ; )Ql+ T (3.10)

essa equacdo ¢ satisfeita se:
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2G

;= 3.12
pi 70, (3.12)
G
p=——"+ NI
' aQ; 313
e
oG
J=H+ —. 3.1
+ 3t (3.149)

Essas equacoes obtidas por meio de uma transformagio candnica séo
a base do tratamento de um sistema dindmico usando o formalismo de
Hamilton-Jacobi.

Se a transformacdo ndo depende do tempo, entdo:

#(Q,P)=H(q,p). (3.15)

Se o determinante jacobiano:

2%G
D(&qiaQi)#o’ (3.16)

podemos obter a transformacdo que liga as novas e velhas variaveis, de
modo que Q; = Q;(q,p; t) e P = Pi(q, p; t).

3.2.1 Trabalhando com G

Por se tratar de uma transformagio candnica, o novo, 5, e o velho, H,
estdo conectados pela equacdo (3.3).
Escrevendo a equacéo (3.11) em forma diferencial:

> PdQ;— > pidq; = (# —H)dt —dG. (3.17)

n
i=1 i=1

O membro da direita é um diferencial total de uma funcédo ®, entio

Zn:Piin —Zn:pidqi =do. (3.18)
i=1 i=1

Esta é uma condicdo necessdria para que a transformacéo seja cano-
nica. Além disso, se a transformacéo é independente do tempo, 5 = H.
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Portanto, d® = —dG, entio

¢ =—G. (3.19)

3.2.2 Transformacgdo que promove S constante

Consideremos uma transformacdo canonica para a qual as novas coor-
denadas (Q) sdo ignoraveis, nesse caso o novo Hamiltoniano é:

G

%(pl;“-:pn; t) :H(qla---;qn:pl;--"pn; t)+ E (320)

Se a transformacio candnica faz com que s# = Cte, pode-se, em
particular, escolher uma constante nula, assim temos:
G
H(q;,pi;t)+ - =0. (3.21)
at
Das equacdes de movimento de Hamilton, temos Q; =0 e P, = 0, ou
seja,
Qi =q; (3.22)

P, =f;, (3.23)

onde a; e f3; sdo constantes.

Nesse caso especial, a fun¢éo geratriz G que promove a transformacéo
# = 0 sera denotada por S(q;,Q;; t).

Entdo, essa nova funcdo geratriz deve satisfazer:

35

=22 3.24
¢ as
p, =—== 3.25
' 2Q; (3:29)
Chegamos assim a equacdo de Hamilton-Jacobi:

a8 a8
H(g;,=—;t]|+=—=0, 3.26
(% a4, ) at (3:26)

onde fizemos a substituicdo no Hamiltoniano, a partir da equacao (3.21),

as
dos momentos p; por FrR
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Dado que as novas coordenadas sdo constantes, a funcdo geratriz é ex-
pressa como S = S(qy,...,qy;Aq,---,Ay,; t). Entdo, trata-se de uma funcéo
de n+ 1 variaveis e n parametros constantes. Introduzindo os momentos
conjugados f3; as coordenadas a;:

pi = o5 (3.27)

aq;

€ as
pi=—=——. (3.28)

3al~

Resolvendo essas 2n equacoes podemos obter as expressoes das coor-
denadas e dos momentos originais em func¢io das novas a; e f3;, ou seja,
q; = q;(a;, B;; t) e p; = pi(ay, B;; t), assim mesmo, podemos encontrar as
novas coordenadas e momentos em fungéo das coordenadas e momentos
originais a; = a;(q;, p;; t) e B; = Bi(q;, pis £).

Para um tempo inicial t,, teremos, por exemplo, as 2n constantes de
movimento a; = a;(q;, P;; to) € B; = Bi(qi, Py to)-

3.2.3 Sistemas conservativos

Sistemas conservativos para os quais o Hamiltoniano é independente
do tempo, sendo uma constante de movimento, entdo H = E.

Retornando a equacdo de Hamilton-Jacobi (3.26) e substituindo o
Hamiltoniano pela energia E, a equacéo resultante é:

E+ 6_5 =0, (3.29)
at

de onde obtemos a fungdo geratriz da transformacgéo, sendo:
S=W—Et, (3.30)

onde W ¢é independente do tempo. Desse modo,

as _aw
2q; aqi.

(3.31)

Obtemos a seguinte expressido da equacdo de Hamilton-Jacobi (3.26)
para sistemas conservativos:
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H (qi, g_w) =E, (3.32)
qi

essa expressdo é conhecida como a equagdo reduzida de H-J.
Identificando a constante a, como a energia E, teremos, para 0os mo-

mentos:
s _ d(W—Et) ow

=— = =———+t, 3.33
P a, OE JE ( )
onde W =W(qq,...,q,; A1,.-.,0,; E).
Desse modo, temos
ow
bi= 5~ (3.34)
aq;
¢ oW
pi=————, (3.35)
3ai
parai=1,...,n—1, e para um n, temos
ow
=———+t. 3.36
Bn 3E (3.36)

3.2.4 Separacdo de varidveis

A equacdo de H-J constitui o ponto de partida de um método geral
para integrar as equacOes candnicas de movimento.

Para certos casos € possivel aplicar o método de separagéo de variaveis
que permite transformar uma equacio diferencial parcial em um conjunto
de equagdes diferenciais ordinarias.

Os sistemas conservativos satisfazem S = W — Et. Se W é uma funcéo

apenas das coordenadas W(qy,...,q,), entdo a fungdo admite esta forma:
W(gr,--»q,) = ) ,W,(q,), (3.37)
r=1

isto é, as varidveis sdo separaveis.
Isso € possivel para os casos em que o Hamiltoniano for escrito da
seguinte forma:

H(q,p) = ZHr(qr,pr)- (3.38)
r=1

A equacgdo reduzida de H-J se escreve:
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(AW, aw,\
1\ 91, 75— d +-- +Hn qn:d_ =E. (339)
q1 dn

Se fizermos

dw. dw,
(qlﬁ 1) ZH (qr’_) (340)

T'

e substituirmos q; por §;, o segundo membro permanece igual, sendo

que {; é produto de uma transformacdo canonica de g;. Isso mostra que
dw. . . ~

Hy|qy, Wll)’ assim como os demais termos, sdo constantes.

Chamando
dw,
a, = q,— |, (3.41)
dq,
obtemos para a energia:
Z a, =E. (3.42)

Desse modo, temos que resolver n equacdes diferenciais ordindrias de

primeira ordem:
dw.,
H.\q,— |=qa,, (3.43)
dq

-
comr=1,...,n.
Temos assim para a geratriz da transformacéo:

$=>W,(q,a)—Et, (3.44)

as respectivas derivadas parciais

s ow
-— = 3.45
aq; aq; ( )
¢ 3s oW OE
— = ———t, 3.46
3al~ 3al~ 5ai ( )
utilizando a equacao (3.42), temos:
s _ow
— = 3.
Jda; Oda (3.47)
Em sintese, obtemos:
_ W (3.48)
b= aq;° .

onde p; Epi(qi;ai) €
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Bi=—"=——L 4y, (3.49)

onde f; = f;(g;, a;).

3.2.5 Exemplos de campos conservativos

Como um primeiro exemplo da aplicacdo da teoria de Hamilton-Jacobi,
consideramos o seguinte Hamiltoniano de uma particula sujeita ao poten-
cial ¥ em coordenadas esféricas:

2

1 Ps Py
H=—|p>+2+—2_|+%(,0,¢), 3.50
2m |:p’ r2 rzsenZG] (r.0,¢) (3.50)

onde H = H(q, p), sendo que q e p sdo as posi¢des e momentos generali-
zados.
Para encontrar a equacdo de Hamilton-Jacobi, consideramos:

35

=== 3.51
Di ErN ( )

sendo i =(r,0,¢),e S a funglo geratriz da transformacéo. O potencial ¥,
por sua vez, pode ser expresso da seguinte forma:

B(0)

r2 ’

Y(r,0)=C(r)+ (3.52)

potencial separavel, onde a coordenada ¢ € ignoravel.
Substituindo no Hamiltoniano (3.50) a equacéo (3.51) e (3.52),

oW 1 dWQ)2 1 (AW,
H(qg < )= — [ =2 ) +2mB —°
(q, é’q) 2mr2 [( do +2mB(0) + sen20 \ d¢

2
+i(dwf) re()=E, (3.53)
2m \ dr

onde utilizamos que, para sistemas conservativos, S = W — Et, entdo
s _ aw x
3¢ = aq> equacdo (3.31).

Considerando que a quantidade entre colchetes é igual a uma constante

que chamaremos de f3, temos:

dwy \? 1 5
( do ) +2mB(6)+ sen2g =F. 359
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B
2mr2’

1 (dWr

2
ﬂ dr ) +C(T‘)—E:—

(3.55)
aw,
onde o momento angular p, = - € constante. Desse modo, temos que
resolver duas equagdes diferenciais ordinarias nio lineares:
A parte radial pode ser reescrita como:

dw,
—L = \J 2m[E—C(r)]— b (3.56)
dr r2
e
dw, \/ 1
— =4/—2mB(0) — —=p2 + B. 3.57
do mB(6) sen29p‘7’ P ( )
3.2.6 O problema de Kepler na formulagdo de
Hamilton-Jacobi
Seja o Hamiltoniano
2
P
H=—2|p2+-2|-K (3.58)
2m|° " r2 r
a equacao de H-J é expressa por:
1 [raw, 2 1 (dW,\] &
— | =2 |-==E 5
2ml(dr)+r2(d¢ r ’ (3.59)
podendo ser reescrita na forma:
dw,\?> 1 (dW, 2 K
—= —|—— ] =2m|E+—|. 3.60
(dr)+r2(d¢ m[+r] (3.60)

aw,
o _ 5 —
Como 5 = P> sendo py uma constante, entdo Wy, = py ¢.
Nesse problema, temos duas constantes de movimento: a energia e o
momento angular, que denotaremos por a; e a,, respectivamente.
Reescrevendo a equagdo (3.60) em termos das novas constantes, temos:

2 2
(dw,) :2m[a1 + Iﬂ— (@) (3.61)

dr r2
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isto é,

E TR O

fdw f\sz a1 ] ( )dr (3.63)

Dessa maneira, podemos obter a funcio geratriz S:

entao

S =W,(r)+W,(¢)—Et

:fr:%Zm[al+§]—(%)2dr+w¢(¢)_h (3.64)

Tomando a derivada de S com respeito a a,, temos:

5} 2 oW,
o5 _ 9 \JZma1+2mK—(%) dr+ =2~ 2 (E0). (3.65)
da, Jda, o r r da, Jda,

Para encontrar a derivada de S com respeito a a,, vamos primeiro
trabalhar na integral do lado direito. Realizando a derivada pela regra da
cadeia, encontramos que:

ry 2
I=i QZmalﬁ—ZmIS—(%) dr
day s r r

12 (3.66)

r 29—
a a
= ——2 [Zmal +2m1£—(—2) ] dr.
Y r2 r r

Vamos realizar uma mudanca de varidvel, chamando x = % edx =
1 ~
—-zdr, entdo

J 1
I=a, dx
\/2ma1 +2mKx — (ayx)2
(3.67)
J dx.
\/Zmal + 2mKX X2
Para resolver a integral acima, vamos reescrevé-la na forma:
1
I= f dx (3.68)
x, V(x—a)(b—x)

38 | TOPicOs DE MECANICA CLASSICA E TEORIA DE GRUPOS



de modo que (x—a)(b—x) = —x2+(a+ b)x—ab, entdio, por comparacio,
temos:

2
ab=—"0 (3.69)
a
¢ 2mK
a+b=""0 (3.70)
a
2
Vamos promover mais uma mudancga de variavel, fazendo
x=9tb, b-a, (3.71)
2 2
entdo b
dx = ;adu, (3.72)

e quanto aos limites de integracdo, por enquanto consideremos que 1y = X
e u; = x, entdo a integral fica:

X1

B = ! dx
x, V(x—a)(b—x)
_ 1 b—a du
w V(55 Bt - 5t 2
Uy
_ f 1 b a4,
w y/3(b—a)2(1-u?) 2 (3.73)
Jul 1 b—a
= T du
g 3(b—a)V1—u? 2
= f ! du
w V1—u?
= arcsen(u)lz(l).
Escolhendo o limite inferior de integracdo u, = —1 e o superior u; = u,
entdo
f = arcsen(u) — arcsen(—1)
II
= arcsen(u) — (_E) (3.74)
= arcsen(u) + E,
2
segue que
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arcsen(u) = f3 — g, (3.75)

logo, u é expresso por:

o
u =sen (ﬂ — —)
2 (3.76)
= —cos(f).
Dessa maneira, a variavel x, equagéo (3.71), fica:
= a42—b — b;acos(ﬁ). (3.77)

Sendo assim, podemos encontrar os valores maximos e minimos de x,
sendo x,,,, = a (f =0) e x,;, = b (f = 7). Consequentemente, temos
que a distancia maxima r,, = % e a minima rp;, = %

A excentricidade da orbita, €, é determinada pela seguinte relacdo:

-~

max — 'min
€= —MMM—
r

max + min

-~

Q=
|
S =

= (3.78)

S -
I+
Q o~

S
+
Q

Considerando que

a+b b—a
T3 cos(3)
a+b b—a
2 (1 ~ T cos(ﬁ)) (3.79)

= 92D (1—ecos(p)),

ZZEK , entdo

2

pela equacdo (3.70) sabemos que a+ b =

x = m—I; (1—ecos(B))
a;

(3.80)
= MK (1—ecos(B)),
Py

como r = %, obtemos finalmente a expressdo para a trajetoria da particula:
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= py/Km 3.81)
Tt .
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Parte B

Teoria de Grupos






Introducao a Parte B

Na segunda parte do livro é apresentada a Teoria de Grupos e sua
aplicac¢do a sistemas cristalinos. A ideia principal dessa teoria é explorar
as simetrias presentes na natureza e particularmente nos sistemas fisicos.
E precisamente por meio da andlise das simetrias que certos problemas
nas areas das ciéncias exatas podem ser resolvidos elegantemente e com
menor esforco.

E apresentada a definicfio de grupo em que os elementos do grupo sio
operadores, além de exemplos de grupos abelianos, ciclicos e ndo abelianos.
A notacdo de Schoenflies é usada como usualmente. Conceitos de subgrupo
invariante e grupo fator sdo introduzidos, assim como homomorfismo e
isomorfismo. O tema central gira em torno da teoria de representacoes, na
qual sdo analisadas as representacdes redutiveis e irredutiveis. Essa teoria
é aplicada na obtencdo dos estados eletrénicos em sistemas cristalinos,
utilizando-se a técnica de operadores de projecdo nas diferentes representa-
¢Oes irredutiveis do sistema fisico. A solucdo do problema da obtencéo dos
estados eletronicos € facilitada grandemente quando € realizada uma ana-
lise das simetrias do sistema. A teoria promove uma determinacao clara dos
niveis de energia e da simetria das funcoes de onda. Assim, as autoenergias
sdo classificadas pela representacdo irredutivel a qual pertencem.
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4 Topicos de Teoria de Grupos e sua aplicacao a
estados eletronicos em sistemas cristalinos’

Symmetry, as wide or as narrow as you may define
its meaning, is one idea by which man through
the ages has tried to comprehend and create order,
beauty and perfection.

Hermann Weyl

Imagem 4: Roman Smoluchowski (Polonia, 1910-1996) e Eugene Paul
Wigner (Hungria, 1902-1995).

Fontes: https://web2.ph.utexas.edu/utphysicshistory/RomanSmoluchowski.html; e
https://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1963/wigner-bio.html

A proposta deste topico é mostrar de forma sucinta as definicoes e
conceitos de Teoria de Grupos, com o intuito de unificar a notacéo.

O objetivo central é ensinar como as técnicas da Teoria de Grupos
(TG) se aplicam a problemas em Mecanica Quantica para sistemas que
apresentam certas simetrias.

Em particular, tratando-se de um problema de autovalores, a TG pro-
move uma determinacéo clara dos niveis de energia e da simetria das
funcdes de onda, uma vez que simplifica notavelmente os calculos.

T Curso ministrado por H. N. Nazareno na Universidad de Concepcion, Chile.
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Em especial, enfatiza-se a utilizacdo de operadores de projecédo para a
construcio de funcdes de onda de simetria adaptada. E citada a aplicacéio
a moléculas e sélidos.

4.1 Definicao de grupo

Devemos destacar a existéncia da excelente literatura que trata exaus-
tivamente da Teoria de Grupos, na qual destacamos: Bouckaert, Smolu-
chowski e Wigner (1936), Heine (1960), Tinkham (1964), Koster et al.
(1966) e Luehrmann (1968). As simetrias cristalinas e bandas de energia
possuem excelente tratamento em Slater (1965).

Dada uma colecdo de objetos A, B, C, ..., designados os elementos que
formam um grupo, se entre eles é definida uma operacdo de multiplicacdo
tal que a um par de elementos A, B é associado um terceiro elemento, C,
que satisfaz os seguintes postulados:

1. O produto esta contido no grupo. Isto é, o conjunto € fechado sob a
multiplicacdo.

2. O produto ¢é associativo A(BC) = (AB)C.

3. Existe o elemento identidade E tal que EA=AE = A.

4. Para cada elemento do grupo existe sua inversa A~!, verificando AA™! =
A'A=E.

A seguir trataremos especificamente de grupos que contém um numero
finito de elementos, os quais sdo denominados grupos finitos.

O nuimero de elementos do grupo é chamado de ordem do grupo. Os
elementos em geral serdo operadores.

4.2 Grupos abelianos

O grupo é chamado abeliano se para todo par A, B o produto for comu-
tativo, isto €, A x B = B x A. Exemplos de grupos abelianos:

a) o conjunto dos numeros inteiros, sendo o produto a soma dos ele-
mentos e a identidade, o zero.

AX0=0xA=A comefeito n+0=0+n=n,

claramente este grupo é um grupo infinito.
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b) O conjunto das translagcdes em um cristal, que denotaremos T (R;),
trata-se de um operador que realiza uma translacdo ao longo do vetor R;.
Se realizamos uma translacdo em R,,, esta produzira o mesmo efeito que
realizar essas operacOes em ordem inversa

T(R)T(R,) = T(R,)T(Ry). (4.1)
O elemento identidade é uma translacdo no vetor nulo:

T(0)=E. (4.2)

4.3 Grupos nao-abelianos

Os grupos néo-abelianos sdo aqueles em que o produto ndo é comuta-
tivo.

Um exemplo de grupo néo-abeliano é o conjunto de matrizes n x n
de ordem infinita. Aqui a multiplicacio se entende em um sentido de
produto matricial. Claramente, para que as matrizes formem um grupo,
o determinante de cada uma delas deve ser ndo nulo, det M # 0, para a
existéncia de sua inversa.

O elemento identidade do grupo de matrizes n x n é

1 0

4.4 Rotacoes e a notacdo de Schoenflies

Além das translacoes devemos considerar as simetrias rotacionais, dada
a existéncia de sistemas fisicos que permanecem inalterados ante uma
rotacdo, como € o caso de moléculas e sdlidos. Em particular na fisica dos
sélidos, é de interesse considerar as operacdes combinadas de rototransla-
¢do. No caso da quimica, a simetria presente nas moléculas ¢ a rotacional,
ou seja, operacoes que deixam fixo um ponto do espaco.

Para descrever as rotacdes usamos a seguinte notacdo proposta por
Schoenflies: associado a rotacdo de dngulo 27“ ¢ introduzido o operador
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C,,. Assim uma rotacdo em 180° é indicada pelo operador C,. Uma rotacdo
em 120° por C;, uma de 90° por C,, etc.

Para distinguir o sentido da rotacdo, a uma rotacdo no sentido anti-
horéario adiciona-se um sobrescrito +, e para rotacio no sentido horario,
um indice —. Dessa forma, a notagdo C* é associada a rotacéo no sentido
anti-horario de angulo 2% Analogamente, C,~ representa uma rotacdo em
27” no sentido hordario.

Evidentemente,

Cic,=C,CI=E. 4.3)

Como exemplo de grupo ndo-abeliano consideremos o tridngulo equi-
latero abaixo:
2
&

)

As operacdes que deixam invariante o triangulo sdo:

* E aidentidade;

* C; e Cj rotacbes em torno de um eixo perpendicular ao plano e
passando pelo centro da figura;

* C,,CZ e C; trés eixos C, no plano e passando pelo centro do tridngulo.

Temos aqui um grupo de ordem 6, ndo-abeliano, identificado pelo
simbolo Z;.
Outro exemplo de um grupo de ordem 6 é composto pelas seguintes

matrizes:
1 0 1 0
=(o 1) a=(o 1)
. —1/2 V3/2 c —1/2 —+/3/2
“\V3/2 1/2 S \=v3/2 1/2
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oo ~Y2 V3/2 P —1/2 —/3/2
—\—v3/2-1/2 S\VB/2 —1/2 )

que satisfazem a tabela a seguir de multiplicacdo do grupo.

mO O w >

mTO 0w mdbm
wOOmE >
N>»TMmYww
>wmgm oo
mm 0 Wwolg
Omw»> 0o

. . ~ 1,2,3 .

Associando as matrizes A, B e C com as operacdes C,™, respecti-
vamente, e as operacdes D e F com CZ, obteremos a mesma tabela de
multiplicacdo para o grupo de operacdes no tridngulo.

Isto é,

~
{E,A,B,C,D,F} e {E,C§,C,™")
J
grupos que possuem Tabelas de Multiplicacdo semelhantes sdo denomina-
dos isomdrficos.

4.5 Grupos ciclicos

Trata-se de um grupo de ordem n gerado por sucessivas poténcias de
um elemento dado:

X,x%2,x3 ... X" X"=E. 4.4

Obviamente é um grupo abeliano. Analisando o tridngulo observamos
que, ao tomar as diferentes poténcias do operador C; , formamos um grupo
ciclico de ordem 3. Com efeito: (C;)* = C; e (C;)*> = C,; C; =E. Assim,
os elementos E, C; e C formam um subgrupo ciclico do grupo 7, desde
que as operagdes representem rotagcoes em angulo 2?”

Considerando o quadrado como exemplo, temos as seguintes operacoes
de simetria:
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. Ci’z’B sendo que Cj = E, rotacdes de 90° em torno do eixo perpendi-
cular ao centro do quadrado.

* 4 rotacOes C,, rotacoes de 180° em torno dos eixos indicados na figura
abaixo:

Cy

Cy %) C3

< Cc;
1
CZ

O grupo 2, é constituido pelo subgrupo ciclico das rotagdes e o conjunto
das 4 operacoes C,.

4.6 Subgrupos e classes laterais

E mister aclarar que, na literatura inglesa, classe lateral é chamada
de Coset. Com a seguinte notac¢édo indicaremos uma colecdo de objetos
pertencentes a um grupo ¥. Assim, com o simbolo ., indicaremos um
subgrupo de ordem g constituido por

yz{E,Sz,S3,"',Sg}. (45)
Definimos uma classe lateral a direita de ., formando os produtos
{EX,8,X,85X, -+ ,8,X} = X, (4.6)

onde o elemento X néo pertence ao subgrupo .. Como ilustracéo, veja a
figura abaixo:
Se X pertence a ., neste caso X =.¥.
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Uma classe lateral a esquerda é definida assim:
{X,XS9,XSs, - , XS, } =X.7. 4.7)

Uma classe lateral ndo é um subgrupo por ndo conter a identidade.
Além do mais, .¥’X nio contém elementos de .¥.

Com efeito, assumindo que S, X = S;Y, chega-se a seguinte relacéo,
XY~'=8,15, o que implica que XY~ pertence ao subgrupo ., contrari-
ando a definicdo de classe lateral.

Duas classes laterais a direita (ou esquerda) ou sdo idénticas ou ndo
possuem nenhum elemento em comum. Com efeito, sejam X e .Y, e
supondo que exista um elemento em comum, S, X = S;Y, isto implica a
relacio XY~ = S, 'S;; 0 segundo membro impde que XY ! pertence a .57,
entdo .XY ! pertence a .7, o que permite escrever a relacio .”XY ! =
%, que por sua vez implica X = Y. Ou seja, é suficiente ter um
elemento em comum para que todos sejam idénticos.

Esse resultado é muito importante pois nos conduz ao seguinte teorema:

A ordem g de um subgrupo deve ser um divisor de ordem h do grupo
total ¢. Assim, deve cumprir a relacdo h/g=I com [ sendo inteiro. Prova-
mos da seguinte maneira: Todo elemento de ¢ deve estar em . ou nas
diferentes classes laterais que formemos a partir dele, isto é,

gZ{y,YXz,ng,-“,YXI}. (48)

Cada classe lateral .#’X,, possui uma colecédo de g elementos, todos eles
diferentes, mas que devem ser iguais a ordem do grupo total, assim, h = g-1l.
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4.7 Exemplos de grupos finitos

¢ Ordem 2: E, A; A2 = E é um grupo abeliano, podendo tratar-se dos
elementos, identidade e reflexio, ou identidade e intercambio de duas
particulas.

* Ordem 3: E, A, B; Pelo teorema anterior ndo pode haver um subgrupo
de ordem 2, assim A> = B # E. Se A*> = E, temos um subgrupo de
ordem 2, sendo 3 ndo divisivel por 2. Trata-se do grupo dos seguintes
elementos: E, A, A%.

* Ordem 4: Neste caso existem dois grupos abelianos:

1. um grupo ciclico formado pelas rotacbes C,, com elementos E,

1,2,3
e,

2. o grupo que satisfaz a seguinte tabela:

0w >
O w > o
WO M
>tm 0 gw
m>w oo

* Grupos de ordem primo: Devem ser grupos ciclicos e, por conseguinte
abelianos, ndo podendo nesses casos ter subgrupos, ja que a ordem de
tal subgrupo deveria ser um divisor de um niimero primo.

* Grupo das permutacdes: De importancia no estudo de particulas idén-
ticas na mecéanica quantica. As permutacdes de n objetos formam um
grupo de ordem n!, chamado de grupo simétrico.

4.8 Elementos conjugados e classes

Por definicdo, o elemento B € dito conjugado de A se:
B=XAx""! ou XIBX =A, (4.9)
se B e C sdo conjugados de A, ambos o sdo entre si, entdo

B=XAx"!

(4.10)
C=YAY! = A=Y"lCv.
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Substituindo A na primeira equacéo, temos:
B=Xvlcyx'=xy Hexy1HH (4.11)

isto é, B é conjugado de C. Para mostrar essa identidade se fez uso da
propriedade (RS)™! =S~ 'R7!.

Uma classe é o conjunto de elementos conjugados de um dado elemento
do grupo de ordem h, por exemplo, se o elemento é A; a classe é formada
por:

EAE, A,AATY, AAATY - JAAAT (4.12)

claramente alguns elementos aparecem repetidos.
Um caso especial é a identidade, ja que se trata de uma classe em si
mesma:
AEA =E, (4.13)

para todo Ay.
Trata-se, além do mais, da tnica classe que possui a identidade, assim
as outras classes ndo formam um subgrupo.
Outro caso a destacar sdo os grupos abelianos onde cada elemento é
uma classe:
AAA =4 (4.14)

Concluimos que em um grupo abeliano existem tantas classes quantos
elementos no grupo.

Se temos um grupo de matrizes, os tracos dos elementos de uma mesma
classe sdo iguais, isto é:

Tr(ABA™') = Tr(BA 'A) = Tr(B). (4.15)
Exemplo de classes no grupo %, sdo as trés classes E, C3i e C21’2’3, ou

seja, além da identidade, as classes estdo formadas por duas rotagdes C;E,
A ~ 1,2,3
e as trés rotacdes C,".

4.9 Subgrupo invariante e grupo fator

Um subgrupo . é chamado de subgrupo invariante ou normal divisor
se ele é constituido inteiramente por classes. Isso implica que se . é um
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subgrupo invariante, um elemento qualquer dele, A, por exemplo, satisfaz
XAX, que também pertence ao .¥ para todo X que pertence ao grupo
total ¢.

Em notacdo condensada dizemos que . é um subgrupo quando se
verifica que

XloxX =9 Y X e (4.16)

De onde resulta a seguinte propriedade relativa a um subgrupo: .¥X =
X.#, em outras palavras, se as classes laterais a direita e a esquerda sdo
idénticas, entdo trata-se de um subgrupo invariante.

Decompondo 4 = {.¥, ¥X,, X5, ,.7X;} em . + (I — 1) classes
laterais, formamos um grupo de ordem [ = h/g, onde cada elemento, por
sua vez, € um conjunto de g elementos.

A identidade desse grupo € .¥, sendo chamado de grupo fator de ¥,
com respeito ao normal divisor o subgrupo invariante ..

Cada elemento do grupo fator é representado com .%; = .¥K; = K;.”
por ser . um subgrupo invariante.

Mostramos agora que . é o elemento identidade, fazendo

SH = S(IK) = (S S)K, = K, = K, (4.17)

o que mostra que . é a identidade, . = E. Além disso, usamos o fato de
que Y =.7.
Fazendo agora o produto dos elementos do grupo fator

onde € mostrado que o produto J#; x %} € a classe lateral associada ao
produto K;K;.

4.10 Isomorfismo e homomorfismo

Quando analisamos o grupo Z,, introduzimos o conceito de isomor-
fismo ao considerarmos duas representacoes que conduzem a uma mesma
tabela de multiplicacdo. Mais especificamente, o isomorfismo entre dois
grupos de elementos A,B,C,--- e A/,B’,C’,--- implica a existéncia de uma
correspondéncia biunivoca entre os elementos de ambos os grupos.

Por exemplo, o produto AB = C deve ter como contrapartida a relacdo
A’B’ = C’ e reciprocamente. Trata-se de uma relacdo 1 a 1.
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Enquanto o homomorfismo estabelece uma relacio de varios a um, que
simbolizamos assim:
/ / /
Ae— ALA, -+ A, (4.19)

tal que ao produto AB = C, o correspondente é A/A; = C/.

Um homomorfismo trivial é estabelecido entre o grupo que s6 contém a
identidade e quaisquer outros grupos. Encontramos homomorfismo quando
introduzimos o grupo fator, cada elemento deste grupo fator J%; é posto
em correspondéncia com g elementos do grupo ¢ por meio da definicdo:
JH; = ZK;. O primeiro membro consta de um elemento, o segundo de g
elementos.

4.11 Teoria de representacoes

Esta secdo da teoria de grupos é central no que se refere as aplicacoes
da teoria a problemas fisicos e/ou quimicos, por exemplo. A representacdo
de um grupo estabelece uma relacdo de homomorfismo entre um grupo
de matrizes e os elementos do grupo em questdo. A operacdo produto
consiste no produto matricial. Para poder definir sempre os produtos, as
matrizes da representacdo devem ser quadradas. Com TI' indicamos as
matrizes da representacfo, assim associamos o elemento A & matriz I'(A).
Simbolicamente, A «— T'(A). A representacdo impde que

I'(A)T'(B) =T(AB). (4.20)

Obviamente as matrizes I' devem satisfazer a tabela de multiplicacéo.
A identidade é representada pela matriz unidade 1 = I'(E). O grau das
matrizes é a dimensdo da representagéo. Se cada matriz é diferente, ou
seja, se o homomorfismo se transforma em um isomorfismo, diz-se que a
representacao é€ fiel. Isso foi apresentado no caso das matrizes associadas
ao grupo Z5. Nesse caso temos 6 matrizes para representar igual nimero
de operadores.

Podemos considerar outra representacdo do grupo %5, a que consiste em
presumir que cada elemento A seja representado pelo valor do determinante
da matriz [T'(A)|. Assim,

IT(A)IIT(B)| = [F(A)T(B)| = [I(AB))], (4.21)
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neste caso trata-se de uma representa¢do unidimensional, com os valores
dos determinantes sendo 1. Entdo é uma representacéo infiel, ndo existe
correspondéncia 1 a 1.

Outra representacdo do grupo %, é a chamada representacdo idéntica,
que consiste em associar o nimero 1 a todo elemento do grupo. Esta
satisfaz os requisitos de uma representacdo. Temos apresentado trés repre-
sentacoes diferentes desse grupo. Veremos mais adiante que elas sdo todas
as diferentes representacoes que podemos tomar do grupo Zs.

Para sermos mais explicitos, devemos esclarecer o significado de clas-
sificar as representagdes como diferentes. Essa condigéo é caracterizada
quando ndo se obtém uma da outra por meio de uma transformacao de
semelhanca. Partimos de uma representacio I'(A) e fazemos uma transfor-
macao de semelhanca:

STIr(A)S =1'(A), (4.22)

na nova representacéo consideramos o produto

I'(AI'(B) = [STIT(A)S][SIT(B)S]
=SrAr(B)s
=S"'T(4B)S
=T"(AB).

(4.23)

A conclusdo a que chegamos é que se as matrizes I' formam uma
representacgdo do grupo, igualmente acontece com as matrizes I obtidas
por meio de uma transformacdo de semelhanca. Ambas as representacdes
sdo ditas equivalentes, podendo ser consideradas idénticas.

4.12 Representacoes Redutiveis e Irredutiveis

E preciso definir com precisiio os conceitos de redutibilidade e irredu-
tibilidade. Consideremos duas representacées I'") e T® de um grupo ¢
de dimensoes [; e l,, respectivamente. Todo elemento do grupo é repre-
sentado por matrizes quadradas [; x [; e I, x l,, respectivamente. Uma
nova representacdo € obtida considerando as supermatrizes de dimensao
(I + 1) x (I; + L), associadas aos elementos do grupo:

(TW@ o
F(A)—( 0 1oy A)). (4.24)
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Essa nova representacio I'(A) se diz redutivel por sua estrutura em
blocos diagonais. Aplicando uma transformacao de semelhanca podemos
obter uma nova representacdo de dimenséo l; + [, que ndo apresente essa
estrutura diagonal em blocos. Nesse caso ndo é evidente que estamos na
presenca de uma representacgdo redutivel. Se aplicamos uma mesma trans-
formacéo de semelhanca, sendo obtida uma nova representacdo em forma
diagonal em blocos, com a mesma estrutura em blocos, entdo dizemos
que a representacdo € redutivel. Dito de outra maneira, irredutibilidade
significa ndo poder encontrar uma representacdo de menor dimensdo que
a dada.

Noés obtivemos uma representacdo redutivel T' a partir das represen-
tacdes I'* e I'2. Uma vez reduzida a representacio, é costumeiro usar a
notacio: I' ~ T 4T3 O sinal ~ é uma notacéio simbdlica. Em geral, uma
vez reduzida uma representacio, escrevemos:

I ~%;a,T®, (4.25)

onde os inteiros @; sdo os niimeros que expressam quantas vezes uma
particular representacio irredutivel I'” esta contida em T

4.13 Lemas fundamentais da teoria de representacoes

4.13.1 Lema 1

Toda representacdo por matrizes com determinante diferente de O é
equivalente a uma representacdo por matrizges unitdrias.

De fato, desde que por meio de uma transformacdo de semelhanca pos-
samos obter as matrizes da representacdo em forma unitaria, ndo devemos
nos preocupar se ditas matrizes sdo ou ndo unitarias.

Promovendo uma mudanca na notacdo para simplificar a escrita:
I'(A;) = A;. Somando todos os elementos do grupo:

H= > AA], (4.26)

onde H' é a conjugada hermitiana da H. Assim, H; = H]’.‘l.. Desde que H
seja uma matriz hermitiana, entdo essa matriz pode ser diagonalizada por
meio de uma transformacéio unitaria, sendo a matriz diagonal denotada
pela matriz d:

58 | TOPICOS DE MECANICA CLASSICA E TEORIA DE GRUPOS



d=UTHU= ) UTAAIU= ) UTAUUTATU= > AAT, (4.27)
i i i

onde A, = U'A;U, sendo U™! = U".
A matriz d, além de ser diagonal, tem por elementos niimeros reais e
positivos. Assim, o elemento diagonal d;; é

dige = D, ) ADuAy = D 1A, (4.28)
l il

i

Podemos tomar as poténcias £1/2 e definir as matrizes diagonais como
elementos positivos:

da'? e a2,

A matriz identidade 1= d"/2dd""? =d"'2 3 A/Ad V2.

Temos feito uma transformacéo unitaria nas matrizes A; passando a
novas matrizes que chamamos A/i, a partir das quais queremos obter uma
nova representacdo por matrices unitdrias que chamaremos de Al Para
isso, fazemos uma transformacdo de semelhanca:

A =d7?Ad" (4.29)
Resta mostrar que as novas matrizes sdo unitarias. Fazendo o produto
YATT  3-1/2 4" 41/2 1/2 74" 4—1/2
AA, =d Ajd [1]1d A].d
—q-1/2 A A TAT-1/2
=d'7 ) AAATAd
A
— a-1/2 AT CA AT YT A-1/2
=dP Y AA A (4.30)
i
_q-1/2 S AT 3-1/2
=d2Y AAdY
k
=1.

Finalmente, chegamos ao ponto em que queriamos, isto é, obter uma
representacdo unitdria do grupo mediante uma transformacao

A;’ = d—l/ZU—lA’jUdl/z, (4.31)

onde U diagona a matriz hermitiana H= ), Al-Aj, cuja forma diagonal é

d.
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4.13.2 Lema 2 (Lema de Schur)

Uma matriz que comuta com todas as matrizes de uma representacéo
irredutivel deve ser uma matriz constante, isto é, deve ser um muiltiplo da
identidade 1.

Por hipdtese, M é uma matriz que satisfaz:

[M,A;]=0 YV A (4.32)

de uma representacdo irredutivel, logo M = C1, onde C é uma constante.

A demonstracdo do lema segue ao longo do seguinte raciocinio: Se
existe uma tal matriz que € diferente da matriz constante, a representacao €
redutivel, porém, se ndo existe uma tal matriz, a representacao é irredutivel,
como estabelece o lema de Schur.

Para a demonstracdo, assumimos de agora para a frente que as matrizes
A, sdo unitdrias. Se M satisfez a hipdtese do lema, equacéo (4.32), verifica-
se que A;M = MA, para todos os elementos do grupo de ordem h. Tomando
a conjugada hermitiana desta equacéo:

M'A! =AM, (4.33)
multiplicando a esquerda e depois a direita por A;, tem-se
AM' =M'A;, (4.34)

assim chegamos que: se M comuta com as matrizes da representacéo, entéo
M’ também comuta.

Pode-se construir, a partir de M e M', duas matrizes hermitianas H, =
M+M' e H, = i(M—M"), as quais comutam com os A;. Agora basta mostrar
que essas matrizes hermitianas que comutam sdo constantes, porque se
isso for verificado, € mostrado que M é uma matriz constante, desde que

M = (@) (4.35)

Agora devemos nos preocupar apenas com as matrizes hermitianas.
Vamos denotar N a essa matriz, isto ¢, N = N'. Uma tal matriz sempre
pode ser levada a forma diagonal por uma transformacao unitaria

d=U"!NU. (4.36)

Se transformamos nossas matrizes, temos:
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A =U'AU. (4.37)

Por outro lado, teriamos que NA; = A;N, o mesmo se dd com as matrizes
transformadas por semelhanca, ou seja,

dA, =Ad. (4.38)
Consideremos o elemento uv desta equacdo matricial
(A = (A sy, (4.39)

que resulta em
(Ai)uv(duu - dyv) = O; (440)

istoparai=1,2,:--- ,heuv=12,--- L.

Aqui temos que se d,,, # d,,, entédo (A/l.),“, =0, ou seja, os elementos
fora da diagonal séo iguais a zero. Desta maneira, a representacio foi
reduzida. Por outro lado, se a representacdo € irredutivel, entdo (A;.)W #0,
assim d,, = d,,, sendo d igual a uma constante.

Dessa forma, provamos o lema de Schur que diz que, se existe [M, A;] =
0 VA, de uma dada representacio, logo M = C1, diz-se que a representa-
¢do é irredutivel. Por outro lado, se a matriz M é distinta de constante, a
representacdo é redutivel. Esse resultado fornece um critério para estabe-
lecer a redutibilidade e irredutibilidade de uma dada representacao.

Além disso, dizemos que as representacdes sdo equivalentes, ou seja,
aquelas que sdo obtidas umas das outras por transformacéo de semelhanca
serdo consideradas idénticas.

De forma resumida, foi provado que:

a) Toda representacdo € passivel de ser levada a forma unitaria, assim
[T =[r@]" =r@™, (4.41)

entdo, para representa¢des unitarias:

[T =r@Aa™?) . (4.42)
b) Se[M,A;]=0 Voo = M = C1 se A, é irreduti-
vel.
Se [M,A;]=0 com M # C1 = A, é redutivel.
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4.13.3 Lema 3

Dadas duas representacdes irredutiveis I'V(4;) e T'®(4;) de dimen-
soes [; e l,, respectivamente, e considerando a existéncia de uma matriz
retangular M tal que

MIMa,) =r@@,)m, (4.43)

para todo i os seguintes casos devem ser considerados:

a) Sel; #1, entdo M = 0, trata-se de uma matriz nula.
b) Sel; =1,, dois resultados sdo obtidos:

b;) M =0 (matriz nula).
b,) Se o det(M) # 0, entfio existe M1, de modo que podemos escrever:

W) =M@ @u)m, (4.44)

o que implica que as duas representacdes sdo equivalentes.

Para que os produtos entre matrizes tenham sentido, M deve ser uma
matriz de ordem [; x l,. Sem perda de generalidade, podemos considerar
L <1,

Vejamos o caso b), [; = [,. Fazendo a conjugada hermitiana da primeira
equacao:

rYu)™M =M@, (4.45)

Por tratar-se de representacOes unitarias, podemos escrever:
rYu) "M =MTH(@A)), (4.46)
sendo essa equagdo valida para todo i, portanto, podemos escrever
rYu)M =MTR(@A4,). (4.47)
Multiplicando a esquerda por M, temos:
MIY@)M" = MMTAA), (4.48)
substituindo na equacao inicial, obtemos:
r@u,)Mm’ = MM'T?(A,). (4.49)

Assim estamos na presenca de uma matriz hermitiana MM' que comuta
com todas a matrizes de uma representacio irredutivel. De acordo com o
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lema de Schur, dita matriz deve ser multipla da matriz identidade, MM' =
C1, e o det(MM") = (C)"1, sendo a matriz identidade 1, é de ordem I; x [;.

No presente caso, [; = [,, devemos obter o resultado indicado com
b,), isto é, M = 0, a matriz nula. C = 0 implica MM' = 0. Um elemento
diagonal (MM");; = >, MM, = > IMj|* = 0 que indica que todo
elemento Mj; = 0, ou seja, M € matriz nula.

No caso, b,y), C # 0 implica que o det(M) # 0; mostramos que as duas
representacdes irredutiveis sdo equivalentes.

Analisamos agora o caso a) para [; < l,:

Podemos formar uma matriz quadrada de dimenséo n = [, x [, adi-
cionando uma matriz nula de dimenséo [, x (I, —[;), como se indica na
figura abaixo:

L (L—1)

Chamamos de N esta nova matriz. Fazendo o produto NN', obtemos o
mesmo resultado que para MM'. Sendo det(N) = 0 segue que det(NN') =
IN|2 =0.

Recordemos que tinhamos MM' = C1 = det(M) = C"* como aqui
det(NN") = det(MM') = [M|> = 0 = C = 0, entfio det(MM') = 0.
Calculando um elemento diagonal, temos que todos os elementos de matriz
sdo nulos, isto é, M = 0.

Recapitulando: Se existe uma matriz M e duas representacoes irre-
dutiveis T e I'® tal que MI'V(4;) = T®(A;,)M para todo i, a tinica
chance para que M # 0 é que as duas representacdes irredutiveis sejam
representacbes equivalentes.
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4.14 Grande Teorema de Ortogonalidade

Trata-se de mostrar que os elementos de matriz das Representagdes Ir-
redutiveis (RI) ndo equivalentes formam um conjunto ortogonal de vetores
no espaco de dimensdo h dos elementos do grupo ¥.

Em férmulas, queremos provar que no caso de se ter duas Rls, i e j ndo
equivalentes, se verifica, para os elementos de matriz, a seguinte equagéo:

i (- h
Z F( )(R)I“,F(])(R l)v/u/ = I5i]’5uu/5vvl. (450)
(R) !

Para o caso de representacOes por matrizes unitarias, tem-se
I'(R)=TR®R™),

entao h
Zr(i)(R)Wp(i)(R)* =—=6;:6,,6,m, (4.51)

wy = 7. 0%
(®) !
onde h é a ordem de ¢, [, é a dimensdo da i-ésimaRIe a Z(R) se estende
sobre todo elemento R em ¥.

Primeiro vamos mostrar: a 9,
as RIs ndo equivalentes. Vamos considerar uma matriz X arbitraria de [, x [;

ou seja, a ortogonalidade com respeito

por meio da qual introduzimos uma matriz M

M= > TORXIOR™). (4.52)
®

Podemos mostrar imediatamente que M verifica as condi¢des do lema
anterior:
r'@®RM = MIr'O(R). (4.53)

Podemos provar diretamente,
rA(s)M=r?(s) > rARXrOR™)

®)

= TO(SRXTVR™).
®

(4.54)

Na forma final, temos:

rOEHrds)=1 (4.55)
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r@(s)M = Z r@(SRXTD[(SR)rD(S), (4.56)
®

sendo M = D/ r@(SR)XTM[(SR)™!], entdo
r@®M = MrO(R). (4.57)

Pelo que mostramos anteriormente, M poderia ser distinto de zero
somente se as representacOes fossem equivalentes; neste caso, eles ndo
sdo, o que implica que M = 0. Recordemos que X era uma matriz arbitraria
qualquer. Um elemento de M

Mg =0= > > TAR) X, TOR ™). (4.58)
(R) kA

Podemos eleger todos os Xj; = 0 exceto X, 5 = 1, entéo

0=> TAR), TDER™);. (4.59)
®

Assim estd provado para RIs ndo-equivalentes, ou seja, i # j. No entanto,
podemos ter i = j, e ainda pode-se mostrar a ortogonalidade dentro da
mesma RI.

Para i = j formamos novamente a matriz M, assim

M = Z rORXTOR™), (4.60)
(R)

como vimos, se verifica que
MI9R) = rO®RM YRe ¥, (4.61)

pelo lema de Schur segue M = C1, ja que por hipdtese a representacéo i é
irredutivel.
Tomando o elemento uu’ de M:

My = C8p = > > TOR) X TOR™),,, (4.62)
(R) kA

e assumindo que todos os elementos de matriz X, sdo nulos exceto X,,,, =
1, temos

ComBpe = D TR TR ™), (4.63)
®

onde os indices em C indicam a particular escolha feita sobre a matriz X.
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Na tiltima equacdo, fazendo u = u’ e somando sobre u:

C(vv’)li = Z Z F(i)(R)qu(i)(R_l)v’u

R) WM

= > 1O®R™),,
® (4.64)

=>1,,

®)
= 61)V/h'

Isso nos conduz a seguinte igualdade:

h
C(vv/) = féu““ (465)

Fazendo a soma sobre os elementos do grupo:
> TOR),, FOR™),,, = (A/1)8 6 (4.66)
®)
de outra forma:
> TOR),, TORY:,,, = (1/1)5 1,0 (4.67)
®)

Podemos enunciar da seguinte maneira o Grande Teorema de Ortogona-
lidade: No espaco de h dimensdes dos operadores do grupo, a componente
do vetor complexo na "direcdo" R é a matriz I'(R). Concluimos com a
existéncia de (I;)? vetores, um para cada par de indices uv:

r{)(E)
T)(R,)
r{) = : . (4.68)
I Ry—1)
F‘Slv) (Rp)

O produto escalar sera definido por

(rry =r'r

R .
= (T (®R) )( :( )) . (4.69)
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Um espago de dimensao h possui somente h vetores linearmente inde-
pendentes. Aqui temos algo muito importante:

Para cada representacio irredutivel temos (I;)* vetores linear-
mente independentes.

Somando todas as RIs esse nimero de vetores deve permanecer menor
ou igual a h, isto é,

>l2<h, (4.70)

mas veremos em seguida que vale o sinal de igual.
Agora sim temos o primeiro resultado importante:

a soma dos quadrados das dimensdes das RIs de um grupo € igual
a ordem do grupo.

Exercicio: Mostrar que de acordo com isto ndo existe um grupo de
ordem 4 que possui RIs bidimensionais.
Em efeito, uma representacdo que temos que € irredutivel é a idéntica

E|A,|As|A,
TR

Portanto,
1+> 12=4 4.71)
i#1
4 RIs unidimensionais. Construir as outras.
Para um grupo de ordem 6, temos

1+ Z 1?=6, (4.72)
i

entdo temos 2 representacdes unidimensionais e uma bidimensional, ou
seja, 1 +12+22=6.
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4.15 Carater de uma representacao

Dada uma representacdo I, ao introduzir uma transformacéo de seme-
lhanca obtemos uma nova representaciio do grupo, I. E assim que existe
uma certa arbitrariedade na eleicdo das matrizes de uma dada represen-
tacdo. A quantidade que permanece constante ap6s uma transformacao
de semelhanca € o trago das matrizes envolvidas. Em outras palavras: o
traco de uma matriz é invariante frente a uma transformacdo de seme-
lhanca. Define-se o cardter da j-ésima representacdo por meio dos tracos
das matrizes que indicaremos com

L
2P® =D TOR),,. (4.73)
u=1

Assim, o cardter de uma representacdo consiste no conjunto de h nu-
meros:

Assim € que o tragco da matriz que representa a identidade E do grupo
é igual a dimensao da RI:

L
20E) =D (W)=, (4.75)

pu=1

As matrizes que representam elementos de uma mesma classe podem
ser obtidas por meio de transformacoes de semelhanca; como possuem o
mesmo traco, tém o mesmo cardter. Concluimos, desse modo, que o carater
é representativo das classes de cada RI. Assim com y ¥)(%,), indicamos o
carater da k-ésima classe da i-ésima RI. Dito ntimero é comum a todos os
elementos da classe .

Se no grande Teorema de Ortogonalidade igualamos os subindices em
cada elemento de matriz:

)% j h
ZF() (R)WF(J)(R)aa = l_~5ij5“w (4.76)
®) J

e somamos sobre ueaq, entdo temos

)% j h
Zl() (R)X(J)(R): 1_51125“6‘ :h5l] (477)
R) J o
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Portanto, os caracteres formam um conjunto de vetores ortogonais no
espago dos elementos de grupo. Chamando de N; o niimero de elementos
em %, chegamos a seguinte igualdade:

2 2V G GIN, = h. (4.78)
k

A partir desse resultado concluimos que os caracteres das diferentes
RIs formam um conjunto ortogonal no espaco das classes €. E importante
observar o fator peso N,. Com isso, mostramos que o nimero de RIs é
menor ou igual ao niimero de classes, isto €, vale o sinal de igual. Sendo
assim:

Numero de classes = Numero de RIs ndo equivalentes

Com esse resultado podemos realizar grandes coisas. Aqui comeca a
ser frutifero este curso. Voltando ao exemplo do grupo %;: Ele possui 3
classes, logo temos 3 Rls diferentes de dimensdes [;, que satisfazem esta
relacéo:

1+15+1=6. (4.79)

Portanto, deve cumprir-se [, = 1 e I3 = 2. Duas representacoes unidi-
mensionais e uma bidimensional. A primeira é a RI idéntica; a segunda
atribui os niumeros %1 e a terceira sdo as matrizes que mostramos prece-
dentemente.

4.16 Tabela de caracteres

Os caracteres das distintas RIs de um grupo ¢ séo dispostos numa
tabela chamada tabela de caracteres. As colunas indicam as classes %
precedidas pelo niimero de elementos que possuem. Assim, no grupo %
as colunas se indicam com: %, , 3%, e 2%3. As linhas vém indicadas pela
RI: ID. Em nosso caso, constrdi-se a seguinte tabela:

|61 |36,| 26
D111
r@i1l-1]1
r®l210|-1
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Assim, a primera coluna indica a dimenséo da RI. A primeira linha
consiste em todos os nimeros iguais a 1. As demais linhas e colunas séo
preenchidas de acordo com os Teoremas de Ortogonalidade, isto é:

i)+ j h
> rR),, ID(R),,, = 88,8y (4.80)
®) J
€
> (G2 N GONy = hs;. (4.81)
k

A equagdo (4.81) é verificada para este exemplo. Com efeito,

(x'lx7) =ZNkl(i)*(<gk)X(j)(<5k)- (4.82)
%

Como exemplo, segue:
(x'Ix*)=1-3+2=0,

(£’lx°)=4+2=6,
(x'lx’)=2-2=0,
(x*1x*) =6.
Qualquer outra eleicdo do requadro inferior 2 x 2 viola as regras de
ortogonalidade. Outro exemplo a considerar é o grupo Z,, formado pelo
conjunto de transformagdes que deixam o quadrado invariante. O grupo

A,B,C,D ) )
consta de 8 elementos: E , Cf, C, e 4C, e 5 classes. A figura abaixo
nos orienta na determinacdo das classes.

Cc A D

Temos assim: ¢) = E , 6, = C/,C,, €3 = C, (eixo 2), €, = Cg’B e

s = C2C ? O ndmero de elementos do grupo deve ser igual 4 soma dos
quadrados das dimensdes das RIs:

8:213:1+z§+z§+1§+1§.
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Necessariamente deve ser [, =13 =1, =1 e [; = 2. O grupo %, possui 4
RIs de dimensdo 1 e uma RI bidimensional. Deixamos como um exercicio
a construgdo da tabela de caracteres do grupo Z,.

4.17 Segunda relacdo de caracteres

As relacdes de ortogonalidade entre caracteres indicam que as linhas
da tabela sdo ortogonais, sempre que se tem em conta os pesos N;. Mos-
traremos a seguir que as colunas sdo ortogonais:

4 . h
210G E) = -6 (4.83)
~ k
®
Observe-se que a soma € efetuada sobre as distintas RIs. Para o grupo
25 essa equacdo é verificada imediatamente:

primeira coluna consigo mesma 1+1+4=6 N, =1h/N, =6
segunda " " " 1+41=2 N, =3h/N,=2
terceira ! " " 1+1+1=3N,=2h/N,=3

Outro exercicio trivial consiste em mostrar a ortogonalidade entre as
classes 67, 6, e 6;.

Para mostrar que a equacio anterior tem validade geral, formamos a
matriz quadrada a partir da tabela de caracteres e que chamaremos de Q:

xP(@) x V(6 - x (&)
X(Z)(%l) X(z)(%ﬂ)

(4.84)

X(n)(cgl) X(n)(cgn)

A matriz é quadrada desde que as colunas estejam referidas as classes
e as linhas as distintas Rls. E importante lembrar que o ntimero de classes
é igual ao nimero de RIs ndo equivalentes. Definimos agora uma nova
matriz Q’, a qual se assemelha a matriz complexa e conjugada da Q, mas
na qual introduzimos fatores N;/h em cada linha i:

2y V@) R DGR @) R
Q' = X(l)((gz)*% X(Z)((gz)*% . (4.85)

TOPicOSs DE TEORIA DE GRUPOS | 71



Formamos o elemento ij da matriz produto QQ’

A . N. h
(QQ)y; = 22626 5 = 8, = 5y (4.86)
k
o que implica que Q' = Q. Por conseguinte, deve-se cumprir (Q'Q);; = 5;;.
Obtemos finalmente a importante relacdo que queriamos mostrar:

; . h
S = 2O G O@) = 5 (4.87)
. Ny
(®
sobre RI
o que ajuda na construcdo da tabela de caracteres.

A ortogonalidade entre os elementos de matriz das RIs ndo equiva-
lentes implica que a soma dos elementos de matriz de qualquer RI, soma
efetuada sobre os elementos do grupo, resulta em zero, exceto no caso da
representacgdo idéntica. Ao considerar a tabela de caracteres, a cancelacéo
é obtida levando em conta os fatores de peso N;.

4.18 Construcao de tabelas de caracteres

Enfrentados com o problema de construir a tabela de caracteres de um
grupo, podemos colocar no jogo as seguintes regras de ordem pratica que
foram dadas até o presente momento na forma de teoremas e que nos
permitem consolidar a tabela sem precisar construir as matrizes da RI. A
lei do minimo esforco. Temos assim as seguintes regras:

1. O nimero das RIs ndo equivalentes ¢ igual ao nimero de classes. O
primeiro para se construir a tabela € verificar quantas classes tem o
Nnosso grupo e, portanto, quantas RIs possui.

2. Dado o teorema ZZIZ = h, visto em (4.14), um grupo de ordem 4
possui 4 RIs unidimensionais. Como jd dissemos, a matriz identidade
representa o elemento identidade — )((j)(E) = [; e, temos assim
a primeira coluna. A primeira linha da tabela sai da representa¢édo
idéntica que designa +1 a todos os elementos do grupo: yV(%;) =
1V %

3. As linhas sdo ortogonais e normalizadas por h, com fator de peso N;:

Z = 26 V(G )N, = héy;. (4.88)
(k)

classes
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4. As colunas da tabela séo vetores ortogonais normalizados a 3 L isto &,

RI
i ¢ h
2= 206 1 OGN = 5. (4.89)
k

®

4.19 Decomposicao de representacoes redutiveis

Assumindo o conceito de redutibilidade de uma representacéo, o qual
diz que, se temos uma representacdo I' de um grupo e que, ao passar por
uma mesma transformacéo de semelhanca, transforma as h matrizes I'(R;)
em uma forma de blocos diagonais com a mesma estrutura, podemos dizer
que a representacéo I é redutivel.

L]
L]

= S7'T(R)S = D =T'(R).

Em cada bloco se tem matrizes irredutiveis agora de dimenséao [;, que
se repetem a; vezes ao longo da diagonal, em geral, nem todas as RIs
aparecem.

Como a transformacéo de semelhanca néo altera os caracteres, entido

TrTR) = 7 (R) =Tr I'(R) = > L,y D(R). (4.90)

Por razdes que veremos muito em breve € vital o conhecimento destes
numeros a;, assim chamamos de niimeros de frequéncia. Vejamos como
determina-los.

Se tomamos o produto escalar com y P(R), temos

> O®R R = ZZMR)*a 29®)
®) (4.91)

—Za hé;; = ah,

logo,
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a; =

h
DAORE® =5 D NGy 1@, @92)
R (k)

classes

==

Esta féormula nos diz que ditos nimeros de frequéncia podem ser ob-
tidos a partir do conhecimento do carater da representacao redutivel T'.
Escrevemos assim:

I~ > aro. (4.93)

4.20 A representacao regular

Vamos introduzir uma representacdo do grupo de ordem h por meio
das matrizes h x h, que podem ser obtidos da seguinte maneira. Escreve-se
a tabela de multiplicagdo do grupo, mas ordenando de sorte que as linhas
vdo com as inversas das colunas,

EABGCDTF
E |[EABCDTF
A'|A EDF B C
B'|BFEDTCA
C'|CDFEATB
D'|F B CAETD
F1IDCABTFE

Assim, a tabela de multiplicacdo do grupo contém E somente na diago-
nal principal.

Obtém-se a representacao regular para o R-elemento colocando [ no
lugar em que aparece R e 0 em todos os outros lados. Dessa maneira, existe
somente 1 em cada linha e coluna, isto é,

000100
000001
000010
res(e) = 100000 (4.94)
001000
010000
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Com exceciio de I'™®8)(E), todas as matrizes nessa representacio pos-
suem o traco identicamente nulo. Para a identidade, surge y"8(E) = h
(ordem do grupo).

Ainda ndo dissemos que essas matrizes constituem uma representacao
do grupo.

O que temos que mostrar é que essas matrizes cumprem:

1t (B)rtes)(c) =re(Bc), (4.95)
em componentes, seria:

ree(BC)AIA; = ) TED(BIAIATI)(C)ATIA,, (4.96)
A

]

onde os indices das linhas estdo referidos as inversas dos operadores, sendo
as colunas referidas pelos operadores A;.
Mas por construcdo de representacéo regular,

14 _
1 se Ak Aj—R

0 caso contrdrio ’ (4.97)

(reg) —14 —
T (RALA; = {
logo, ao somar sobre A;, essa soma serd 0 a menos que simultaneamente
rte8)(B)A'A; e TTe8)(C )AjflAi sejam distintos de 0.

Isso ocorre para algum j = [, entdo

BC = (A'A) (A'A) =A'A,, (4.98)
N ——
B C

em cujo caso a equacdo (4.96) dard a identidade, como queriamos provar,
pois nesse caso coincide com a definigéo F(reg)(BC)AzlAi.

Logo, a representacdo regular é uma representacdo. Recordemos que
essa representacdo tem uma dimensdo igual a ordem do grupo. Logo, sera
redutivel.

Ainda vamos apresentar o assim chamado de celebrado teorema. Ele
determina que a representacdo regular contenha as RIs do grupo na pro-
porcdo da dimenséo da representagdo. Em férmulas, isso diz que a; = [,
ou seja, na representacdo regular, uma RI de dimensdo 1 esta contida 1
vez, as bidimensionais 2 vezes, e assim sucessivamente.

Para mostrar isso aplicamos a férmula que nos dava os ntimeros de
frequéncia ao decompor uma representacéo redutivel. Tinhamos que

TOPICOS DE TEORIA DE GRUPOS | 75



1 i * , (re 1
a;= EZX( J(R)* y"B(R) = Hljh =1, (4.99)
R

portanto,
o (4.100)

Vamos agora, com esse teorema, mostrar que ., ll.2 = h. N6s tinhamos
que >, 1> <h.

A dimenséo da representacio regular é h. I®®®(E) = h, temos, além
disso, reduzido uma representacdo

J

A®)=>a,70®) = > 1zOR), (4.101)
J
tomando R = E, tem-se

=Y Ll=) L2 (4.102)
J

O que acontece com os grupos abelianos? Cada elemento é uma classe
em si mesma, portanto, o nimero de classes € igual a h, que, por sua vez,
¢ igual ao numero de RIs ndo equivalentes.

Da expressao

h
DE=h = =1 ¥i=12-,h (4.103)

i=1

ou seja, que os grupos abelianos somente possuem representagoes
irredutiveis unidimensionais.

Até aqui o que fizemos foi construir a base da teoria de representagdes
e levantar os pilares com os lemas mostrados. Queremos levar isso a fisica,
onde enfrentamos o problema de resolver uma equacio de autovalores,

Heff\ll - E‘IJ, (4104)

onde, se tivermos sorte, H ¢ possui algumas propriedades de simetria. Com
isso queremos dizer que existem sistemas fisicos manipulados por um certo
Hamiltoniano efetivo que resulta invariante frente a certas operagdes, tais
como rotacdes, translacdes, permutacdes de particulas idénticas, etc.

As implica¢des dessas invariancias sdo o que vamos a tratar em se-
guida. Veremos que ainda no caso de ndo podermos resolver exatamente
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a equacdo de autovalores, coisa por outra parte muito frequente, ja que
os Unicos sistemas de solugdo exata sdo o oscilador harmoénico e o 4tomo
de hidrogénio, podemos ao menos dizer que a funcdo de onda deve se
comportar de uma maneira bem definida.

Deve-se enfatizar que a Teoria de Grupos néo nos d4 os niimeros finais,
ou seja, as energias e as corretas autofungdes, mas nos diz como devem
ser essas autofuncoes sem ter quer fazer nenhuma conta. Esta é uma das
coisas que podemos extrair dos grupos. Sera necessario dar agora uma
formulacdo matematica do problema das simetrias, isto é, as operagoes
que deixam o nosso H.g invariante.

Assim, entramos na aplicacdo dessas coisas a Mecénica Quantica, sendo
naturalmente nosso interesse primordial.

4.21 Operadores de transformacao

Associado com cada problema fisico temos um operador H.¢ que apre-
senta certas simetrias, em outras palavras, existe um grupo de operacoes
que deixam invariante nosso Hamiltoniano. Vamos discutir o problema das
rotacOes sem perda de generalidade. Simplesmente precisamos ver como
operar com essas coisas.

Nos interessam as matrizes R que descrevem rotagdes proprias ou
improprias, ou seja, rotagdes puras ou roto-inversdo. Tais matrizes que
operam em % sd0 ortogonais, caso particular de matrizes unitarias, isto
é, o mesmo que dizer que R é uma tal matriz que sua transposta coincide
com R7!, entéio

RR=RR=1, (4.105)
ou seja, (R™");; =R;.
Ante R
x — X =Rx, (4.106)
ou melhor,
j

A transformacio inversa d4 x a partir de X’;
x=R'x =Rx (4.108)

ou
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X = Z(R_l)ijx;

= ZRﬁx;.

Portanto, as expressoes (4.107) e (4.109) proporcionam a transforma-
¢do de coordenadas.

Temos aqui um grupo de matrizes que operam em %. Vamos introduzir
um grupo de operadores que sdo isomorfos a esse grupo de matrizes.
Existe uma correspondéncia 1 a 1 entre cada matriz e cada operador de
transformacao.

Esses operadores atuam sobre nossas fungdes que estdo em algum
espaco vetorial, por exemplo, o espaco de Hilbert. Introduzimos o isomor-
fismo: {R} «— {R}, isto &,

(4.109)

(matriz) {R} «— {R} (operador).

A acdo do operador sobre a funcdo de onda deve ser isomérfica ao grupo
de matrizes que transformam as coordenadas R. Para que tal aconteca,
definimos operador R assim:

Rf(x) = f(R'x), (4.110)

sendo que este grupo de transformacdes € isomorfo ao {R}.
Devemos mostrar que ao produto SR — o operador SR, ou seja,

SRf(x) =Sf(R'x) = Sg(x) = g(S'x), (4.111)
sendo
g2(x) = f(Rx) g(s7'x) = f(R71s71x), (4.112)
portanto,
SRf(x) = f[(SR)x]. (4.113)

Ao operador produto SR corresponde a transformacéo de coordenadas
SR, como queremos mostrar. As vantagens da defini¢do (4.110) se mostram
ao se trabalhar com o espaco reciproco. Se em %5 € preciso realizar a
rotacdo R™!, em k a rotaciio ¢ a inversa

Rk =K. (4.114)

Vejamos como operar com isso. Se vocé tem uma rotacdo do eixo x;
em 7t/2, entdo a matriz é dada por:
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X3

100
Ry=(001
0-10
X2
X1
e da equacdo (4.107), temos:
X =x
Xy = X3 (4.115)
X:; —_— _Xz,
em notacdo matricial:
x x
Re[y |=| 2 (4.116)
z -y
e
100
Ry=| 0 0-1 (4.117)
010
sendo RyRy = 1, logo
b X
Ryl y |=|—=|. (4.118)
Z y

Dessa maneira a transformacéo R =R! satisfaz a equacéo (4.107) do
operador transformacio.

Interessa ver como se transformam os orbitais atdbmicos, por exemplo,
em estudo de moléculas e de sélidos.

Nos estudos de moléculas e sélidos temos que construir funcdes de
onda a partir de orbitais atémicos, sendo que na quimica molecular se
fala, por exemplo, MO (Molecular Orbital) e em sélidos de LCAO (Linear
Combination of Atomic Orbitals).

Em particular, podemos considerar os trés orbitais p:

px = x9(r), py=y9(r), e p,=z0(r), (4.119)
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onde ¢(r) depende do médulo r, sendo por consequéncia invariante frente

a qualquer operacéo pontual. Para saber como se transformam esses orbitais

é necessdario somente ver como se transformam as componentes x, y € z.
Vamos aplicar a rotacdo indicada por Rf (x) = f (R™!x), logo

Rpy =Ps> Rp,=—p,, e Rp,=p,. (4.120)

4.21.1 Grupo da Equagdo de Schrodinger

Como ja sabemos, os sistemas fisicos sdo governados por um certo
H,g, 0 qual apresentava certas propriedades de simetria, tal como a de ser
invariante frente a um grupo de operacdes ¢. Agora estamos em melhores
condig¢bes de entender isso, pois ja sabemos como atuam os operadores.

Se o potencial é central, ou seja, depende somente do médulo do vetor
r, é claro que qualquer rotacio deixa inalterado V(r), ja que aplicando a
definicdo do operador, temos:

RV(r)=V®R™r)=V(r). (4.121)

Exemplos: Atomo de hidrogénio, oscilador harmoénico tridimensional
isotrépico, entre outros.
O mesmo acontece com o operador Energia Cinética:

32

— 3 x2
1 1

(4.122)

Assim, para um Hamiltoniano que ¢ invariante frente a um grupo
de operagbes de rotacoes, pode-se afirmar que os operadores do grupo
comutam com o Hamiltoniano:

[¢,H]=0. (4.123)

O tal grupo de operadores que comuta com o Hamiltoniano de nosso
sistema fisico chama-se Grupo da Equagdo de Schrédinger.

Vejamos as consequéncias da existéncia de um tal grupo da Equacéo
de Schrodinger. Se tenho a equacéo estaciondria

Hy, =E,pn, (4.124)

e aplicamos qualquer operador de ¢, se tem que a funcédo de Ryp,, é também
um autoestado de H degenerado com o ¢,. Em efeito,
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Assim € que nos, a partir de um autoestado e por aplicacdo dos operado-
res do grupo, podemos gerar as autofun¢des degeneradas correspondentes
a um dado autovalor e selecionar, dentre elas, as que sdo linearmente
independentes.

Por exemplo, o que acontece com o dtomo de hidrogénio se n = 2.
Temos as fungbes p,., p, € p, degeneradas entre si e podemos obter umas
das outras por rotacdes, neste caso, em 71/2 em torno de cada um dos
eixos.

Lembrar que as autofuncdes correspondentes aos nimeros quanticos:
n=2el=+1,0,—1 sdo os orbitais p, e p, +ip,. Mas também o nivel
2§, que é totalmente inalterado pelas rotacdes, possui a mesma energia.
Os casos em que todos os niveis degenerados sdo obtidos a partir das
transformacdes R, tratam-se de uma degenerescéncia normal.

O caso do hidrogénio é acidental, apesar de possuir distintas proprie-
dades de simetria, os orbitais 2s e 2p sdo degenerados. O que ocorre é que
nesse problema, existem outras simetrias além daquelas indicadas pela
separacdo do problema em coordenadas esféricas.

4.22 Funcoes de base para representacoes irredutiveis

Suponhamos ter um nivel ¢, degenerado com degenerescéncia [,,,
isso quer dizer que existem [, funcdes linearmente independentes, todas
correspondentes ao autovalor E,,.

O que acontece quando aplicamos os operadores do grupo ¢? Produzi-
mos outras funcoes degeneradas entre si, as quais serdo expressas como
combinagdes lineares das [, fungdes.

Sendo assim, a acdo de ¢ sobre as ¢,, pode ser uma mistura conveniente,
dependendo do que se quer enfatizar nestas novas fung¢des ¢, misturadas.
Entdo, tem-se um espago de dimensdo [,, que é um subespaco do espaco
de Hilbert subentendido pelas autofuncoes de H. Para esse subespaco,
dizemos que permanece invariante frente a ¢. Assim, temos uma mistura
de fun¢des quando atuamos com algum R:

la
Ro, =D ¢TI (R). (4.126)
k=1
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As matrizes I' ddo a combinacdo linear das autofuncdes degeneradas
quando aplicamos R € ¥.

Para fazer uma distin¢do apropriada entre essas operacdes, precisamos
introduzir: (a) um superindice n nestas matrizes e nas funcdes de onda,
referidas ao nivel E, ; (b) subindices, que por sua vez, indicam de qual das
[,, funcdes se trata;

o™ = Z PT(R). (4.127)

No entanto, é melhor introduzir uma linguagem matricial, onde intro-
duzimos um vetor linha de I, componentes (™:

0™ = (e, 5", o), (4.128)

e matrizes TW(R) de dimenséo [, x I,,, entdo as [, equacdes podem ser
escritas de forma mais semelhante:

Rp™ = oMrM(R), (4.129)

Essas matrizes I' formam uma representacido que é também uma re-
presentacdo irredutivel do grupo ¥. Infere-se que é uma representagio
irredutivel se, ao se aplicar os operadores do grupo sobre algumas delas,
elas se misturem. Isso diz que elas ndo podem ser mais redutiveis do que
as matrizes T introduzidas por meio de (1) e (1').

Continua a ser provado que o produto SR corresponde a matriz:

I'(S)T(R) = T(SR). (4.130)
E muito facil mostrar em notacio condensada:
SRy =S(R¢) = S(¢T(R)) = (Sp)I'(R) = ¢T(S)I(R), (4.131)

logo,
SRy = ¢T(SR) = ¢T(S)[(R). (4.132)

Concluimos assim: As [,, funcdes degeneradas ¢" = ((,0%”), cpé”), -, <pl(”))

correspondentes ao autovalor E, formam uma base de func¢des para uma
representacdo irredutivel de dimenséo [,, do grupo ¢ da equacéo de Schro-
dinger.

Coroldrio: Se a base € ortogonal, as matrizes da representacdo sdo unitd-
rias.
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Como podemos ver novamente as vantagens da notacdo matricial:
{cps,”)} ¢ ortogonal, entdo

f olpdx =1, (4.133)
sendo a dimenséo (I, x ) e
(pgn)*
ei=] |, (4.134)

ja que (p;l¢ j) = 6;;. Entéo, temos que mostrar que, por unitariedade dos
operadores de rotacio,

TRI'R)=1 V R (4.135)

Partindo da ortogonalidade das funcoes ¢
J[Rw]"[Rgo]dx = f elpdx =1, (4.136)

elaborando o primeiro membro da igualdade:

J [¢T(R)] T (R)dx = f T'R)p pT(R)dx =1

=T"(R)1I'(R),

(4.137)

temos como consequéncia que
I'"(R)I(R) = 1. (4.138)

Vejamos como a Teoria de Grupo nos fornece bons nimeros quanticos.
Da base ™, passamos 4 nova base ¢’, tal que

¢ = va, (4.139)

ou em componentes c,o’y = > Y0, pode-se deduzir que
p=y'al (4.140)
Vejamos como se transforma a nova base frente aos operadores do

grupo:
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Ry’ =Rya = ¢T'(R)a = ¢'a 'T'(R)a, (4.141)

se definimos
I'(R) = a 'I'(R)a, (4.142)

resulta:
Ry’ = ¢'T'(R). (4.143)

A mudanga de base nos faz passar a outra representagio da I, a qual
é equivalente a velha.

Dessa maneira, podemos dizer que exceto por uma transformacéo de
semelhanca, para cada autovalor da equacéo de Schrédinger ha uma repre-
sentacdo Unica do grupo de 7. Assim, um conjunto de autofun¢des pode
ser classificado de maneira tinica de acordo com a RI & qual pertence. E
dessa maneira que a teoria nos fornece bons niimeros quanticos, a0 mesmo
tempo que a andlise da dimens&o [; da RI nos fornece a degenerescéncia
do nivel. Assim é que podemos fazer estimativas sem a necessidade de
efetuar calculos sobre a remocéo da degenerescéncia, fato que ocorrera
em geral se reduzirmos a simetria, ou seja, reduzirmos a ordem do grupo;
isso faz com que o [; (para algum [;) seja menor para o novo grupo de
menor simetria.

Vejamos o seguinte exemplo: sejam trés prétons e um elétron. Su-
pondo que o grupo de interesse seja 0 Z; somente, a inclusdo da reflexéo
pelo plano ndo vai interferir nessa andlise. Temos representacoes irreduti-
veis de dimensdo 1 e 2, portanto, a degenerescéncia sera no maximo de
ordem 2. O que acontece com as autofuncdes? Sabemos que se cumpre:

R = MWrM(R). (4.144)
Para as representacdes unidimensionais, temos simplesmente que

Ry = cpl;(ljl. (4.145)

ne

Assim a funcdo correspondente a representacio idéntica € inalterada,
ja que
VR TOR=1 e RpW=¢W,

Para a representacio que chamamos de I'®, terfamos

€} 3¢, 2%,
relr 11
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Assim é que a funcdo de onda correspondente a essa simetria troca de
sinal ao efetuar quaisquer das rotacgdes %,:

R= CIZA,B,C N R(P(z) — —QD(Z),

(4.146)
R=E,C; = Rp® = ®,

As funcoes de base que podem apresentar alguma complicacdo sdo as
que correspondem a I'®. Ali temos matrizes (2 x 2), T'(R), e consequente-
mente, ¢ é um vetor linha (1 x 2)

0@ = (1, 05). (4.147)

Consideremos, por exemplo, o operador B. Como vimos anteriormente,
a matriz que o representa é:

—1/2 4/3/2
I'(B) = / /2). (4.148)
V372 1/2
Ja estamos em condicéo de solucionar
Bp® = (4@ (p(s))(—l/Z \/3/2)
Lo v3/2 1/2
/3 / ‘//_ (4.149)
(1 ®,¥3 ® v¥3 ®,1 ©
—(—5901 MR 2R SR D )
logo
1 3
Bo =~ + §<p§3> (4.150)
) /3
3 1
By =017+ 505). (4.151)

Sao evidentes as vantagens de se usar a notagdo matricial. Vemos assim
que as propriedades da transformacéo das funcdes sdo dadas pela RI a
qual pertence. Isso se refere a quando se fala sobre a simetria da funcéo
de onda.

4.23 Grupos abelianos

Haviamos visto que as RIs para um tal grupo eram todas unidimensio-
nais, o que implica que nédo existem niveis degenerados para um sistema
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governado por um Hamiltoniano tal que resulta invariante frente as trans-
formacoes do grupo abeliano ¥.
Vejamos uma classe particular dos grupos abelianos, os ciclicos:

{4} =E,Ry,-- ,R,, (4.152)
tal que R, =A, R; =A?---A"=E ou
{9} =A"AA%, - AP,

Chamando I'(A) = r, um ntmero puro, ja que a RI é de dimenséo 1,
além disso, como A" = E = [T'(A)]" = r"" = 1. Portanto, existem h valores
distintos de r que formam as h raizes da identidade

2mip

r=eth, p=0,1,--- ,h—1, (4.153)

cada um desses distintos valores de I'(A) esta associado as distintas repre-
sentagdes irredutiveis do grupo ciclico (h representacées):

r®P(A) =e 7. (4.154)

4.24 Estrutura cristalinas e o Teorema de Bloch

A seguir trataremos da aplicacdo das técnicas da teoria de grupos a
sistemas cristalinos, isto é, sistemas governados por potenciais periédicos.
O grupo de simetria associado a dito potencial resulta do produto direto
de um grupo pontual das rotagcdes com o grupo das translacdes. Este
grupo é chamado de grupo espacial. Existem, no total, 230 grupos espaciais
(KOSTER et al., 1966; SLATER, 1965).

Dada uma certa simetria cristalina, ela determina o tipo de rota¢des
compativeis com as translacoes do cristal. Assim, por exemplo, se aplicamos
uma rotacdo C,, a um segmento que conecta dois pontos da rede distantes
em a, teremos que o ponto rotacionado ndo pode estar a uma distancia
menor que da.

Isso €, se chamamos x o segmento que une os pontos P e P/, temos

2x = 2a sen(7t/n) = a. (4.155)

Isto implica que sen(7t/n) = 1/2. Como ilustragio, veja a figura abaixo:
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P/

Essa condigdo exclui rotagdes com n > 6. O caso (n = 5) é incompativel
com a simetria cristalina pelo fato de que, com pentdgonos, ndo é possivel
preencher todo o espaco. Ver, por exemplo, na pagina 7 da referéncia (KIT-
TEL, 1971).

4.24.1 Teorema de Bloch

O Teorema de Bloch foi introduzido na segunda década do século
20 (BLOCH, 1929), isto €, nos alvores da Mecénica Quintica. Refere-se as
autofunc¢des de um Hamiltoniano que € periddico, tal como ocorre em um
cristal perfeito. Em uma tal estrutura, definimos trés vetores (t, t, e t3)
que, por simples repeticdo, nos recorre toda a estrutura. A periodicidade
do Hamiltoniano acontece em func¢éo da estrutura do potencial:

V(r)=V(r+Ry), (4.156)

onde R; = > [;t;, com [; sendo ntimeros inteiros.
Definimos agora os operadores de translacdo por meio de:

TR)f(r)=f(r+Ry). (4.157)
Estes operadores estdo no grupo de H, de modo que:
[T,H]=0. (4.158)

Em principio, temos co® operadores, mas se aplicamos condicées pe-
riédicas de Born-von Karman,

fr+Nt)) = f(r+ Nyt,) = f(r+ Nst3), (4.159)
com N; >> 1 (inteiro).

Portanto, vamos ter em total um conjunto de N operadores = N; N,
N; que saem de
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[T(t)]" = [T ()" = [T(t3)]" = E. (4.160)

Temos assim um grupo abeliano, ndo ciclico (seria ciclico no caso unidi-
mensional).

Os operadores de translacdo sdo unitarios e isso implica que os niumeros
que dio as distintas RIs sdo de médulo 1.

Em efeito, se calculamos

(FIFY=IT'TIf) =(TFITS). (4.161)
Por outro lado, chamando de a a matriz da transformacdo, entio

T(R)f =af, (4.162)

logo (f|f) =a*a(f|f), somente se a*a = |a]?> = 1, sendo a = €%,
Fisicamente, se aplicamos uma transformacgéo em R; na funcio de onda
devemos esperar que, como o potencial no ponto transladado é o mesmo,
a probabilidade de encontra-la nesse ponto seja igual a encontra-la em r:

le(@)I* = lp(x+R)I* = lal|p@)I?, (4.163)

mas como |a|?> = 1, verifica-se que a probabilidade nos diferentes pontos
do espaco serd a mesma.

O autovalor do operador de translacido ou a matriz da representacio
deve estar caracterizada pela translacéo R;, além disso, deve-se cumprir
que

T(R)T(R,) =T(R,+R,). (4.164)
Definindo que
T(R;) = e} (4.165)
entao
T(R))f (r) = "™ f (1), (4.166)

onde o vetor k denota as distintas Rls, todas unidimensionais contidas em
{T}, grupo de ordem N = N; N, N5. Por conseguinte, agregamos a funcio
de onda um indice Kk, isto é,

T(R)fi(r) = *R £ (1), (4.167)
sendo [k]=L7" .

Vamos obter as distintas Rls. Para isso, introduzimos a base do espaco
reciproco, sendo uma terna de vetores {b;} tal que
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Xt b_tgxtl b_t1><t2
=G 2= T 3T T o

b =0 Q ¢ Q
0 0 0

, (4.168)

onde Q, é o volume da célula unitéria, definido por:
Qo =1t - (ty x t3). (4.169)

Além disso, ¢é fdcil verificar que t; - b; = §;;, sendo [b;] = L

Expressamos assim nesta base os vetores do chamado espaco reciproco:
3

k=27 > &b, (4.170)
i=1

As condig¢des de periodicidade de Born-von Karman conduzem as se-
guintes expressoes:
ellMite = 2N — 1, (4.171)

parai = 1,2,3. Isso determina os seguintes valores permitidos das variaveis
&
El=— j=0,---,N;,—1. (4.172)

Temos assim as componentes do vetor k dadas por:

i 2mj 1 2ml 2ntm
K=" kL= KM =

b e 3 J
N, N, N,

sendo (j=0,---,N;—1),(=0,--- ,N,—1)e (m=0,--- ,N;—1).

Em total temos N = N; N, N; distintos valores de k que caracterizam as
N diferentes RIs do grupo das translacoes.

Temos assim um resultado muito importante: temos tantos valores de
k como nimero de células no volume de Born-von Karman.

O Teorema de Bloch se escreve:

T(R)fi(r) = e*Rifi(r) . (4.173)
Rede reciproca
Os vetores s
K= znzhibi (4.174)
i=1

descrevem a rede reciproca da estrutura cristalina, sendo h; nimeros intei-
ros. Fazendo o produto escalar com vetores da rede direta:
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3
Ky R, =21 Y hl;=21M, (4.175)
i=1

onde M é um numero inteiro. Partindo de uma funcéo ¢,(r) e adicionando
um vetor K;, a funcdo, vejamos como ela se transforma:

T(R)¢rix, (1) = e+ R, Prrx, (1)

Qe (4.176)
= R (1)
Mas pela propriedade do produto escalar, temos:
T(R) @i, (1) = €My e (1), (4.177)

isto é, a onda com k+Kj, se transforma de maneira idéntica a onda k. Daqui

podemos definir tudo em termos do vetor k. Esse vetor em um problema

periddico caracteriza a RI, sendo definitivamente um bom nimero quéntico.
Portanto, a funcdo de uma dada RI passaré a ser escrita assim:

fil(r) = e* Ty (r); (4.178)

aplicando uma translacio em R, temos e* @Ry, (r +R)), o qual deve ser
igual a e*®ielkTy, (r) e, portanto, a funcéo u, deve ser periddica, isto é,

u(r) = uy (r + Ry). (4.179)

Portanto, a funcdo de Bloch é uma funcao periddica modulada como
uma onda plana.

Analisamos como se transforma uma onda de Bloch frente as trans-
lacoes. Agora vamos mostrar as propriedades de transformacio da onda
de Bloch frente as rotac¢oes R do grupo de simetria cristalina. Definimos a
aplicacdo de um operador do grupo sobre uma funcio de onda da seguinte
maneira:

R¥(r) =¥(R 'r). (4.180)

Considerando S = R™* os vetores de base do espaco direto que se trans-
formam como: St; = tg.; temos que o produto escalar b; - t; se transforma
assim:

bi . St] = S_lbi . t]; (4.181)

a igualdade é consequéncia da ortogonalidade dos operadores de rotacgéo:
SS™! = E. Essa relaciio demonstra o fato de que uma rotagio no espago
direto é equivalente a uma rotacdo inversa no espaco reciproco. Temos
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assim duas opc¢Oes para analisar as transformacoes das funcoes de onda:
a) utilizando a equacéo da transformacéo da onda no espaco direto ou b)
realizando a operacdo inversa no espaco k. Utilizando a segunda op¢éo
equivalente, o vetor k se transforma de acordo com k' = S~'k = Rk.
Aplicando este resultado as ondas de Bloch, temos:

Rf (1) = fri(1). (4.182)

O grupo do vetor de onda

Esse importante resultado demonstra com énfase as vantagens da de-
finicdo da acdo do operador R sobre uma func¢ido de onda. Com efeito,
para construir fun¢des simetrizadas a partir de ondas de Bloch, é sufici-
ente conhecer as transformacoes dos vetores (pontos) no espaco reciproco
frente as operagdes R do grupo de simetria do Hamiltoniano. Vimos que o
vetor k é um bom nuimero quantico que caracteriza as diferentes RIs. O
conjunto de operadores que deixam k invariante é um subgrupo do grupo
do cristal, que chamamos de grupo do vetor de onda %,. Na construcédo
dos operadores de projecdo sobre as diferentes Rls, sdo os operadores do
grupo %, que devem ser incluidos, desde que eles deixem o vetor de onda
k invariante.

Zona de Brillouin

Haviamos introduzido as Rls e as funcoes de base para essas RIs do
grupo abeliano de ordem N, constituido pelas translagbes T (R;), por meio
de

T(R)fi(r) = e*Rify (1), (4.183)
sendo
. J:O,...’Nl_l
P2
KJ:%, Ké:ZN—m,nglzzj\;m 1=0,---,Ny,—1 (4.184)
! 2 3 m=0,---,N;—1
entao
k= > Kb, (4.185)

Assim é que o vetor k no espago reciproco caracteriza as distintas RIs do
NnoSso grupo.
Temos assim no espago reciproco:
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(kb k2)

;

este ponto no plano é um dos N; x N, distintos valores que se pode
tomar para k3 = 0.

Construimos assim a célula unitdria no espaco reciproco ou primeira
zona de Brillouin. Aqui é conveniente fazer um par de reflexdes sobre os
pontos equivalentes.

Haviamos observado que as propriedades de transformacao frente as
translaces foram determinadas pelo vetor dentro dessa zona, ja que ao
somar algum k;, ao vetor k se obtém o mesmo autovalor do operador de
translacio: e*®. Por exemplo, o extremo de b; (ou by, ou by, ou b, +b,)
e sua origem estdo nessa situacdo, sdo pontos equivalentes e representam
a mesma coisa.

Por outro lado, poderiamos considerar a célula unitaria de mesmo
volume, ou seja, b; - (b, X bg) = ﬂio’ no espaco reciproco, realizando o se-
guinte: une-se a origem com os primeiros pontos vizinhos da rede reciproca
(aquela formada pelos k;) e depois bissecta-se os vetores que conectam
o centro com os vizinhos; assim sera delimitada uma zona de volume Qlo
que cerca a origem.

Por exemplo, para uma estrutura hexagonal os vetores da base direta
sdo:

-
w
Il
o
=

t = (ﬁf— 1}') a, t,=a] e , (4.186)

o volume da célula é Qy =t; - (t, X t3) = @azc. A partir das equagdes

(4.168) obtemos os vetores da rede reciproca:

2 1 1(+, 12 1,
b, = —i, b =—('+—l) e b,==k. (4.187)
P AN T
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Realizando o procedimento indicado se obtém a seguinte figura no
plano k5 =0:

(100)
M/
(010) (110)
b,
(110) b, (010)
M
(100)

Agora consideremos aqui os diferentes k. Observe, por exemplo, que os
pontos M e M’ sdo equivalentes, j4 que deduzem um do outro para algum
k, e, portanto, os consideramos como idénticos.

Essa construcéo foi introduzida por Wigner e Seitz no espaco direto.

Antes de continuar, voltemos a um grupo importante, também ciclico,
aquele formado pelas rotacdes de um dado eixo, por exemplo, o eixo z.
Nesse caso, € claro que nosso grupo ndo somente € abeliano, mas também
é ciclico. Pode-se tratar de um grupo finito ou infinito, o qual pode ser ma-
nipulado. Como o grupo é abeliano, as matrizes das Rls séo simplesmente
numeros e, por se tratar de operadores unitdrios, esses nimeros possuem
modulo 1. Além disso, devem satisfazer que

T(0)T(w2) =T(¢1 + ¢5) - I'(p)=e™", (4.188)
onde m caracterizara a RI de que se trata. Como deveria ser
I'(p+21) =T(y), (4.189)

logo
eim2m — 1 m=0,+1,42,--- (4.190)
onde m é inteiro.

Se temos uma funcdo de (r, 0, ) e aplicamos uma rotacdo de um
angulo ¢, entdo
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R(po)¥(r, 0, ¢) = ™% U(r, 0, ), (4.191)
se W é uma funcdo de base para m-RI do grupo. Mas isso, por definicéo, é
R(po)¥(r, 6, 9) = W(r, 0, ¢ + o) = e™PU(r, 6, p), (4.192)

sendo que a dependéncia em ¢ deve ser da forma e™¢. Portanto, uma
funcio de base para m-RI do grupo de rotacdes deve ser

U, (1,0, 9) = f(r,0)e™?, (4.193)

onde introduzimos o nimero quantico m.

4.25 Funcoes de base e operadores de projecao

Em seguida apresentamos o emprego da técnica de operadores de
projecdo, a qual nos fornece as autofunc¢des de base para as diferentes Rls
do grupo da equacdo de Schrédinger. O tal grupo satisfaz

[¢,H]=0. (4.194)

No entanto, as autofungdes ¢, satisfazem Hp, = E, ¢, €, COmMo mos-
tramos precedentemente, o conjunto das fungdes {R¢,} também satisfaz a
mesma equacdo de autovalores. Portanto, temos um conjunto degenerado
de autofuncoes.

Uma dada RI de dimenséo [; do grupo da equacdo de Schrodinger possui
uma base de autofuncdes linearmente independentes que satisfazem

Rp™W = oWrM(R), (4.195)

Além disso, dissemos que se essa base é ON, as matrizes da RI devem
ser unitarias, ou seja, se

J olpdx=1 = I'"(R)r(R) = 1. (4.196)

Se realizamos uma mudanca de base ¢ — ¢, entdo
/

¢ =pa = I—TI'=a 'T(R)a, (4.197)

portanto, temos a mesma representagao.
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Vejamos agora os operadores de projecdo sobre as RIs de um grupo. Pela
aplicacdo de um operador, vamos construir funcoes de simetria adaptada,
isto é, que se transformam de acordo com (4.195).

Definiremos o operador 9’;{) da seguinte maneira:

. L.
PD=>" E]F(J)(R)’;MR, (4.198)
®
a soma se faz sobre todos os operadores R do grupo, sendo que [; é a
dimenséao da j-RI. Observe que no segundo membro os indices estdo nesta
ordem, vu, e eles definem o operador &,,. Deve-se tomar cuidado, pois é
uma fonte de erro.
Aplicando esse operador a uma funcdo f, obtemos a onda

4 N .
=208 =+ > TOR): RS, (4.199)
®)

sendo f uma funcdo arbitraria.
Queremos ver como se transforma essa onda frente aos operadores de
4. Aplicamos um operador R e obtemos

N P
RFD = EJ%:FU)(S):HRS £, (4.200)
S

ja que R é um operador linear; entdo fazemos RS = 7, isso implica que
S =R 17, entiio a expressio acima fica:

l.
()] D (R-1ay
Rfyy =1 > IR 7Y, Tf, (4.201)
)
mas
rO®R17Y,, = Z rO@ e (), = Z rO(R),, T,
k k

(4.202)
entao

l.
QI ANNG Wy gf=S"T)
Rf) = Ek TOR)y, (Eg)rl (T, 7f = Ek TOR)yfur,  (4.203)

portanto,

RFD =" £, TDR),. (4.204)
k
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Assim temos um resultado importante. Cabe, primeiro, recordar o que
tinhamos antes:

Rp) = oOTO(R) — RpD ="l (4.205)
k
essa expressdo define a base para uma RI do grupo. No entanto, a ex-
pressdo (4.204) satisfaz precisamente essa relacdo. Dizemos assim que a
funcao fﬁ) se transforma de acordo com a v-ésima coluna da (j)-ésima RI
do grupo.
Passando para a linguagem matricial, definimos um vetor:

D= £G) ... f()
FO=UL S £ (4.206)
de [; componentes (v =1,---,1;) tais que se transformam assim:
REY = fIrO(R), (4.207)

cada uma dessas f,, sdo companheiras na representa¢do. Quantos desses
vetores temos? Tantos quantos ha u, o que implica que existem [; diferentes
vetores. Em outras palavras, temos diferentes fungoes, fﬁ), em numero
igual a (lj)2 funcées que poderiamos construir com os (lj)2 operadores
29

Se as representagdes forem unitdrias, teremos outra forma alternativa
para as funcoes de base:

L L )
fﬁ) ) ZF(J)(R)t“Rf

h

. ® (4.208)
=3 2 TVR™)RS,
(R)
chamandoR! =7 ou 7! =R, entio
l.
(6) () -1

fv =1 ;FJ (DT ' f. (4.209)

Essa expressdo tem o par de indices matriciais a direita e a esquerda
na mesma ordem, mas com o operador 7! no lugar de 7. Geramos
isso a partir de uma funcéo arbitraria f, chamada de onda progenitora
da onda simetrizada fﬂ’)’ um conjunto de fungdes que se transformam
irredutivelmente frente aos operadores do grupo. Obteve-se isso por meio
da aplicacdo do seguinte operador, chamado full-projection operator:
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l.
) j ) .
9,3) = E E F(J)(R)WR
® (4.210)

I.
—_— () -1
=4 (ER) I'"’(R),,R.

De fato estes ndo sdo operadores de projecdo, pois um operador de
projecdo deve satisfazer:
P1=2. (4.211)

Diferentemente, esses operadores satisfazem a seguinte relagio:
VPV = 505 ;2 (4.212)
afp < ys as<ype :

Os Unicos operadores de projecédo sdo os diagonais. Como caso particu-
lar da tltima equacéo, temos:

D gz (@) — D
?}”aﬁ ‘@ya = ‘@yﬂ . (4.213)
Passaremos a demostrar a relacdo geral (4.212):
P Dp0) — il > TOR);, 10(S)5 RS (4.214)
ap < ys h_z 1 & Ba Sy 2 :
fazendo RS = 7 ou R= 7S}, entdo

S L
D) — 19 N gg1y TU(SY: 7
PPy =1 Sgyr (7871, TS,

L 4 . .
= -5 2, TO@), 1O, 19(8);, 7 (4.215)
ST,y
Ll 4 . .
= h—; Z F(l)(g);}vr(l)(s)avrm(s);yg,
ST,v
mas
@) Doy — h
DTS, = 860,67 (4.216)
S j
entao
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. ) L. )
(D U) — i *
PP =5 > TO(T Y 680,67

T,y

l

_ b i * (4217)
= 16,64, > TT), 7
T

h
= 6ij6ay‘@a/3‘
Para os operadores diagonais e para a mesma RI, naturalmente temos
D2 — g (D).
P =P (4.218)
voltamos agora as nossas func¢oes de base, elas satisfazem

Rp®W = oOTO(R), (4.219)

Dizemos que 9;3 é um operador de projecdo. Vejamos se é assim: tomo
uma progenitora f e aplico 9’;2

L .
fad =7 > TOR); Rf. (4.220)
R

A esta onda aplicamos novamente @ég

L , ‘
PR = W > rOR): R, (4.221)
R
sabemos que
L
RFD =" fOTO(R),,, (4.222)
u=1
entao
L !
FOFD =1 D TR, D FITOR),
R H:l
l; ; : : (4.223)
by Zm(R);arm(R)m], £,
u LR
H6an
portanto,
PO =8, (4.224)

como deveria ser, ja que #2 = . Assim é que 9’0&]1) € um operador de
projecdo sobre j-RI. Vejamos uma aplicacéo trivial desses operadores de
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projecdo. Seja o grupo de ordem 2: 4, que consta de E e a inversdo I. Essa
operacdo transforma x —> —x. Um grupo que segue essas transformacoes

é necessariamente abeliano, consta de 2 RIs de dimensé&o 1.
Tabela de caracteres:

EI
riir 1
@11
O operador de projecio para a RI I'()):

20 = %(E+I),

e para a RIT®:
3 = %(E—I);

vejamos as funcoes de base:

FO = %(E +D)f = %[f(x)+f(—x)],

essa é uma funcao par,

£ = %(E_])f = %[f(x)—f(—x)],

e essa é impar.

(4.225)

(4.226)

(4.227)

(4.228)

NOTA: Nem sempre é possivel extrair funcdes f) a partir de uma
progenitora arbitrdria. Por exemplo, se temos uma progenitora par, ela tem

a simetria de T™M, e se aplicamos

POf (par) = f (par) = [/ (x)+f(=)] = 32f (x),

mas se aplicamos

POf (par) = [/ ()~ f ()] =0,

€ reciprocamente.

(4.229)

(4.230)
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4.26 Grande Teorema dos Elementos da Matriz

Seja um operador Q que comuta com todos os operadores de um grupo,
como ocorre com H, e o grupo da equacdo de Schrodinger correspondente.
Podemos obter uma relacdo que fornece os elementos de matriz de Q com
respeito as funcoes de base para as distintas RIs, essa relacdo se chama o
Grande Teorema dos Elementos de Matriz (EM). Tem-se entdo um grupo
¢ tal que

[Q,¥9]=0. (4.231)

Vamos introduzir uma notacdo que demonstra, de forma mais clara, de
onde obtemos nossas funcées de base, ou seja, nos diz qual é a progenitora.
Por exemplo, com

fP=20f (4.232)

g, =20, (4.233)

indicaremos 2 ondas simetrizadas correspondentes as Rls (i) e (j) cons-
truidas a partir das progenitoras (f) e (g).

Tem-se entdo um operador Q que cumpre (4.231), e para as ondas
dadas por (4.232) e (4.233), se tem:

(g 1QUED) = (el QIEL) 8155 - (4.234)

Observe que a esquerda fica a onda progenitora g. Vejamos a demons-
tracao:

. Ll
— (i) j * t
()= RE’S Ly (RIT)(S) (RelQISS) -, (4.235)

a v

“l¢ — —co-1 @ —
se fazemosR™'S =7 ouR=57 ' =T, (R) =3,
entio

9 (SrO(T ) gy

Ll b _
(=1 ;Z S O(F 1), T9(S)* (gl QIR'Sf)

L; Ve
= 285 D 58l (T (81 Q17 S)
T,

. | (4.236)
- ﬁ5i].5w,2r(l)(9‘1)wl (glQ17f)
T

=00,y (8|Q|f,f,?/) .
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Q.ED
(€, 1QIFD) = 5,6,y (gl QIS - (4.237)
1. Se temos Q = H: Primeiro corolario, fun¢des com distinto indice de
simetria v sdo néo interagentes. v deve ser igual a /.

2. Tomando Q = E, operador identidade, entdo tem-se que as funcdes
com distinto indice de simetria sdo ortogonais.

* 1) e 2) juntos implicam uma tremenda reducdo no tamanho da
equacao secular
[H—EA|=0. (4.238)

3. Um terceiro corolario muito importante diz que o resultado é indepen-

dente de v:
(FPllgy) = FP1Qlgi) =+ = () lQlgl)
i w o uz(i) " v (4.239)
=6, (flQlg,,)-

Basta assim calcular os EM para algum v, por exemplo, v = 1, para
saber o que acontece com qualquer v. O que implica que basta trabalhar
apenas com os operadores &, ;.

Além disso, ja vimos o seguinte:

1. Os assim chamados operadores de proje¢do do grupo satisfazem

2 offis)g' y(é) =6;i045%p> (4.240)

ndo sdo propriamente operadores de projecdo, salvo as diagonais Q?’UE;)
2. Construimos assim ondas simetrizadas

f9 =20, (4.241)

que se transformam irredutivelmente frente as operagdes do grupo, de
acordo com a coluna »:

RFD =" fPTD(RY,, (4.242)
k

ou
RE) = fITO(R). (4.243)

3. Finalmente, mostramos o Grande Teorema dos Elementos de Matriz
para estas func¢des de base
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(g 1QIED) = 6,5,y (glQIFLD) . (4.244)

A equacdo (4.244) é muito importante, como veremos adiante. Ao
efetuar um calculo onde se tem que expandir a fung¢do de prova em ter-
mos de certas ondas simetrizadas: ¢ = ».c;f; , chegamos ao problema

secular
|[H—ES|=0. (4.245)

Usando a equacéo (4.244) vemos imediatamente que existem muitos
elementos de matriz que sdo diretamente iguais a zero.

Como corolario, temos a ortogonalidade das fun¢des de base para as
funcdes com distinto indice de simetria v, ainda dentro de uma mesma
representacao.

Além disso, 0 EM vem independentemente de v, entdo pode-se restringir
o trabalho aos operadores &, por exemplo. Mas, para cada elemento
de matriz, é preciso calcular mais de uma integral, ja que pela esquerda
temos a progenitora sozinha g, ao passo que a direita teremos:

9= Z rOR):,, (4.246)

o que em geral dard uma combinacéo linear de funcdes, tantas quantas
diferentes Rf existam. Este nimero nédo pode superar a ordem do grupo h,
mas pode chegar a ser igual a h. Obtemos uma simplificacdo significativa
nos calculos se aplicarmos o seguinte critério: ao avaliar os elementos de
matriz entre ondas simetrizadas, colocar a direita a funcdo que contenha
uma combinac¢do em nuimero menor de ondas Rf . Isto é, considerando
que ¢¥f da um ntmero m de ondas distintas e a aplicacdo de & sobre g
da n funcdes, no caso que m < n, colocando f a direita, simplificamos o
calculo por ter que calcular um nimero menor de integrais.

Uma forma alternativa de derivar o Grande Teorema dos Elementos de
Matriz se baseia em uma relacdo ja mostrada:

@) g (G) _
P p}ﬂ; =6,i645P,p (4.247)

considerando

(g2 1QIED) = (20 glQ120f)
= (glQlz\ ) 29)f),

w

(4.248)
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fica por ver quem é 2'. Sabiamos que

2, = Z rORY;,, (4.249)
h &
entdo
(l)! (i) —
> Zr (R)y R (4.250)

(R)

chamando R~! = 7, entdo

(l)! — Zr(l)(g 1)1)’ R

P
_ (4.251)
= Z roey,,7 =20,
Em consequéncia,
(g lQlfI) = (glQ12 )29 f)
wv Ry (5 w (4.252)
= <g|Q|'@W/f> ij v
0 que comprova o poder de uma relagdo entre operadores.
Quanto vale a norma de uma onda simetrizada?
FDIFD) = (FIFD) = Z TO®)" (FIRIf); (4.253)

(R)

o resultado é o mesmo para todo v.

4.27 Produto direto de grupos e suas representacoes

O grupo de simetria de um dado sistema fisico pode estar composto por
um certo tipo de operadores de natureza distinta. Por exemplo, os opera-
dores podem ser de rotacoes (proprias ou ndo) e mudanca de coordenadas.
As rotagbes formam um grupo em si mesmas, assim como as permutagoes
de coordenadas de particulas idénticas. Por exemplo, no caso de moléculas
constituidas por um mesmo tipo de d&tomos, o Hamiltoniano é dado por

hZ

A== ——ZA +V(R,)+V(r; - Rl)+Z , (4.254)
i<j Tij
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com

2.2
V(R =Y =5, (4.255)
g<h ~-gh
e’z
Vi, R)=> —22 (4.256)
; |Rg _ril
e
3. 52
A, = ; axT (4.257)
— ’g

Claramente, a mudanca de R, «— R, e de r; «— r; deixam ¢ in-
variante. Além disso, existe em geral uma ulterior simetria rotacional na
molécula, essas operacoes formardo o grupo de rotacoes que € um subgrupo
do grupo total de simetria, grupo de rotaces que possui natureza distinta
do grupo das permutag¢des associado com a mudanca de coordenadas.
Temos assim um grupo com elemento genérico A, e outro com elemento
B; que comutam:

(o, #]=0. (4.258)

Formamos os produtos A;B; em um numero total = h;h, e dizemos
que essa colecdo de objetos forma o grupo produto direto dos grupos
"fatores" ¢, e ¥, e indicada com

Ao produto de 2 elementos nesse novo grupo, corresponde efetivamente
um terceiro elemento que esta nele mesmo

(AkBA) . (Ak’BA’) = AkAk’BABZ’ = Ak”Bl” S g, (4260)

ja que por definicio esses elementos comutam.

A identidade é E = E E,: o produto de ambas as identidades.

Antes de introduzir as representacoes irredutiveis do grupo ¢, produto
direto, vamos dar as nocoes do produto direto de matrizes. Definimos:

y=a®p, (4.261)

onde os elementos da matriz produto direto sdo dados por 2 pares de
nameros,
Yijskt = aikﬁjz, (4.262)

o par de indices ij indica a linha em Y, enquanto o par kl caracteriza a
coluna. Suponhamos que a seja uma matriz de ordem (n; x n,) e 8 de
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(n x n;) = y serd uma matriz de ordem (n;n/ x n,n;). Além disso, se a
e 3 sdo quadradas, y também serd.

Vejamos um teorema referido ao produto ordindrio matricial entre
matrizes y e ¥ que resultam cada uma de um produto direto. O teorema
se expressa assim:

(@@ f)-(@®p)=aae pp. (4.263)
Facamos:

(a ® ﬁ)ik;i’k’ = aii//jkkl 5 (a ® ﬁ)i’k';i”k” = ai/i//ﬁk/k//,
entdo

[(@®B)- (@® P)liiner = D Yiksin Tresiie

(k)

=ty B Lo Broir = (@) (BBt
(i'k")
= [(a@) ® (BB)iksirir;
(4.264)

com isto estd demonstrado (4.263).

Outra propriedade: O produto direto de 2 matrizes diagonais é uma
matriz diagonal; o produto direto de 2 matrizes identidades é também
uma matriz identidade. Escrevendo

(A®B)ii';kk’ =AikBi’k’ =Ai5ikBi6i’k” (4265)

temos que os dltimos termos que subsistem sdo i = k e k' = i. E portanto,
os unicos elementos # 0 séo elementos da diagonal: (A® B);;/.;.

Vejamos agora as representagoes do grupo produto direto.

Seja ¥ = 4, ® ¥, e suponhamos possuir uma representacio I'®) de
4, e outra I'®) de %,, ambas irredutiveis, vamos mostrar que o produto
direto dessas representagdes forma uma RI do grupo ¥.

Fazendo:

[T(A) @ T (B)] - [T*)(Ar) @ T*)(By)]
= [r®@)r)Aa)]e [r)(s,)rt(s,)]
=T“(AA) @ T®)(B;B;)

= 1(@®b)(A, A, B,By,),

(4.266)
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se mostra que esta representacdo é também irredutivel, via o lema de
Schur.
Vejamos se fazendo os produtos diretos das representacées I'® @ I'®
se obtém todas as Rls de .
Sabemos que
h=hhy= > 2 (4.267)

soma sobre
distintas RI de ¢

Por outro lado, qual é a dimensdo da representagédo produto direto?
Esta é [;; = lfa) ZJ(,b) por construcgdo. Entdo fazemos

D=1 P2 = by =h; (4.268)

()] i J
dessa maneira, construimos todas as RIs do nosso grupo.

Classes e caracteres

Quantas classes temos no grupo 4? De [¥4,%,] = 0, pode-se observar
que existem tantas classes quanto o produto do niimero de classes em %;
pelo nimero de classes em ¥%,. Outra maneira de ver, existem tantas RIs
distintas de ¢ quanto o produto do ntimero de Rls em ¥, pelo ntimero
correspondente de %,, isto é, tantas quanto o produto do nimero de classes
em ambos os grupos.

Vejamos os caracteres da representacio produto direto.

x(@®5)(A, B)) indica a RI do grupo ¢ obtido como o produto da RI
i-ésima de ¥, pela RI j-ésima de %,, isto é:

2 “®(AB) = Z T®P(AB));ji
(i)
— Z F(ai)(Ak)iir‘(bj)(Bl)jj (4.269)
(i)
= 1 (A)x " (BY).

O carater da representac¢do produto é igual ao produto ordinario dos
caracteres das respectivas representacoes.

Isso ja é muito, pois a maioria dos grupos de interesse € obtida por meio
do produto direto de dois grupos. Vejamos como trabalhar isso. Temos o
famoso grupo %; de ordem 6 com a seguinte tabela de caracteres:

Consideremos agora o grupo .’ de ordem 2 que consta de 2 operadores:
E e 0. Com o se indica uma reflexdo por um plano (x, y), ja o subindice
h indica que o plano € perpendicular ao eixo de maior simetria, que nesse
caso é um eixo 3.
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E claro que esse grupo comuta com Z; e o produto direto forma um
grupo de 12 elementos, o %,

Para ., temos um grupo abeliano de ordem 2

Quantas classes possui Z;,? Tantas quanto 3 x 2 = 6 = 3 6 Rls
diferentes nesse grupo. Quais sdo as dimensoes das RIs do grupo produto?
Sabe-se que as dimensbes que sdo chamadas ll.(a)lj(.b) = l;; = como os
ZJ(.b) =1 para .¥; isto é, as dimensdes do grupo produto sdo as mesmas que
as do ;.

Isso é muito importante, pois se um grupo fator possui somente repre-
sentacOes unidimensionais, ndo aparecem matrizes de maior ordem no
grupo produto direto.

Vejamos como proceder para construir a tabela de caracteres. Vamos
introduzir a seguinte notacdo: I'* e '™ como as representacdes de .&
que antes eram I'M e I®. Como mostramos, os caracteres de ¢ s&o os
produtos: W*(Zy,) = ¥(Z5)¥*.

Vamos a tabela:

93 E 95 oy,
Dan, E 3%, 2%; | oy, 30,% 2%;0},
Ly 1 1 1 1 1 1
1"; 1 -1 1 1 -1 1
;| 2 1| 2 0 1
T 1 1 1 -1 -1 -1
by 1 -1 1 -1 1 -1
b |2 0o 1|2 0 1
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Do | D3 | D5 o
v | v ¥

Sinteticamente. A partir de 1/4 da tabela pode-se construir a tabela
completa. Para as representacgdes indicadas com +, repetimos os caracteres
da esquerda, j4 que resultam de multiplicd-los por +1, que é ¥*. No
quadro da direita abaixo estdo os ¥, mas com sinais trocados, jd que temos
Yo =—y,

O quadrante esquerdo abaixo néo se altera, ja que devemos obter os

produtos
U(E)¥(Zs) = ¥(Ds). (4.271)

Conclusao:

Basta um 1/4 da tabela, ou seja, basta a informacéo que ja tinhamos
sobre 9;. A novidade é que se duplicou o niimero de RIs ndo equivalentes,
mas ndo apareceu nenhuma nova dimensao.

Isso implica que no maximo em %, existem niveis duplamente dege-
nerados.

O que acontece quando, como é frequente, um grupo resulta do produto
de outro com o %; = (E,I)?

Exemplos:
Gon = €5 ® 6;
‘@611 = “@6 ® Cgl

Repetimos textualmente o feito com Zs,.
As representacgdes serdo agora pares ou impares

9
| w
r~(vl—v

Sendo I'' = pares: [, e " = impares: T,.

Incluir a inversdo I ndo incrementa as degenerescéncias e, por outro
lado, retirar a inversdo, ou seja, reduzir a simetria do grupo, ndo remove
as degenerescéncias, e portanto ndo aparecera uma separa¢do dos niveis
de energia.

Simetrias cristalinas.

108 | TOpPIicOs DE MECANICA CLASSICA E TEORIA DE GRUPOS



Em um cristal, temos como operacdes de simetria as transla¢des 7 (R;)
para R; = D [;t;, com [; sendo inteiro e as roto-reflexdes, as quais podem
ou ndo possuir translacdes associadas ndo primitivas, ou seja, Z 7;t; com
1; 7 inteiros.

Pode-se ter qualquer quantidade de grupos pontuais, mas se quisermos
que as rotacoes sejam compativeis também com a simetria translacional,
esse nimero de grupos pontuais se reduz a 32.

Grupos espaciais.

Séo os formados pelas rotacoes e translacdes, as quais existem em
numero de 230.

Nas moléculas nio existe simetria translacional, entdo o niumero de
grupos pontuais que aparece ali € maior.

Vejamos mais sobre um tipo de grupo espacial com o qual poderiamos
ter que lidar: o Qgh. Existe uma estrutura cristalina de 4tomos idénticos
chamada de hexagonal compacta que possui 2 atomos por célula unitaria,
neste caso nos deparamos com tal grupo. A notacdo indica que existe um
eixo 6 e 6 eixos bindrios perpendiculares ao dito eixo de maior simetria. O
indice h quer dizer que existe um plano perpendicular a esse eixo 6. O 4
indica que se trata de um determinado grupo espacial.

Os atomos estdo localizados nas seguintes posi¢cdes equivalentes:
(1/3 2/3 1/4)e(2/3 1/3 3/4), onde esses numeros correspondem a

&
r=> &, (4.273)
sendo t; = $(v/3i—j); t, = aj; t; = ck; [ty = |t,] = a.

o tz

1/4

3/4

5]

Vemos que uma rotacdo Cg do eixo z ndo é uma operacéo de simetria,
pois além de rotacionar tem-se que efetuar um deslocamento em 5 no eixo
Z.

Aqui associamos a uma operacgdo de rotagdo uma translagdo nao-
primitiva, assim chamada porque é um ntimero fracionado de t;.
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Como é o caso do @gh, existem grupos que sdo associados a esse tipo
de operacoes de translacdo ndo-primitivas, tais grupos sdo chamados de
ndo-simorficos, como € o caso da estrutura hexagonal compacta.

Quando o grupo pontual cristalino ndo possui associado a ele transla-
¢Oes ndo-primitivas, se diz que o grupo espacial é simérfico.

Vejamos como introduzir os operadores do grupo espacial. Por um lado,
as translacoes sdo caracterizadas por:

TR)p(r) = p(r+R)), (4.274)

e as do grupo pontual por
Ro(r) = ¢(R7'r). (4.275)

Um operador do grupo espacial é indicado pela seguinte notagdo:
{R | R;}, o vetor da direita indica a translacdo R; = Zzi [;t;, com [; inteiro,
ao passo que a esquerda esta indicada a operacdo pontual de rotacdes que
pode ou nio ter associadas transla¢ées nio-primitivas.

Um operador do grupo espacial é definido pela seguinte expressio:

{RIR}p(r)= (R 'r+ 7% +R), (4.276)

onde J é a translacio ndo-primitiva associada a operacéo pontual R. Como
se explicou, para os grupos simdrficos, 73 =0 V R no grupo pontual.

4.28 Inclusao do spin

Quando a interac¢éo spin-drbita é levada em conta, o tamanho de uma
base néo simetrizada é duplicada ao formar o produto direto do espaco
dos vetores de base com o espago bi-dimensional das funcées de spin 1/2,
u, com s = 1,2. As rotacOes das funcdes {u,} sdo definidas por meio das
matrizes D do grupo das rotacgoes:

Ru, = > u/D}(R). (4.277)

sTs!s
S/

A rotacdo R pode ser indicada por um angulo 6 e um vetor unitdrio n
ao longo do eixo de rotacdo:

D'2(n,0) = e 7™0/2) = 1¢0s(6/2)—io -n(6/2), (4.278)
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onde o,, 0, e 0, sdo as matrizes de Pauli e 1 € a matriz unidade.
Assim a rotagéo R, atuando no espaco produto, se escreve:

RF(O)u, = > fF(R™'r)u, D}*(R). (4.279)
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Tépicos de Mecanica
Classica e Teoria de Grupos

O livro Tépicos de Mecanica Classica e Teoria de Grupos
é a culminagdo de uma série de discussdes e propostas
para suprir certas deficiéncias na formulagéo de textos
de disciplinas no ambito da graduacéo. O primeiro tema
consite na apresentagdo do vetor de Laplace-Runge-
-Lenz, cujo uso no problema de Kepler em Mecéanica
Classica, além de introduzir uma nova constante de
movimento, permite obter todas as carateristicas asso-
ciadas a solucdo da dinamica de uma particula em um
campo Coulombiano. O segundo tema trata do espa-
lhamento classico, um conceito sumamente importante
na Fisica, tendo em vista que todo experimento consiste
de uma forma ou outra em espalhar particulas, fachos
de luz, etc.. O espalhamento de Rutherford proporcio-
nou a imagem da estrutura do &tomo, consistente num
nucleo muito concentrado e os elétrons “orbitando” em
torno dele. O terceiro tema consiste na apresentacédo da
teoria de Hamilton-Jacobi. Trata-se da fase mais ela-
borada da Fisica Classica apds os modelos tedricos de
Lagrange e Hamilton. E importante destacar que essa
teoria deu lugar a obtengdo da equacéo de Schrédinger
da Mecanica Quantica. Como ultimo tema considerado
neste trabalho, apresentamos uma introducéo a Teoria
de Grupos, com énfase na Teoria de Representacdes.
Os conceitos de redutibilidade/irredutibilidade sao
apresentados com detalhe, dada sua importancia no
contexto da teoria.
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